Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und
zweiter Gattung.

Von
Hemeice Bruns in Leipzig.

[Wiederabdruck einer im Jahre 1875 zum Doctorjubildum von V. J. Buniakowsky
von der physiko-mathematischen Facultit der Universitiat Dorpat dargebrachjen
Festschrift.]

Bei Gelegenheit einer Untersuchung iiber die sicularen Storungen
der Bahnelemente periodischer Kometen wurde ich auf die Aufgabe
gefiihrt, die Perioden der zu der Differentialgleichung

1) By, g=Azt+ 4B+ 6022+ 4Bt 4
gehbrigen Integrale erster und zweiter Gattung analytisch darzustellen
unter der Voraussetzung, dass die Coefficienten in y* gegebene rationale
Punectionen eines unbeschrinkt verinderlichen Parameters £ sind. Wenn
man um die Untersuchung zu vereinfachen von der #iblichen Normal-
form

25 B YT~ 01—k

obiger Diﬂ'erentialglewhung ausgeht, so werden die Perioden, abge-
schen von dem Factor K, Functionen von % allein. Hierbei ist es
jedoch listig, dass X und % immerhin nicht ganz einfache algebraische
Fanetionen von A4, B, C, B und A’ werden, deren explicite Dar-
stellung die Auflosung der Gleichung "y* = 0 voraussetzt. Dieser
Uebelstand lisst sich jedoch vermeiden, wenn man von derjenigen
Normalform der Gleichung (1) ausgeht, welche Herr Prof. Weier-
strass seinen Vorlesungen iiber elliptische Functionen zu Grunde legt.
Die Perioden lassen sich dann mit Hiilfe hypergeometrischer Reihen
darstellen, deren viertes Element eine einfache lineare Function der
absoluten Invariante von #? ist.
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I

Zunichst mdgen hier diejenigen auf die Weierstrass’sche
Normalform beziiglichen Formeln zusammengestellt werden, welche
fiir die folgenden Entwicklungen néthig sind. Fiihrt man in (1) statt
z die Veriinderliche s ein, welche mit  durch eine Gleichung von
der Form

(e 4-go )t + (§ 22+ g a41)s + p'a + ¢'s 7 =0
verbunden ist, so lassen sich die p, ¢, ... so als Functionen der
A, B, C, B', A" und einer willkiirlichen Constante bestimmen, dass

dx ds

y 5 £ =4s* — gys — g
wird, wo

go=AA — 4BB 4 3C?,

g3 =ACA 4-2BCHB — AFB — A BB - ("
die beiden fundamentalen Invarianten von y? bedeuten. (1) geht dann
iiber in

d — e

@) Ge=VES — g5 — g5,

und die Integrale erster und zweiter Gattung nehmen die Gestalt

: ds sds
(3) f—7~ und -J’:_t—

an. Bezeichnet man mit pu diejenige zu (2) gehorige elliptische
Funetion, welche fiir # =— O unendlich wird und die sich fiir kleine
Werthe von # durch die Potenzreihe

Hu? gy ..
% T T

darstellen ldsst, so existirt eine bestindig convergente Potenzreihe

1
P“-’—"W‘{"

geniigt. — Sind ¢, ¢,, ¢; die Wurzeln der Gleichung #* = 0, also

. 45 — 9,5 — 93 =4(s—¢;) (s—¢&) (s—e),
s0 1st

1 1
e+ te=0, ee3t-esetee=—10,, €ere3=79s

4)
(ea—es)? (65— €))% (6, — &) = — (95 — 2195) = 2 g:2(9—1),
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wo
8

9= %1g8

die absolute Invariante von y? bedeutet. Wenn g, und g, reell sind,
so sind fir g > 1 alle drei Wurzeln reell, fiir g << 1 dagegen nur
eine, Wenn ¢ == 1 und g, von Null verschieden, so sind zwei Wurzeln
einander gleich; wenn jedoch die Discriminante verschwindet, indem
g, und g, gleichzeitig gleich Null werden, so sind alle drei Wurzeln
einander gleich. — Es seien nun L und L’ zwei einfache geschlossene
Curven in der Ebene der s, von denen die erste nur die Punkte e,
und ¢,, die zweite nur e, und e, einschliesst, ohne diese Punkte zu
beriihren, dann sind die Werthe 2@, 20’, 27, 27 der lings L und L
genommenen Integrale (3) Fundamentalperioden der Integrale erster
und zweiter Gattung. Wenn wir hierbei annehmen, dass, falls ¢, e,,
ey in gerader Linie liegen, e, zwischen ¢, und ¢, liege, so kdnnen wir
auch schreiben

4, € [ 4
= : ds , ds sds ; sds
o omfi wnfl, e fu, o[
& & o A
wo die Integration lings der geradlinigen Strecken eje,, e,e, aus-
zufithren ist. Das Vorzeichen von ¢ ist hierbei vorldufig gleichgiiltig,

pur muss es fir o und 5, sowie fiir o und " dasselbe sein. Es mége
jedoch so bestimmt werden, dass in der Gleichung

(6) nd—#w=i%i

das obere Zeichen gilt. Ferner soll, wenn ¢, , ¢,, €, reell sind, e, >, > ¢,
sein und das Vorzeichen so gewshlt werden, dass o und damit auch
7 positiv reell wird; @ und % sind dann, so lange g — 1 nicht sehr
klein, resp. positiv und negativ rein imaginir. — Kerner gelten dann
die Relationen

d(ut20) _ ou dut20)  cu ,
D o(u - 2am) —'W+2ﬂ’ 6(14-{—-2:07——67—*—277’

po=c¢, pot+o)=e, po’' =e¢,

und wenn man fiir den Augenblick PO, == &, schreibt,

) (0t — ea) (P8 + @0) — €0) = (€a — €5) (ea — ) -
Hieraus ergiebt sich fiir eine lings L und L’ vorgenommene Inte-

gration
1 ds — 2 eam+’7
s—e, ¢t " (eg—eg) (e’

9
( ) 1 ds —__2 8aw'+"7'
s—e, t (ta—¢5)(ea—#) :
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Endlich hat man, wenn

h=

gesetzt wird
1

9 25
V22 Ve = — 2k 4 20* + 20° +
B o ey 1+ 2% 2W + 20 - -

Hieraus folgt, dass, wenn e, — e; = k(e; — e,) gesetzt wird, % sich in
der Form

(10) AN 30

darstellen lisst, wo P (k) eine nach ganzen positiven Potenzen von k
fortschreitende Reihe bedeutet.

Wenh nun g, und g, gegebene Functionen von £ sind, so erhilt
man durch Differentiiren der langs des Weges L genommenen Inte-
grale (3) nach &

9 do dm fyaS-i—gs 8 gdn _ __ [#stg sds
dE 2% T £ 2¢2 t
wo
dgs . dgs ’

gesetzt ist. Da nun

1 1 1 1
2t2_§2 (6, —e) (6s —€5) S—¢ '
s __ 1 ¢ 1
282 8 2 (es—e)(er —e) s— ¢’
s? 1 22 1
24 =—8—2 (01—32)1(91—63) s—e !
80 wird
o+
J K 2 (ey— &f(er = &P’
8d8___~ [ ﬂ)+elﬂ
S =1 2 e
T e’co—}—e,n
fﬁﬂ 2 (&g — : e (e — ey’
oder es ist
dw P dn R
—dg_':—-n_Qm; "d“g—z m+Qﬂ1
(11) und analog
d ” ’ s
%=-P’2‘Qw; dg .RGJ-I—Q'I],
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wo
P= % 2 (e —92332-({;19’3“ e’ = 2 ,e‘.g_’ e;z -’(-e?s—e‘es)z ’
R = 1 e+ gs el
8 (e — eo (e — &
Fithrt man statt der Wurzeln jhre symmetrischen Functionen ein,

so wird

8(9,°—219,°) P = — 369,59, + 244,9),
(19) {8(923 ~-219,Q =  2¢,%9, — 364;9,

8(9,*— 279" ) B=— 39,939, + 29." 95"

Substituirt man nun in (11) fir @ und % resp.
1 1 1
% 3 0

Qg, "¢  und Hgss,

so lassen sich die Coefficienten der so entstehenden Differentialglei-
chungen durch g allein und seine nach & genommene Ableitung aus-
driicken, 8nd man erhilt

a I S - S, 1 1
(13) dE T Teglg—) H—yg (12(9—1) + 39)9’

dH ' '

dE T 12(9—1) H— 24(9—1) @

Wenn ¢ von £ unabhingig, also ¢ = 0 wire, so wiirden auch
Q und H £ nicht enthalten, folglich die Perioden einfache algebraische
Functionen von § sein. Diesen Ausnahmefall wollen wir hier nicht
weiter berficksichtigen und g als unabhingige Verinderliche einfiihren,
indem wir fiir ¢d§ dg schreiben. Eliminirt man dann aus den beiden
Gleichungen (13) der Reihe nach H und Q, so erhilt man

4 a 55
" {0——g(g—l> v+ G-+

0—glg—1) G2+ (F9— 1%{—%11

Diese Gleichungen sind aber weiter nichts, als die Differentialgleichung
der hypergeometrischen Reihe

(15)  O=z(z—1) dm2+(w(a+ﬁ+1) —y) &+ epF,
WO
5 4
“=%:\ ﬁ'-': ETR ?"—"':’g"r
oder N a4 =1y,
2’ 2 Y=

zn setzen ist. Q und H haben also, als Functionen von g betrachtet,
in der ganzen Zahlenebene den Charakter ganzer rationaler Functionen;
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Ausnahmestellen kénnen nur die Punkte 0, 1, 0o sein. Zuor Ermittelung
der vollstindigen Integrale von (14) ist jetzt weiter nichts erforderlich,
als aus den bekannten Gaussischen Abhandlungen iber die hyper-
geometrische Reihe die verschiedenen Ausdriicke zu entnehmen, welehg
fiir die Umgebung der Ausnahmestellen giiltige Darstellungen der
particuldren Integrale liefern, und die Integrationsconstanten zu be-
stimmen. Der Uebersichtlichkeit halber mbgen zundchst die hierher
gehorigen Formeln aus der zweiten Gaussischen Abhandlung kurz
zusammengestellt werden.

IL

Zu der Differentialgleichung (15) gehéren fiir die Umgebung des
Punktes z = O die beiden particuliren Integrale

(16) F(a, B, 7, 2) = 1— 2y F(a, y—B, 7, 5=5)
= (1—x)_ﬂF(ﬁ, y—47%; ﬁ_l)’

ot Flae+41—yp, 41—y, 2—y, 2)
an (=@ gt et 1—yp 1-4,2—y, 5)

x—1
= xl—Y(]_,_x)y—ﬂ—I F(ﬂ'*‘l_y’ 1’_“; 2"‘7’; m—f—f) '
Diese Darstellungen sind giiltig fiir alle z inuerhalb eines um den

Nullpunkt mit dem Halbmesser Eins beschriebenen Kreises, resp. inner-
halb derjenigen Halbebene, welghe auf der negativen Seite der durch

den Punkt # — ~ semkrecht zur Axe der reellen Zahlen gezogenen

2
Geraden liegt.
In der Umgebung des Punktes £ =1 hat man die particuliren
Integrale

(18)  Fle, patp+1—p1—a)
=z F(6at1—yp,atpt+i—yp ")

— 2 F (B, f+1—yp atf+1—yp, 220),
und, weil ¢« - =1y
(19) F (e a4+ 1—7, 1—2) log (2—1) + G(w, §, 1 —3),
wo G (e, 8, z) die Reihe

af e+ BB+1)
T4t T 53 123 4+ B2

+HRED MLV (44 5y O
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bedeutet, und

1 1 2 1 1, 2 1
A=ty Pamtai e Ot

wire

PRSI

wt. Fiir (19) kann man auch setzen
20) F(opatf+l—y 1—2z) log—“E;—l+x~#G(ﬁ,1~a,%“_i)

— F(,8,a+B+1—p1—2) log®= oo (a1—,25Y),

Von der Identitit der Ausdriicke (19) und (20) iberzeugt man
sich leicht, wenn man beriicksichtigt, dass (19) und (20) der Differen-
tialgleichung (15) geniigen, und dass ihre Differenz fiir x =1 ver-
schwindet, so lange man die Logarithmen so wihlt, dass sie fiir reelle
z reell werden. Diese Darstellungen sind giiltig fiir alle  innerhalb
eines um den Punkt x = 1 mit dem Halbmesser Eins beschriebenen
Kreises, resp. innerhalb der Halbebene auf der positiven Seite der oben
erwihnten Geraden.

Fiir 'die Umgebung des unendlich fernen Punktes hat man endlich
die particuliren Integrale

@1 woF(a, a41—p, a4+1—f,2)
= (@—1)F(a,y—B, «+1—4, =),

@2) o F (B, B+1—7, f+1—a, =)
=@~V FF(, y—e, f+1—p )

Diese Reihen convergiren, so lange der absolute Betrag von z
resp. 1 — z grosser ist als Eins.

Von den linearen Relationen zwischen diesen verschiedenen Reihen
mogen hier nur die beiden folgenden angefiihrt werden. Es ist

] _ Me+B—p)TT (—v)
(23) F(“)ﬁ’“+ﬁ+1 - y,l—x) - lT(a—ijT(ﬁ~y) F(“’ﬁ)}”x)

n — ) TW(y—2 .
+ (ﬁ(—til)}%(g(jl) )F(l_a,1__}3,2..7,;0)351—7(1_._”)7—«—,9’

und
Mie—1 T~
@y  LE=BRE=D P g a8, 2)

= — F(e, B, 1,1 —z) log (L—2z) — G(e, B, 1 —2)
+ F (28,1, 1—2) 2¥(0)—¥ (e —1) — ¥ (1)),

wo TTund ¥ die bekannten Gaussischen Zeichen sind. Um die folgen-
den Entwicklungen etwas tibersichtlicher zu machen, sollen noch
folgende™ Bezeichnungen .gebraucht werden:
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i1 5 16
H1($)='F 127 12 127 37)7

H,(z) = (12’ 1]2’ %’ 2),
Hy(z) = 2’ 12’1 1— )
H,(z) = 12, 12,1 l—x)log(x-—l)-{—G(m, 12,1~:r:),
By (a) — (12, T B
25) Hy(x) ~ (12’ _11? 162’ 21'
Ki(2) = (u’ *——11?’ Té'?’ x),
Ky (@) = 12’ oy =
K (z) = (12,——12,11 )
K, (2) = F(-, — 45, L1—a) log(a— D)+ 6(3, ~ 5,1-2),
E@=F( 5 —;—,

7 6 1
Ka(x)=F(‘“—1§: B 1 =2

.

Die Grossen @, @, %, ' sind nun aus den Ausdriicken (25) linear
zusamomengesetzt. Da jedoch die so definirten Functionen wegen der
darin auftretenden algebraischen und logarithmischen Glieder mehr-
deutig, resp. unendlichvieldeutig sind, so soll das Gebiet der g durch
einen geradlinigen Verzweigungsschnitt, welcher von dem Punkte
g =1 iiber ¢ = 0 nach g = — oo verlduft, in ein einfach zusammen-
hingendes verwandelt werden., Innerhalb dieses Gebietes sind dann
Q, Q, H, H eindeutige Functionen und man kann jetzt die Integra-
tionsconstanten so bestimmen, dass die Werthe von o, @, 5, 7,
welche durch die Ausdriicke (25) geliefert werden, identisch sind mit
denen, welche die Integrale (5) ergeben, wobei vorliufig g, und g,
Immer reell sein sollen.

Zu dem Ende seien zundichst e, e,, ¢ reell, also g reell und
> 1. Dann ist einerseits, weil ¢ > €, > ¢,
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o= [ as{ ts—e)s—e) e}t

@ = ?;f ds{—4(s—e) (s —&,) (5_33)}-%’
(26) S "

n=— fsas{ 46—e)(s—e) —e} t,
N =—1 sds{—4(s~—e,)(s——e.2)(8—63)}_1},

e

wo die Wurzeln simmtlich reell und positiv sind. Andrerseits hat

man nach einer kleinen Umformung fir ® und o, sowie fiir % und %’
Ausdriicke von der Gestalt

1

Cg, “Hy(g)+ C'g

2

1
N i% H,(9)

und
1

1
o, Ko(9) +C'g * 3 K (9).

Wenn man nun g, fir den Augenblick als constant ansieht und
die Perioden als Functionen von g, betrachtet, so enthalten diese Aus-
driicke offenbar nichts anderes, als die Entwicklung der Perioden nach
steigenden Potenzen von g,. Man,erhilt also die Constanten C und
C’ sofort, wenn man g, =1 setzt und die Werthe aufsucht, welche
die Perioden und ihre ersten Ableitungen nach g, fir g, =0 an-
nehmen. " In diesem Falle ist

1
(=1, 6=0, ¢=——1;

also wird, wenn man setzb

0y == L/9113(433—3)—1}= J-dtp(l*%sin?q;)—’}’
-1

2

(27) 9

| A

o
Ny = —-,-/sds(4s3-s)—%==%qu> cos? @ (1———;—sin2 (p)—%,
1

\ —_—

2
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und fiir g, =1 und g, =0,
0=0, &=1i0g, y=1n, % =—/1i.

Die Werthe der ersten Ableitungen erhilt man aus (11) und (12),
wenn man g, =0, E=g,, 9, =1,als0 P=3,Q =0, undR=w41~
setzt, Dieselben werden dann resp.

- 3"?0! + 3"707:7 % @y, 71' @,.

Hieraus folgt schliesslich

1 1

0 = G’ogg H(g) — 3, 92 gz H(g),

1 l

@ = mwz Hy(9) + 3“?0.9 22 H(g),

(28) . .
. ?K i 1 9 g
1= mg Kig)+gag "y Kl
1 A
M= im0 Kolg) + g * 4 K(0).

{
Die Bedingung e’ — 40 = % ni liefert, weil 49,0, = =, noch die
Relation

1=ng K, H, + K,H,.

Die Gleichung e  — %' ® = constans ist iibrigens eine einfache
Folge aus den Gleichungen (11), wie man sich leicht durch blosses
Differentiiren dieses Ausdrucks iiberzeugt. Da nun die Perioden als
Functionen von £ betrachtet den Charakter ganzer rationaler Func-
tionen besitzen, abgesehen von den in endlicher Anzahl vorhandenen
Ausnahmestellen, so muss die Constante, wenn sie fiir irgend einen

Punkt £ gleich —;:m ist, stets diesen Werth besitzen, verausgesetzt,

dass man in (6) fiir die Perioden ein System simultaner Werthe sub-
stituirt.

Es seien nun wieder wie vorhin die drei Wurzeln reell, also
g > 1 und reell, so werden, wenn g von - oo auf 4 1 zuriickt,
zwei Wurzeln einander gleich, und zwar wird wegen der Relationen
(4) fir g, > 0 ¢, ==¢,, fiir g <0 ¢, = ¢,; im ersten Falle bleiben
@ und 7 endlich, wibrend ©' und 2% unendlich werden, im zweiten
Falle findet das Umgekehrte statt. Es sei zunichst g, positiv, dann
hat man, weil © und % endlich bleiben miissen,

1 5 1 1

m=0g2 4912H3 7}-’3‘—0’9249 12K3.

Mathematische Annalen. XXVIL 17
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Zur Bestimmung von C und C' setze man g=1, g, =1, also

. 1
g, =3, dann wird ¢, = 1, 62=e3=__§.und

= ¢ = _
e i3’ r c'ys,
oder

1 5 1 l
4

(29) m=i/";§ g Ha(y), n—i/——g g 2K,

wofiir man auch etwas einfacher schreiben kann

1

(30) 0 =5 B Hlp), 1=5% 9 K(9)-
Da nach (18)
—1
12H F(12’ 12)1)99 )J
12 7 g—1
g K F( 12} 12) 17 g )7

so erhdlt man durch Vergleichung von (28) und (29) fiir ein ins Un-
endliche wachsendes g die Relationen

4 5 1
wolll2=‘ﬂ:F(-1§-, ‘I-_z", 17 1),

7 1
n,,;/1728_zF( 3 1 1)
oder

o, VT (— )T (= &) ==¥z,
IYevT 1 7 -
n PTTRT ('1?) M (—%)=nVa.
Um @ zu finden, beriicksichtige man, dass -%— die Form
11 b
55 1—9
, H, ’ ’ 14 12
O+ 0 g =C+Clgly—)+C 2 B )

besitzen muss, oder dass die,Grosse —5-:7 log & sich in der Gestalt

C+Clglg—1)+(1—g)Bl—2
darstellen lisst, Man erhiilt also ¢ und €’ sofort, wenn man % nach
Potenzen von g — 1 entwickelt, Zu dem Ende setze man in der
Gleichung 4s* — g,s — ¢, =0

(31)

1 1
&

$ == n sin N-—) n-—:gsg .
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Es wird dann
cos 3N = —= sin3N=]/9—_—‘ tg SN =¢g—1
- VZ’) g ’ =Vg ’
also, wenn g = 1 4 k? gesetzt wird (k¥ > 0), so erhilt man
1 i ks
.N=—3-(k‘—‘—3—+—5——-—.-.)’

tg N = 3 k+ BB,

ex=nsin(N— %—F%—), ez=nsin(N—%),

. z 27
e, = % sl (N—?——?’A),

b — € __,,thN,__=_._
€ — e V3aftgN

Hiernach wird also & ausgedriickt durch eine Reihe von der Form

()

ot Lol (14 (g— 1) Bg—1),
und es ist
10g241/§ ;1
O=— TTmi ? 4 T emi?
oder

, 53 ) 5
(32) w =§%(log(g--—l)——2log24]/3) Vzil_f’*g-"s (s 2, 1-9),

oder auch mit Beriicksichtigung von (20)

l
A F @ g—1 A 1 g—1
33) & = m(logT——2log 24 V3)~—i/ = go 1,, & )

Durch #hnliche Schliisse gelangt man zu dem Aunsdruck fiir 4.

Beachtet man, dass 3:'— die Form

(12 T 12’ 1——9)

8

besitzt, dass ausserdem wegen (6) und (29) oder (30)

CH+Clog(g—1)+ C

, ’ . ’ 6'
L - =~ tE-DBE-D
ist, so erhilt man
17*
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34) 7 = 52 (log (9—1) + 12 — 2 log 24¥'3)

271

1 3 5 1
’—ﬁg«% G ?)—,"‘-lé‘, 1‘—9)
(35) = (og I=1 1 12 — 2 log 24 ¥3)

21n

_ i g LT 9=ty
Vee Vs 9" &( iz’ 187 g )
Die Substitution dieser Ausdriicke in (6) liefert noch die Relation

1
1
129 -—12H3(y>K @+ 506 (7 — 5 1—9)
5
'—'K‘%(y)G 127 19 1 —g)

Um die Ausdriicke fiir ein negatives g, zu ermitteln, ist es nicht
erforderlich, die ebengemachten Schlisse zu wiederholen; ein Blick
auf die Gleichungen (28) zeigt vielmehr, dass, wenn — g, fiir g, gesetzt
wird, die Grossen @, @', 4, % iibergehen in — &'¢, @i, %'i, — 53
Man erhilt also die gewiinschten Ausdriicke, wenn man in den Glei-
chungen (29), (30) etc. fiir g,, ©, @, 3, 1 einfach — g;, — @'4, @4,
%4, — i schreibt; also

;o £ 2 g,(—g,,)% E 23 . %
@ = V54 gs H (9); . = m( 93) K3(9);
0 = — 5o (log (g—1) — 21og 24 '3)
1 92("9)% 5
_’ﬁ 933 G 12’ 12’1'—9)
— — 527 (log 5= — 21024 ¥/3)

1
5 1 g—1t
’/I;-qz Yol )
7=—31 (log (g—1) + 12 — 2 log 247/3)

(36) 1

1
+“‘1:(“‘g3)6 G(‘i%: - %7 1 _'9)

- (log 251 4 12 — 2 1og 24 /3)

V%l/_gq (—__ ;1)'

Von den in Vorstehendem entwickelten Ausdriicken haben offenbar

=
27u
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diejenigen, in denen kein Logarithmus aunftritt, in der Umgebung des
Punktes ¢ =1 den Charakter einer ganzen rationalen Funetion, ab-
gesehen natiirlich von dem Fall, wo g, und g, gleichzeitig gleich Null
oder Unendlich und g = 1 wird. Diese Ausdriicke lassen sich also
mit Hiilfe der Formeln (23) ohne Zweideutigkeit bis zur Umgebung
des Punktes g = O fortsetzen, wihrend bei den anderen wegen des
Logarithmus eine von dem Wege der Fortsetzung abbingige Viel-
deutigkeit stattfindet. Wir wollen dieselbe beriicksichtigen, indem wir
in (24) log (1—g)=1log (g—1) + sxi setzen, wo & eine beliebige
ungerade Zahl bedeutet, die vorliufig = -+ 1 sein soll. Ferner hat
man nach den von Gauss O'egebenen Formeln

V() — ¥ (—5) — ¥(—g) =21og 243 — = J/3,
2y (0) — ¥ (— ))—‘F(—F)_—=2Iog24]/§~——12——1:1/5,
folglich werden die (zleic}‘mngen (23) und (24)

m(-2 nd)
H. — 2 12 Hs+ 3
’ n(“ﬁ)n(_% n("'z) ( 12)
(-4 n(-2 2
K,— 2 K, + 9* K,,
() (- n(-)m (
S A H, = — H,(log (9—1) — 2 log 24 /3)

““(ﬁ)

—6(5r o 1 —9) — Hy(emi+=zy3),

n(- ) (-5)
“(_TZ

K,— — K, (log (9— 1) + 12 — 2log 24§/3)

G(xg) 120 _g)—'K:i (875@.+“V§).|

Wenn wir wieder zuniichst g, >0 voraussetzen, so erhilt man aus (30)

T n‘(_é 9293% -—) —% H.
LT e R e T
B (— 3 i " (- 5) gigs ¥

24 TT(-—-——- g/ Kl+9mn(w )TI'(-—E A 'K2'
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Diese Reihen enthalten offenbar die Entwicklung der Perioden nach
steigenden Potenzen von g,. Bezeichnet man deshalb die Werthe von
® und 9 fir g,=0, g; = 1 mit @, und 7,, so ist

(-3 N

37 = % 51 — 757

( ) m1 (_ ( » M V)‘i '(T(12)T]'(

Hieraus folgt dann nach einigen Umformungen oder, indem man wieder

wie frither die Differentialgleichungen (11) zur Bestimmung der Coef-
ficienten von g, und g¢,% verwendet,

_1 ]
(38) 0 =9, °Hy(g) — E* g,-,g: H,(g),
1

(39) 7= 0,958 Ky () + o & gz K, (g)-

Multiplicirt man ferner die oben angesetzten Gleichungen, welche
Loga.nthmen enthalten, mit

. . 1
2 gzys 2 r3

_— Yesy, py—

Vete 9 Py ¥

so erhdlt man nach Ausfiihrung der ndthigen Reductionen

(40) co'=*‘*;—’5 oy " Hyg) — =23 2 b,(y),
, _ 2y
@y ==, K(g)+ 2V o g”’;s K, (9).

Die fiir ein negatwes g; geltenden Formeln erhilt man wieder wie
frither, nimlich

. _1 ; SPR |
o= i0,(—g,) Gﬂz(g)”{"%wﬂ;(@v

o =i (—g0° K, (9)+ 2 QL—@— K,(9),

(42)] 1
Q= — —E+ZV-“D|(_93) 6H2(9)— —2;7' 3’2‘92( 93)° Hyig),
. V5 o gt(— gy §
n= =, (90" E,(9)— il fo it % K, g)

Aus den Gleichungen (37) und (6) folgt dann noch
=0y )12, 1=K H, +-;2~K2H,.
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.’

Durch die in dem letzten Abschnitt aufgestellten Ausdriicke ist
fiir jedes Werthepaar g, g, ein System von simultanen Werthen der
Fundamentalperioden der Integrale erster und zweiter Gattung ge-
geben, HEs ist dabei gleichgiiltig, wie man die Werthe der mehr-

1 1

deutigen Grossen g, , 936 , log (9 — 1) fixirt, vorausgesetzt natiirlich,
dass dieselben innerhalb einer jeden einzelnen Reihe von Ausdriicken
dieselben sind. Ferner gestatten die verschiedenen Formen, welche im
zweiten Abschnitt fir die hier benutzten hypergeometrischen Rethen
aufgefiihrt worden sind, zu bewirken, dass man fiir jedes beliebige
g convergente Kntwicklungen erhilt. Hs ist dazu nur erforderlich,
von den Grossen

g _ g—1 1 1
g—l’l g’ 1 2 g) g—l

9,
diejenige auszuwiblen, deren absoluter Betrag kleiner als Eins ist.
Nur die beiden Punkte g = % + -Z;— V'3 machen eine Ausnahme. Fiir

diese beiden Punkte liegen die eben genannten Grossen stets an der
Grenze des Convergenzgebietes der verschiedenen Reihen. Da jedoch
Q,Q, H, © an diesen beiden Stellen den Charakter ganzer rationaler
Functionen besitzen, so wollen wir diesen Ausnahmefall hier nicht
weiter beriicksichtigen.

Es ist nun noch iibrig zu untersuchen, wie sich die Perioden als
Functionen von § verhalten. Dieselben haben im Allgemeinen den
Charakter einer ganzen rationalen Function; Ausnahmestellen kénnen
nur diejenigen Punkte £ sein, in welchen eine der folgenden Glei-
chungen stattfindet:

92=0,9,=00,9,=0, gy =00, g=1.

Denkt man sich alle diese singuliren Punkte durch eine gebrochene
Linie M einander verbunden, welche durch keinen Punkt der -Ebene
zweimal hindurch geht uwnd ins Unendliche verlduft, wenn £ =oo
ebenfalls eine Ausnahmestelle ist, so ist durch diesen Schnitt die
ganze E-Ebene in ein zweifach, resp. einfach zusammenhingendes
Gebiet zerlegt. Ipnerhalb dieses Gebietes sind dann die Grossen
w, &', 7, 7 eindeutig definirt, wenn man einem beliebigen nicht singu-
liren Punkte &, ein bestimmtes Werthsystem o, @', 7, 77, Wie es durch
die Formeln des vorigen Abschnittes gegeben ist, zuordnet, und die
80 definirten Functionen nach allen Punkten & hin fortsetzt, ohne
jedoch die Linie M zu passiren. Zu beiden Seiten der Linie M werden

offenbar @, @', 7, 7 verschiedene Werthe besitzen konnen. Um sich
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von diesen Werthdifferenzen ein allgemeines Bild zu verschaffen, ist
es nur nothig, zu ermitteln, wie sich die im vorigen Abschuitt dar-
gestellten @, @', 3, §° verhalten, wenn f eine der Ausnahmestellen
nmwindet, wihrend die Untersuchung iiber das Verhalten der Perioden
in jedem einzelnen Punkte des Verzweigungsschnittes einfacher in
jedem besonderen Falle besonders fiir gegebene g, und g; durch-
gefiibrt wird.

Es seien die Grossen o und b niemals = 0 oder = oo, ¢ niemals
= 0 oder == 1 oder = oo, dann kann £ hichstens in einem der folgen-
den 13 Fille singulirer Punkt sein:

1 2 3 4 Hh 6 7 8 9 10 11 12 13

g=] a a 0 0 0 0 0 o© ® o o o o
“gs=| b oo 0 0O 0 0 oo b 0 o o o o
g=]11 0 ¢ 0 1 o 0 o o ¢ 0 1 o

In den drei noch fibrigen miglichen Fillen haben offenbar die
Perioden den Charakter einer rationalen oder einer ganzen rationalen
Function. In dem Falle (1) konnen die Perioden loga.ri]tlf:y:isch, in
den Fillen (5) und (12) logarithmisch und algebraisch, in allen iibrigen
Fillen nur algebraisch unstetig werden. Es sind nun vier Gruppen
von Fillen, nimlich g =0, g=o0, g =¢, g = 1 2u unterscheiden.

Es sei zunichst g = 0. Man setze in den Formeln (38) bis (41)

& =1 und bezeichne den zu ¢ = — 1 gehdrigen Werth von o', 4" mit
o’y 1", s0 ist @ + @ = 0", n+ 4 =1x". Sind
—14iV3 —1—iV3
82 = ———T——- s 83._—= ___2—

die beiden complexen cubischen Wurzeln der Einheit, also — &, eine
primitive sechste Wurzel der Einheit, is} ferner » die Ordnungszahl
fir das Null- oder Unendlichwerden von g,, wo fiir ein Unendlich-
werden von ¢, n negativ zu nehmen ist, schreibt man endlich die
Glfeichungen (38) bis (41) fiir einen beliebig fixirten Wurzelwerth von

gg_‘fin der Gestalt
w=ag-+b, o =as5+bsy, 0 =—as—bs,,
n=c+d, 7 =c&+ds, 7 =—cg - as,,

so sind offenbar alle Werthsysteme, welche w, &, @, %, 7%, %" an-

nehmen kbnnen, wenn £ den betreffenden singuliren Punkt ein oder
mehrere Male umwindet, in folgenden Ausdriicken enthalten:

O=a(—e&) "L b(—&)*, o' =as(—&) | bs(—s)k=,
@ ==—q &y (— &3) " — by (— g )",

g=c(— &)y - d(—g¥*, g =ce(— )+ de(— )7,
N =—cgy(—e) B —Dbe,(—e)n,
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wo k die Anzahl der Windungen bedeutet. Wenn % = -+ 1 (mod. 6),
so erhilt man folgende sechs Werthsysteme:

’ rr ’ 7t
© ®@ o 7 ] K
4 4 ; rs
—® @ o —79 Ki /)
r - 4 7
— @ 0 —o —79 N =%,
’ ” ’ 7t
—® —6 -—0 —n —7 —17,
r ’” ’ ’”
@ —60O —a o= —%,
ﬁ)” —_® m; 7]’, _n n/'

Wenn n = -+ 2 (mod. 6), so fillt das zweite, vierte und sechste
Werthsystem fort; ist # = 3 (mod. 6), so findet nur ein Zeichenwechsel
statt; ist endlich # = 0 (mod. 6), so haben die Perioden an der be-
treffenden Stelle den Charakter einer rationalen Funection. Die Formeln
(42) liefern offenbar ein analoges Resultat.

Wenn g = o0, so erkennt man sofort, dass, wenn die Ordnungs-
zabhl von g, m und m = -4 1 (mod. 4) ist, nur folgende vier Werth-
systeme auftreten kdnnen:

@ o 7 7,

—a’ ® - 7)’ K

—0 —& —3 —1,

o —e 9 -7,

Wenn m = 2 (mod. 4), so findet nur ein Zeichenwechsel statt,
und wenn # = (mod. 4), so haben die Perioden den Charakter einer
rationalen Function.

Wenn ferner g = ¢ oder g =1 ist, so muss 3m — 21 =0, also
m ==2p, n==23p sein; die algebraischen Glicder wechseln also fiir
ein ungerades p ihr Zeichen, fiir ein gerades p werden sie rational.
Ferner wichst, wenn g = 1, der Logarithmus beim Umkreisen der
singuliren Stelle um ein Vielfaches von 2=z¢, also die eine Periode
um ein Vielfaches der andern.

Hiernach sind also simmtliche zu einem bestimmten Werthe von
£ gehtrigen Werthe der Perioden in der allgemeinen Form

©=fo+go, o=fatgo,
n=fnt+g97, ¥=Fn+g7,
enthalten, wo wegen (6)
f9 —rfg=1

sein muss. Der Weg, auf welchem man von &, nach & iibergeht,
lasst sich dabei stets so wihlen, dass die ganzen Zahlen f, g, f, ¢’
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alle beliebigen mit jenmer Bedingungsgleichung vertriglicken Werthe
annehmen.

Ich muss es mir hier versagen, auf die Folgerungen niher ein-
zugehen, welche sich in Bezug anf den Zusammenhang zwischen den
Invarianten g,, g;, g und der Grosse

hee ®

aus den bisherigen Entwicklungen ziehen lassen. Es mag hier nur
bemerkt werden, dass es moglich ist, g als Quotienten zweier Potenz-
reihen von % mit ganzzahligen Coefficienten darzustellen, welche un-
bedingt convergiren, so lange der absolute Betrag von % kleiner ist
als Hins,

Dorpat, im April 1875,



