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yon der physiko-mathematischen Facalt~t der Universiti~t Dorpat dargebrach~en 

Festschrift.~ 

Bei Gelegenhei~ einer Untersucbung fiber die s~cularen StSrungen 
der B~bnelemente periodischer Kometen wurde ich auf die Aufgabe 
gefiihrtj die Perioden der zu der Differen~ialgleichung 

~x y2 A x  4 + 4 B x  a + 6 C x  ~ + 4.B'x + A" (1) ~ ,  = y ,  

gehSrigen lntegrale ersLer and zweiter Gattung analyt-isch darzustellen 
unter der Voruussetzung~ dass die Coefficienten in y~ gegebene rationale 
Ftmetionen eines unbeschr~nkt ver'~uderlichen Parameters ~ sind. Wenn 
man um die Untersuchung za vereinfachen yon der iiblichen :Normal- 
form 

d--~ ~ K 1/(1  - - x  ~) (1 - -  k~x  ~) du 

obiger Differentialgleiehung ausgeht, so werden die Perioden, abge- 
sehen yon dem FaeLor K ,  FuneLionen yon k allein. Hierbei ist es 
jedoch l~is~ig, dass K uad /c immerhin nich~ ga~z einfaehe algebraische 
Fanc~ionen yon A ,  .B, C, .B' und A" werden, deren explieiLe Dar- 
sf~llung die AaflSsung der Gleichung "y: ~ 0 voraussetzt. Dieser 
UebelsCand l;4sst sich jedoch vermeiden, wenn man yon derjenigen 
Norn~alform der Gleiehung (1) ausgeht, Welche Herr Prof. We ie r -  
s t r a s s  seinen Vorlesungen fiber ellipLische Functionen zu Grunde legt. 
Die Perioden lassen sieh dann mit Hfilfe hypergeometwischer geihen 
darstellen, deren vieries Element eine einfaehe lineare Function der 
~absoluten Invariante yon y2 is~. 
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Io 

Zun~chst mSgen bier diejenigen auf die W e i e r s t r a s s ' s c h e  
Normalform beziigliehen Formeln zusaxamengestellt werden, welche 
ffir die folgenden Entwieklungen nSthig sind. Ffihrt man in ~1) statt 
x die Ver~nderliche s ein, welche mit x dutch eiae Gleichung yon 
der Form 

( p x 2 n L  q x  ~ - r ) s  "~ -~- ( p ' x 2  n t - q ' x  q - r ' ) s  1 t- :p"x  '~ n t- q " x  --~ r'" ~ 0 

verbunden ist, so lassen sich die ~v, q, r . . .  so als Functionen der 
A, B, C,/~', A'  und einer witlkfirliehen ConsOmme bestimmen, dass 

d_~ -_~ __ds t~ - ~  4 ~  - -  g~s - -  g~ 
y t 

wird, wo 
g~ .~- A A '  - -  4 .BJB" -{-- 3 C  2, 

g3 --~ A C A" + 2 . B  C :B" - -  A . B '  )B" ~ A ' ~ B  B ~ C ~ 

die beiden fundamentalen Invarlanten yon y~ bedeuten. (1) geht dann 
fiber in 

(2) d-~ds _~ j /~ s  3 g2 s - -  g3, 

trod die Integrale erster und zweiter Gattung nehmen die Gestalt 

f _ /  _ f , e .  (3) a~ uQd d t 

an. Bezeiehnet man mit Du diejenige za (2) gehSrige elliptisehe 
Function, welche fiir u ~ 0 unendlich wird und die sich ffir kleine 
Werthe yon u dutch die Potenzreihe 

1 g~u 2 gsu 4 p u  = - ~  --t- = ~ -  + - - ~ -  § �9 �9 - 

d a r s t e l l e n  l~sst, so existirt eine bes~ndig convergente Potenzreihe 

g2 u~ 6 gsu7 

welehe der Bedingung 
d~ 

_~u ~ - -  ~ log a u  

genfigt. - -  Sind el, e~, e:~ die Wurze|n der Gleichung t ~  O, also 

4s3 - -  gz s - -  ga ~-- 4(s--e~) ( s - - e ~ )  ( s - - e ~ ) ,  
so ist 

el q_e2 q_ e s ~ 0  ' x 1 e~es--}-e3e~-{-el e ~ - . ~ - - - T g ~ ,  - e l e 2 e s - ~ - T 9 3 ,  
(4) 

27 _ z(.  1~ ( ~ . , - ~ ) ' ( e ~ - e , ) :  ( ~ , - ~ ) '  = ~ Co: ~ -  ~Tg~') = ~ u ~  ~- , ,  
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W O  

g2 s 
g ~  ~Tg,, 

die absolute Invariante yon y~ bedeutet. Wenn g2 und gs reell sind, 
so sind ffir g > 1 alle drei Wurzeba reell, fiir g ~ 1 dagegen nur 
eine. Wenn g ~ 1 und ga yon ]Null verschieden, so sind zwei Wurzeln 
einander gleieh; wema jedoeh die Discriminante versehwindet, indem 
g~ und ga gleiehzeitig gleieh Null werden, so sind alle d rd  Wurzeln 
einander g l e i c h . -  Es seien nun L u n d  L'  zwei einfache geschlossene 
Curven in der Ebene der s ,  yon denen die erste nut  die Pnnl4e e 2 
und ea, die zweite nut  e I mad e 2 einschliesst, ohne diese Punkte  zu 
beriihren, dann sind die W e r ~ e  2o~, 2co', 2 7 ,  27" der l~ings L und L '  
genommenen Integrale (3) Fundamentalperioden tier Integrale ers~er 
und zweiter GatOang. Wenn wir hierbei annehmen, dass, falls e~, e 2, 
e 3 in gerader Linie liegen, e 2 zwischen e 1 Lind e 2 liege, so kSnnen wir 
aueh sehreiben 

e~ . el e~ el 

(5)  ~ , co" ' ~ - -  a t  ' a t ' 

wo die Integration liings der geradlinigen Streeken eae:, e~e~ aus- 
zufiihren ist. Das Vorzeichen yon t ist hierbei vorl~ufig gleichgiiltig, 
nur muss es ftir eo und 7, sowie fiir eo" und 7' dasselbe seiu. Es mSge 
jedoeh so bestimmt werden, dass in der Gleiehmag 

(6) 7~ '  - -  , t% = 4- ,~i 
2 

das obere Zeieheu gilt. Ferner soll, wenn e~, e~, e 3 reell sind, e~ ~ e~ ~ ea 
sein und das Vorzeiehen so gewShlt werden, dass eo und damit aueh 
7 positiv reell wird; co' und 7' sind dann, so 
klein, resp. posifiv mad negativ rein imaginiir. 
die Relationen 

.. 6'(u-I- ~,,,') 
, r  ~'u 4i- 2 7 ,  

(7) a(,~+~,~) ~ ~ ~ ( ~ + ~ ' )  

lunge g -  1 niehi sehr 
Ferner gelten dann 

a u  27' = + 
ffql, 

p ~  ~ e 1, p ( ~ @ ~ ' )  ~--- e2, .p~" ~ e 3, 

und wenn man fiir den Augenbliek peo~ ~--e, sehreibt, 

(8 )  ( p u  - -  e~)  ( p ( ~ ' +  ~ . )  - -  ~ . )  = (e~ - -  ~)  (eo - -  ~,). 

l=[ieraus ergiebt sieh ffir eine l~ngs L und L" vorgenommene Inte- 
gration 

f 1 dS ~-----2 eaea-lt'-71 

(9 )  J f ~ - - -  ~ ,  = _ ~ ,,,,*' + ,~' 
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End l i eh  h a t  m a n ,  wenn 
-g-- 

h - ~ e  
gesetzt  wird 

1 9 25 

~ - v e ~  - -  e~ ~ 2 h T  q - 2 h u  - 2 h u  �9 �9 �9 

~-~/e~ - -  e3 ~ 1 - t -  2 , h  + 2 h  ~ - t -  2 h ~  + �9 �9 �9 

Hieraus  fo lg t ,  dass ,  wenn e~ - -  ez ~-- k(e~ - - e a )  gesetzt  wird,  h sich in 
der F o r m  

k 
0o) ~ + k~  (k) 

d a r s b l l e n  l~ss t ,  wo ~ ( k )  eine naeh  ganzen  posit2ven Potenzen yon k 
for tsehrei tende Reihe bedeutet .  

W e n h  nun g2 trod g3 gegebene  F t m e ~ o n e n  yon ~ s ind ,  so erh~l t  
m a n  du tch  Different,iiren der  l~ngs  des Weges  L genommeaen  Inte-  
g r a b  (3) naeh 

2 ~ - - - , . j  .~  ~ ,  2-a-- ( j ~,  ~ , 

WO 

gese tz t  ist .  

so wird  

oder  es is t  

(il) 

dgt dgs �9 

Da null 

1 i ~ 1 1 

2 t  - - - ~ 8 - ~  ( e l - - e a ) ( e ~ - - e s )  s - - e t '  

s 1 ~ e t 1 

:~t~ --'~ 8- ~ (et - -  e~) (e~ - e~) s - et ' 

s ~ 1 ~ et~ 1 
'Zt~ --~ -8 ~ (el - -  ~j~el - -  e3) s --- el ' 

j " d S  1 Z elc~ "~ ~ - i  ( ej --  ea)~ ( ei ~ e~) t ' 

f sds 1 Z  el2~a-{-et~ 
---~ ~ (e, - -  ~ ( e ,  - e~)~ ' 

/ s  zds 1 Z e,~co "~- e,'~7 
- - ~  ~ ~ ~- (e I - -  ~ ) z ( e  t ~ e,a) ~ :~ 

da~ dz/ / -aE = - -  P ' / - -  Q '~ , 

and  analog 

{ da~" d~/ '  = / ~ ' q -  qn', 
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WO 

1 ~ g2"et ~ -I- gs'et z 

F~hrt  man start der Wurzeln ihre symmetTisehen Func~ionen ein, 
so wird 

18(g~3-- 27g~) P = -- 36g.~g~' .@ 24g2g3" , 

(l 9) 18(g2a -- 27ga~) q = 2g22g~" -- 36gaga': 

| 8 (gea- -27932)R ~ - -  392g3g ~" q- 2g2Zg3. 

Substituirt man nun in (11) fiir co und ~ resp. 
1 1 1 

Qg3 6ga und H g ~ ,  

so lassen sich die Coefficienten der so entstehenden Differentialglei- 
chungen dutch g allein und seine nach ~ genommene Ableitung aus- 
drfieken, t~ad man erh~lt 

(13) 6g -1) - 
a H  g' / /  g' ~ .  

Wenn g yon ~ unabh~ingig, also g ' ~  0 wiire, so wiirden auch 
Q u n d / / ~  nicht enthalten, folglich die Perioden einfache algebraische 
Functionen yon ~ sein. Diesen Ausnahmefal] wollen wit bier nicht 
welter beriieksichtigen trod g als unabhiingige Veriinderliche einfiihren~ 
indem wir ffir g'd ~ dg schreiben. Eliminirt man dann aus den beiden 
Gleiehungen (13) der Reihe nach H und Q, so erh~lt man 

l 
O - ~ - - - g O - -  d ~ n  7 4 '~ d n  55 

[ 0  ~ 9 0 - - 1 )  d~H dH 5 1t.  

Diese Gleichungen sind abet welter nichts, als die Differentiaigleichung 
der hypergeometrischen t~eihe 

(15)  o --~ x ( z ~  1) ~,F -4- (x (a @ fl --[-1) - -  7)  d F  

/ oder , a ~-- ~ ~-- 7, 
5 1 1 

~ - i f  ' f l  = l~ ' r = T ,  

zu setzen ist. Q und H haben also, als Ftmetionen yon # betrachtet, 
in der gangen Zalalenebene den Charakter g~nzer rationaler Ftmetionen; 

WO 
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Ausnahmestellen kSnnen nur die Punkte 0, 1, ~ sein. Zar Ermii~elung 
der vollst~ndigen Integrale yon (14) ist jetzt weiter nichts efforderlich, 
als aus den bekannten Gaussischen Abhandlungen aber die hyper- 
geometrische Reihe die verschiedenen Ausdrticke zu entnehmen, weleh~ 
fiir die Umgebung der Ausnahmestellen giiltige Darstellungen der 
particul~en In~grale llefern, und die In~egrationsconstan~en zu be- 
stimmen. Der Uebersichtlichkeit halber mSgen zun~chst die hierher 
gehSrigen Formeln aus tier zweiten Gaussischen Abhandlung kurz 
zusammengesteUt werden. 

IL 

Zu der Differentialgleichung (15) gehSren fiir die Umgebung des 
Punktes x ~ - 0  die beiden particul~ren lntegrale 

(16) F(a ,  8, 7, x l = (1--  x ) -~  r - - S ,  r, Z~_~T) 

x~-rF(a+ l--r, tS+ l--v, 2--V, x) 
25 

(17) = xl-V (1--  x)~-'~-' F (  a +  1 - ~ '  1 - -8 '  2 - -7 '  ~-:-Y- 1) 

Diese Darstelhmgen sind g~ltig f'~r a[le x innerhalb eines um den 
Nullpun~ mit dem ttalbmesser Eins besehriebenen Kreises, resp. inner- 
halb derjenigen Hatbebene, wel~he auf der negafiven Seite der darch 

1 den Ptmkt  x-~-~- senkrecht zur Axe der reellen Zahlen gezogenen 

Geraden liegt. 
In der Umgebung des Punktes x ~--1 hat man die particul~ren 

Integrale 

(18) .F(a, ~, u + ~ + t - - r , l - - x )  

.F (,~, , z+  1 -  r, - +  a +  l - r ,  - 7 - )  

F(f l ,  X - - 1  N 
- -  l - r ,  - z - ) ,  

und, well a -{- ~ -~- ~, 
(19) ~ ' (~ , ,E,~+#~l-~ , ,  l - -x )  tog (~--1) + a(~, 8, l - -x) ,  
wo 6~ (a, ~, x) ~ e  liege 

- ( - + ~ )  a(a+~) (A+~)x  2 
l t 

x . ~ . ~  ~ -~ ,_~  ~21+~B+O)x~+"" 
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bedeu~e~, und 
1 A = u  

ist. 

(20) 

2 1 ~ _ _  "I 2 ~ 1 1 2 
~, B - ~ - - 4 - ~ ' r ~  s '  ~ ;~ - :~+~+ ' . ,  3 ' ' "  

Ftir (19) kann man auch setzen 

X - - 1  .F(a, fl, a + f l +  l --r, l--x) log--d-+x-t~G(t3,1-- z-~,__d_/ 

-~- F ( a , 8 , a + ~ +  1 --~,,1 -- x) log--- d -  

Yon der Identi~t der Ausdrficke (19) und (20) fiberzeugt man 
sich leicht, wenn man berficksichtigt, dass (19)und (20) der Differen- 
tSalgleichung (15) genfigen, und dass ihre Differenz flit x ~--1 ver- 
schwindet, so lange man die Logarithmen so w~hlt, dass sie ffir reelle 
x reell werden. Diese Darstellungen sind gfiltig ffir alle x innerhalb 
eines um den Punkt x ~-- 1 mit dem Halbmesser Eins beschriebenen 
K.reises, resp. innerhalb der Halbebene auf der positiven Seite der oben 
erwKhnten Geraden. 

Ffir "die Umgebung des unendlich fernen Punktes hat man endlich 
die particul~ren Integrale 

(21) 
1 

(2~) ~-,F(8, 8+1 -~ ,  r 1-~,-~) 
1 

Diese Reihen eonvergiren, so lange der absolute Bet~ag yon x 
resp. 1 - - x  gr5sser ist als Eins. 

Von den linearen Relationen zwischen diesen verschiedenen Reihen 
mSgen bier nur die beiden folgenden angeffihrt werden. Es ist 

(23) F ( ~ , ~ , ~ + ~ + i -  r , l - - z ) =  rT(~+~-y)~(_~) F(~,~,r,x) H(a--V) l~(g--r) 

. .~ .~  ('~ + ~ - -  r_)_ ~ (v - -  ~) .F (1  - -  a t - -  8 ,  2 - -  7, x )  x ~ - r  (1 - -  x )r"-~-~,  Vr(, ,--~) n ( 6 - - 1 )  ~ ' 
un d  

(24) l~(a--~) lz(6--~) F~. ,  8, a +  8, x) 

- -  F(a, t6, l ,  l - - z )  log ( I - - x )  - -  G(a, 8, l - - x )  

--[- . F ( a ,  ~6, 1, l - - x )  (2xF(0)-- W(a --1) - -  iF(/3-- 1)), 

wo H und ~ die bekann~n Gaussischen Zeichen sin& Um die folgen- 
den Entwicklungen etwas flbersichtlicher zu machen, sollen noch 
folgende Bezeichnungen gebrauch~ werden : 
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1"2 ~ 1"2 ~ 1~ ~ 

F ( ~  ~ ~ ) H~(x)  = . '  ,-~'  1-Y' x , 

F ( l l  5 1 - ~ ) ,  H ~ ( x ) =  ~ i ~ ,  , 2 , 1 ,  

r ~  ~ ~ ~ - d ~ o g < ~ - , ~ + ~ ( ~  ~ ~ - ~ ) ,  

E~(x) = F (  ~ ~ '~ ~) 
12 ~ 12 ~ 12 ~ 

( ~ ,  ~ ,) H 6 ( x ) - - - - F  , ,~ '  l e '  u  

( 5  , , ) 
K , (x )  = -~ r~' ~ '  r~' x , 

~ ( ~  ~ ~0 ~) . K ~ ( x ) =  , , , ~ ,  ~ ,  ~ ,  , 

( 5  ' 1, l - - x )  K~(x )  = F ~ ,  r ~ ,  ' 

~ ~,,-~),o~x-,~+~(~,-~,,-~), 
.K" 5 ( x )  = . ~ ( 5  ,3  18 , ) .  

~ ( ~ ) - - - -  ~. ,  ~ ,  l~' " 

m .  

Die Gr~ssen e,  r ~, ,~' sind nun aus den Ausdriieken (25) linear 
zusammengasetzt. Da jedoch die so de6nirten Ftmctionen wegen der 
darin auftretenden algebraisehen and logarithmischen Glieder mehr- 
deutig, resp. unendliehvieldeutig sind, so soll das Gebiet der g dutch 
einen geradlinigen Verzweigangsschnitt, weleher yon dem Pankte 
g ~ 1 fiber g -~- 0 nach g ~ - -  oo verl~uf%, in ein einfach zusammen- 
h~ngendes verwandeR werden. ]anerhalb dieses Gebietes sind dann 
Q, ~', H, H' eindeutige Funetionen and man kann jet~t die Integra- 

�9 p 

tionsconstanten so besfimmen, (lass die WerChe yon ea, co, V, ~ ,  
wetche dutch die Ausdrficke (25) ge|iefert warden, identisch sind re.it 
denen, welehe die ].ntegrale (5) ergeben, wobei vorl~ufig g~ und ga 
immer ree]l sein sollen. 

Zu dem Ende seien zunRchst e,, e2, e~ reell, also g reel] und 
> 1. Dan,  ist eiaerseits, well e t > e~ > e~, 



242 H. BRu~s. 

(26) 

j ~ds  { 4 ( s - - e , )  (s--e2) (s--e3)} - � 8 9  

d~ {--4(~--~, ) (s -  ~ ) 0 - - ~ ) }  -�89 
e~ 

e~ 

4 ( s - e , )  (s-e~) ( s -  e~)} -�89 

el 
_ 1 .  

~ ' = -  ds{ - -4 (~- -~ , ) ( s - -~ ) ( s -~ )}  ~, 
e~ 

wo die Wurzeln s~mmtlich reell und positiv sind. Andrerseits hat 
man nach einer kleinen Umformung fiir e~ and co', sowie fiir y und ~' 
AusdrLicke yon der Gestalt 

und 

1 J 

�9 " g~ i t s ( g )  cg-~ ~ Bo (g) + c g~ g, 

1 1 

c z - -  g' K~(g). g~ .K e (g) ~- C'g " 

Wenn man nun g~ fiir den Augenblick als consen t  ansieht und 
die Perioden Ms Functionen yon g3 betrachtet,  so enthalten diese Aus- 
driicke offenbar nichts anderes, als die Entwicklung der Perioden nach 
steigenden Potenzen yon g3. Man~ erh~lt also die Constanten C und 
C' sofort,  wenn man g2 ~-" 1 setzt und die Werthe aufsucht, welche 
die Perioden und ihre ersten Ableitungen nach g3 ffir ga ~ 0 an- 
n e h m e n .  In diesem Falle ist 

e 1 - ~ - ~ ,  e 2 ~ U ,  e s - ~ - ~ = - , ;  

also wird, wenn man se~zt 

(~)  

S 

1 0 - T '  

0 
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und fiir g~ ~ 1 und g~ -~ 0, 

~ c ~  ~ i e ~  ~ o ,  ~ ' ~ - - - i ~ o -  

Die WerChe der ersten Ableitungen erh~lt man aus (11) und (1~), 
, 1 

wenn man g2 "~ O, ~ ~ gs,  g3" ~-- 1, also P ~  3, Q ----- 0, mad/~ ~-- 

setzr Dieselben werden dann resp. 
t i 

- - 3 ~ o ,  -{-3~oi, y e % ,  ~-~o.  
Hieraus folgt schliesslieh 

1 1 

= ,oog  - s og T 
2 g2  ~ 

1 1 

(28) 1 

= ,og  + --r S g, 

1 1 

1 
Die Bedingung ~a" --  ~'ea ---- ~ i  liefert, well 4po~ % = ~,  noch die 
Relation 

1 =  1 a6g " KsH5 "~- K6H~" 

Die Gleichung ,~eo"- ~'eo ~ constans ist fibrigens eine einfaehe 
Folge aus den Gleichtmgen (11), wie man sieh leicht durch blosses 
Differentiiren dieses Ausdrucks iiberzeugt. Da nun die Perioden als 
Funetionen yon ~ be~rach~t den Charakter ganzer rationaler Func- 
tionen besitzen, abgesehen yon den in endlicher Anzahl vorhandenen 
husnahmestellen, so muss die Constante, wenn sie fiir irgend einen 

. 1 Punkt ~ g l e m h ~ i  is~, s~ets diesen Werth besitzen, verausgesetzt, 

dass man in (6) ffir die Perioden ein System simultaaer Werthe sub- 
s~ituirt. 

Es seien nun wieder wie vorhin die drei Wurzeln reel], also 
g ~  1 und reeU, so werden, wenn g yon ~- ~ auf -~ 1 zurfiekt, 
zwei Wurzeln einander gleich, und zwar wird wegen der Rela~onen 
(4) fiir gs ~ 0 e~ ~ e~ f'dr gs ~ 0 e~ ~ e~; im ersten FalSe bleiben 

und ~ endlich, w~hrend eo' und y' unendlich werden, im zweiten 
Falle finder das Umgekehr~e s~a~t. Es set ztm~ehs~ ga positiv, dann 
hat man, weft e~ and y endlleh bleiben mfissen, 

1 5 1 l 

=--- C g~ ~ g~'~ It3 ~ = C'g~ ~ g ~ K ~ .  
M a t h ~ a t i ~ h e  A~aale~. ~ 1 7  
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Zur Bestimmung yon C und C'  seize man g ~ 1, g~ = 1. also 

1 und g z ~ 3 J  dann wird e I ~  1, e 2-~-e 3~-- 

�9 , v " = c ' V 3 ,  
~ = V ; '  

oder 
1 5 1 1 

4 ~ 2" - i ~ K ,  ~ , 

wofiir man auch etwas einfacher sehreiben kann 

g~g3 ~ ( g ) ,  n ~ Y Ks(g). 

Da naeh (18) 
5 

g l i b  3 - - - F  12'  1"2' g - ' 

1 

g ' ~ K 3 = F  " 12'  1 2  ~ g ' 

so erh~lt man durch Vergleichung yon (28) und (29) fiir eia ins Un- 
eadliehe waehsendes g die Relationen 

1) ~ 0  ~ ~ F - ~ 1 2  ~ 

~ 0  ~ ~ :  " ~  " 1 2  ~ 1 2  

oder 

(31) 

I 4~-~ 1 ~---~ 

Um ~ '  zu linden, beraeksichtige man ,  dass ~---:-" die Form 

C W C  ' ~ '  C" C'  ~;  = v + log ( g -  l)  + n~ 

besitzen muss, oder dass die,GrSsse 1 .  log h sich in der Gestalt 
z $  

v + v' log (g-l)  + O--g) ~(1-g) 
darstellea IKsst. Man erh~lt also C trod C" sofort, wenn man h n~ch 
Potenzea yon g -  1 ent-wickelt. Zu dem Ende seize man in der 
Gleichung 4s  3 - -  g2s - -  g3 ~ -  0 

1 1 ( ") g gO s ~ n s i n  N - - ~  , n~--- . 
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Es wird dann 

a]so ,  

1 l /F-1  cos 3Z  r -  //~ , sin 3 N = - ~ - ,  tg3 /V ----//g ~ 1, 

wenn g ~-- 1 + k 2 gesetzt wird (k > 0), so erhiflt man 

1 (  ~ k~ ) N = u  k - - - ~  + -$- . . . .  , 

1 
tg N -~ T k + k3~ (k2), 

e l ~ - n s i n  LV-- ~- + , e 2- -~ns in  N - -  , 

e 3 ~ ~ sin 6 ' 

e ~ - - e  3 ~ 2 t g N  2 

Hieraach wird also h ausgedriickt dutch eine Reihe yon der Form 

und es ist 

ar~-i (1 + ( a -  1) V(g-:)) ,  
24 }/'3 

24 1 

oder 

(32) co' --~ ~=/ (log (g --  1 ) -  2 log24 ],/3) 
] 

oder auch mit Beriicksich~igang yon (20) 
1 

"(33) ~ ' =  ~e~ . ( l o g g - -  1 ~ log ~4 ~/"3) - -  i : T G ( ~ 2  1 a 

Dutch iihnliche Schlfisse gelangt man zu dem Ausdruck ffir ~'. 

Beacht& man, dass - -  die Form 

G - , 12 ~ 
C +  v' log (g--U + C' 

besitz% dass ausserdem wegen (6) and (29) oder (30) 

is*, so erE41t man 

~ i  co' 6i  + O-l) ~O-i) 

17" 
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(34) ~' = ~ (log ( g -  ~) + ~ - 2 log 24 V~) 
1 

12 ~ g 

(35) = ~ - ~ 0 o g  g - - 1  ~- 12 - -  2 log 24 / /3 )  g - -  

1 

~ / ~  ~f~  1 2 '  1 2 '  -g" 

Die Substitution dieser husdriicke in (6) liefer~ noch die Relation 
1 

12g-Y~--- 12Ha(g) K3(g) -~- H3(g) G (-~ ' 1~ l - - g )  

- x : , ( g ) e (  '1 ~ l - g )  
12 ~ 12 ~ " 

Um die Ausdrlicke fiir ein negatives ga zu ermitteln, ist es nicht 
erforderlich, die ebengemachteu Schltisse zu wiederholen; ein Blick 
auf die Gleiehungen (28) zeig~ vielmehr, dass, wenn - -  gs fiir ga gesetzt 
wird, die GrSssen co, co', ~, ~' iibergehen in - -co ' i ,  coi, ~'i ,  --q?i.  
Man erh~lt also die gewtinschten Ausdriicke, wenn man ia den Glei- 
chungen (29), (30) etc. ffir ga, co, co', ~, ~" einfach - -  g3, - -  co'i, coi, 
~'i~ - - ~ i  schreibt; also 

co = V ~  g~ " ~ ( -  g3)~ K~ (g), 

~A (log ( g - - l )  -- 2 log 24 ]/3) CO ~ 2 ~ i  

1 g,(--g~)~ G(II  5 l - - g )  

= ~ ( l o g ' - '  21og~4 y~) ~-7 g - -  

1 
1 .g2-- ~- ( 5  1 g - - l ) ,  (36) 

t / ~  a = ,  1~, g 

1 
1 5 1 

- [ - -~ - ( - -g3 )~  G(-i~, ,,~, i - - g )  

' 0o~ ~ + ~ - ~ ~o~ ~ ~ )  
1 . ,  ( , , , - , )  

+ ~ f ~  ~ J  e . . ~ ,  ,~, , �9 

Von den in Vorstehendem en~ickelten' Ausdrficken haben offenbar 
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diejenigen, in denen kein Logarithmus auftritt, in der Umgebtmg des 
Punktes g ~ - l  den Charakier einer ganzen rationalen Function, ab- 
gesehen natiirlich yon dem Fall, wo g~ trod ga gleichzei~ig gleich Null 
oder Unendlich and g-~-1 wird. Diese husdriicke lassen sich also 
mit Hiilfe der Formeln (23) ohne Zweideutigkeit his zur Umgebung 
des Punktes g ~ 0 fortsetzen, w.7~arend bei den anderen wegen des 
Logarithmus eine yon dem Wege der Fortsetzung abh~ngige u 
deutigkei~ sta~tfindet. Wir wollen dieselbe beriicksichtigen, indem wir 
in (24) log (1-- g) ~ log (g - -  1) -{- ~ x i se~zen, wo s e i n e  beliebige 
ungerade Zahl bedeutet, die vorl~iufig ~ ~ 1 sein soll. Ferner hat 
man nach den yon Gauss  gegebeaen Formeln 

z~(o)- v ( - ~ )  - v ( - ~ )  = 2 ~og,~ ~ -  

~ ( o ) -  ~ ( - ~ ) -  ~ ( -  ~ ) _ -  ~ lo~ ~ ~ _  ~ -  ~ ,  

folglich werden die Gleichungen (23) und (24) 

~ +  

.(_~) . 

~ = - ~, (log (g- ~) - ~ log 24 y~) 

K, = - -  K s (log (g -- 1) -t- 12 - -  2 log 241/3) 
- ( - ~ )  

Wenn wir wieder zun~chst ga ~ 0 voraussetzen, so erh~l~ man aus (30) 

5 11 

. -(-b 
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Diese Reihen enfJaal~en offenbar die Entwicklung der Perioden nach 
steigenden Po~enzen yon g2. Bezeichnet man deshalb die Werthe yon 

und ~ fiir g~ ~- O, gs ~ 1 mi~ ~1 und ~1, so ist 

Tr 2 (-r .(- 

Hieraus folgt dann nach einigen Umformungen oder, indem man wieder 
wie friiher die Differentialgleichungen (11) zur Bes~immung der Coef- 
ficien~en yon g~ und g. 2 verwendet, 

6 .q~ 

1 

(39) ~ ----  ~,g~K,(g) --~ ~' g"g~-~ 1~  g~ K2 (g). 

Multiplicirt man ferner die oben angese~zten Oleichungen, welche 
Logari~lmen enthal~en, mi~ 

i g2gs ~ resp. i -1 g~ ~ g~, 

so erh~l~ man nach Ausftihrung der nSthigen Reductionen 
1 

, --~+iV3 -~J~2(g) --8--i~'~ ~, g, gs ~ H,(g), 
( 4 0 )  ~ - -  ~ ~ ,  g3 ,z 6 g~ , 

~/, ga s K,  (g) ~ ~ ~ g. . 

Die ~[ir el .  negatives g~ gel~enden Formeln erh~ilt man wieder wie 
friiher, niiznlich 

1 t 

[ eY----- ieo,(--gs)--~ H~(g) ~ im g'(--ga)~ H,(g) 
6 g= ' 

1 - -  i 

~'-=--i~,(--g S K,(g)~ 144 gs 
(42) 

1 1 

1 

- - ~  i~/3 i~ ' 

Aus den Gleichtmgen (37) und (6) folg~ dann noch 
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I V .  ' 

Durch die in dem ]etzten Abschnitt aufgestellten Ausdriicke ist 
ffir jedes Werthepaar g2 g~ ein System yon simultanen Wer~hen der 
Fundamentalperioden der Integrale erster und zweiter Gattung ge- 
geben. Es is~ dabei gleich~o~iltig, wie man die Wer~he der mehr- 

1 1 

deutigen GrSssen g :  , g•,  log ( g -  1) fixirt, vorausgesetzt nat~irlieh, 
dass dieselben innerhalb einer jeden e[nzelnen [~eihe yon Ausdrfieken 
dieselben sind. Ferner gestatten die verschiedenen Formen, welehe im 
zweiten Abschnitt ffir die bier benutzten hypergeometrischen Reihea 
aufgefiihrt worden sind, zu bewirken, dass man ffir jedes beliebige 
g convergente Entwieklungen erh~il~. Es ist dazu nut efforderhch~ 
yon den GrSssen 

g 1 - - g ~  g--~ ~ 1 

diejenige auszuw~i~len, deren absoluter Be~rag kleiner als Eins ist. 

1 i ~/~ machen eine Ausnahme. Fiir Nur die beiden Pankte g ~ ~ ~ 

diese beiden Pantie liegen die eben genann~en GrSssen stets an der 
Grenze des Convergenzgebietes der verschiedenen Reihen. Da jedoeh 
fi~ fi'~ H, e '  an diesen beiden Stellen den Charakeer gunzer rationaler 
Functionen besitzen, so wollen wir diesen Ausnahmefall bier nieh~ 
wei~er beriicksiehtigen. 

Es isl mm noch librig zu untersuehen, wie sieh die Perioden als 
Funetionen yon ~ verhalten. Dieselben haben im Allgemeinen den 
Charakter einer ganzen rationalen Function; Ausnahmestellen kSnnen 
n~r diejenigen P u n ] ~  ~ sein~ in welchen eine der folgenden Glei- 
chungen stattfindet: 

g~_~0,  g~_~c~g3~-- -0 ,  g 3 ~ - c ~  g ~ l .  

Denkt man sich alle diese singul~ren Punkte dutch eine gebroehene 
Linie M einander verbunden, welche dutch keinen Punkt der ~-Ebene 
zweimal hindurch geht und ins Unendliche verl~uft, wenn ~ ~-cQ 
ebenfalls eine Ausnahmestelle ist, so ist dutch diesen Schnitt die 
ganze ~-Ebene in ein zweifach, resp. einfach zusammenh~ngendes 
Gebiet zerlegt, ln-erhalb dieses Gebietes sind dann die Gr5ssen 
~o, co', 7, 7' eindeutig definirt, wenu man einem beliebigen nieht singu- 

l~ren Punkte ~0 ein bestimm~es Werthsystem co, co', ~/, ~/', wie es dutch 
die Formeln des vorigen Abschnittes gegeben ist, zuordnet, und die 
so definirten Functionen naeh allen Punkben ~ bin fortsetzt, ohne 
jedoch die Linie M zu passiren. Zu beiden Seiten der Linie ~ werden 

offenbar ~o, e~', 7, 7' verschiedene Werthe besitzen kSnnen. Um sich 
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yon diesen Wer~differenzen ein allgemeines Bild zu verschaffen, ist 
es nur  nSt~ig, zu ermitteln,  wie sich die im vorigen Abschuitt dar- 
gestell~en r oJ'~ y ~ "  verhaltenj wenn $ eine der Ausnahmestellen 
umwindet,  w~hrend die Untersuchung tiber das Verhaiten der Perioden 
in jedem einzelnen Punkte des Verzweigungsschnittes einfacher in 
jedem besonderen Falle besonders ffir gegebene g~ und ga durch- 
gefiihrt wird. 

Es seien die GrSssen a und b niemals ~ 0 oder ~ co, c niemals 
-~- 0 oder -~- 1 oder ~--- r dann kann ~ hSchstens in einem der folgen- 
den 13 Fi~lle singuli~rer Punkt sein: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
g 2 - ~ i  a a -6 0 0 0 0 oo oo oo oc oo'" oc 

g a - ~ ]  b co 0 0 0 0 r b 0 oo ~ ~ 

g ~  1 0 c 0 1 ~ 0 ~ co c 0 1 

In den drei noch tibrigen mSglichen F~llen haben offenbar die 
Perioden den Charakter einer ratlonalen oder einer ganzen rationalen 
Function. In dem Falle (1) kbnnen die Perioden logari~k~isch, in 
den F~llen (5) und (12) logarithmisch und algebraisch~ in a ~ n  iibrigen 
F~illen nur algebraisch unstetig werden. Es sind nun vier Gruppen 
yon F~llen, n~mlich g ~ - 0 ,  g ~ - ~ ,  g ~ c, g ~ 1 zu unterscheiden. 

Es sei zun~chst g ~ 0. Man setze in den Formeln (38) bis (41) 
~--" 9 '  1 and bezeichne den zu ~ ~ -  1 gehSrigen Werth yon co', mit 

p t  r t  

e o , ~ " ,  s o i s t  e o ~ e o ' ~ e o ,  ~ - f - ~ ' - ~ " .  Sind 

~2 ~ 2 ~ ~3 ~ 2 

die beiden complexen cubischen Wurzeln der Einhei t ,  also - -  sa eine 
primitive sechste Wurzel der Einheit ,  is~ ferner n die Ordnungszahl 
ftir das Null- oder Unendlichwerden yon g3~ wo fiir ein Unendlich- 
werden yon g3 n negativ zu nehmen ist, schreibt man endlich die 
Gleichungen (38) bis (41) ffir einen beliebig tixh4en Wurzelwerth yon 

1 " 

gs ~ in der Gestalt 

eo ~----- a --~ b , eo' . -~  a ~: .-l- b ~ , eo" ~ -  - -  a ~a - -  b ~ , 

*t ~ -  c -Jr- d ,  ~" ~ c e  2 -+- d ~ a ,  ~ " - - ~  - -  c ~ a  - -  d e : ,  

so sind offenbar alle Werthsysteme, welche ~ ,  co, co", ~/, ,/, ~ aa- 
nehmen kSnnen, wenn ~ den betreffenden singul~ren Punkt  ein oder 
mehrere Male nmwindet, in folgenden Ausdriicken enChalten: 

~ a ( ~ . ~ ) - ~ - ~ - b ( - - ~ a )  ~ ,  ~o '~a~ . ) ( - -~a ) -~ -~-b~a( - -~ )~ ,  

~" ~ - -  a ~ ( -  ~ )  - ~ - -  b ~ (-- ~)~", 
~----c(--~)-~+ ~(--~)~', ~'--__c ~(-- ~ ) -~+  ~ (-- ~)~-, 
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w o k  die Anzahl tier Windungen bedeute& Wenn n --~ ~__ 1 (rood. 6), 
so erhi~lt man folgende sechs Werthsysteme: 

to to' to" 7 ~" ~", 

- - t o '  e~" to - - 7 '  7" 7~ 

- - t o "  to --ca" - - 7 "  7 - - 7 " ,  

- - t o  - - t o '  - - t o "  - - 7  - - 7 "  - - 7 " ,  

co' - - t o "  ~ t o  ~" ~ * l "  - - ~ ,  

to" - - t o  to' 7" - - ~  7'-  

fierce und sechste Wenn n ~ ~___ 2 (rood. 6), so f~llt das zweite, 
Werthsystem fort;  ist n ~ 3 (rood. 6), so finder nut ein Zeichenwechsel 
statt; ist endlich n ~ 0 (rood. 6), so hubert die Perioden an der be- 
treffenden Stelle den Charakter einer rationalen Function. Die Formeln 
(42) liefern offenbar ein analoges Resultat. 

Wenn g ~ oo, so erkenn~ man sofbrt, dass, wenn die Ordnungs- 
zahl yon g2 m und rn ~ q- 1 (rood. 4) ist, nur folgende vicr Werth- 
systeme auffreten kSnnen: 

a~ to' 7 ~/', 

ca' to ~ 7' 7 , 

- - t o  - - t o '  ~ 7  - - 7 ' ,  

r - - t o  7" - ~ ,  

Wenn m ~ 2  (rood. 4), so finder nut  ein Zeichenwechsel start, 
und wenn m ~ (rood. 4),  so haben die Perioden den Charakter einer 
rationalen Function. 

Wenn ferner g ~ c o d e r  g ~ 1 ist, so muss 3m - -  2n  = 0, also 
m ~---2p, n~----3p sein; die algebraisehen Glieder wechseln also fiir 
ein ungerades p ihr Zeichen, fiir ein gerades p werden sic rational. 
Ferner w~chst, wenn g ~ 1, der Logarithmus beim Umkreisen der 
singul~ren S~elle um ein Vielfaches yon 2 ~ i ,  also die eine Periode 
um ein Vieffaches tier andern. 

H_iernach sind also s~ramtliche zu einem besfSmmten Werthe yon 
gehSrigen Werthe der Perioden in der allgemeinen Form 

- = = f ~ + g , ~ , ,  to = f ~ -l- g to', to 

en~hal~en, wo wegen (6) 

f g ' - - f ' g =  1 

sein muss. Der Weg,  auf welchem man yon ~o nach ~ fibergeht, 
l~ssr sich dabei stets so w~alen, dass die ganzen Zahlen f ,  g ,  f ' ,  g" 
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alle beliebigen mit jener Bedingungsgleichung vertr~glichen Werthe 
amaehmen. 

Ich muss es mir bier versagen, auf die Folgerungen n~i~er ein- 
zugehen, welche sich in Bezug auf den Zusammenhang zwischen den 
Invarianten 92~ 9s, 9 und der GrSsse 

h ~ e  ~ 

aus den bisherigen Entwicklungen ziehen lassen. Es mag hier nur 
bemerkt werden, da~s es mSglich ist, g als Quotienten zweier Potenz- 
reihen yon h mit ganzzahligen Coefficienten darzustellen, welehe un- 
bedingt convergiren~ so lange der absolute Betrag yon h kleiner ist 
als Eins. 

Dorpat~  im April 1875. 


