
Ueber  Lr igonometr ische  Reihen. 

Von GIuv.io AscoLi in Mailand. 

In einer Abhandlung fiber trigonometrisehe Reihen ( B o r c h a r d t ' s  
Journal, Bd. 71) hat tlerr H e i n e  folgenden Satz bewiesen: 

Eine ira allgeraeinen stetige, nicht nothwendig endliche Function 
f ( x )  liisst sich hSchstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe 
yon der Form 

(i.) 27 (a. sin n x  + b. cos nx) 
0 

en~wickeln, wenn die Reihe der Bedingung unterworfen ist, ira allge- 
meinen in gleichera Grade zu eonvergiren. 

Einige Zeit darauf zeigte Herr C a n t o r  (dasselbe Journal Bd. 72 
und 73), wie eine Function, die durch eine trigonoraetrische, flit jcden 
Wer th  yon x allgeraein zu reden convergente Reihe gegeben ist, sich 
nicht  durch eine andere Reihe derselben Form darstellen lasse. Hieraus 
diirfte zu folgern sein, dass die in H e i n e ' s  Satze gemachten Voraus- 
setzungen, sowohl fiber die Stetigkeit der Function, als auch fiber die 
Art  tier Convergenz der Reihe, unnSthig sin& 

Auch scheint fair, dass, wenn eine nach dera Intervall 2 ze perio- 
disch sich wiederholende Function, die im allgeraeinen continuirlich 
uad  so beschaffen ist, dass die 2 �9 Hauptintegrale 

% - 1  - ~ % - 1  + r~ j' 
t ( x )  - x) cZx+ (x) - x) a z  

( ~ =  1, 2 , . . . ,  ~), 

wo die Punkte Xo (--~ 0),  x , ,  . . . x~_ 1 nicht nothwendigerweise alle 
singuliire Punkte der gegebenen Function sind, bei unead]ichem Ab- 
nehraen der Gr~isse ~ convergiren, allgeraein zu reden, d .h .  ohne eine 
Ausnahrae fiir einzelne Punkte auszuschliessen, durch eine trigono- 
metrische Rcihe der Form (]) darsiellbar ist, die Entwiekelung nicht 
nu t  eiazig, sondern gerade die Four ie r ' sche  sein muss. 
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Diesen Satz versuche ich {n der vorliegenden Abhandlung nach der 
Methode l ~ i e m a n n ' s  (siehe dessen Arbeit: Ueber die Darstellbarkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe) zu beweisen. 

Es sei also die Function f(x) durch eine Reihe yon der Form (1) 
darstellbar~ und sie geniige den soeben genannten Bedingungen. Da 
der Voraussetzung nach f ( x )  im allgemeinen continuirlich ist, so 
w~rd marl das Intervall zwischen Null und 2 ~ in eine e~ldHche An- 
zahl Intervalle theilen kSnnen, die zwischea x o (~-- O) x , ,  x l x ~  . . . ,  
x ,~- lxo,  . . . .  , x~_lx~ (~- 2 ~ )  liegen und die so besehaffen sind, dass fiir 
jedea Zwischenwerth derselben die Function stetig ist. Betrachten 
wir insbesondere (lie Entfernung zwischen x~_, und x~ und unter- 
'suchen wi 5 welche Werthe die gegebene Function durchliiuft, wean 
man sich einem Grenzwerihe (x,_L z. B.) ins Unendliche niihert. 
L.~sst sich eine.GrSsse angeben, wie gross s[e at, ch sei~ deren Werth 
hie vom absolutem Werthe der FunctioH iibertroffe, wird bei unend- 
lichenl Ann~hern an den Werth x , _ ~  so sagt man,  die Function sei 
endlich Iiir x ~ x~_, -}- 0, entweder convergirend~ was z. B. bei der 

l fiir welche / ' (x,~-i  -~- 0) ~ ~ der F~ll ist, Function arctg x - %_ ~ ' ~2- ' 

oder keinem Werthe zustrebend~ wie dies bei der Function sin 1 
X - -  t e a _  ! 

eintritt. Wenn abet bei nnendlichem Abnehmen yon e, f ( x , _ ~ - - ~  ~) 
zuletzt jede beliebig gegebene GrSsse iiberschreitet, so sagt ma,  
die Functioll werde unendlich fiir x ~ xa_~ ~- 0. Es ist niitzlich, 
zwei Arten yon Unendlichwerde~l der Fnnct ionen zu unterscheiden: 
je nacbdem w3hulich die Function in der iiussersten Niihe yon xr -~- 0 

dem absohtten Wer~he nach nie abnimmt~ wie z. B. ~- L oder un- 

endlich viele Maxima und Minima hat, wie z .B.  t sin 1 
X ~ X q _ _  I X - -  ,2~ff_ l 

In den Punkten xo, x , ,  . .  kann f (x) ohne Bedeutung sein, wie z. B. 

1 sin 1 oder auch einen Werth besitzen, wie z. B. die Reihe 

o - - n - - ,  welche fiir x -~- 0 gleich Null is~, wi~hrend doch 
~g 

~b (-{--0)~ ~-und ~ b ( - - 0 ) ~  ~ ist. Wir nehmen ferner an, dass 
2 

unter den Punkten xo, x~, . . .  sieh auch solche befinden~ fiir welehe 
f ( x )  stetig ist. 

Von der Function f(x) wird also vorausgesetzt 
1) dass sie, allgemein zu reden, stetig sei. 
2) dass die 2 ~ Hauptintegrale 
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xo_l--~ x o - t + t  %-i - -~  % - a +  ~ 
( ~ =  I, 2, . . . ,  ~) 

bei unendlichem Abnehmen der GrSsse t convergiren. 
Diese Bedingung beschr~nkt offenbar die Arten des Unendlieh- 

werdens der gegebenen Function. 
3) dass sie ftir jeden Werth yon x dutch eine trigonometrische 

Reihe der Form (1) darstellbar sei, ausgenontmen fiir die Werthe xo, 
xt~ . . . ,  x~, ffir welche nichts iiber die Bedeutnng der tleihe vorausge- 

setzt wird. 
Fiir jeden Zwischenwerth im Interval]e x ~ _ l x ,  ist nun wegen der 

.Convergenz der Reihe (1) 
lira (a, sin n x  + b~ cos nx )  ~ 0 (n ~-- oo), 

mithin einem bekannten Satze gem~ss (s. diese Annalen Bd. IV. 
Seite 139) 

l ima .  ~- lira b~ = 0 (n ~ 0r 

Folglich hat die Function 
a n sin nx + b n cos nx  X 2 

O 

(s. l ~ i e m a n n n  S. 25 uttd fg.) diese Eigenschaften: 
1) Ihr Wer~ll F(x)  Kndert sich mit x stetig. 
2) Es is~ 

lira F(x-4-~) ~ F ( x ) + F ( x - - ~ )  ~ 2~(a~ s innx  + b~ cos nx )  
{x 2 

a----0 0 

fiir alle Werthe yon x,  fiir welche die Reihe (1) convergirt. 

3) F(x  + ~) - o F<x) + F ( x  - -  ~) 
a 

wird stets m i t a  unendlich klein. 
4) Die Reihe, weleher F ( x )  gleich ist, convergirt in gleichem 

Grade. (S. die Abhandlung yon H e i n e  S. 356.) Der letzten Eigen- 
schaft gem~iss haben wit also 

2 r t  

0 

Es sei aa-1 eine zwischen x~-t  und xa liegende GrSsse, und es 
werde das IntegrM beirachtet: 

X 

. f f ( x )  dx ( o = 1 ,  . . . ,  r ) ,  (x) 

% - t  
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welches eine eontinuirliche Function yon x fiir alle Werthe im Inter- 
valle x~ - i  x~ (die Grenzen at~sgenommen) is~. Es soll nun das Ver- 
halten der Function ~ _ ~ ( x )  flit den Fall untersucht werden, dass man 
einem Grenzwerthe~ z. B. X~_l, sieh unendlieh niiherL. Setzt man der 
Einfachheit halber a ~ 1, so wird das Integral 

f f(x) dx,  
av 

wenn die Function f (x)  flit x ~ q - 0  endlich b]eibt, offenbar conver- 
g!ren, ~thnlich wie z. B. die Integrale: 

x sin I cos dx -~- x "z sin sin 1 d ( x  ~ sin x x - -  - -  a~ ao' 
a~ ao 

ag 

n ----- --2 2 4 \ 2 4-1" 
ab  ao 

Wenn aber fiir x ~ - 1 - 0  die Function f(x) unendlich gross wird, 
und dabei dem absoluten Werthe nach niemals abnimm6~ so kaun das 
Integral convergiren oder nicht, ilhnlich wie die Integrale:  

f dx ~ l X - -  la o -Z  ---- i : ~ ,  i - - ; ,  (0 < v < 1),  dx_z �9 
ao aa  

Hat endlich f (x) fiir x = q- 0 unendlieh vide Maxima und Minima, 
und wird dabei unendtich gross, so kann das Integral ether bestimm- 
ten Grenze zustreben, wie z. B. 

gg 

f ( , , , )  , , cos ~- COSx + x s i n  x d x - ~ x c o s  x - - a 0 c ~  
�9 . a 0 

oder auch unbestimmt sein, wie 

f ' f (  ' '> ' . i . '  d sin ~- ~-- - -  -kT cos x dx = sin x a-7 ' 
ao ao  

U. S. W. 

Auch das Integral 
g~ 

Fq-l(x) = j ~ q - l ( x )  dx (a = 1, �9 . . ,  ~) 
a n - - 1  

stellt eine Fm2ction, die ,wischen x,_~ xq stetig ist~ dar, und welche 
in diesem Intervalle f(x) als zweiten DifferentialquoLient hat. Die 
zwei Functionen F ( x )  und zv~_1(x) sind also continuirlich, wenn 
xa-1 .< x < x,  is~ die erste auch an den Grenzen~ und haben f(x) 
als zweiten DifferentialquotienLen. 
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Von der Function 
o~_L(x) -~ F ( x )  - -  F~_I(x) (~ = 1, . . . ,  ~) 

wird man daher sagen kSnnen 
1) dass sie stetig fib jeden Zwischeawer~h im Intervalle xa_lxa, 

- 2) dass ihr zweiter Differentialquotient Null ist in demselben Ia- 
tervalle. 

Wenn man nun start x ~ - l ,  xo die etwas engeren Grenzen 
x ~ - t - [ - e ,  x ~ -  e einftihrt, 'wobei ~ beliebig klein ist, s(r wird 
Oa_l(x) eontiauirlich aueh an den Grenzen sein, und folglieh gleieh 
einem Ausdrucke yon der Form co-ix-]-c'a-1 (wo co- i ,  c 'a- i  Con- 
stanten sind) fiir jeden Werth ira InWrvalle und fib die Grenzwerthe 
x a _ ~ - [ - e ,  x a -  e sein. Dass dies stattfindet, wurde yon Herrn 
S c h w a r z  aus Ziirieh bewiesen (s. B o r c h a r d ~ ' s  Journal Bd. 72, S. 141). 
Da nun F(x)  iiberall stetig ist, so wird die vorige Gleichung ftir 
jeden Werth yon x im Intervalle x~_lx~ gelWn und folglich 

r ( x , _ l )  = Vo_l(x~_~ + o) + c~_ix~_1 + c',_~, 

F (x,) = ~' ._ ,  (xo - -  o) + co -1 x~ + c'~ -1  

svin ; das Integral 
,= 

jr  (~ --- 1, �9  ~) dx 

convergirt also fiir x ----- x q - i  + O~ ~ xo --  O. 
Betrachten wit  jetzt die Relation 

2 ~  

---- F (t) --  b o cos n (t --  x) dt  
n ~ ~ -  

o 
X G - - $  

i_ l im I F ( t ) - -  bow z c o s n ( t - - x )  dt 

~__ _=I ,=olim o2Ji ~O_i+ _ l (O+co_t t+c 'o_ l~bo  cosn(t--x)dt .  

Offenbar ist: 
~o* - -  �9 j( F~-l(t) + c~_lt + c'~-i --  bo cos n(~ - -  x) dt  

=a--I + * 

x~--i Jr a 

' f(  ; 9 o - t  (t) + co- i  - -  bo o sin n ( t - -  x) dt t 
z a - - I  + �9 
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fotglich wird: 
x f f - - m  

.4. 1 o = , f (  bot) s i n u ( t  x) d t .  - -  - -  lira 27 ~ o o - i  (t) -{-- c o - 1  - -  
~ ~ ~ - 0  0~---1  

m a _  1 -{- e 

Andrerseits ist: 

also 

A,~ 

x ~  ~ e 

f ( ~ . _ ~  (t) § c ._ ,  - ~oO sin n ( t  - -  x )  dt 
Xa_l + .  

Xa_l + ~ 
~r  - -  t 

o + ' ( t ) - - b  c o s n ( t - - x )  d t ,  
=a--i +a 

t lira ( t ) - -  ~o" r  
~0 a~=l " 

x~_ 14- 

' ~ " = j ' ( r (  o) +~-- Elim Z t) ~ b c o s n ( t - - x )  dt 
e ~ O  a - - - -1  

xo_  1 -Fe 

welche Zerlegung mSglich ist, da das Haupidnbgral 

"=~ff( lim g t) cos n (t - -  x )  d t  
�9 ~ 0  O----I 

convergir~. Es isf~ nml leicht zu zeigen, dass unter den fiir die Function 
f ( x )  gemachten goraussetzungen 

x a - -  

~ =o lira Z ~,-i (t) + co-1  - -  bo t - n 
a ~ . O  0 ~ 1  " 

aea_ 1 -{-, 

ist. In der That erh~il~ man: 

( ~ . _ ,  (xa - ~) + ~o_1 - bo (xo - ~)) o o s .  ( ~ . - ~  - ~) 

- ( ~ o  (x~ + ~) + ~o - bo ( ~ .  + ~)) o o ~ .  (~  + ,  - ~) 

-~ (~a-~(xa - -  ~) + cu- i  - -  r (xa -~- ~) - -  ca + 2 b o ~)  oosn (%--x)  oos n~ 

~ .  ~ i n n ( x a - - x ) s i n n ~  +(~~162 . ~--; 
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nun ist aber 

jf /?( . ~  ~ -  x) dx , 
aa--1 a O 

fotglieh 

j ,~,,-1 (x~ - -  ~) - -  cp,~ (x~, + e) = (x)  d x  + f ( x ) d x ,  
a a _  1 a: a q- t 

und da das Hauptintegral der gegebenen Function eonvergir~p so strebt 
die GrSsse 

elner Grenze zu filr E ~ - [ - O .  

Um diese Grenze zu finden erinnern wir~ dass 

oder 
F~,ixo + ,~) + c . ~  - -  I,~ (Xo + O) + F~_~ ( %  - ~,) - co_~,,  - ~ , ,_~  (~.  - o) 

mit a unendlich klein wird; nun ist 

Yo (x. + ,~) = f ~ (x) dx , 
aq 

F . _ ,  (Xo - -  . )  = f ~ . - 1  (x) dx, 
aO--- 1 

a l s o  

tblglieh 

F. (z~ + o) --- f ~. (x) dx, 
aq 

xa - -O 

aa--1 

,Jra J 

F o _ ~ ( x ~ - - , ~ ) - - ~ o _ d X ~ - 0 )  = -  o_ ,  ( x o - x )  dx , 
4 .  

lira -~ r (xa -Jr- x)  ~ ~, ,_,  (xr - -  x ) )  d x  -~  ca - -  c~- i  

= ~ (x~ + o) - -  ~ _ ~  (x~ - o) + c~ - -  co_,  --- o .  
Keinem Zweifel * unterlieg~ es, dass die GrSsse 

( , ~ - ,  (~, - ~) + ,o ( ~  + ~)) ~ . ,  

fiir ~-~-~t.  0 einer Grenze zustreben muss; abet die beiden l~r 



~*. ASCOLL 

dx 
ag_l a~ 

eonvergiren flit x ~--- x~ - -  0,  ~ x~ -~- 0, folglich ist 

denn andernfalls hiitte man 

t 5 - ~  (xa - o) - / ~  (x~ + o) --- + or 

Sehr leieht ist es zu beweisen ,  dass aueh die GrSsse 

[cp~_l(2~--  ~) - -  r -{- c , - i  - -  c o - - b o 2 ~  + 2bo~] eosn(2rc~x) c o s n s  

"4- [r ( 2 ~  -- e) ~ ~o (e) -f- c~-i Jr- c o ~ b o 2 ~ ]  s in  n (2 u ~ x)  s in  ~ E  

far  ~ ~ + 0 der Null zustrebt. 

:In der That~ a~ = 2 z  J r - a  o gesetzt ,  haben wir 

lira ( ~ _ ,  ( 2 ~ -  ~) - ~ , ( 2 ~  + 0 + ~ _ , -  c~) = o ,  
R~-0 

aber fiir hinlinglieh kleine W e r t h e  yon x ist 
2 r t - b  ~ x 

~ (2 ~ + x) ---- x) dx ---- x) d x ---- % (z), 

und da 

iv (x) - -  b o -~- F (2 ~ A- x) - -  b o (~'* + x)~ 

so hat man durch Differentiation 

�9 o (x) -- box + Co = ~ , ( 2 ~  + x) + c, - bo (2'~ + ~),  
daher 

c~ = co "4- bo �9 2 ~ ,  
und 

lira (tp~_~ (2 ~ - -  ,) - -  r ( e )  "J- c , _ ,  - -  c o - -  bo2 ~)  ~-- 0 .  

Wir  haben also das Resul ta t  gewonnen,  dass 

• A,  
a = l  ~a--Id's 

fiir ~ ~ Jc 0 ist. 

Die Gleichung 
x~ ~in n x  .-]- b,~ c o s , ~ x  

F ( x ) ~ b  o ~  ~ 2 2 a ~  n' 
1 

giebt durch zweimalige Differentiation 

d , a~, sin n x  --[- b~, cos n x  

also 
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lira ~ x ) d x ~ - b , ~ 2 ~ @  lim 2: q ~ _ l ( t ) @ c a _ l - - b o t  = b o . 2 g .  
~ - 0  a 1 t ~ 0  ~ - 1  

xa_ I + t ~a--I + ~ 

Betreffs tier Bedeutung der Reihe in den Punkten xo, xl, . . . wurde 
anfangs keine Voraussetzung gemacht;  was abet bemerkenswerth 
scheint, ist,  dass, wenn die Reihe ffir einen Unstetigkeitspunkt x =  x,  
z. B. convergirt ,  und wenn die Function f ( x ,  --}- ~) @ f ( x ,  - -  ~) bef 
nnendlichcm Abnehmen der GrSsse ~ ether Grenze sich n~hert, man 
alsdann hat 

�89 (f(x, + o) + f(x, - o ) )  = ~ ( ~ .  ~ i .  ~ ,  + t,,, ~o~ ~ x , ) .  
9 

In der That ist: 

lira F ( x , +  a) - 2 F(x,) + F(x , - -a )  = 2~(a, sin nx ,  + b~ cos n x , ) ,  
a ~ 0  iX2 0 

w~hrend andrerseits fiir hinlKnglich kleine a (solche niimlich, (lass, 
x,  -}- a ~ x~+l, x ,  - -  r > x~_ 0 sich ergiebt: 

(x, + , )  + F (x, - -  , )  = 2 F (x,) + ~ ( F '  (x, + 0) - -  r (x, - -  0)) 

~ (F" (x. + 0.) + F" (x~ - 0.)) ,  

folglieh wird : 

of 

+~.~(f(z ,+o.)+ f(z;--o~)) ( 0 < o < J ) ;  

man hat aber,  wie wir vorher gesehen haben~ 
~. (x .  + o)  - -  ~ . _ ~  (x .  - -  o )  + c. - c ._~  = o, 

somifl folgt:  

/~'(x, -4- ~) -- ~/v (x~) + F (z. - '0 ,~ = �89 f(z. + o,) + �89 o,). 
und endlich 

lira F(x .  + ,~) -- 2F(x.)  + .F(x.-- .)  0)) a, = �89 ( f (x ,  -[- ()) @ f (x, - -  

-~- Z (a~ sin nx ,  @ b,, cos n x , ) .  

Es scheint noeh der Miihe werth zu bemerken, dass die Conver- 
genz der GrSsse 

�89 ( f ( i ,  + 0 + f(x,  - -  O) 
nicht zur nSthigen Folge hat,  dass jeder der beiden husdrficke 

f (x, + 0 ,  f (x, - -  ~) 



Q. A~coLi. 

einer Grenze zustrebt, was sowohl eintretea kann wie auch nicht; denn 
es gentigt, dass der ganze Ausdruck 

f ( x ~ + , )  + f ( x . - - e )  
flit e --~ 0 convergire, was z. B. geschieht, wenn die Function [ (x) 
rech~s yon x. gleich 

sin 1 

links dagegen gleieh 
! 

sin - ~  -~ -  -4- ~ (x) 

ist, falls nut ~p (x. - -  O) einen bestimraten Sinn hat; oder f(~) k~nnte 
sich rechts yon x. wie 

log (x - -  x . ) ,  
links wie 

- -  log (x,  - -  x )  + ~ (x) 
verhalten, falls nur wiederum ~o ( x ~ - - O )  einen bestimmten Sinn hat. 

lm April 1872. 


