Ueber trigonometrische Reihen.

Von Giunio Ascort in Mailand.

In einer Abhandlung iiber trigonometrische Reihen (Borchardt’s
Journal, Bd. 71) hat Herr Heine folgenden Satz bewiesen:

Fine im allgemeinen stetige, nicht nothwendig endliche Funection
f () lisst sich hochstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe

von der Form
(1) Z(a,sinnzx 4 b, cos nx)
0

entwickeln, wenn die Reihe der Bedingung unterworfen ist, im allge-
meinen in gleichem Grade zu convergiren.

Einige Zeit darauf zeigte Herr Cantor (dasselbe Journal Bd. 72
und 73), wie eine Function, die durch eine trigonometrische, fiir jeden
Werth von z allgemein zu reden convergente Reihe gegeben ist, sich
nicht durch eine andere Reihe derselben Form darstellen lasse. Hieraus
diirfte zu folgern sein, dass die in Heine’s Satze gemachten Voraus-
setzungen, sowohl iiber die Stetigkeit der Function, als auch iiber die
Art der Convergenz der Reihe, unnéthig sind.

Auch scheint mir, dass, wenn eine nach dem Intervall 2z perio-
disch sich wiederholende Function, die im allgemeinen continuirlich
und so beschaffen ist, dass die 2t Hauptintegrale

Ty~ Zg_y 1 Ly — ¢ o
ff(x)dx—i-‘jf(x}dx ) j,*(x) (Z5—1 — ) (lx—[—jf(x) (Tg—y— ) d
Tg_1—7 A Ty 1 z gy ts

(6=1,2,..., 1),
wo die Punkte x, (= 0), z,, . . . #— nicht nothwendigerweise alle

singulire Punkte der gegebenen Function sind, bei unendlichem Ab-
nebmen der Grisse & convergiren, allgemein zu reden, d. h. ohne eine
Ausnahme fiir einzelne Punkte auszuschliessen, durch eine trigono-
metrische Reihe der Form (1) darstellbar ist, die Entwickelung nicht
nur einzig, sondern gerade die Fourier’sche sein muss.
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Diesen Satz versuche ich in der vorliegenden Abhandlung nach der
Methode Riemann’s (siche dessen Arbeit: Ueber die Darstellbarkeit
einer Function durch eine trigonometrische Reihe) zu beweisen,

Es sei also die Function f(2) durch eine Reihe von der Form (1)
darstellbar, und sie geniige den- soeben gen-annten B('%dll.lgflngefl. Da
der Voraussetzung nach f(z) im allgemeinen cont}nun‘hch ist, so
wird man das Intervall zwischen Null und 2 = in eine endliche An-
zahl Intervalle theilen kinnen, die zwischen z,(= 0) z,, z,2,, .. o
Lg%y + + v Lz—1%y (= 27) liegen und die so beschaffen sind, dass fiir
jeden Zwischenwerth derselben die Function stetig ist. Betrachten
wir insbesoudere die Entfernung zwischen x5, und x, und unter-
'suchent wir, welche Werthe die gegebene Function durchliuft, wenn
man sich cinem Grenzwerthe (z,_( z. B.) ins Unendliche nihert,
Liasst sich eine .Grosse angeben, wie gross sie auch sei, deren Werth
nie vom absolutem Werthe der Function iibertroffen wird bei unend-
lichem Annihern an den Werth z,._(, so sagt man, die Funetion sei
endlich fiir = 2,; -} 0, entweder convergirend, was z. B. bei der

Kunction arctg ?c'—’l[—_’ fiir welche f(2q—, - 0) = 325 , der Fall ist,
o—1

oder keinem Werthe zustrebend, wie dies bei der Function sin

g—1
eintritt. Wenn aber bei unendlichem Abnehmen von &, f(x,-; 4 ¢
zuletzt jede beliebig gegebene Grosse iiberschreitet, so sagt man
die Function werde upendlich fiir & = 2y, 4+ 0. Es ist niitzlich,
zwei Arten von Unendlichwerden der Functionen zu unterscheiden:
je nachdem niimlich die Function in der Hussersten Nithe von 2,_, 40

dem absolutenn Werthe nach nie abnimmt, wie z. B. 4 L

———-, oder un-
=T,y

. . . . 1 . 1
endlich viele Maxima und Minima hat, wie z. B. — sin '
L= &y E—Zg_ 1

In den Punkten @), z,, .. kann /(z) ohne Bedeutung sein, wie z. B.
—_ sin - , oder auch einen Werth besitzen, wie z. B. die Reibe
x— 2, T — &

— Esin nz
v (@) =2

» welche fiir # = 0 gleich Null ist, wihrend doch

¥ (+0) = g und ¢ (— 0) = — Zi ist. Wir nehmen ferner an, dass

unter den Punkten z,, z,, ... sich auch solche befinden, fiir welche
f (x) stetig ist.

Von der Function f(z) wird also vorausgesetzt
1) dass sie, allgemein zu reden, stetig sei.
2) dass die 2 v Hauptintegrale



Ueber trigonometrische Reiken. 233

Fa—t T ¢ "'va—~1+" g1 ¢ Ly 1+
[rwan+t fres,  [io o=tz + 1) oo s
Bg_1—N Fg1te Tg—1 ™M Zg_y+8

(6=1,2,...,7)

bei unendlichem Abnehmen der Grosse & convergiren.

Diese Bedingung beschrinkt offenbar die Arten des Unendlich-
werdens der gegebenen Function.

3) dass sie fiir jeden Werth von z durch eine trigonometrische
Reihe der Form (1) darstellbar sei, ausgenommen fiir die Werthe z,,
By, » - Lo, fiir welche nichis dber die Bedeutnng der Reihe vorausge-
setet wird.

Fiir jeden Zwischenwerth im Intervalle 2412, ist nun wegen der
.Convergenz der Reike (1)

him (a, sin ne + b, cos nx) =0 (n = o0),
mithin einem bekannten Satze gemiss (s. diese Annalen Bd. IV.
Seite 139)
lima, =limb, =0 (n=o0)
Folglich hat die Function
2 a, sin nx + b, cos nw

Py =ty — poenbemne
(s. Riemannn 5. 25 und fg.) diese Eigenschaften:

1) Ihr Werth F(z) findert sich mit & stetig.

2y Es ist
Fledo)—2F @)+ F(z—a

ol

lim
=0

= X (a, 8in nx 4 b, cos nz)
0

fiir alle Werthe von z, fiir welche die Reihe (1) convergirt.
F(w—-{ta)w?F(_x)—{-F(x—a)

3 -
wird stets mit & unendlich klein,

4) Die Reihe, welcher F () gleich ist, convergirt in gleichem
Grade. (8. die Abhandlung von Heine 8. 356.) Der letaten Eigen-

schaft gemiss haben wir also

2n

4, 2

- _h_z_:%f(}«"(t)._bo%)cosn(t—~x)dt.
0

Es sei g,y eine zwischen Zg—; und z4 liegende Grosse, und es
werde das Integral betrachtet:

por (5= [1@) 5 (0=1, -7 9,

Fy—1
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welches eine continuirliche Function von z fiir alle Werthe im TInter.
valle Zg—1%s (die Grenzen atsgenommen ) ist. Es soll nun das Ver.
halten der Function @q_i(«) fiir den Fall untersucht werden, dass map
einem Grenzwerthe, z. B. #,—1, sich unendlich nihert. Setzt man der

Einfachheit halber ¢ = 1, so wird das Integral

[ aa,

wenn die Function f(x) fir 2 == 4 O endlich bleibt, offenbar conver.
giren, dhnlich wie z. B. die Integrale:

§ ¥
Y la o 1Y o1 1) = 1 sin - 2gip L
jd(xl sin ;):j(?:csm;-—cos ry dz =ux sin — — g, sin -,
% )
x 2

- sin nz B—® g TE T (TG alY,
f%’ W =f g Me=% 73 D 4
do

Wenn aber fir z = 4 0 die Function f(x) unendlich gross wird,
und dabei dem absoluten Werthe nach niemals abuimmt, so kann das
Integral convergiren oder nicht, dhnlich wie die Integrale:

&€

dx o a' " ’ dz -
f—=—““r—°_p(0<'"< 1y, ) L — o —1a,.
Hat endlich f(z) fir = 4 O unendlich viele Maxima und Minima,
und wird dabei unendlich gross, so kann das Integral einer bestimm-
ten Grenze zustreben, wie z. B.

x x
' 1 1 1 . 1 1 1
e D)= [(ond ot Lin s | — s
/ z cos — . osyc—f—mwm.7c dz z cos - a,(,ccsao,
o o
oder auch unbestimmt sein, wie
x X
.1 1 1 .1 |
dsin — == (——— _) = — — sin —
f Z Zt €08 ) d& = sin s s,
Qo (2]
u. s, w.

Auch das Integral

X
Fors@)= [oostw)da  (@=1, - 1)
Cg—1

stellt eine Function, die zwischen xy_, x, stetig ist, dar, und welche
in diesem Intervalle f(z) als zweiten Differentialquotient hat. Die
zwel Functionen F(x) und F —~1(x) sind also continuirlich, wenn
To—1 < & < %y ist, die erste auch an den Grenzen, und haben f(z)
als zweiten Differentialquotienten.
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Von der Function
Or—1(@) =F(z) —Fo1(@) (6=1,---, 1)

wird man daher sagen konnen

1) dass sie stetig fiir Jeden Zwischenwerth im Intervalle xg_ %,

. 2) dass ihr zweiter Differentialquotient Null ist in demselben In-
tervalle

Wenn man nun statt Lo—1, &q die etwas engeren Grenzen
ty—1 -+ & %o — & einfiihrt, wohei & beheblg klein ist, so wird
©,_1(z) continuirlich auch an den Grenzen sein, und folglich gleich
einem Ausdrucke von der Form ¢,_;2 + ¢y (Wo Cs—1, Cg—y1 Con-
stanten sind) fir jeden Werth im Intervalle und fiir die Grenzwerthe
Zg—1 + & %y — & sein. Dass dies stattfindet, wurde von Herrn
Schwarsz aus Ziirich bewiesen (s. Borebardt’s Journal Bd. 72, 8.141).
Da nun F'(x) iiberall stetig ist, so wird die vorige Gleichung fiir
jeden Werth von 2 im Intervalle #;_;2, gelten und folglich

F(xa—-—l) == Iﬂa—l(xa—l + 0) + Co—1Tg—1 + a1 ’
F(4) = Fo_1 (2 — 0) + 1% 4 €91
sein; das Integral
o1 (@)dx  (6=1,- -, 7)
g —1
convergirt also fir x =2,_, 4+ 0, =2, — 0.
Betrachten wir jetzt die Relation

_.~__f(F(t) —~ b L) cosn (b — ) dt

lim 2 f(F(t) —~ b 2)cosn (t — ») dt
=0 0= it
Ty — e
2 im '3 f(F,_l(t)+co (b Cgmi—bo 5 ) cos n(t— 2)dt.
=0 g=1¢/
Tg_11¢#
Offenbar ist: '
Jo—! ' 2
’/(F,,_l(t) + Cott + €amt — by 5) cos (8 — ) df
Tgyte
:ca—o
2 1 —
— [(Focs )+ omat A+ G — 1, ) 2= |
Tg-1t¢

Tg—t

— T,l;‘f(‘Pa—l (&) + ¢a— - bot) sin n (f — @) dt ,

Tgr ¥
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folglich wird:

g — 8
‘A -
.ﬁ’.‘:_ 71? uf)l Z f((p.,._l &+ cg—1 — bot) sin # (¢ — ) dt.
=0 O e
Andrerseits ist:
Zg— 8
f(%_-x ® + co—1 — bot) sin % (¢ — ) d¢
Zg-1t®
. Xy — 2
— [(@ot () + s — B8) = 2))
Tyt
Tg—8
;1‘—‘] (f(t) — bo) cos » (f — x) dt,
Ty
also
4, . o= ‘o Zg—2
S TR P
Zg.1 L]
Eg—48
+ 4 o lim 2 j(f(t) — b) cos (£ — ) dt,
g1 to

welche Zerlegung miglich ist, da das Hauptintegral

0—-8
lim s ff(t) cos n(t — x) dt
=0 o0=1
zg_1-+e

convergirt. Es ist nun leicht zu zeigen, dass unter den fiir die Function
f(z) gemachten Voraussetzungen

Zt’—!

Lim ZJ [(% 1O+ ca—1— bot) cos n(t x)] == ()
a=0 g
g1+

ist. In der That erhilt man:

_5_._a;>

((Pa-l (x" - 8) + -1 — bo (g — 8)) 008 1 (g

»

— (95 @0 + &) + ¢o — by (36 + ¢)) °°8"(wa+s—~x)

cosn (z, -——w) cosne

~(Po—1(te — &) + o1 — 9o (@0 + &) — ¢ + 2B,¢)

+(‘pd-l(wa - B) +C¢7_.]_ + ‘pu (xo' + 8) + Cg—— 21)0%0 M‘i’iﬁ‘

" ?
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nun ist aber

Tyt L7l
Pooi (e — )= [F@) a5, 9ot )= [fla)dz,
folglich o “"
Pos (@ — &) — @a (@ + &) = f fwyaz+ | r(@yd,
Gg—1 Tyt e

und da das Hauptintegral der gegebenen Function convergirt, so strebt
die Grosse
Po—1 (Zs — &) — o (@5 + &)
einer Grenze zu fiir ¢ = 4 0.
Um diese Grenze zu findeu erinnern wir, dass
Flo,+ o) — 2 F(z,) + Fle, — o)

oder ¢
F(x, + o) +cyoe — Foloy40) 4+ Fy_ (@ — o) — ¢y — F,_, (@5 — 0)
1

mit ¢ unendlich klein wird; nun ist

L X Ty 0
Foltota)= [ 9@ dn,  Fo(oo+0)= [po@az,
4y Ay
Zy— & g0
For (% — @) =f‘Po—1(x) dz, Foa(zs—0) mf‘Pdml (w)dz,
dg—1 g1
also
+ e
Fo (@0 + &) — Fo (2, 4+ 0) af%(xa—f—w)dw ,
[/}
By (g — ) — Fyy (g —0) = — Jto,,_l (2 — ) dat ,
folglich ’

;}-a
lim L J (Po (g 4 2) = Gos (g — 2)) A2 + C — Gos
= 0

= g (%g + 0) — @o—1 (& — 0) + g — 651 = 0.
Keinem Zweifel unterliegt es, dass die Grosse

(‘Pa—l (@g — &) + @o (%s 4 e)) sin ne

sin ng

=1n (‘Pa-1 (s — &) + @0 (% + '9)) e ¢

fiir & = -}- O einer Grenze zustreben muss; aber die beiden Integrale
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Foi @ = [p0i(@)dz, Folt)= [0.(x)da

convergiren fiir # =, — 0, = z, -}- 0, folglich ist
lift) (9’6—1 (xd - 8) ‘l— Ps (xa + 8)) &= OJ
denn andernfalls hiitte man
Fg.—](xo‘ —‘O)’_ FG (x6+0)= :J(—_OO.
Sehr leicht ist es zu beweisen, dass auch die Grosse
(@127 —&) — @y(&) + €e1 — ¢,— b, 27 + 2by ] cosn(2n—x) cosn e

+ (@1 2w — &) F o) + o1 ¢, — Dy 27] sinn (2 x —x) sinne
fiir ¢ = -4 O der Null zustrebt.

In der That, a, =27x 4 a, gesetzt, haben wir
lim (qa,_1 @Pr—s&) — . Cr A ¢6)+ o1 — cf) =0,
4=0

aber fiir hinlinglich kleine Werthe von z ist
.2n+a:

b @a+ o) = [f@)dz = [1@ s =g,@),

a@. o

und da
F(g) —b % = F@2n + 2)— b, 2+,

so hat man durch Differentiation '
Qo (@) — bz ¢y =@ CQnw + 2) + ¢. — by 2x 4 2),

C’l=cg+b0'27ﬂ’

lif% (go,,_l Pr—e) — @y (&) + o1 — ¢y — b027|:) =0.

daher

und

Wir haben also das Resultat gewonnen, dass
Ia—!
1 o=r
A,‘=; 0.E,‘”/‘f'(t) cos n (t — x) dt-

Zg—1-E

fir ¢ = -} O ist.
Die Gleichung
u —_— m2
Fa)=1b,5 — 213‘

w, sinnx -+ b, cosna

nt
giebt durch zweimalige Differentiation
—b, — &
[@)=b— o =

a, sinnx 4 b, cosnx

n? ’

also
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:tg—t Za-'~8
ol 4 =
lim S [flw)ds =127+ lim = [(p,,_l )+ tor — b(,t]=b0-2sr.
sg=0og=1 =0 o=1
AR fg e

Betreffs der Bedeutung der Reihe in den Punkten #,, z;, . . . wurde
anfangs keine Voraussetzung gemacht; was aber bemerkenswerth
scheint, ist, dass, wenn die Reihe fiir einen Unstetigkeitspunkt z =z,

z. B. convergirt, und wenn die Function f(z, 4 &) 4 (2, — ¢) bel
mnendlichem Abnehmen der Grosse ¢ einer Grenze sich ndhert, man

alsdann hat
1 (f @ +0) + f@ — 0)) = Z (an sin nz, + by cos nz,).

In der That ist:
F(wv_-i— a) — 2 F(z,)+ Fle,—a)

a?

lim
a=0
wihrend andrerseits fiir hinlinglich kleine « (solche niimlich, dass:
Ty 4 @ < Zyyr, Ty — @ > Zy—y) sich ergiebt:

F,+ o)+ Fa,—a)=2F@)+ T (F@+0)—F—0)
+ 5 (F (@ + 80) + F (2, — 00)),

= X (a, sin nx, + b, cos nz,),
]

folglich wird:
Fz,+ o)+ Fz,—a) —2F (a,)

= % (‘p” (@y 4 0) + ¢y — @p1 (@ — 0) — c,,_,)
+ 5 (@t 00 + fG—80) (0<8<1);

man hat aber, wie wir vorher gesehen haben,
@ @y + 0)—@a(m— 0+ 6 — 61 =0,
somit folgt:
F(z, Yy — 2 F{2,) Fx,— o) .
@ o= 2T — § @+ 00) + 4 [ (@ —600),
und endlich

—2F F(x,— .
lim 2T 02 T IO S (O £ (@ — 1)
o=
= X (a, sin nx, + b, cos n,).

Es scheint noch der Miithe werth zu bemerken, dass die Conver-
genz der Grosse

$(f@+ o +7@—2)
nicht zur nothigen Folge hat, dass jeder der beiden Ausdriicke

fa+98, [@—2
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einer Grenze zustrebt, was sowohl eintreten kann wie auch nicht; denn
es geniigt, dass der ganze Ausdruck '

[ (@ =4 &) - f (&, — 2)
fir ¢ = O convergire, was z. B. geschieht, wenn die Function f ()

rechis von 2, gleich
1

sin ’
& — xv

links dagegen gleich
sin --_ + v (x)

ist, falls nur 9 (2, — 0) einen bestlmmten Sinn hat; oder f(«) konnte
sich rechts von z, wie
log (x — =),

— log (@ — 2) + ¢ (#)
verhalten, falls pur wiederum @ (2, — 0) einen bestimmten Sinn hat.

Im April 1872,

links wie



