
Die I r r e d u c i b i l i ~  der  homogenen  l inearen  Differential-  
g le ichungen.  

Iron 

EMA~U~T. B~.KE in Budapest. 

Den iiberaus wich~igen Begriff der Irreducibili~it der Differential- 
gleichungen fiihr~e zuers~ Herr F r o b e n i u s * )  ein, and zwar speciell 
bei linearen Differen~ialgleichangen, welche func~ionentheoretisch am 
leich~es~en zu behandeln waren. Sei~her wurde dieser Begriff besonders 
dutch die Untersuehungen des Herrn K 5 n i g s b e rg  e r**) erweitert und 
mehrfach angewandt. Der Irreducibili~itsbegriff fand bislang mehrfach 
Verwendung bei der Bestimmung der regul~iren Integrale beliebiger 
linearer Differentialgleichungen, aber es schein~, dass die Wichtigkei~ 
and eigen~liche Fruchtbarkei~ desselben dutch die Untersuchungen der 
Herren P i c a r d***) und V e s s i o ~ t ) ,  welche der G a 1 o i s' schen Theorie 
der algebraischen Gleichungen analog sind, im hSchsten Grade ge- 
steiger~ wurde. 

Es is~ yon Wichtigkei~, dass der Begriff der Irreducibilitli~, der 
practischen Anwendungen halber, nich~ nur ein logischer Begriff bleibe, 
sondern, wie es in der Theorie der algebraischen Gleichungon geschah, 
aus dem rein logischen~ denkbaren Ideenkreis% in das Gebie~ des 
mathematisch Ausftlhrbaren hereingezogen werde. 

In der Theprie der algebraischen Gleichungen ist es mSglich, bei 
einem gegebenen Ra~ionalit~tsbcreich - -  am einfachsten bei dem natiir- 
lichen Rationa]itlitsbereich - -durch  eine endliche Anzahl yon Versuchen, 
die gegebene Gleichung in ihre irreduciblen Factoren zu zerlegen. Wit 
stellen uns bier die analoge Aufgabe. Wir wollen dutch eine endliche 
angebbare An~ahl yon Schrltte~ entscheiden, ob eine gegebene homogene 
lineare Differentialglcichung red/ucibel ist oder nicht, und wix wollen im 

*) Frobenius: Journ. f. 7. u. a. Math. 76 und 80. 
~*) K~inigsberger: J. f. r. u. a. M. 96. 1884. 

***) Picard: Ann. de Toulouse 1887. 
t )  Vossiot: Ann, de l'Ecole 1%rm. 1892. 
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ersteren ~'aZle elne irreducible G~eichung au/ste~en, wdche ihre s~mml- 
~ichea L6sungen quit der gegebeaen reducibZen Gleichung gemein hat. 

Wir fassen aber den Begriff der Irreducibili~ anders als in den 
genann~en Untersuchungen geschehen und zwar eben aus dem Grunde~ 
dami~ wir einen Aaschluss an die erw~lmten Untersuchungen der 
Herren P i c a r d  und V e s s i o t  erhalten. 

Bei Herrn F r o b e n i u s  ist eine homogene tineare Differential- 
gleichung mit eindeutigen Coefficienten irreducibel, wenn ale mit keiner 
anderen linearen homogenen Differentialgleiehung yon niedrigerer 0rd- 
nung - -  mit ebensolehen Coeffieienten -- eine LSsung gemein hat. 

In einer spiiteren Abhandlung hat sich Herr Frobenius*)~  zu 
einem speciellen Zweck sogar nur auf die Umgebung eines Punkies 
beschr~nkt. - -  Bei Herrn K 5 n i g s b e r g e r ist eine lineare Differential- 
gleichung mit eindeutigen Coefficienten dann irreducibel, wenn sie 
mii keiner anderen Differentialgleichung (also nichi nur mit einer 
linearen) yon niedrigerer Ordnung, mi~ ebensolchen Coeffieienien, ein 
Integral gemeinsam hat. 

Wit werden die Definition dahin einschr~nken, dass wir nut 
lineare Differentialgleichungen betrachten, welehe rationale Coefficienten 
haben, und eine solche Gleiehung irredueibd nennea, wean sie mit keiner 
anderen, ebenfalls linearen Differentialgleiehung mit rationalea Coeffi- 
cienten, yon niedrigerer Ordnung gemeinsame L5sung hat. 

Die Irreducibilitiit ist, wie Herr C. Jo  rdan**) gezeigt hat, auch 
mit der Beschaffenheit der Monodromiegruppe der linearen Differential- 
gleiehung eng verbunden. Wenn n~mlich die Monodromiegruppe nieht 
primitiv is~, d .h .  bei jedem Umlauf der unabhiingigen Yariablen eine 
gewisse lineare Mannigfaltigkei~ der LSsungen der linearen Differential- 
gleiehung (welche aber nicht die ganze n-dimensionale Mannigfaltigkei~ 
der LSsungen umfasst) in sich transformiri wird, dann ist die Gleiehung 
reducibel und umgekehrt, wenn die Gleichung reducibel istj dana ist 
die Monodromiegruppe nicht primitiv. 

Bei diesem wiehtigen Satze J o r d a n ' s  is~ abet die F r o b e n i u s ' -  
sche Begriffsbes~immung der Irreducibilitii~ zu Grunde gelegt. Wenn 
niimlieh die Monodromiegruppe im Sinne J o r d a n ' s  imprimiliv ist, 
dann liisst sich eiue homogene lineare Differentialgleichung mii ein- 
deutigen Coefficienten bilden, welehe yon niedrigerer Ordnung ist, als 
die gegebene, und ihre siimmtliehen LSsungen mit der gegebenen ge- 
meinsam hat. Wenn wit aber start der Eindeutigkeit der Coefficienten, 
ihre Bationa~itbit wfinsehen ~ was iibrigens in vielen Fiillen dasselbe 
bedeuiet - -  so miissen wit start der Monodromiegruppe diejenige 

*) Frobenius, Journ. f. r. u. aug. Math. 80. 1875. 
**) Jordan, Bulletin de la Soc. ~ath. de France~ 1888. 
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a~gebraisd~e Transformationsgru_p~ve betrachten, welehe die Herren 
P i c a r d  und V e s s i o t  eingefiihr~ haben und die wir nach de.n Vor- 
schlage yon Herrn F. Klein die l~ationalit~itsgruppe der Gleichung 
nennen. Wenn diese Gruppe i.n Lie ' schen Sinne transitiv ist, dann 
is~ die Gleichung iiberhaupt irreducibel~ (auch im KSnigsberger'schea 
Sinne) wena sie andererseits in solchem Maasse intransitiv ist, wie es 
die Monodro.niegruppe nach dem erw~hnten Jordan'schen Satze sein 
s o l l t e -  dass n~.nlich eine weniger als n-di.nensionale lineare Mannig- 
faltigkeit invarian~ bleibt - - ,  dann hat die Gleichung ,nit einer anderen 
Gleichung ,nit rationa~en Coefficienten, (yon niedrigerer Ordnung) 
ge.neinsame LSsungen, ist also in unserem Sinae reducibel. - -  

Die LSsung des Problems wollen wit so in Angriff neh.nen, wie 
es auch in der Theorie der algebraischea Gleichungen geschieht*). Wean 
nii.nlich eine algebraische ganzzahlige Gleichung gegeben ist: 

x~ + a l ~  '~-i + .  �9 �9 + a~ = 0 ,  

deren Wurzeln wir .ni~ 
xl ~2 ' �9 �9 x. 

bezeiehnen, und die Frage gestellt wird, ob die linke Seite dieser 
Gleiehung einen ganzzahligen Factor vo.n m re" Grade hat, oder nieht, 
dann miissen wir die Resolventen f~ir alle miSglichen Coeffieienten dieses 
Facf~rs aufstellen und die rationalen LSsungen dieser Resolventea auf- 
suehen. So miissen wir die Resolvea~engleichungen ftir die Functionen 

7n 

2' 
1 

1 

m 

1 

in der bekann~en Weise aufstellen und dana zusehauen, ob diese 
Gleiehungen rationale LiSsungen haben oder nieht,  wan dureh eine 
endliehe Anzahl yon Versuehen besti.n.nt werden kann. In solcher 
Weise erhalten wir eine eadliehe Anzahl yon Fae~;oren, we dana 
wieder dutch eine endliche Anzahl yon u besti.nmbar ist;, 
weleher yon den gefundenen Faetoren brauchbar ist. - -  

In ebensoleher Weise werden wir eine lineare Differentialgleiehuag 
ni~derer Ordnung, welehe *nit der gegebenen linearen Differential- 
gleichung ihre sg.n.nflichen LSsungen ge.nein hat, gegebenenfalls 

�9 wirklich eonstruiren. 

*) J. KSnig, Math. Ann. 15, p. 167. 
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1. Sei die gegebene homogene linearo Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten die Folgende: 

(1) f(Y) ~-  Y(~) ~ P, Y(~-~) "~ T~ Y ( ~ )  2F " " " ~ P~ Y ~ O, 
wo wir gewohntermassen 

y(~ ~Y 
==: d--- ~ 

setzen. Wenn eine andere homogene lineare Differen~ialgleichung yon 
der m ~ Ordnung, mit ebenfalls rationalen Coefficienten 
(2) ~ -~- y(~) ~ q~ y(~-~) ~ q~y('~-~) -[- �9 �9 �9 ~- q~y ~ 0 

existirt, welehe ihre siimm~lichen LSsungen mit der gegebenen Gteiehung 
gemeinsam ha~ und 
(3) r~ r ~ . . .  r~ 
ein Fundamentalsys~em dieser LSsungen darstelR, dana sind die Coef- 
ficienten dee Gleichung (2) dutch dieses Fundamentalsystem darstellbar. 
Wean wir diese Determinante: 

r ,  ~," r ; "  . . .  Y~ (~-~) 

r~ r ;  r ; ' . . ,  r~  ~-~ 
4 )  �9 ~ ~ . �9 , 

�9 . �9 �9 �9 . �9 . 

mii A bezeichnen, dann isr 

I71 r ; . . .  r ,  ('-~1 r ,  ('~) Y~(~')... r~ (~-') 

~ 2  I 7 2  ' ` ` `  l e V i ( i - - I )  ~ 2 ( m l  ~ 7 2 ( ' + l ) * "  " ~ r ~ m - - 1 )  

(5) &q~------ . . . . . . . . . . . . . .  
�9 . �9 �9 �9 �9 . �9 , �9 Q ~ . . 

r~ r E . . .  r 2  -1) y.~:) rX+l)..,  r 2  -1) 
und speeiell: 

e/log 

2. Wit wollen zuerst q~ bestimmen. Zu diesem Zwecke bemerken 
wir, dass iiberhaup~ jede Determinan~e A~ einer homogenen ]inearen 
Differentialgleichung geniig~, deren Coefs r~tional dutch die 
Coeffieien~en (und Differentialquotlenten) der gegebe~en Gleichung (]) 
darstellbar siad. Diese Bemerkung fliesst aus dem allgemeineren Satze, 
dass eine jede rationale ganze _Function do" L~s~ngen eino. oder mehrero. 
homogenen tinearen Differentialgleiehu~gen, einer homogenen linearen 
1)ifferentialgleichung geni~gt~ deren Coeffwienten rationa~ dutch die 
Coefficienten do. gegebenen Gleiduengen (and dutch die Differential- 

~ a t h e m a t i ~ c h e  A u n & l e n .  X L Y ,  1 9  
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quotien~en der Coefficien~$n) dar~dlbar  sin& Wit wollen diesen, ffir 
das Folgende wichtigen bekannten Satz nut angeffihrt haben mit der 
einzigen B.emerkung, dass zum Beweise genfigen wiirde den einfachen 
speciellen Fall zu beweisen, dass das Product zweier LSsungen zweier 
homogenen ]inearen Differen~ialgleizhungen einer solchen Gleichung 
geniige. - -  

In dem vorliegenden Falle ist es besonders einfach die Gleichung 
ffir &~ (welehe wit  nach Herrn F. Klein als Differentialresolvente der 
A+ bzeichnen wol|en) direct aufzus~ellen. 

Wenn wit nlmlich die Determinante Ai nach der unabh~ngigen 
u differentiiren, dann bekommen wir ein lineares Aggrega~; 
yon Determinanten, und wenn wit die Differentdation fortsetzen und 
dafiir sorgen, dass in den erhaltenen Ausdriicken die hSheren Differen- 
tialquotienten durch die n ersCen (die GrSssen Y als 0 te Differen~ial- 
quotienten aufgefasst) mittels der gegebenen Gleichung (.1) herun~er- 
gedriickt werden, dann wird ein jeder Differentialquoiient yon A~ als 
ein lineares Aggregat~ der Determinan~e 

r?,), 

(6) Zx~,+.,,.+.~ . . . . . . . . .  
�9 �9 . �9 �9 . '  . * 

r2+,..., 
'ausgedriiek~, wo die 0rdnungszahlen k I k ~ . . .  k,, beliebige m Zahlen 
aus der Reihenfolge: 0, 1, 2, . . . ,  n - -  1 bedeuCen. Wenn wir diese 
Determinanten der Kfirze halber rail 

/), i)~ . . . / ) (2)  
bezeichnen, dann erhalten wit also ein Gleichungssystem: 

de~+ 
(7) ,~p  ~ ae~iD l + ap~+..D2 + �9 " �9 + ae+qDa, 

" = ( : ) ,  0 = 1 , 2 , . . . , "  

wo unter den Gr5ssen / )  eine mit &~ idenfisch ist, und wo die Coef- 
ficienten ae~ rationale Funefionen yon x bedeuten. - -  

Aus diesem System erhaRen wir also eine homogene lineare 

Differenfialgleichung yon hSohstens "--x~;)ter Ordnung f~ir A , . -  

Zuerst stellen wit auf diese Weise die Differentialgleichung fiir A 
auf. Sei diese Gleichung: 

daA ~a-lA 
(8) ~ + P, d~_------ z + �9 �9 �9 + P~ ~ = O. 
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A" 
Damit die Gleichung (2) vorhanden sei, muss q, =~- rational sein; d.h. 

die Gleichung (8) muss eine solche L6sung haben, dere~ logarithmische 
Ablei~ung rational sei. 

3. Wit miissen also jetzt aus tier Gleichung (8) eine Gleiehung 
flit ql herleiten. Wix bemerken, dass es im Allgemeinen mbgtich is~ 
fiir eine ralionale Function der LSsungen einer oder mehrerer linearen 
Differen~ialgleichungen eiae - -  nicht lineare - -  Differenlialgleiehung 
uufzustellen, deren Coeffieienten rational dutch die Coefficienbn der 
gegebenen Gleichungen ausdrtickbar sind. Ohne auf den Beweis dieses 
wichtigen Salzes einzugehen, bemerke ich nut, dass er nach einer 
friiheren Bemerkung immer darauf zurtickgeffihrt werden kann, dass 
man flit den Quotienten zweier L5sungen e/ne~ homogenen liae~ren 
Differen~ialgleichung, eine Resolvente aufstelIen soll. 

In unserem FaUe is~ die gesolventengleichung {fir ~l, welche 
gewissermassea eine Verallgemeinerung der [tieeali'schen 61eiehung 
ist, leieht aufzusbllen. Wean wir nilmlich ffir einen Augenblick A 
mit z und ~h mit u bezeichnen, dana is~ 

~u ~ ~' 

uad wenn wit aus dieser Gleichung dureh Differentiation 6 - -  l-real 
hinbreinander die daraus folgenden bilden and in der letzten Gleichung 
zr a) mittels der Gleichung (6) eliminiren, dana erhalten wit eta System 
linearer Gleiehungen, woraus dutch Elimination yon 

folgt: 
- - 1  

( 9 ) 0 =  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

_ , , . . . ,  ur ( ) 
Im Falle ~ ~---2 erhalbn wir die gewShnliehe Ric~ati'sche Gleiehung 

im Falle ~ ~ - 3 ,  und ~ == 4 die G!eiehungen: 

u 4 Jr- 6u2u" -}- 3u'2 Jr 4~ '~  "{- u "  -[- .P, (usnU3u~'n uu ' )  
+  'Au +u ') + + = o. 

Die Gleichung (9) kSnnen wir auch in anderer Form erhalbn,  wean 
wir nimlich in Gleichung (8) direc~ 

19' 
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(1o) = 

substituiren und dureh e f~'~ d iv id i r en . -  
4. Das gestellte Problem ist also darauf zuriickgefiihrt, class die 

rationalen LSsungen solcher allgemeinen Riecati'schen Gleichungen 
bestimmt werden sollen. Sparer werden wir einen speciellen Fall, den 
Fall der hypergeometrischen Differentialgleichung, behandeln; jetz~ 
wollen wit uns in Bezug dieser Gleichungen auf allgemeine Bemerkungen 
beschr~inken. 

1) Aus der Form der Gleichung (9) ersehen wit, dass solche Pole 
yon ~, welche eine h5here Ordnungszahl als 1 haben, gleichzeitig 
Pole einer oder mehrerer der Coefficienten /)1/)2 �9 - ' / ) ~  sein miissen; 
denn wenn a ein Pol yon der k ~en Ordnung wllre und 

/), (a), :P~ (a), . . . , / ) a  (a) 

alle endlich w~ren, dann wiire die niedrigste Potenz yon x - -  a, welche* 
in der Gleiehung (9) auftritt, die - - k a  re, welehe in einem einzigen 
Gliede and zwar in dem ersten Gliede: u a vork~ime, folglich 0 zum 
Coeffieienten haben miisste. 

Wenn also c singul~rer Punkt yon u, aber kein singul~rer Punkt 
der Coefficienten /)1/)~-. . / )~ ist ,  dann kann x - - c  nur in der --  1 ten 
Po~enz in u auftreten i und da er kein singuHirer Punkt der Coef- 
ficienten der Gleichung (8) ist, so muss er ein gewShnlicher Punk~ 
der LiSsungen A sein, und aus diesem Grunde muss (x ~ c) -1 eine 
positive ganze Zahl aus der Reihe 0, 1~2,.. .~ a - - 1  zum Coef- 
fieienten h a b e n . -  

2) Es l~sst sich sehr leicht aus der Form der Coeffieienten 
/)1 P 2 . . . - P a  eine obere Grenze ffir die Ordnung k eines Poles a der 
rationalen Function u angeben. Die hSchsten negativen Potenzen yon 
x ~ a k~nnen n~mlich nur in den folgenden Gliedern vorkommen 

(II) u" - ] - / ) lu  a-~ -~ ~P2u~ -~ -{- �9 �9 -~- Pa. 

Nehmen wir an, dass der hSehste Exponent yon (x--a) -1, welcher 
in /)~ vorkommt~ ~, sei, dann is~ der hSchste Exponent yon (x--a)-1, 
in den einzelnen Gliedern yon (11): 

(12) 6k, (a--1)k+pl ,  (r . . . , ~ ,  
folglich daft k nicht grSsser sein als die grSss~e der Zahlen 

.,, 

wo wit mit den eckigen Klammerm die grSsste, in dem Brueh ent- 
hal~ene ganze Zahl bezeichnen; denn w~re ~ grSsser als die gr5sste 
dieser Zahlen, dann wtirde ~k grSsser sein als jeder andere~ in der 
Reihe (12) vorhandene Exponent~ also (x~a) -~ wtirde blos in dem 
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ersten Glied der Summe (11) vorkommen, also nothwendigerweise 0 
zum Coefficienten haben. 

5. Die rationale L5sung u kann also nur solche hShere Pole 
haben, die zugleich Pole tier Coefficienten sind; ausser diesen.kann sie 
nur einfache Pole besitzen mi~ positiven ganzzahligen Coefficien~en. 
Diese 2 Bemerkungen in Verbindung mit tier oberen Grenze der 
Ordnungszahlen der einzelnen Pole geniigen, um die l~orm der rationalen 
LSsungen zu bestimmen. Wenn n~imlieh die Pole der Coefficien~en 

6~ 1 a 2 . . ,  aQ 

sind and zu ihnen naeh der zweiten Bemerkung yon 4) die oberen 
Grenzen der Ordnungszahlen: 

/~1 k2 �9 �9 �9 k~ 
gehSren, dann ist die Form yon u: 

(13) " ~ '  + (x--a,)~ + '  ' " + + ~(x),  x -  a e (a:--a) ki 

we cp(x) eine rationale Function yon der Gestalt ist: 

unter dem c~ positive ganze Zahlen aus der Reihe O~ 1 , . . . ,  e - - 1  
verstanden. Wenn wir diesen Ausdraek in die Gleiehung (9) einsetzen, 
dann erhal~en wJr ein algebraisehes Gleiehungssystem zur Bestimmung 
der Coefficienten Aik und dadurch den ersten Theil yon ~, welchea 
wit mi~ R(x) bezeiehnen wollea. 

Aus der Gleiehung (10) erhalten wit d~nn den Ausdruck yon A 
in der Form: 

A ~ e f~(x)a~ �9 v, 

we v in Folge der Beschaffenheit yon ~o(x) ira Falle, dass eine rationale 
LSsung q~ wirklieh exisiirt, eine rationale gauze _Function sein m~ss. 
Wenn wit also diesen Ausdruek yon A in die Gleiehung (8) einsetzen, 
dann erhalten wit eine homogene lineare Differentialgleichung ffir v: 

d a - 1  V ~a~2 V d'~  + Q~ d-~ ---i + q~ ~-~-~ + . . .  + Qo v : :  o .  
d x  a 

Diese Gleiehung muss eine rationale gauze LGsung haben. Ob sie eine 
solehe LSsung hat~ oder niche, das 1Ksst sich leieht entseheiden dureh 
Einsetzen einer ganzen Function mit unbestlmm~en Coeffieienten~ die 
man naeh einander reeursiv bestimmt..Der Grad dieser ganzen ra~ionalen 
Function l~isst sieh vorneherein durch Aufstellung der determinirenden 
Gleiehung ffir die Sielle cx~ festlegen. ~ Wenn diese Differential- 
gleichtmg keine ganze rationale LSsung ha~ dann ist die gegebene 
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Gleichung (1) gewiss bredueibel. Ha~ sie aber eine oder mehrere 
solche LSmmgen, dann mtissen wir zur Bestimmung der iibrigen Coef- 
ficienten der Gleiehung (2) schreiten. Wir sahen, dass aus dem 
System (7) eine homogene lineare Differentialgleiehung fib A~ auf- 
s~ellbar is~. Sei diese Gleiehung 

_ _  d r  z a~ + ql + . . .  + Q~z----0. 
d x  u 

Aus (5) ersehen wir, dass 
Ai ~ qi A �9 

Wenn wir jetzt in diese Gleiehung 
z = = y A  

substibiren, wo H den frtiher bestimmbn Ausdruck bedeute~, dann 
erhalbn wir eine homogene llneare Differentialgleichung f~ir y. Hat 
diese Differentialgleiehung in y keine rationale LSsung, so is~ die 
gegebene Gleichung (1) irredueibel; wean sie abet rationale LSsung 
bat, und die iibrigen, far die anderen Coeffieienten analog gebildeten 
Gleiehungen ebenfalls, dann kann die Gleichung reducibel sein. 

Wenn n~mlieh die so bestimmten rationalen Funetionen 

sind, dana mtissen wir nut naehsehen, ob die Gleichung (1) mit der 
Gleiehung 

---- y("~ + ~, q ( ' - ~ )  + �9 �9 �9 + q, , ,y  = 0 

gemeinsame LSsungen hat oder niche. Diese Frage ist aber bekannb 
lieh naeh der Methode zu behandeln, welehe dem Aufsuchen des gr~ssten 
gemeinsamen Theilers analog ist, oder naeh einer Methode, welche 
der Resultantenbildung nachgebilde~ ist. - - .  

7. Um an einem Beisl0iel die L~sung der aufgestellten Rieeati'sehen 
Gleiehung durehzufiihren und zugleieh die Bedingungen der Redueibili~K~ 
in einem ausgezeiehneten Falle zu behandeln, werden wir die no~h- 
wendigen and hinreiehenden Bedingungen der Redueibilit~i$ der hyper- 
geometrisehen Differentialgleiehung aufs~ellen. 

Es sei die hypergeometTisehe Differentialgleiehung in bekannfer 
Form" 

(i4) . ~(i--~) , ~ ' v  
+ - = o. (=+~- 

Die Rieea~i'sehe Gleiehung ist in diesem Falle die Differentialgleichung, 

weleher ~ geniig~. Wir sbllen sf~tt dessen die Gleiehung auf, weleher 

gentig~, dean mif, y- muss such u rational sein. y 
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Diese Gleiehung is~ aus der Gleiehung (9) leieh~ zu bilden. Sie is~: 

du ht h2 ki k2 
(15) a~ + u~ + ~ + ~ + i : i~  + ~ -= o, 

wo wir der Ktirze halber die fol'genden Bezeiehnungen einflihrbn: 

= --~7(Y- a--fl--1), 

h2 (0~+ ' 

Wenn die rationale l~hlnetion u yon 0 und 1 versehiedene Pole ha~, 
so kann sie diese nach unseren allgemeinen Bemerkungen nut in der 
ersbn Ordnung besi~zen. Wenn c ein solcher Pol ist, dana ist es 
aus der Gleichung (15) leieht ersichtlich, dass der Coefficient yon 
( x -  c) -1 nur 1 sein kann, also die rationale Function u diese Pole 
nur in der Form 

g' (x) 

enthalten kann, wo g(x) eine rationale ganze Function yon x ist. 
Aus der Gleichung (15) ersehea wir auch, dass u tiberhaupt keine 
Pole yon hSherer als der ersbn Ordnung enthalten kann, folglich ist 
u yon der Form: 

"l a~ g'(x) 

Wean wit diesen Ausdruek in die Gleichung (15) einse~zen, and die 
erhaltenen Ausddicke in Partialbriiehe zerlegen, erhalbn wir zunichst 
die folgenden Gleiehungen fflr a I und a 2 

612  ~ 61 ~ -- ~ 

~--a--~--I 
-- 2 2 

woraus wir fiir a 1 und ~. die folgenden Werthsysbme erhalbn: 

Ig I' = ~ fgl "== 

(17) 
r a~ ~ ~ - -  ~ - - ~ ; - - 1  " 1 ~ - - a - - ~ - - I  

2 "~  t~2 ~ 2 

~ur Bestimmung der ganzen Function g(x) erhalbn wir sodann 
aas (15) die hypergeometrische Differentialgleichung 
(18) g" x (1- -x )  -}- 2g'[a,(1--x) + a~x] Jr- (~a~a~+ h,)g = O. 
Die hSchste vorkommende Pobnz yon x liefert uas hier die Gleichung 

_ r  (19) n ( n - - 1 )  + 2n(a~--a~).+-2a~ 1 
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we n den Grad der ganzen Function g(x) bedeutek Wean wir in 
diese Gleichung die vier mSglichen Combinationen der Wer~he yon 
al, g~ aus (17) einse~zen, dann erhaRen wit die folgenden vier Werth- 
systeme fur ~: 

(20) 1 ) n - ~ - - ~ ,  '2) n =  -- ~ +  l, 3) n = ~ z - - 7 ,  4) n~--~ec--7-~-I , 

n~-----/~; n ~ - - / ~ +  1; n- -~ f l - -7 ;  n~--~fl--7"-[-1. 

Wir erhaRen also auf diese Weise das bekannte ResuRat, dass die 
hypergeometrische Differen~ialgleichung dann und nur dana reducibel 
is~, wenn eine der 4 GrSssen: 

eine negative ganze Zahl is~. Aus Gleichung 418) erhaRen wir dann 
nach einander die Coefficienten der ganzen hypergeometrischen Func- 
~ionen g(x). 

8. Bei diesem Beispiel gestaltete sich die Behandlung der Riecati'- 
sehen Gleichung, auf welche die Bestimmung des Coefficien~en ~1 
zurtiekgeffihr~ wurde~ besonders einfach. Der Grand der Vereinfachung 
lag darin, dass die behandelte Differen~ialgleichung nut  regul~re 
In~egrale besitz~. Wenn die zu untersuchende Differentialgleichung 
nut regul~re Integrale besi~z~, so wird die Behandlung der Riceafli'schen 
Gleiehung immer vereinfacht; dean in diesem Falle sind die in 5) 
bestimmten oberen Grenzen der Ordnungszahlen alle gleieh 1. In diesem 
Fal]e k~naen wir sogar die mSglichen Zahlenwerthe yon Ail welche 
wit jetz~ blos mi~ A~ beze~ehnen wollen (Gleiehung 13) yon rome- 
herein in endlieher Zahl angeben; denn in diesem Falle is~: 

A~ eQ 

und wenn wir ftir die Stelle a~ die def~rminirende Fundamentalglei- 
chung aufstellen, so laufet diese folgendermassen: 

~(~- 1) (~ - -2 ) . . .  ( ~ - m +  1) + ~ . (~- -1) . . .  ( ~ - m  + 2 ) ~ .  + . . . .  o 
oder geordnet: 

+ . . . .  o. 

Die Summe der Exponen~en ist also im Punkte a~ 

(21) ~(~* - ~) ~ A,. 
2 

Aus dot de~erminirenden Fundamen~algleichung ftir die gegebene, 
ursprfingliehe Gleichung (1) flit den Punkt a~ sind abet die Exponen~en: 

bekannt. Aus dieser Reihe mtissen wir also auf alle m~gliehe ~rten 
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m Exponenten ausw~ihlen. Die Summe einer Combinagon yon m Ex- 
ponenten muss mit dem Werth des husdrucks (21) gleieh sein, folglieh 
haben wir nut eine endliche Anzahl vo:n M5glichkeiten zur Bestim- 
mung yon A~.- -  

9. Es wurde schon erwiihnt, wie die Irreducibilit~t der linearen 
Differentialgleichungen mit der Monodromiegruppe zusammenhiingk 
Wean niimlich gewisse LSsungen der Gleiehung (1) 

L Y~... r~, 
wo m ~ n,  vorhanden sind, so beschaffen, dass bei einem jeden Um- 
lanf der unabhiingigen Variabeln eine jede dieser LSsungen in eine 
andere yon der Form 

iibergeht, dana ist die Gleichung reducibeli dean in diesem Falle 
bleiben die Coeftieienten der Gleichung: 

z' : /  r ~ ' . . . r ~  
~" L" r ~ " . . . r ; ;  (22) ~ 0 ~  

nachdem dutch den Coefficienten yon ~(~} dividirg wurde, bet einem 
jeden Umlauf der unabh~ngigen Yariabeln unveriindert; sie sind also 
eindeutige Functionen yon x; und umgekehrt, wean die Gleiehung: 

z(~l + Q1~(~-1) ~ . . .  4- Q~ = o 
mi~ eindeutigen Coefficienten 

L Y ~ . . . Y , ,  
zu LSsungen hat, dann kann eine jede dieser LSsungen bei einem 
beliebigen Umlauf yon x nur in eine andere LSsung 

iibergehen. Wir sehen, dass bet diesem Criterium die urspriingliehe 
F r o b e n i u s ' s c h e  Bestimmung der Irredueibilit~it zu Grunde lieg& 
Wenn wir nieh~ nur die Eindeutigkeit, sondern die t~ationalitgt der 
Coeffieienten wfinsehen~ dann miissen wir start der Monodromiegruppe 
die t~ationalit~itsgrulo~e der Gleiehung zu Grunde legen. 

Ohne auf die betreffenden Untersuchungen der Herren Pieard und 
~Tessiot bier nigher einzugehen, bemerke ieh nur, dass zu einer jeden 
hom'ogenen linearen Differentialgleichung eine homogene lineare alge- 
braisehe Gruppe gehSrt yon solcher Besehaffenheit, dass eine jede 
rationale Function der LSsungen (und ihrer Differentialquotienten), 
welche bei dieser Gruppe numeriseh invarianr bleib~ rational dureh 
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die Coefficienten der Gleichung (und ihrer Differenfialquotienten und 
der adjungirten Functionen) ausdrfickbar ist und umgekehrt. 

Nehmen wit an, dass dlese Gruppe im Lie 'schen Sinne ~ransifiv 
isg, d .h .  dass es mSglich ist eine jede LSsung 

Yl ff~ �9 �9 �9 Y- 
dureh passende Bestimmung der Parameter der Gruppe in eine jede 
L5sung 

rlr .., r.  
zu iibeffiihren. Wenn dann eine L5sung y eine algebraische Differential- 
gleichung mit  rationalen Coefficienten 

(23) ~ (y) = 0 

befriedigt, dann muss auch eine jede andere LSsung diese Oleichung 
befriedigen; denn ~ (y) als 0 ist ja rational durch die Coefficienten der 
Gleiehung ausdrfickbar, sie bleibt also bei der Gruppe invariant. 
Dutch die Gruppe kann aber y in eine beliebige LSsung iibergeftihrt 
werden, folglich genfigt eine jede LSsung der Gleichung (1) der 
Gleichung (23). Die gegebene Gleiehung ist also irredueibel aueh in 
dem Sinne, dass sie mit keiner anderen auch nicht linearen Differential- 
gleichung (mit rationalen Coefficienten) yon niedrigerer Ordnung ge- 
meinsame LSsungen haben kann. 

Wenn hJngegen die I~ationalifiitsgruppe so besehaffen ist, wie es 
nach dem J o r d a n ' s c h e n  Satze die Monodromiegruppe im Falle der 
RedueibilitKt sein sell, d. h. wenn gewisse LSsungen 

lr, r 2  . . .  

vorhanden sind, welehe dutch die RationalitStsgruppe nur in LSsungen 
yon der Gestalt: 

c, l r l  + c,2 + . . . + 

fibergefiihrt werden kSnnen, dann sind die Coefficienten der Gleichung 
(22) bei der Raiionali~tsgruppe invariant, folglich rational dutch die 
Coefficienten der Gleiehung darstellbar; dann ist also die Gleichung 
aueh in dem Sinne reducibel, dass sie mit einer anderen linearen 
Differentialgleichung yon niedrigerer Ordnung - -  rail rationa~en Coeffi- 
cienten --  LSsungen gemein hat. 

Umgekehr~, wenn eine lineare Differentialgleichung yon der 
m .~ n TM Ordnung mit ra~ionaleu Coefficienten existirt, welche ihre 
s~immflichen LSsungen mit der gegebenen Gleichuug gemein hat~ dann 
ist die Rationalitiitsgruppe so beschaffen, wie es der Satz yon J o r d a n  
yon der Monodromiegruppe wiinseht. Sei n~mlieh die lineare Diffe- 
rentialgleichung yon der m ten Ordnung die folgende: 

(24) y('*) + qly(~-~) + q2y(m-2) + �9 �9  -]- q~y ~ 0 
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und ein Fundamentalsystem der L5sungen: 

(25) 171Y~... Y~, 
dann muss bei der Rationalit~tsgruppe die lineare Schaar 

invariant bleiben; denn giibe es eine Transformation in dieser Grippe, 
welche eine solche LSsu~g in eine, aicht~ in dieser Schaar enthaltene 
:Y iiberftihrte, dann miisste die Gleichung (24) - -  da die linke Sei~e 
doch rational ausdriiekbar isl~ (indem sie 0 ist) also bei dieser Trans- 
formation invarian~ b l e i b t -  dutch :Y befriedigt: werden, was nich~ 
m5glich ist, da doch (25) ein Fundamentalsystem der LSsungen ist. 

10. Zuletzt will ich noch einen speciellen Fall, welcher yon 
tterrn F r o b e n i u s  behandel~ wurde, anf~ihren, we man leicht aach- 
weisen kann, dass die Gleichung reducibel ist. Herr F r o b e n i u s * )  
bewies den Satz, dass wena mit Yl zugleich 

(26) r (Yi) ~ c0Y~ ~- ci Y( "~" c2Y1" .-~ ' " ' -~- c~_~ yi~-l), 
we die Coefficienten rationale Functionen yon x bedeuten, eine LSsung 
der Gleichung (1) isg, diese Gleichung gewiss reductibel ist. 

Wenn Y2 eia anderer Zweig yon y~ ist, dana is~ auch, wie teichg 
zu sehen 

r(y2) --~ Coy ~ J[- ely 2' + C~y2" + . . .  + C~--ly~ n-l) 

eine Liisung der Gleichung (1). Wenn also 

(27) Y~ Y2. -.  Y- 
n yon einaader unabh~ngige Zweige yon Yl sind, daun sind aueh 

(~8) r(~), ~(y~), . . . ,  ~ (~ , ) ,  

die wit der Uebersicht halber mit 

bezeichnen wollen, LSsungen der Gleichung (1). Wenn diese LSsungen 
nieht unabhlingig w~ren, d. h. wenn zwischen ihnen eine Gleiehdng 

mit~ constanten Coeffieienten bestiinde, so wiirde 

der folgenden Gleichung 

Con + c~ u '  + c: u " -~  . �9 �9 -I- c,_~ u("-~) = 0 

geniigen, d . h .  einer homogenea linearen Different;ialgleichung yon 
der n -  1 ~ Ordnung mii rationalen Coefficienten i die Gleichung (I) 
wi~re also gewiss reducibel. Die zwei Fundamentalsysteme ( 2 7 ) u n d  
(28) sind in einer sehr engen Beziehung zu einander; wean wir niimlieh 

.*) Frobenius, Journ. f. r. u. ang. Math. 76. und Hamburger  lb. 110. 
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mit der unabh~ngigen VaMabeln einen beliebigen Umlauf machen~ 
welehe in der Reihe (27) die Substitution 

6~21 622 ~2~ 

gnl ~n2 ~n~ 

verursacht, dann wird dureh denselben Om]auf in der Reihe (28) die- 
selbe Substitution hervorgebraeht. Diese Funetionen sind, naeh der 
Benennung des Herrn Klein verwandte E~nctionen. Den Satz des 
Herrn F r o b e n i u s  kSnnen wir also in fotgender durehsichtiger Weise 
fassen: Wen~ einer homogenen linearen .Differentialgleichung verwandte 
�9 'undamentalsysteme geniigen, dann ist sie reducibd. 

Den Satz kSnnen wir mit Beniitzung des Verwandtschaftsbegriffs 
folgendermassen beweisen: Es existirt immer eine LSsung, welche 
bei einem Umlauf um einen singulgren Punkt mit einer Constanten 
multiplieirt wird. Sei eine solche LSsung, welehe zum singulKren 
Punkt a geMrt, die folgende: 

welche bei einem Umlauf u m a  in s w  fibergeht. Dann geht nach 
dem Begriff der Verwandtsehaft bei diesem Umlauf auch 

in sco fiber. Diese LSsungen kSnnen daher - -  yon den Ausnahmeflillen 
abgesehen, wo die s~mmtlichen Unterdeterminanten der zugehSrigen 
Fundamentalgleichung ve r schwinden-  nut um einen constanten Factor 
yon einander verschieden sein, also: 

eo ~ kw. 
Wenn wir in diese Gleiehung den Werth yon co einsetzen und naeh 
den rationalen Coefficienten Co, q ,  . . . ,  c._~ ordnen, dann erhalten 
wir die Gleiehung: 

(29) (Co - -  k) w -{- c, w" + c2w" + �9 �9 �9 + c~_lw(~-~) = O, 

welehe beweist, dass die Gleichung (1) reducibel isL - -  Dass der 
hiermi~ aufgestellten Gleichung (29) gerade diese ausgezeichnete LSsung 
geniigt~, welche sieh bei dem Umlauf der unabhiingigen Yariabeln 
multiplicativ verhRlt, das lieg~ in der Natur der Sache. Denn,  wie 
leicht einzusehen ist, miissen in jedem Falle, wenn die Gleiehung 
redueibel ist, solche ausgezeichne~e LSsungen auch der Gleichung 
niedriger Ordnung gentigen, ~ diese letztere Gleichung muss ja aueh 
solehe LSsungen haben, die sieh multiplicativ verhalten -- und wenn 
nur nicht der genannte besondere Ausnahmefall vorhanden ist, so 
sind diese LSsungen bis auf constante Factoren bestimmt. - -  Wenn 
abet der genannte Ausnahmefalt eintritt~ n~mlich dass bei einem jeden 
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singuliiren .Punkt unendlich viele Integrale vorhanden sind~ die bei 
den Uml~ufen mit derselbe~ Constanten multiplicirt werden, dann 
kbnnen wit die Reducibilit~it unserer Gleichung in folgender Weise 
beweisen: 

W e l l l l  
w I W 2 . . .  We 

die yon einander unabh~ingigen LSsungen der Gleichung (1) sind, die 
bei einem Umlauf um den singul~iren Punkt a alle mit s multiplicir~ 
werden, wo 

w~ = r~ ,Y l  + r ~ Y 2  + �9 �9 " + 7 ~ Y ~ ,  

i = 1 ~ 2 ~  . . . ~  ~ ,  

dann werden die analog gebildeten LSsungen 

w O  

bei diesem Umlauf ebenfalls mit s multiplicirt. Es bestehen also 
folgende Gleichungen: 

(30) + + �9 . .  + Z ewe, 

i = 1 ,  2 ,  . .  .~ O. 

Wit multipliciren diese Gleichungen (30) der Reihe nach mit den 
unbestimmien Constanben: 

/x 1 $t~ . . .~ F~ 
und bestimmen diese so, dass eine Gleichtmg besteh~: 

(31) gieot + ~ o ~  + -'- + g e ~  = ,~(tqw~ + ~t~w~ + . . .  + g~w~). 
Zu diesem Zweck m~fssen wir k so f e s f l egen ,  dass das folgende 
Gleichungensystem besteht: 

g~ ~t~l -]- ~ 2 ~  d r- . . . + ge/tr ~ gtk,  

(32) - ' "  
. , , 

also k eine Wurzel der folgenden Gleichung ist: 

(33) 
A12, 

/ ~t1r 

~ P - . ~  

s � 9  ; t~e  ~ 

= 0 .  

Ist  k Wurzel dieser Gleichung, dann kSnnen wir aus dem System (32) 
die Coefficien~en 
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eindeu~ig, oder mehrdeui~g so bestimmen, dass jedenfal]s die Gleichung 
(31) bes~ehL Wenn jetzt  

mi~ st bezeichnet wird, und 

u = e~y~ + e2Y2 -~ " " " "~ e~Y~, 
so genfigt u der homogenen linearen Differentialgleichung yon de~ 

~ 1 re" Ordnung: 

(co - -  k) u + c ~ '  4- c2~" -H �9 �9 �9 + c . - ~  (~'-I) ----- 0;  

die vorgelegt~ Gleichung ist also auch in diesem Falle reduoibel 
und wir erhalten zugleich eine ausgezeiehnete LSsung der Gleichung 
niedrigerer Ordnung, welche sich bei dem Umlauf um den Punkt  a 
mul~iplicativ verhiilL *) 

G ~ t t i n g e n ,  im Januar 1894. 

*) Nachtr~glich habe ich yon einer Arbeit des Hrn. Bendixson  (Stockholm, 
~fversich~, 1892) Kenntniss erhalten. Ein Theil der unter 4 und 5 enthaltenen 
En~wicklungeu meiner Arbeit is~ durch die Abhandlung des Herrn Bendixson 
fiberfl~issig geworden und wurde nar des Zusammenhanges halber beibehaltem 

M~rz 1894. E .B.  


