Die Irreducibilitat der homogenen linearen Differential-
gleichungen.

Von

Emanurr Brgr in Budapest.

Den tiberaus wichtigen Begriff der Irreducibilitit der Differential-
gleichungen fithrte zuerst Herr Frobenius*) ein, und zwar speciell
bei linearem Differentialgleichungen, welche functionentheoretisch am
leichtesten zu behandeln waren. Seither wurde dieser Begriff besonders
durch die Untersuchungen des Herrn Kénigsberger®¥) erweitert und
mehrfach angewandt. Der Irreducibilititsbegriff fand bislang mehrfach
Verwendung bei der Bestimmung der reguliren Integrale beliebiger
linearer Differentialgleichungen, aber es scheint, dass die Wichtigkeit
und eigentliche Fruchtbarkeit desselben durch die Untersuchungen der
Herren Picard*¥*) und Vessiott), welche der Galois’schen Theorie
der algebraischen Gleichungen analog sind, im hochsten Grade ge-
steigert wurde. —

Es ist von Wichtigkeit, dass der Begriff der Irreducibilitit, der
practischen Anwendungen halber, nicht nur ein logischer Begriff bleibe,
sondern, wie es in der Theorie der algebraischen Gleichungen geschah,
aus dem rein logischen, denkbaren Ideenkreise, in das Gebiet des
mathematisch Ausftthrbaren hereingezogen werde,

In der Theorie der algebraischen Gleichungen ist es méglich, bei
einem gegebenen Rationalitiitsbereich — am einfachsten bei dem uattir-
lichen Rationalitéitsbereich — durch eine endliche Anzahl von Versuchen,
die gegebene Gleichung in ihre irreduciblen Factoren zu zerlegen. Wir
stellen uns hier die analoge Aufgabe. Wir wollen durch eine endliche
angebbare Angahl von Schritten entscheiden, ob eine gegebene homogene
lineare Differentialgleichung reducibel ist oder nicht, und wir wollen im

*) Frobenius: Journ. f x. u. a. Math, 76 und 80.
*¥) Konigsberger: J. f, r. u. a. M. 96, 1884,
##%) Picard: Ann. de Tonlouse 1887.

1) Vessiot: Ann, de I'Ecole Norm, 1892.
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ersteren Falle eine wrreducible Qleichung aufstellen, welche ihre sdmmi-
lichen Losungen mit der gegebenen reduciblen Gleichung gemein hat.

Wir fassen aber den Begriff der Irreducibilitit anders als in den
genannten Untersuchungen geschehen und zwar eben aus dem Grunde,
damit wir einen Anschluss an die erwidhnten Untersuchungen der
Herren Picard und Vessiot erhalten.

Bei Herrn Frobenius ist eine homogene lineare Differential-
gleichung mit eindeutigen Coefficienten irreducibel, wenn sie mit keiner
anderen linearen homogenen Differentialgleichung von niedrigerer Ord-
nung — mit ebensolchen Coefficienten — eine Losung gemein hat.

In einer spiteren Abhandlung hat sich Herr Frobenius®), zu
einem speciellen Zweck sogar nur anf die Umgebung eines Punktes
beschrinkt. — Bei Herrn Ko nigsberger ist eine lineare Differential-
gleichung mit eindeutigen Coefficienten dann irreducibel, wenn sie
nit keiner anderen Differentialgleichung (also nicht nur mit einer
linearen) von niedrigerer Ordnung, mit ebensolchen Coefficienten, ein
Integral gemeinsam hat.

Wir werden die Definition dahin einschrinken, dass wir nur
lineare Differentialgleichungen betrachten, welche rationale Coefficienten
haben, und eine solche Gleichung irreducibel nennen, wenn sic mit keiner
anderen, ebenfalls linearen Differentialgleichung mit rationalen Coeffi-
cienten, von niedrigerer Ordnumg gemeinsame Lisung hat. —

Die Irreducibilitit ist, wie Herr C. Jordan*¥) gezeigt hat, auch
mit der Beschaffenheit der Monodromiegruppe der linearen Differential-
gleichung eng verbunden. Wenn namlich die Monodromiegruppe #iché
primitiv ist, d. h. bei jedem Umlaunf der unabhiingigen Variablen eine
gewisse lineare Mannigfaltigkeit der Losungen der linearen Differential-
gleichung (welche aber nicht die ganze #-dimensionale Mannigfaltigheit
der Losungen umfasst) in sich transformirt wird, dann ist die Gleichung
reducibel und umgekehrt, wenn die Gleichung reducibel ist, dann ist
die Monodromiegruppe nicht primitiv.

Bei diesem wichtigen Satze Jordan’s ist aber die Frobenins™
sche Begriffshestimmung der Irreducibilitit zu Grunde gelegt. Wenn
nimlich die Monodromiegruppe im Sinne Jordan’s imprimitiv ist,
dann lisst sich eiue homogene lineare Differentialgleichung mit ein-
deutigen Coefficienten bilden, welche von niedrigerer Ordnung ist, als
die gegebene, und ihre simmilichen Losungen mit der gegebenen ge-
meinsam hat. Wenn wir aber stath der Eindeutigkeit der Coefficienten,
ihre Rationalitit winschen — was iibrigens in vielen Fillen dasselbe
bedeutet — so missen wir statt der Monodromiegruppe digjenige

#) Frobenius, Journ. f. r. u. ang. Math. 80. 1875.
#) Jordan, Bulletin de la Soc. Math. de France, 1883,
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algebraische Tramsformationsgruppe betrachten, welche die Herren
Picard und Vessiot eingefiihrt haben und die wir nach dem Vor-
schlage von Herrn F. Klein die Ratfionalitdtsgruppe der Gleichung
nennen, Wenn diese Gruppe im Lie’schen Sinne transitiv ist, dann
ist die Gleichung #berhaupt irreducibel, (auch im Konigsberger'schen
Sinne) wenn sie andererseits in solchem Maasse intransitiv ist, wie es
die Monodromiegruppe nach dem erwéhnten Jordan'schen Satze sein
sollte — dass niimlich eine weniger als n-dimengionale lineare Mannig-
faltigkeit invariant bleibt —, dann hat die Gleichung mit einer anderen
Gleichung mit rationalen Coefficienten, (von niedrigerer Ordnung)
gemeinsame Losungen, ist also in unserem Sinne reducibel. —

Die Lidsung des Problems wollen wir so in Angriff nehmen, wie
es auch in der Theorie der algebraischen Gleichungen geschieht*)., Wenn
niimlich eine algebraische ganzzahlige Gleichung gegeben ist:

2+ gart4 ot a, =0,
deren Wurzéln wir mit
Xy Ly o oo B

bezeichnen, und die Frage gestellt wird, ob die linke Seite dieser
Gleichung einen ganzzahligen Factor vom mten Grade hat, oder nicht,
dann miissen wir die Resolventen fiir alle mbglichen Coefficienten dieses
Factors aufstellen und die rationalen Ldsungen dieser Resolventen auf-
suchen, So miissen wir die Resolventengleichungen fiir die Functionen

m
z=m1+x2+-~-+x,.=2;xi,
1

m

u=2x§mk,
1
m

v =2x,~x;¢x¢ [N
1

in der bekannten Weise aufstellen und dann zuschauen, ob diese
Gleichungen rationale Losungen haben oder nicht, was durch eine
endliche Anzahl von Versuchen bestimmt werden kann. In solcher
Weise erhalten wir eine endliche Anzahl von Factoren, wo dann
wieder durch eine endliche Anzahl von Versuchen bestimmbar ist,
welcher von den gefundenen Factoren brauchbar ist. —

In ebensolcher Weise werden wir eine lineare Differentialgleichung
niéderer Ordnung, welche mit der gegebenen linearen Differential-
gleichung ihre séimmtlichen Losungen gemein hat, gegebenenfalls
- wirklich construiren.

*) J. Ebnig, Math, Ann, 15, p. 167
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1. Sei die gegebene homogene lineare Differentialgleichung mit
rationalen Coefficienten die Folgende:

M ) =y™ +py" oy + - -+ oy =0,

wo wir gewohntermassen

dy

dat

setzen, Wenn eine andere homogene lineare Differentialgleichung von
der m'*» Ordnung, mit ebenfalls rationalen Coefficienten

@ @ =y + gy D+ oy A A gy =0
existirt, welche ihre simmitlichen Lsungen mit der gegebenen Gleichung
gemeinsam hat, und

(3) Y, Y,...Y,

ein Fundamentalsystem dieser Losungen darstellt, dann sind die Coef-
ficienten der Gleichung (2) durch dieses Fundamentalsystem darstellbar.
Wenn wir diese Determinante:

Y, ¥, Y, ... %"
Y, ¥, Y, ... 7"

y(‘i) .

)

Y, Y, Y.... x5
mit A bezeichnen, dann igt:
Y, ... 7Y ¥y Y, Ly

Y, Y, ... Yy e ey
B AG=—l. . . v . e =0

Y, Y....TE0 ym yiy |y
und speciell:

dlog A
QI==—- da *

2. Wir wollen zuerst g, bestimmen. Zu diesem Zwecke bemerken
wir, dass tberhaupt jede Determinante A; einer homogenen linearen
Differentialgleichung gentigt, deren Coefficienten rational durch die
Coefficienten (und Differentialquotienten) der gegebenen Gleichung (1)
darstellbar sind. Diese Bemerkung fliesst aus dem allgemeineren Satze,
dass eine jede rationale ganse Function der Lisungen einer oder mehrerer
homogewen linearen Differentialgleichungen, einer homogenen linearen
Differentialgleichung gewiigt, deren Coefficienten rational durch die
Cocfficienten der gegebemen Gleichungen (und durch die Differential-~

Mathematische Annalen. XLV, 19
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quotienten der Coefficienten) darstellbar sind. Wir wollen diesen, fiir
das Folgende wichtigen bekannten Satz nur angefithrt haben mit der
einzigen Bemerkung, dass zum Beweise geniigen wiirde den einfachen
speciellen Fall zu beweisen, dass das Product zweier Losungen zweier
homogenen linearen Differentialgleichungen einer solchen Gleichung
geniige. —

In dem vorliegenden Falle ist es besonders einfach die Gleichung
fiir A; (welche wir nach Herrn F. Klein als Differentialresolvente der
A; bzeichnen wollen) direct aufzustellen.

Wenn wir némlich die Determinante A; nach der unabhiingigen
Variablen differentiiren, dann bekommen wir ein lineares Aggregat
von Determinanten, und wenn wir die Differentiation fortsetzen und
dafiir sorgen, dass in den erhaltenen Ausdriicken die hoheren Differen-
tialquotienten durch die » ersten (die Grossen Y als Ot Differential-
quotienten aufgefasst) mittels der gegebenen Gleichung (1) herunter-
gedriickt werden, dann wird ein jeder Differentialquotient von A; als
ein lineares Aggregat der Determinante

Y, x®, .., T{m

Y®, Y, ..., T
(6) Aklkz"'km'-'-'—' . . . . . . .m .
Yo, ¥, ., 7
‘ausgedriickt, wo die Ordnungszahlen % %, . ..k, beliebige m Zahlen

aus der Reihenfolge: O, 1,2,...,n—1 bedeuten. Wenn wir diese
Determinanten der Kiirze halber mit

DD, ... D

bezeichnen, dann erhalten wir also ein Gleichungssystem:

ara,
O] xR = a951D1 -+ aqi2-D2 o R aqiaDa;

a=(;;), 0e=1,2..,4q

wo unter den Grossen D eine mit A; identisch ist, und wo die Coef-
ficienten @, rationale Functionen von # bedeuten, —
Aus diesem System erhalten wir also eine homogene lineare
ter
Differentialgleichung von hdchstens (Z;) Ordnung fiir &;. —
Zuerst stellen wir auf diese Weise die Differentialgleichung fiir A
auf. Sel diese Gleichung:
a’a ata
(8) P

U gao1

+"'+PUA==00
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Damit die Gleichung (2) vorhanden sei, muss g, m%—' rational sein; d. h.

die Gleichung (8) muss eine solche Liosung haben, deren logarithmische
Ableitung rational ser.

3. Wir miissen also jetzt aus der Gleichung (8) eine Gleichung
fir g, herleiten. Wir bemerken, dass es im Allgemeinen moglich ist
fiir eine rationale Funetion der Losungen einer oder mehrerer linearen
Differentialgleichungen eine — nicht lineare — Differentialgleichung
aufzustellen, deren Coefficienten rational durch die Coefficienten der
gegebenen Gleichungen ausdriickbar sind. Ohne auf den Beweis dieses
wichtigen Satzes einzugehen, bemerke ich nur, dass er nach einer
fritheren Bemerkung immer darauf zuriickgefilhrt werden kann, dass
man fiir den Quotienten zweier Losungen einer homogenen linearen
Differentialgleichung, eine Resolvente aufstellen soll.

In unserem Falle ist die Resolventengleichung fiir ¢,, welche
gewissermassen eine Verallgemeinerung der Riccati'schen Gleichung
ist, leicht aufzustellen. Wenn wir nimlich filr einen Augenblick A
mit 2 und ¢, mit w bezeichnen, dann ist

2u =4

und wenn wir aus dieser Gleichung durch Differentiation ¢ — 1-mal
bintereinander die daraus folgenden bilden und in der letzten Gleichung
2 mittels der Gleichung (6) eliminiren, dann erhalten wir ein System
linearer Gleichungen, woraus durch Elimination von

2d,d ... g0

folgt:

% — 1

w u —1

w’ 29 w —1
(9) 0=|.

w0-0L Py, (6—1)ul0~24FPyy, (651) w9t Py_g,uny Py
Im Falle 6 = 2 erhalten wir die gewdhnliche Riccati'sche Gleichung
w? 4w + P4 Py=0, ‘
im Falle 6 = 3, und 6= 4 die Gleichungen:
ut -+ 3u'u +u” 4 P +u) + Pu+ Py =0,
ut 4 6ure’ - 3w’ 4 dun” +u” + P (w34 Bun’4u")
+ Py +u)) L Pyu+ P, =0.

Die Gleichung (9) kénnen wir auch in anderer Form erhalten, wenn
wir nimlich in Gleichung (8) direct

19*



284 E. Bexgs.

(10) A = of*e*

substituiren und durch e/*%* dividiren. —

4. Das gestellte Problem ist also darauf zuriickgefithrt, dass die
rationalen Lobsungen solcher allgemeinen Ricecati'schen Gleichungen
bestimmt werden sollen. Spiter werden wir einen speciellen Fall, den
Fall der hypergeometrischen Differentialgleichung, behandeln; jetzt
wollen wir uns in Bezug dieser Gleichungen auf allgemeine Bemerkungen
beschriinken.

1) Aus der Form der Gleichung (9) ersehen wir, dass solche Pole
von #, welche eine hohere Ordnungszahl als 1 haben, gleichzeitig
Pole einer oder mehrerer der Coefficienten P, P, ... P, sein miissen;
denn wenn @ ein Pol von der A'» Ordnung wire und

P,(a), Py(a), ..., Ps(a)

alle endlich wiren, dann wire die niedrigste Potenz von 2 — e, welche
in der Gleichung (9) auftritt, die — k6%, welche in einem einzigen
Gliede und zwar in dem ersten Gliede: %® vorkdme, folglich 0 zum
Coefficienten haben miisste.

Wenn also ¢ singuldrer Punkt von u, aber kein singulirer Punkt
der Coefficienten P, P,... P, ist, dann kann #— ¢ nur in der — 1t%n
Potenz in u auftreten; und da er kein singulirer Punkt der Coef-
ficienten der Gleichung (8) ist, so muss er ein gewdhnlicher Punkt
der Losungen A sein, und aus diesem Grunde muss (¢ — ¢)~' eine
positive ganze Zahl aus der Reike 0,1,2,...,6—1 zum Coef-
ficienten haben. —

2) Es ldsst sich sehr leicht aus der Form der Coefficienten
P P,...P, cine obere Grenze fiir die Ordnung % eines Poles ¢ der
rationalen Function # angeben. Die héchsten negativen Potenzen von
Z — @ konnen ndmlich nur in den folgenden Gliedern vorkommen

1y u® 4 Pyutt 4 Pyut—2 oo - Py

Nehmen wir an, dass der hochste Exponent von (x—a)™, welcher
in P; vorkommt, p; sei, dann ist der hochste Exponent von (x— a)—?,
in den einzelnen Gliedern von (11):

(12) ok, (6—1k+p, 6—2)k+p,, ..., P
folglich darf % nicht grosser sein als die grosste der Zahlen

o ) [ )

wo wir mit den eckigen Klammern: die grosste, in dem Bruch ent-
haltene ganze Zahl bezeichnen; denn wire % grisser als die grosste
dieser Zahlen, dann wiirde 6% grosser sein als jeder andere, in der
Reihe (12) vorhandene Exponent, also (z—a)~°* wiirde blos in dem
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ersten Glied der Summe (11) vorkommen, also nothwendigerweise 0
zum Coefficienten haben. —

5. Die rationale Losung » kann also nur solche hohere Pole
haben, die zugleich Pole der Coefficienten sind; ausser diesen-kann sie
nur einfache Pole besitzen mit positiven ganzzahligen Coefficienten,
Diese 2 Bemerkungen in Verbindung mit der oberen Grenze der
Ordnungszahlen der einzelnen Pole geniigen, um die Form der rationalen
Losungen zu bestimmen. Wenn niimlich die Pole der Coefficienten

“1“2..'a@

sind und zn ihnen nach der zweiten Bemerkung von 4) die oberen
Grenzen der Ordnungszahlen:

Byky.. . K
gehtren, dann ist die Form von u:
'Az']c,;
)k,- + 'P(x)r

(x—a

0

A ‘Ail 'Ai2
(13) 21;'96__%-1-(7:;)2-1-“--[-
wo ¢ () eine rationale Function von der Gestalt ist:

s,
®—b,’

unter dem e; positive ganze Zahlen aus der Reihe 0,1,...,0—1
verstanden. Wenn wir diesen Ausdruck in die Gleichung (9) einsetzen,
dann erhalten wir ein algebraisches Gleichungssysteme zur Bestimmung
der Coefficienten A4,; und dadurch den ersten Theil von w, welchen
wir mit R (x) bezeichnen wollen.

Aus der Gleichung (10) erhalten wir dann den Ausdruck von A

in der Form:
A — o/B@az, v,

wo v in Folge der Beschaffenheit von ¢ () im Falle, dass eine rationale
Losung g, wirklich existirt, eine rationale gamee Function sein muss.
Wenn wir also diesen Ausdruck von A in die Gleichung (8) einsetzen,
dann erhalten wir eine homogene lineare Differentialgleichung fiir v:
[ da—-lv a2 v
%}:‘F & %7:14‘@23;;:5 A+ Qev =0.

Diese Gleichung muss eine rationale ganze Losung haben. Ob sie eine
solche Losung hat, oder nicht, das lisst sich leicht entscheiden durch
Einsetzen einer ganzen Function mit unbestimmben Coefficienten, die
man nach einander recursiv bestimmt. Der Grad dieser ganzen rationalen
Function lasst sich vorneherein durch Aufstellung der determinirenden
Gleichung fiir die Stelle oo festlegen. — Wenn diese Differential-
gleichung keine ganze rationale Losung hat, dann ist die gegebene
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Gleichung (1) gewiss irreducibel. Hat sie aber eine oder mehrere
solche Losungen, dann miissen wir zur Bestimmung der iibrigen Coef.
ficienten der Gleichung (2) schreiten. Wir sahen, dass aus dem
System {7) eine homogene lineare Differentialgleichung fitr A; auf-
stellbar ist. Sei diese Gleichung

d’ s —
%%4-@13‘;,:“14“"—}“%5-—0-

Aus (5) ersehen wir, dass

A= Q;A .
Wenn wir jetzt in diese Gleichung

2=yl
substituiren, wo A den frither bestimmten Auvsdruck bedeutet, dann
erhalten wir eine homogene lineare Differentialgleichung fiir y. Hat
diese Differentialgleichung in y keine rationale Losung, so ist die
gegebene Gleichung (1) irreducibel; wenn sie aber rationale Lisung
hat, und die iibrigen, fiir die anderen Coefficienten analog gebildeten
Gleichungen ehenfalls, dann kann die Gleichung reducibel sein.

Wenn nimlich die so bestimmten rationalen Functionen

-+
gsind, dann miissen wir nur nachsehen, ob die Gleichung (1) mit der

Gleichung

P=y"+qg" V4. guy=0
gemeinsame Losungen hat oder nicht. Diese Frage ist aber bekanni-
lich pach der Methode zu behandeln, welche dem Aufsuchen des grissten
gemeinsamen Theilers analog ist, oder mnach einer Methode, welche
der Resultantenbildung nachgebildet ist. — -

7. Um an einem Beispiel die Liosung der aufgestellten Riccati'schen
Gleichung durchzufithren und zugleich die Bedingungen der Reducibilitit
in einem ausgezeichneten Falle zn behandeln, werden wir die noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen der Reducibilitét der hyper-
geometrischen Differentialgleichung aufstellen,

Es sei die hypergeometrische Differentialgleichung in bekannter
Form:

& '
(14 - al—a) Z+ [y — (@+p+ 2] % — apy =0,
Die Riccai'bi’sche Gleichung ist in diesem Falle die Differentialgleichung,
welcher % geniigt. Wir stellen statt dessen die Gleickung auf, welcher

=¥ L r—(etft)a
U=y + 2x(l—z)

gentigh, denn mit g muss auch % rational sein.
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Diese Gleichung ist aus der Gleichung (9) leicht zu bilden. Sie ist:

du h, h k k
(15) E;:+u2+ El+a?§+i._!£+(1__2m)z=0:
wo wir der Kiirze halber die folgenden Bezeichnungen einfiihrten:
1
h1=k1=—‘“ﬁ—§7(9’ - “"'ﬁ_l)y

he =@+

foy = — ¥ u2 g 1)2__7—-—05-2—{3—-1_

Wenn die rationale Function # von O und 1 verschiedene Pole bhat,
so kann sie diese nach unseren allgemeinen Bemerkungen nur in der
ersten Ordnung besitzen. Wenn ¢ ein solcher Pol ist, dann ist es
aus der (leichung (15) leieht ersichtlich, dass der Coefficient von
(x — ¢)* nur 1 sein kann, also die rationale Function u diese Pole

nur in der Form

9 (=)

9(x)
enthalten kann, wo g(z) eine rationale ganze Function von z ist.
Aus der Gleichung (15) ersehen wir auch, dass u fiberhaupt keine
Pole von hoherer als der ersten Ordnung enthalten kann, folglich ist

# von der Form:
& % 4 9@
(16) W= :ci+ 1-—250 g(@)

Wenn wir diesen Ausdruck in die Gleichung (15) einsetzen, und die
erhaltenen Ausdriicke in Partialbriiche zerlegen, erhalten wir zundchst
die folgenden Gleichungen fiir @, und a,

o? — o =(%)2 - %:
0622+ o‘2=(’}"““-2—6"1)2+7—“‘2'ﬁ"—1,

woraus wir filr ¢, und a, die folgenden Werthsysteme erhalten:

all — 22'_’ “1n== 1 __%’
(17) ’ y—a—pf—1 " 1 y—o-—f—1
Oy = "3 Oy = — l — =

%nr Bestimmung der ganzen Function g(x) erhalten wir sodann
sus (15) die hypergeometrische Differentialgleichung

(18) g'z(1—2) + 2 [, (1 —2) + ;2] + (B ty~tTy)g = 0.

Die hochste vorkommende Potenz von « liefert uns hier die Gleichung

(19) — n(n—1) + 2n(e,—a)+20,0, — ——-%y(y——oc—-—ﬁ——l)-:—-o,
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wo # den Grad der ganzen Funclion g(x) bedeutet. Wenn wir in
diese Gleichung die vier moglichen Combinationen der Werthe von
o, &, aus (17) einsetzen, dann erhalten wir die folgenden vier Werth-
gysteme fiir

20) Do=—@a, Dr=—a+1, Nu=c—y, Hr=0—yp+41,
n=—p; nw=—f+1 n=f-p; n=F—y+1
Wir erhalten also auf diese Weise das bekannte Resultat, dass die

hypergeometrische Differentialgleichung dann und nur dann reducibel
ist, wenn eine der 4 Grossen:

wy f, 7y —ea,y—p
eine negative ganze Zahl ist. Aus Gleichung (18) erhalten wir dann
nach einander die Coefficienten der ganzen hypergeometrischen Fune-
tionen g(z).

8. Bei diesem Beispiel gestaltete sich die Behandlung der Riceati’-
schen Gleichung, auf welche die Bestimmung des Coefficienten ¢,
zuriickgefithrt wurde, besonders einfach. Der Grund der Vereinfachung
lag darin, dass d1e behandelte Differentialgleichung nur reguliire
Integrale besitzt. Wenn die zu untersuchende Differentialgleichung
nur regulire Integrale besitzt, so wird die Behandlung der Riceati’schen
Gleichung immer vereinfacht; denn in diesem Falle sind die in 5)
bestimmten oberen Grenzen der Ordnungszahlen alle gleich 1. In diesem
Falle kénnen wir sogar die mdglichen Zahlenwerthe von A;, welche
wir jetzt blos mit A, bezeichnen wollen (Gleichung 13) von vorne-
herein in endlicher Zahl angeben; denn in diesem Falle ist:

4 =2xfiai +2§0_1Lb_:

und wenn wir fiir die Stelle @; die determinirende Fundamentalglei-
chung aufstellen, so lautet diese folgendermassen:

elo—1(e—2)--(¢—m+D+eo-(e—1)-(e—m 44+ =

oder geordnet:

on ___("]‘L(m2—- L -A-i) ol L ... =0,
Die Summe der Exponenten ist also im Punkte g,
m(m—1)
@1 — — 4.

Aus der determinirenden Fundamentalgleichung fiir die gegebene,
urspriingliche Gleichung (1) fiir den Punkt g; sind aber die Exponenten:

01 05..
bekannt., Aus dieser Reihe mtissen wir also auf alle migliche Arten
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m Exponenten auswihlen. Die Summe einer Combination von m Ex-
ponenten muss mit dem Werth des Ausdrucks (21) gleich sein, folglich
haben wir nur eine endliche Anzahl von Moglichkeiten zur Bestim-
mung von A;, —

9. Es wurde schon erwihnt, wie die Irreducibilitit der linearen
Differentialgleichungen mit der Monodromiegruppe zusammenhéngt.
Wenn niimlich gewisse Losungen der Gleichung (1)

Y Y,.. Y,
wo m < m, vorhanden sind, so beschaffen, dass bei einem jeden Um-

lauf der unabhingigen Variabeln eine jede dieser Losungen in eine
andere von der Form
Ci1Y1+Ci2Y2+" '+c¢‘mYm

tibergeht, dann ist die Gleichung reducibel; denn in diesem Falle
bleiben die Coefficienten der Gleichung:
z Y Y, ...Y,
7 XY Y, ...XY,
zl' Y]I’ Y2l’ Ve Y"f:

(22) =0,

2 Y1(m) Yg("') .. .Y,,(Lm)
nachdem durch den Coefficienten von 20 dividirt wurde, bei einem

jeden Umlauf der unabhingigen Variabeln unveriindert; sie sind also
eindeutige Functionen von z; und umgekehrt, wenn die Gleichung:

g - Quatn -+ - - Qi =0
mit eindeutigen Coefficienten
Y Y,...Y,
zu Losungen hat, dann kann eine jede dieser Losungen bei einem
beliebigen Umlauf von # nur in eine andere Losung

oY+ oY+t wm¥n
iibergehen. Wir sehen, dass bei diesem Criterium die urspriingliche
Frobenius’sche Bestimmung der Irreducibilitit zu Grunde liegt.
Wenn wir nicht nur die Eindeutigheif, sondern die Rationalitdt der
Coefficienten wiinschen, dann miissen wir statt der Monodromiegruppe
die Rationalititsgruppe der Gleichung zu Grunde legen.

Ohne auf die betreffenden Untersuchungen der Herren Picard und
Vessiot hier niiher einzugehen, bemerke ich nur, dass zu einer jeden
homogenen linearen Differentialgleichung eine homogene lineare alge-
braische Gruppe gehdrt von solcher Beschaffenheit, dass eine jede
rationale Function der Losungen (und ihrer Differentialquotienten),
welche bei dieser Gruppe numerisch invariant bleibt, rvational durch
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die Coefficienten der Gleichung (und ihrer Differentialquotienten und
der adjungirten Functionen) ausdriickbar ist und umgekehrt.

Nebmen wir an, dass diese Gruppe im Lie’schen Siune transitiv
ist, d. h. dass es moglich ist eine jede Lisung

Y1Y2 -« Yn
durch passende Bestimmung der Parameter der Gruppe in eine jede
Ldsung

YY.. %Y,
zu iiberfilhren. Wenn dann eine Lisung y eine algebraische Differential-
gleichung mit rationalen Coefficienten

(23) P(y) =0
befriedigt, dann muss auch eine jede andere LUsung diese Gleichung
befriedigen; denn ¢(y) als 0 ist ja rational durch die Coefficienten der
Gleichung ausdriickbar, sie bleibt also bei der Gruppe invariant.
Durch die Gruppe kann aber y in eine beliebige Losung iibergefibrt
werden, folglich geniigt eine jede Losung der Gleichung (1) der
Gleichung (23). Die gegebene Gleichung ist also irreducibel auch in
dem Sinne, dass sie mit keiner anderen auch nicht linearen Differential-
gleichung (mit rationalen Coefficienten) von niedrigerer Ordnung ge-
meinsame Losungen haben kann.

Wenn hingegen die Rationalititsgruppe so beschaffen ist, wie es
nach dem Jordan’schen Satze die Monodromiegruppe im Falle der
Reducibilitiit sein soll, d. h. wenn gewisse Losungen

Y, Y,... Y,

vorhanden sind, welche durch die Rationalititsgruppe nur in Lésungen

von der Gestalt:
¥ ¥y, - o Yo

iibergefiihrt werden konnen, dann sind die Coefficienten der Gleichung
(22) bei der Rationalitdtsgruppe invariant, folglich rational durch die
Coefficienten der Gleichung darstellbar; dann ist also die Gleichung
auch in dem Sinne reducibel, dass sie mit einer anderen linearen
Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung — mit rationalen Coeffi-
cienten — Losungen gemein hat.

Umgekehrt, wenn eine lineare Differentialgleichung von der
m < ntev Ordnung mit raMonalen Coefficienten existirt, welche ihre
simmtlichen Losungen mit der gegebenen Gleichung gemein hat, dann
ist die Rationalitétsgruppe so beschaffen, wie es der Satz von Jordan
von der Monodromiegruppe wiinseht. Sei nimlich die lineare Diffe-
rentialgleichung von der m'» Ordnung die folgende:

@) Y ay I gy gy =0
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und ein Fundamentalsystem der Losungen:
(25) Y.Y,...Yn,
dann muss bei der Rationalititsgruppe die lineare Schaar
e Y+ ey Yyt an Xy

invariant bleiben; denn gébe es eine Transformation in dieser Gruppe,
welche eine solche Ldsung in eine, nicht in dieser Schaar enthaltene
Y iiberfilhrte, dann miisste die Gleichung (24) — da die linke Seite
doch rational ausdriickbar ist (indem sie O ist) also bei dieser Trans-
formation invariant bleibt — durch Y befriedigt werden, was nicht
mbglich ist, da doch (25) ein Fundamentalsystem der Ldsungen ist. —

10. Zuletzt will ich noeh einen speciellen Fall, welcher von
Herrn Frobenius behandelt wurde, anfithren, wo man leicht nach-
weisen kann, dass die Gleichung reducibel ist. Herr Frobenius¥)
bewies den Satz, dass wenn mit ¢, zugleich

(26) () =¥ + oy + ey + o+ e yPY,
wo die Coefficienten rationale Functionen von z bedeuten, eine Losung
der Gleichung (1) ist, diese Gleichung gewiss reductibel ist.

Wenn y, ein anderer Zweig von y, ist, dann ist auch, wie leicht
zu sehen

7(¥y) = 6Ys + ¥ + ey A - A Car gV
eine Losung der Gleichung (1). Wenn also

@7 DYoo Yn
» von einander unabhingige Zweige von y, sind, dann sind auch
(28) 7y r(#)s - W),

die wir der Uebersicht halber mit

My Mgs <o vy Un
bezeichnen wollen, Losungen der Gleichung (1). Wenn diese Losungen
nicht unabhéingig wiren, d. h. wenn zwischen ihnen eine Gleichung
Pl Frm ot et =0
mit constanten Coefficienten besttinde, so wiirde
U=y Y+ V¥t -+ Vate
der folgenden Gleichung

Coth + cyu’ czu” R el 1u(”"’) == 0
geniigen, d. h. einer homogenen lnearen Differentialgleichung von
der » — 1o Ordnung mit rationalen Coefficienten; die Gleichung (1)
wire also gewiss reducibel. Die zwei Fundamentalsysteme (27) und
(28) sind in einer sehr engen Bezichung zu einander; wenn wir nimlich

*) Frobeniug, Journ, f, r. u. ang. Math, 76, und Hamburger ib, 119.
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mit der unabhingigen Variabeln einen beliebigen Umlauf machen,
welche in der Reihe (27) die Substitution

041 g « o B1p
gy Dgy « .+« fzg

On1 CGpg + oo Opy

verursacht, dann wird durch denselben Umlauf in der Reihe (28) die-
selbe Substitution hervorgebracht. Diese Functionen sind, nach der
Benennung des Herrn Klein wverwandte Functionen. Den Satz des
Herrn Frobenius kinnen wir also in folgender durchsichtiger Weise
fassen: Wenn einer homogenen linearen Differentialgleichung verwandte
Fundamentalsysteme geniigen, dann ist sie reducibel.

Den Satz konnen wir mit Beniitzung des Verwandtschaftsbegriffs
folgendermassen beweisen: Ks existirt immer eine Lisung, welche
bei einem Umlauf um einen singuléiren Punkt mit einer Constanten
multiplicirt wird. Sei eine solche Losung, welche zum singuldren
Punkt a gehért, die folgende:

W= 919 + P2+ o Vadas
welche bei einem Umlauf um @ in sw iibergeht. Dann geht nach
dem Begriff der Verwandtschaft bei diesem Umlauf auch

@ =9+ et Padn
in se tber. Diese Losungen knnen daher — von den Ausnahmefillen
abgesehen, wo die simmtlichen Unterdeterminanten der zugehdrigen
Fundamentalgleichung verschwinden — nur um einen constanten Factor
von einander verschieden sein, also:

0 = kw.

Wenn wir in diese Gleichung den Werth von @ einsetzen und nach
den vationalen Coefficienten ¢y, ¢;, ..., oy ordnen, dann erhalten
wir die Gleichung:
29 (o —FK)yw-+tew + c,w’ 4+ - 4 gt =0,
welche beweist, dass die Gleichung (1) reducibel ist. — Dass der
hiermit aufgestellten Gleichung (29) gerade diese ausgezeichnete Losung
gentigt, welche sich bei dem Umlauf der unabhiingigen Variabeln
multiplicativ verhilt, das liegt in der Natur der Sache. Denn, wie
leicht einzusehen ist, miissen in jedem Falle, wenn die Gleichung
reducibel ist, solche ausgezeichnete Losungen auch der Gleichung
niedriger Ordnung geniigen, — diese letztere Gleichung muss ja auch
solche Losungen haben, die sich multiplicativ verhalten — und wenn
nur nicht der genannte besondere Ausnahmefall vorhanden ist, so
sind diese Losungen bis auf constante Factoren bestimmt. — Wenn
aber der genannte Ausnahmefall eintritt, nimlich dass bei einem jeden
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singuliren Punkt unendlich viele Integrale vorhanden sind, die bei
den Umldufen mit derselben Constanten multiplicirt werden, dann
konnen wir die Reducibilitét unserer Gleichung in folgender Weise
beweisen:
Wenn
WW, ... We
die von einander unabhingigen Losungen der Gleichung (1) sind, die
bei einem Umlauf um den singuldren Punkt @ alle mit s multiplicirt
werden, wo
Wi = PirYy + Piste - - Pintlay
i=1,2,..., 0,
dann werden die analog gebildeten Losungen
@y, Ogy o sy O,
wo
@; =yt + Yoty - o Vit
bei diesem Umlauf ebenfalls mit s multiplicirt. Hs bestehen also
folgende Gleichungen:
(30) 0 == Aig Wy ~+ l,'ng + .o+ l,-gw(,,
i=1,2,.., 0
Wir multipliciren diese Gleichungen (30) der Reihe nach mit den
unbestimmten Constanten:
My gy o vnp By
und bestimmen diese so, dass eine Gleichung besteht:
(B1) moy ~+ py @y -+ o@e == Bl 10, - a0, -+ - Rgthe).
Zu diesem Zweck miissen wir %k so festlegen, dass das folgende
Gleichungensystem besteht:

g dy + («‘2}"21 e R o F’glgl = qu,
Hydig F Bohoy + -+ o hos = Y5
(32) ) . . .

B hig t tadag 4 - -+ Bokge = Bok,
also % eine Wurzel der folgenden Gleichung ist:
’111 - 7‘7: '121’ LR} ;'ql
:112, Agy — by on Aoz
(33) . . e . = 0.
. . .
Ao hag, vy hgp—F .
Ist % Wurzel dieser Gleichung, dann kbnnen wir aus dem System (32)

die Coefficienten
By Moy « oy Bg
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eindeutig, oder mehrdeutig so bestimmen, dass jedenfalls die Gleichung
(31) besteht. Wenn jetzt

Bay1i + o Pai -+ - o el
mit & bezeichnet wird, und

=gy + &Y+ - &,
so geniigt u der homogenen linearen Differentialgleichung von der
% — 1t Ordnung:

(o —k)yu 4 cu’ 4 cyu” + - - - F cugul=9 = 0;
die vorgelegte Gleichung ist also auch in diesem Falle reducibel
und wir erhalten zugleich eine ausgezeichnete Losung der Gleichung
niedrigerer Ordnung, welche sich bei dem Umlauf um den Punkt a
multiplicativ verhlt. *)

Gottingen, im Januar 1894.

#*) Nachtriglich habe ich von einer Arbeit des Hrn. Bendixson (Stockholm,
Ofversicht, 1892) Kenntniss erhalten. Ein Theil der unter 4 und 5 enthaltenen
Entwicklungen meiner Arbeit ist durch die Abbhandlung des Herrn Bendixson
tiberfliissig geworden und wurde nur des Zusammenhanges halber beibehalten,

Mirz 1894, E. B.




