
Ueber einige besondere F~lle der linearen Differentialgleichung 
zwei~er Ordnung mi~ linearen Coafficientmn. 

Yon 

L. Poc~m~m~ in Kiel. 

w  

Bei der linearen Differentia]gleichung zweiter Ordnung mig linearen 
Coefficiengen 

(1) (AoX+ Bo) a,v -d-k r + (Alx+Bt)  *IV 

die sich nach der yon E u l e r*) angegebenen Methode mitielsg bestimm~er 
Integrale 15sen l~ssg, sind bekannffich zun~chst die zwei F~lle zu unter- 
scheiden, ob A o yon Null verschieden, oder ob A o gleich Null is t  
Hat Ao einen yon Null verschiedenen Werkh, so wird die Gleichung 

(1) durch die Substitution x ~--x' ~o auf eine Gleichung 
~o 

(~) x' a,v + (a~x" + b~) av dx'---T - ~  + (a2x" + b2) y = O, 

in der al~ a2, bl, b2 eonshm~ sind, redueir~, wi~hrend im Falle A o ~  0 
durch Division mi~ Bo eine Gleichung yon der Form 

d~y. + (atx. + bt ) ay (3) dx.~ ~ + (aux + bD Y = 0 

erhal~n wird. 
In (2) sotz~ m a n  

(4) v =  v~ r ,  , 
wodurch ~ r  Y die Differenfialgleichung 

d21r (5) x: -d-d-~+[(2s+aDx'+bl]-~+[(s2+ats+au)ad+bts+b2] Y~--O 

ents~eht, und bes~immg die Cons~ute s durch 
(6) s2 + a~s + a2 ~ O .  

*) Institmtiones calculi integral% Vol. II ,  Cap. X. ar~. 1080. 
M~themat~he ~ .  x~r~YIII. 1~ 
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I s t s  keine Doppelwurzel yon (6), also 2s -~ at yon Null versehieden, 
so ergiebt sich aus (5) dureh die Substitution 

die Gleichung 

np 

X" X, 
2s --~ ai 

x/' d2 : r  ~ (x" - -  b~) d Y  b~s + b2 
dx"" + + Y' 

welche, wenn x", 1 r wieder durch x, y ersetzt, und a~ ~ als die Constanten 

a.~-. bls-.{-bu 

definirt werden, die Gestalt 

x--d-- ~ ~ -~  -{-- a y 

annimmt. Hat die Gleichung (6) dagegen eine Doppelwurzel s ~ - -  a--L 
2 ~ 

at 2 (also a2-~- u j ,  so substituirt man in (5) 
Fp 

bts "a t- b2 

und erh~lt hierdurch, wenn schliesslich x, y, Q statt x ' ,  Y, b 1 ge- 
schrieben wird, die Gleichung 

d2y ely 
(8) x dx~ -[- ~ dx y---~ O. 

Die Constante his + b 2 daft als verschieden yon Null angesehen 
werden, da die Gleichung (5) sonst in dem betrachteten Falle auf 
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung zurtickkommt. 

Aus der obigen Rechnung folgt, dass die Differentialgleichung (1) 
sich ste~s auf eine der drei Formen (7)~ (8), (3) reduciren l~isst. Die 
Gleichung (7) hat tier Verfasser in einem im 36 te= Bande dieser Annalen 
verSffentlichten Aufsatze*) behandelt. Es ergab sich, dass die Gleichung 
(7) dutch bestimmte Integrale befriedigt wird, welche ftir beliebige 
Werthe der Const~nten ~ und ~ einen Sinn behalten. Die nach- 
stehenden Untersuchungen ftihren zu einem ~hnlichen Result~t in Bezug 
auf die Gleichtmgen (8) und (3), indem LSsungen der letzteren Glei- 
ehungen in Gestalt bestimmter Integrale, die allgemein convergent 
sind, abgeleite~ werden. Geh~ man yon den bestimmten Integralen 
zu den Potenzreihen iiber~ so ~reten die zuerst von.Hankel**) be- 
traeh~eten Modifieationen der Euter'schen Inte~ale als Factoren bei 
den Reihenentwiekelungen auf. 

*) Ueber die lineare Differentialgleichung zwei~er Ordnung mit linearen 
Coefficientmn. 

**) SchlSmilch's Zeif~chrift ffir Mafia. u. Phys,  Bd. 9, pag. 12, 1864. 
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Die Constante p wird in (8) - -  wie hinsichtlich (7) auch in der 
soeben genannten Arbeit (in Bd. 36) geschieht - -  als nicht ganzzahlig 
vorausgesetzt. Hierdurch bleib~ der Fall, dass die Differentialgleichung 
ein logarithmisches particulgres Integral besi~zt, yon der Betrach~ung 
ausgeschlossen. 

kuch die Gleichungen (8) und (3) lassen sich, wie Wei le r* )  ge- 
zeigt hat, durch gewisse Substitutionen auf die Form (7) zurfickfiihren. 
Im Allgemeinen wird es indessen zweckm~ssiger sein, diese Reduction 
nicht vorzunehmen. Denn dieselbe liefert~ (yon specielIen F~!len ab- 
~gesehen) weniger einfache Integralausdrficke, als sich bei der directen 
Behandlung yon (8) und (3) ergeben. Die Substitution, durch welche 
nach W e i l e r  die Gleichung (8) auf die Form (7) gebracht wird, 

1 

x----  , y - - ~ e  ~ . - ~ e  y ,  

hat ausserdem, wie man leicht sieht, den Nachtheil, dass aus den 
Hauptintegralen yon (7) nicht die Hauptintegrale yon (8) erhalten 
werden. Noch weniger diirfte sich bei der Gleichung (3) die i~eduction 
auf die Gleichung (7) empfehlen~ da der Punkt x-----0 zwar fiir (7), 
nicht abet fiir (3) ein singuliirer ist; es wird mithin durch das 
We i 1 e r '  sche Veffahren, gewissermassen willktirlich, ein neuer singu- 
l~irer Punkt in die Differentialgleichung (3) eingeftihrt. 

Die Gleichung (8) ist in den nachstehenden w167 2 - - 4 ,  die Gleichung 
(3) in w 5 behandelt worden. Man setzt in die Gleichung (8) ein 

der Form t U ( u - - x )  ~ d u  fiir y ein und bestimmt U Integral yon 
r  

als Function yon u durch eine einfachere lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Der Gleichung (3) gentigen bekanntlich, wenn 
a ! ~ 0 ist, Functionen von wesenflich anderem Charakter, als wenn 
a 1 yon Null verschieden ist; hinsichtlich des Falles a 1 ~---0 wird auf 
einen nachfolgenden Aufsatz**) verwiesen. 

In der oben erw~ihnten Arbeit im 36 t~n Bande dieser Annalen isf 
ftir die unendliche Reihe 

" x -~- a (a -~ -  1) x 2 2r 2f_ . . .  
] "~- 1.@ 1.2:~(@~f-1) 1.2.3.Q(Q-~'I)(Q'Jr '2)  

die abgekiirzte Benennung F ( a ;  Q; x) angewendet worden. Analog 
wird im Folgenden dutch ~(@i x) die unendliche Reihe 

~ ( @ ; x ) ~ - l - {  l . q  1 . 2 . q ( q + l )  "JT 1 . 2 . 3 . @ ( q - ~ - l ) ( q + 2 )  
bezeichnet. 

t 

*) ,,Integration der linearen Differen~ialgleichungen etcJ', Orelle's Journal, 
Bd. 51, 1856, pag. 127-- 129. 

**) ,,Ueber eine binomische lineare Differen~ialgleichung ~ r  Ordnung", dieser 
Band, pag. 247. .~ ~ 

15" 
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w  

Setzt man in die Differentialgleichung 

d~y dy ( s )  x d ~  § Q d~ y --- o 

f'tir y das bestimmte Integral 

(9) y = ( ~ -  x)~ u e u  

ein, wo U yon u allein abh~ingt, ~, g Constanten bedeuten, und h 
entweder constant oder gleich x ist, so ergiebt sich die Gleichung 

h --.~--0. 

- j ,  re .  J g  

Mittelst der Formel der theilweisen Integration finder man 

S' F u - ~  g 

und durch zweimalige Anwendung derselben Formel 

f. ,lOl-- 1) (u - -x )~-~uUdu 

=V~.(u_x)~-~uU_(u_x)~ a(~u)? '~=~' S h du* - du. 

Wird also durch M der Ausdruck " 

M =  X ( u - - x ) ~ - ' u U  - (u--x)Z { d(~uU) -{-(~-{-~--1) U} 

bezeichnet, so folgt aus (8) die Gleichung 

[ "=" ~ d2(uv) ~ U l d u = O .  

Die GrSsse U werde als Function yon u dutch die Differentialgleichung 

(10) a'(uV) du" -~- (q + ~t - -  1) dU du U-=O 

bestimmt. Dann ist das Integral (9) eine particulate LBsung yon (8), 
unter der Bedingung, dass die Grenzen g und h so gew~Lhlt werden, dass 
(11) EM]u=~ --  E~Ju=a = 0 
ist. 

Aus (10) erh~ilt man durdh die Substdtution u ~- t 2 die Gleichung 
d2(tU) 

dt~ -{- (2q -[- 2 ~  - -  1) dU -- 4t U ~- O~ 

die~ wenn 
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1 
(12) 2Q- - [ -21 - -  1 = 0 ,  l = - ~ - - q  

genommen wird, in eine lineare Differenfialgleichung ftir t /7  mi~ con- 
stanten Coefficienten iibergeht. Es is~ hiernach 

t U =  C,e ~-' + C2e -~', 
also " 

1 (13) /7= ~ {c ,~w + c2~-~} , 

wo Q und 02 willktirliche Constanten bedeuf~n. Fiir U sollen nach 
einander die zwei husdrticke 

1 (e~Y z +  e-~) (14) U-~- //~ 

und 
1 e_~V ~ 05) u - -  ~ .  

angewendet werden, die aus (13) f"tir C~ = C 2 - - 1 ,  resp. Ci ~ 0 
C~ --- 1 entstehen. Die GrSsse M hat, wenn fiir U die Function (14) 
geset.zt wird, den Werth 

(16) ~ = -  

und, wenn U gleich der Func~on (15) is~, den Werth 

Man nehme zuniichst den reellen BestandLheil der Constaate 
1 y Jr-0 als negativ an. Dann haben die Summen (16) and (17) ftir 

u = x den Wer~h Null. Der • (16) verschwindet ausserdem 
fiir u = 0, so dass die Bedingung (11), wean U gleich tier Function 
(14) ist, dutch die Werthe g = 0, h ~--x befriedigt wird. Demnach 
stellt das besgmmte Integral 

1 

(18) J o ' ( ~  + e - ~  (u-  x)T -r  du 
V. 

eine pax~culiixe LSsung der Differentialgleichung (8) dar. Dar Aus- 
druek (17) verschwindet ffir u ~ - ~ ,  unter der Vorausse~ung, class 
bet / /~  das positive Vorzeichen gew~hI~ werde, so dass tier Exponent, 
yon e negativist .  Man kann daher bei hnwendung der Function (15) 
den Werth oo a]s Integralgrenze in (9) nehmen, worauf in w 4 n~Jaer 
eingegangen wird. 
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]ntegrirt man die Gleichung (8) durch eine Potenzreihe 

Y = x~" + 7t XX-t-1 + 72 XgAr-2 + " " ", 

so ergeben sieh die particuliiren Integrale 

(19) ~(O;x)----- l~t  1.e 1.2.e(~+1) + 1 . ~ . 3 . q ( q + U ( q + ~ ) + " "  

und 

(20) xl-e ~ (2 - -Q;  x) ~-- xl-e 1 + 1.(2-C -{- 1.~.(~.--q)(a--q) + . . . .  

Der Ausdruck (19) ist das eindeutige~ der Ausdruck (20) das mehr- 
deutige Hauptintegral der Gleichung (8). Die Reihen 5(0;  x) und 
~ ( 2 - - ~ ;  x) haben, du die Constante 0 als nicht ganzzahlig voraus- 
gesetzt wird~ ftir jedes endliche x einen bestimmten endliehen Werth. 
Von der Reihe (20) unterscheidet sich nun~ wie gezeigt werden soll, 
das Integral (18) nut durch einen constanten Factor. 

Man wendet auf das Integral (18), als dessert Integrationsweg die 
yore Punkte 0 zum Punkte x gezogene Gerade gew~ihlt werden mSge, 
die Sabsiitation u - ~ - w x  an, wodurch dasselbe sich in den Ausdruck 

( - -1)  ~ ~ x~-  ( e~ V-~  + e-'2 YJ-Z) w "~ (1 - -  d w 

verwandelt. Da aber 

2~WX 2 a W 2 X2 

ist, so entsteht aus (18) die geihe 

2 ~ v w v x ~ ] 
(2~), + " '" 

O 

2 ( _  1)T-r  x 1 ) + . . .  , J 
~ + " "  + {~--T)T ~, ,., 

wo durch /i:(p, ~) das E u l e r ' s c h e  Integral ersker Art 

f E ( 2 ,  q) ~- wP- l (1- -w)q  -1 d w  

bezeichnet wird. Der allgemeine Term dieser Reihe geh~ nach Be- 
nutzung der Formel 

l 3 

in den Qaotienten 

I. 3 . 5 . . . ( ' ~ v - - 1 )  ~E t 

I 
- -  3 ~)  2 (-- 1)T e x~_e+ , E ( 1 ,  ~---  

1 . 2 . 8 . . .  ~. (2-- Q) ( 8 - q ) . . .  ( ~+  1 - e )  
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1 

fiber, in welchem man den Factor (--  1) -~--e fortzulassen hat, falls in 
1 1 

(18) die Potenz (u - -  x) ~ - e  durch (x - -  u) -~-r ersetzt wird. Man er- 
h~lt daher die Gleichung 

1 

Joe~(e~V; + e-~r ( x -  u) ~-~ a,, 
@l) Y~ 

, s o) o; x). 

Es wurde bisher angenommen, class der reelle Bestandtheil der 

1 liege. Die Convergenz des Constante O unterhalb des Werthes 2 

Integrals (18) erfordert jedoch nur,  dass der reelle Theil yon O kleiner 
3 3 als ~- set; ebenso wird in der Gleichung (21)nut 0 < ~ vorausgesetzt. 

Die letztere Gleichung zeigt, class das Integral (18), sobald es fiber- 
haupt einen Sinn hat,  der Differentialgleichung (8) genfigt. Daher 

1 
wird die mehrdeutige HauptlSsung yon (8) nicht nur im Fall 0 < - -  -~, 

~<0< 3 sondern auch im Fall 2 ~- ~- durch das Integral (18) an- 

gegeben. 

w  

In (18) wurde eine gerade Linie als Integrationsweg angewendet. 
Indem man dieselbe durch eine geschlossene Curve ersetzt, erhiilt man 
eine allgemein giiltige Darstellung der mehrdeutigen HauptlSsung yon 
(8) dutch ein bestimmtes Integral. 

Man wiihle fiir das Integral (9), nachdem fiir U die Function 
(14) und fiir ~ der Werth (12) gesetzt worden sind, als Integra~ionsweg 
eine geschlossene, sich selbst nich~ schneidende Curve, die im Null- 
punkt beginnt and endigt und den Punkt x umschliesst. Das bier- 
dutch entstehende Integral, welches kurz dutch 

- -  1 

jo '(X)(e.OV~ (22) + e - ~ )  (u--  x) ~-~  a~ Y~ 

bezeichnet wird, ist, da der Bedingung (11)Geniige geschieht, eine 
particuliire LSsung der Gleichung (8). Es werde wiederum u ~--wx 
substituirt, und an Stelle yon e ~V~ -]-e -~y~-'~ die in w 2 genannte 
Reihe eingefiihr~. Dann finder man fiir das Integral (22) die Ent- 
wickelung 

in der G~ das constante Integral 
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['-~1) ,, 1 1 

G, w ( w - -  1) dw do 
bedeutet. Die GrSsse G~ gehSrt zu den yon H a n k e l  definirten Inte- 
gralen, die sich yon den entsprechenden Eu le r ' s chen  Integralen nur 
durch den geschlossenen Integrationsweg unterscheiden. Der Inte- 
grationsweg yon G~ der vom Punkte 0 ausgeht und den Punkt 1 um- 
schliesst, schneide die positive reelle Axe in einem Punkte w ~ ~,. 

1 

Man setzt fest~ dass in letzerem Punkte die Potenzen w ~ und 

e (w - -  1) ~ - e  und haben sollen, 
in denen log 7 und l o g ( } , -  1) reell sind. Dann ist, bei Anwendung 
der vom Veftasser in w 2 des Aufsa~zes ,,Zur Theorie der Eu  ler 'schen 
InCegrale" angegebenen Bezeichaung*), 

oder, wenn die Formel (1. e., pag. 511) 

"~(a ' -~-v ,  b) -~- . a(a + 1). . .  (a + v - -  1) ~ ( a ,  b) 
"(a-I-b) (a + b +  1)... (a + b + v - -  1) 

beriicksichtigt wird, 

1 1 .3 .5 . . . (~ , - -1 )  ~(_~ a ) 

ttierdurch erh~lt man ffir das Integral (22) ,  in welchem 0 eine be- 
liebige Constante sein daft, die zu (21) analoge Gleichung 

p ( x ) ,  , -  1 

J0 + 

Yon der in w 1 gemachten Voraussetzung, dass die Constante 0 nicht 
ganzzahlig sein soll, kann bier insofern abgesehen werden, als die 
Gleichungen (21) und (23) - -  wie die obige Rechnung zeig~ - -  auch 
in dem Falle giiltig bleiben, wo ~) gleich 1, 0 oder einer nega~iven 
ganzen Zahl ist. Man bemerke ferner, dass wenn fiir 0 eine positive 
ganze Zahl m, die grSsser als 1 ist~, gese~t wird, das Integral (22)  
bis auf einen constanten Factor mit der Reihe (1{}) iibereinstimmt. 
Denn die GrSsse ~ ' (a ,  b) verschwindet, sowohl wenn b eine positive 
ganze Zahl, als auch wenn a + b eine negative, ganze Zahl oder 
Null ist (1. c. pag. 511 und 512). Im Falle ~ - - m  hat also die 

*) Diese Annalen, Bd. 35, pag. 510, Gleichaug (24). 
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1 3 Constmate G,, = ~ ( v +  ~,  ~ m),  da a + b gleigh v + 2 --  m 
t 

wird, den Wer~h Null fiir v ~ - 0 ,  1 , 2 ,  . . . ,  m -  2. Indem man im 
Uebrigen v ~ m - -  1 + / ,  se~zt, finde~ man (fiir ~ ~ 0, 1, 2, etc.) 

1 3 m )  G = t~_~+~ ~ - ~ ( m - - ~ + ~ , - ~ - -  

oder, wegen ~'(a,  b) = ~ ' (a ,  i - - a - - b )  und ~ ' (a ,  0) ~- 2~i ,  
G~, = (2'ra,--1)(2tt~,--]-l)...(2~-}.-2/~--3) 2~._.~ 

1 . 2 . 3 . . . ~  2~ 
Mithin ist 

2 ~ 2 ~m-2 2~ i  
(~,,): G,, = (~m--2)2 ~,. r~(m+a)... (m+~,--1)" 

Hieraus folgt abet, dass das Integral (22) sich fiir Q ~---m in das 
2 ~ra ~ i  

Product aus der Reihe ~(m; x) and der Constante ( ~ _ ~ ) f  verwandelk 

Die Integrale (18) und (22) wurden aus (9) erhalten, indem man 
fiir U den Ausdruck (14) einsetz~e. Dieselben kSnnen jedoeh auch 
als Integrale yon der Form (9), in denen U den Werth (15), 

//~1 e_ ~ ,  hat, geschrieben werden, wenn man die Integrationswege 

in gewisser Weise ~inderL Man nenne zur Abkiirzung r :r) die 
Function 

1 
1 (24) r  x) = e -2vz ( ~ -  x) -~-~ V,~,, 

und integrire dieselbe nach u l~ings ether geschlossenen, yore Punkte x 
ausgehenden Curve, welche den Nullpunkt umschliesst. Das hierdurch 
entstehende Integral 

- -f~162 
3 bet welchem O < ~- vorausgesetzt wird, ist, abgesehen yore Vor- 

zeichen, mit dem Integral (18) identisch. Denn wenn man um den 
l~ullpunkt einen unendIich kleinen Kreis ~ ]egt und yore Punkte x 
eine Gerade zu einem Punkte ~ dieses Kreises zieht, so kann dot Inte- 
grationsweg des Integrals (25) durch die gerade Stre,ke xp,  den Kreis 

und die Strecke p x ersetzt werden. Das Integral Igngs des Kreises 
ist abet verschwindend klein, and da die GrSsso / /u  dutch den 

Umlauf um den Nullpank~ den Factor - - 1  aufnimmt, so is~ das 
I~tegral (25) in der Tha~ gleich dem Ausdruck 

1 



234 L. POCnBAM~SR. 

Man bilde ferner '(nachw 1 der" Abh. ,,Ueber ein Integral mit doppeltem 
Umlauf" in Bd. 35 dieser Annalen) das geschlossene Integral 

(26) x) du, 
J C  

dessen Integrationsweg yon einem beliebigen Punkte c ausgeht und 
nach je einem positiven Umlauf um den Punkt x und um den Punkt 0 
auch" einen negativen Umlauf um den Punkt x und einen negativen 
Umlauf urn den Punkt 0 enthiilt. Der Bedingung (11) wird bet An- 
wendung dieses Integrationsweges genfigt. Der Werth des Integrals 
(26) h~ngt~ da der schliessliche Werth der zu integrirenden Function 
mit dem Anfangswerthe derselben tibereinstimmt, yon der Wahl der 
unteren Integralgrenze nicht ab. Man kann daher den Punkt c dutch 
den zuvor genannten Punkt ~, der dem Nullpunkte unendlich nahe 
ist, ersetzen und ffir die zwei Uml~iufe um den •ullpunkt den kleinen 
Kreis ~ benutzen; dana liefern letztere nut einen .unendlich ldeinen 

1 

Beitrag zu dem betrachteten Integral. Die Potenz (u--x) ~ -e  hat im 
Endpunkte des negativen Umlaufes um den Punkt x ihren anf~ing- 
lichen Werth wiedererlangt, so dass~ wenn unter ttinzuffigung des 
Factors - - 1  die [~ichtung dieses Umlaufes in die positive verwandelt 

wird, ftir (u--x) -~-~ dieselben Werthe wie bet dem positiven Umlauf 
um x zur A nwendung kommen. Dagegen hat sich bet ~/u durch den 
dazwischen liegenden Umlauf um den ]~r das Vorzeichen geiindert. 
Demnach ist das Integral (26) mit dem Ausdruck 

d. h. mit (22) identisch. 

w  

Um die eindeutigettauptlSsung der Differentialgleichung (8) durch 
ein Integral yon der Form (9) darzusfellen, wendet man, nachdem ffir 
U die Function (15) substituirt ist, ftir (9) einen geschIossenen, yore 
unendlich entfernten Punkte der positiven reellen Axe ausgehenden 
Integrationsweg an. 

Es werde am den Nallpunkt als Mittelpunkt ein Kreis ~ geleg~, 
dessen Radius I grSsser als rood. x ist, so dass die Verbindungslinie 
der Punkte 0 und x, welche 9/ heissen mSge, innerhatb ~ tieg~. Der / 
Schnittpunkt des Kreises ~ mit tier positiven reellen Axe wird b 
genannt;. Man bilde nun ein Integral der Function r x) in der 
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Art, dass die Variable u zuns die positive reelle Axe yon c~ bis 
zum Punkte b, hierauf zweimal hintereinaader den Kreis ~ in positiver 
Drehungsriehtung durehl~uft und sodann yore Punkte b l~ings der 
positiven reellen Axe zum Werthe c~ zuriiekkehrt. Zugleieh wird 

:Fig. I .  

, 7 , ~ , _ O O  

bestimmg (eft. w 2), dass an der unteren Integralgrenze das positive 
Vorzeiehen bet }/u genommen werde. Man wendet ffir das so definirte 
Integral, da der Integra~ionsweg zwei positive Uml~iufe um die Linie 9~ 
enth~lt, die abgek~irzte Bezeichnung 

(27) j~r ~--- ~ - r  du e -  w ( u - - x )  

an. Das Integral (27) ist convergent~ denn wegen der zweimaligen 
Umkreisung des Nullpunktes gilt auch in dem letzten Abschnit~ des 
Integra~ionsweges das positive Vorzeiehen ffir / /u,  so dass die Ex- 
ponentialgrSsse e -zv~ sich dem Werthe Null nKhert. Ffir d'ie Potenz 

1 

(u - -x )  ~ - e  kann in (27), weil rood. u in jedem Punkte des Integrations- 
weges grSsser als rood. x ist, die Reihe 

I 1 1 

I 

- - -  o, + ( -  

eingese~t werden. Dann treten die Potenzen yon x vor die Integral- 
zeichen, und es bleib~ als singulKrer Werth der zu integrirenden 
Functionen nur der Werth u == 0 iibrig. Auf diese Weise erh~t  man 

ffir das Integral (27), da der Binomialeoefficient ( 1  p). als der 

Quotien~ 
(-- 1)" (2Q--1) (~e+1) (2~+8)-.. f~+2~,--3) 

2 ~ ' . 1 , 2 , 3 . . . ~  

geschrieben werden kann, die Reihenentwiekelung 
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(28) / ~:T .A 2 0 - - 1  17  X ( 2 0 - - 1 ) ( 2 0 + 1 )  

"~" 11, (-~)'-t- ' inf., ~ -~ :a  . . .~  

woselbst 11~ das constante Integral 
m 

('29) H~ "~-j:(~176 U--~-" du 

bedeutet. In dem Integral H,~ dessen Integrationsweg mit~ dem des 
Integrals (27) tibereins~immt, werde 

e -~  V~u-e - -~du  --~ e - :  ~-~e-~'dt 

gesetz~. Dann nimmt die Variable t in dem ersten Theil des Integrations- 
weges~ welcher den Werthen der Variable u yon -{- ov bis -]- 1 ent- 
spricht, die Werthe yon - { - ~  bis -~-2]/7 an. W~hrend u den 
Kreis 9 zweimal dm'chliiuft~ l e g t t  den Kreis mit dem Radius 2~/l 
einmal zuriick~ und in dem letzten Theil des Integrationsweges kommen 
bet t wiederum die reellen positiven Werthe zwischen -~-2]/~ und 
-~-c~ vor. Demgemiiss ist 

(29a) t t ,  -~  22e+ ~-~  ~(I -~ e - t  t~-2e-2, d t .  

Es wird nun nach w 3 des Aufsatzes des Verfassers ,,Zur Theorie der 
Euler'schen Integrale" im 35 ten Bande dieser Annalen (Gleichung (34)) 
dutch F(a) das geschlossene Integral 

(30) F(a)  ~-  e - ~ ' a  l ( ~  a - I  d t  

bezeichnet~ dessen Integrationsweg derselbe wie bet dem Integral (29 a) 
ist. Die in dem Integral F(a) (welches sich yon dem entsprechenden 
Hankel'schen Integral nut formell unterscheidet) vorkommende Potenz 
t ~-1 wird dadurch niiher besiimm~, dass in dem ersten Theft des Inte- 
grationsweges fiir t ~-1 der Wer~h e(~-z)l~ in welchem log t den 
reellen Logarithmus bedeutet, anzuwenden ist. Indem man in dem 
Integral H,  die analoge Bestimmung fiir die Potenz .t~-~r -~" gel~n 
l~sst~ hat man, da e~i(~-~e -2") ~-e-~aie ist, die Gleichung 

(31) H~ ~-- 2~e+ ~ ' -1  e-~'t ie F ( 2 - -  2 ~ - -  2 v)  . 

Man nehme zun~hst  an~ dass 2 -  20 keine posiLive ganze Zahl set. 
Dann folgr aus der Form el 
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~(a) 
(32) F ( a - - n ) = ( - - 1 ) "  (a--D(a--~)... (a--n) 

(1. c. pag. 515), wenn n = 2v  gesetzt wird, ffir H,  der Werth 

(31a) /~r = 
( ~ o -  I) ~o(2o--}-1)... (~ o-I-~,,--~) 

"In dem allgemeinen Term der Reihe (28) heben sich, wenn dieser 
Werth yon //~ eingeftihr~ wird, die Factoren 2Q ~ 1, 2 0 -~-1, 
2 Q -a t- 3, . . . ,  20 + 2v ~ 3 und 2 ~ fort, wodurch die Reihe (28) sich 
in den Ausdruck 

22e_~ e_~,~e r ( 2 _ 2  0) 1.o 1.2. o(e+1) J r ' ' ' '  

-f" ~ -~ : : .  r 0~d~i~:::~+-;-:-~-) + " "  

verwandelt. Also besteht fiir das Integral (27) die Gleichung 

(33) ,..~(~'~)e-2V~ (u--x) u ~du -.~. 2~e-le-~=~eF (2--2~) ~(Oi x). 

Das vollst~.ndige Integral der Differentialgleichung (8) kaun dem- 
nach, wean man ffir die mehrdeutige Haupfl5sung die Form (26) an- 
wendet, dutch die Summe 

/~(~t, ~) /~(x,0,x-,o-) 

dargestellt werden, in der O(u, x) die Function (24) bedeutet, w~darend 
~'1 und C 2 willktirliche Constanten sind. 

In (33) wurde vorausgesetzt; dass die Constante 2 -  2 0 keine 
1 

positive ganze Zahl sei, d. h. dass 0 weder die Form ~ -  m, noch 

die Form - - m  babe, wo unter m eine positive gauze Zahl oder der 
Werth Null verstanden wird. Is~ • ~ - -  m, so beginn~ die Reihe (28) 
mit der (m--~-l) tea Potenz yon x. Denn das In~gral  l ' (a)  stimmt~ fiir 
positive Argumente a mit dem Producte 

(e ~*~ - -  e - " ' )  r (a) = 2 i  sin (~ta) F (@), 

woselbst i '(a) das Euler'sche Integral bedeutet, iiberein; dasselbe nimmt 
also ffir positive ganzzahlige Argumente den Werth Null an. Hieraus 
folgt, dass die Coefficienten //o, H , , . . . ,  H~, verschwinden, da sie 
(nach (31)) bezw. die Factoren r (2-4- 2m), F (2m), . . . ,  r (2) enthalten. 
Indem man sodann in (31) v ~ - m - a  t- 1 + g setzt, finder man ffir 
p ~ O, 1, 2 , . . .  die Gleichung 
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2 ~ v+2 n: i I t , ,~ -  H,~+~+~,~-- 2~'+'[ ' ( - -  2~) ~ i . o . . s . . . ~  , 

welche zeigt, dass die Reihe (28) im Falle 0 "~- - - m  in den Ausdruck 

d. h~ 

1 . 3  . 5 .  . . ( 2 m + 1 ) ~ i  -ma-1 

Const. xl-e{~ (2--  0; x) 

iibergeht. Man geIang~ hierdurch zu dem Resultat, dass sobaId 0 
ganzzahlig ist, die zwei bestimmten Integrale (22) und (27) sich nur 
durch einen constanten Factor yon einander unterscheiden. Beide 
Integrale kommen, abgesehen yon consianten Factoren, ffir 0 . =  0, 
- - 1 ,  - - 2 ,  etc. (cfr. die Gleichung (23) und die daran gekniipfte Be- 
merkung) auf die Reihe (20), ffir 0 ~ 2, 3, etc. auf die Reihe (19) 
zuriick, und fiir 0 ~-- 1 werden die Reihen (19) und (20) einander gleich. 
Als Erg~inzung tritt bekanntlieh im Allgemeinen ein logarithmisches 
particulgres Integral der Gleichung (8) hinzu. 

1 Es bleibt iibrig, den Fall zu betrachten~ wo 0 - - - - ~ -  mis t .  In 

diesem Falle verschwindet das Integral (27) ftir einen beliebigen Werth 
yon x. Dean aus (31) folg~ wiederum 0---~t/0 ~ - H , - ~ - ~ . . . ~ .  Hm, 

1 

und da die Potenz ( u - - x )  T - e  gleich ( u - - x )  m wird, so kommen in der 
Reihe (28) nur die m ers~en Potenzen yon x vor. Der genannte Fall 
gehSr~ zu denen~ wo (]as allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(8) sich auf einfachere Functionen yon x reducirt. Wie schon S. Spitzer*) 
gezeigt hat ,  liisst sich die in (8) definir~e Function y dureh niedere 
Transcendenten ausdriicken~ sobald die Constante Q ein positives oder 

1 
negatives ungerades Vieffaches yon V ist. Hierauf soll noeh in Kiirze 
eingegangen werden. 

Wenn man yon den Ausdrticken 

e~l/~_ I_ e-e  1/~ ~ x  ~e*x ~ ~2~-2~ x ~ - ,  
2 ~-  1 -~ 1.2 k- ' - -~  (2~), k - " +  ( ~ , ~ + ~ ) !  ~ - ' " ,  

. . . .  - / -  ~- s--T- ~ - ' " +  ( 2 ~ + 0 :  + " "  

welche mit ~ ( ~ ;  x),  resp. 2 / / x ~ ( - ~ ;  x) identiseh sind, den ersteren 

m Mat, den letzteren m + 1 Mal naeh x differenzir~ und die Gleiehungen 

*) ,,VoHesungen ~ber lineare Differenfialgleichungen", Wien, C. Gerald's 
Sohn~ 1878, ~ 36---38. 



Lineare Differentialgleichuvgen 2~ t Ordnung mi~ fin. Coeff. 239 

22vH-2~ 
(2~-k- 2 v)! 

2 m 

(m-{-v) (m-~-y--1)(m-[-~,--2).. .  (~--{- 1) 

1 

1 3 1 ' ,.~.o...,~,,-,) ,,(=+0(=+~)... (=+,_~1 

~..+~, (~+�88 (~-~-)(~- ~). -. ( - + ~ - ~ 1  
(-- ~ ) ~ .  3 .5 . . .  (~--i) 

=:~ , , , (+_o) (~ :=) . . . ( ,  =_ ~-) 

beachtet,  so ergiebt sich 

(35) ~ ( ~ + , ~ )  = " ~ ~ " ( ~ = - ' )  
. 2~+i dx ~ 

(36) 
(__ 1),~ 2m-* x ~ + 
1.3.5...C~m-1) dxm+~ 

1 Im Falle ~ ~- 
) 

- -  - -  m lauten nun die particul~ren Integrale (19) und (20) 

1 

~(~+=;~) 

Dieselben haben also die Form 

und 

1 

Consk x ~ + ~  

E + m  
Const. x ~ 

~=+~ (~.r~ + e-  ~ ~;) 
dx~+l 

woselbs~ m neben posifiven ganzen Zahlen 
annimmt. 

= ~ + m, so Ist reduciren sieh nach 

cul~ren LSsungen (19), (20) 

auch den Wer th  Null 

(35) und (36) die parti- 

1 

~(~- =~) 

auf die Functionen 

Const. X " ( ~ - e - 2 ~ )  
d~ ~ 0 

Const. dx ~ 
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Das letztere Resultat l:,isst sich aueh aus den in w167 2 und 3 erhaltenen 
Gleiehungen ableiten. Das particul~ire Integral (22) der Differential- 

1 gleichung (8) geht ffir O ~ - " 4 - m  in den Ausdruek 

//Z ( u - x )  m 

fiber, weleher naeh dem bekannteu Satze von Cauchy 

eZ ~'f(a:) 1.2. a. . .  k if(x) f(u) d 

den Differentialquotienten 

2~i ~--i 
i.2.3...(m--i) dxm--~ 

darstellt. 

e~'V~ + e-'~l/~ ) 
Durch Anwendung der Gleichung 

V~ az 

finder man also ffir das Integral (22) im genannten Falle den Werth 

2~ri 
1 . 2 . 3 . . .  ( m - -  1) 

e- vz ) 
d a~ m 

Da ferner die Function M (w 2) si-ch jetzt5 nur noch im Punkte u ~ 0 
verzweigt, bei dem Ptmkte u ~ x dagegen eindeutig (wenn auch un- 
stetig) ist, so kann man fiir U aueh den Ausdruek 

u-y - 

w~ihlen mid der Bedingung (11) durch einen Umlauf der Variable u 
um den Punkt x genfigen. Auf diese Weise erhiilt man das particul~ire 
Integral 

(37) f(x) e~V ~ - e-21/~ ~u 
,1o V~ (u - x)" ' 

das nach dem Cauchy'schen Satze mi~ dem Differentialquotienten 

1. ~. ~. . .  (m-- 1) dx~ 
identisch ist. 
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t 

w 
Es soll nunmehr die in {} 1 angefiihrte Differen~ialgleichung (3) 

~ y  d y  
d x  2 + ( a t x + b l )  ~ + ( a 2 x + b 2 ) y  ~---0 

behandelt werden, welehe keinen anderen singul~ren Werth 
Werth x----oo besitzk 

Ist die Constante a 1 yon Null verschieden, so setzt man 

als den 

3~ --~'-- g a !  

Hierdurch entsteht aus (3) die Gleichung 

a~v + (2:r a~ dx "~ - d ~  + (a2"x'+b2')Y ~ 0 

in der b~', ae', b 2" constant sind. Die Substitution 

1 

- ~ ' x '  x '  a ;  - -  b [  y - - - e  ' - ~ - ~  "2 

ergiebt dann 

a~,ae + 2 ~ -~a ~ + V(,, a.'yo ~, a;b;~ ~- b;] ,~ = o, 

so dass, wenn man die Constante -ffLX--~-/ 2 

bezeichnet, und start ~, ~ wieder x, y schreibt, die Differentialgleichung 
(3) auf die Form 

(38) a~y + 2x ay cl x 2 --d-x -{- 2 a y ~-. 0 

zuriiekgefiihrt is~. 
Im Falle a l - ~ - 0  geht die Differentialgleiehung (3) dureh die Sub- 

1 

s~itu~ion y ~ e 

fiber, wo b die Constante b 2 - - -  

Variable ~ dutch die Gleichung 

in 

a,~ + (a2x + b) ~ ~- 0 
d x  ~ 

1 bt 2 bedeute~. 

X 

Wird 'nun x mit einer 

b 
1 (3a2)~ a~ 

v e r b u n d e n , -  was zul~ssig ist,  da a 2 hier als verschieden von~ Null 
angesehen werden daft,  - -  so erhTflt man die Gleiehung 

M a t h e m a t i s c h o  A n n a l e n .  X X X V I I L  16  
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d ~  1 
(39) af~ 3 ~ ~-" 0, 

welche auf die Scherk'sche (oder Lobatto'sche) Differentialgleichung 
zuriickkommt. Die letztere Gleichung ist in w 2 des nachfolgenden 

a 
(4o) /~(a; r; z ) =  1 + 7 : 7  ~ + 

die Reihen 
o(o ) 

' ) 
(41) F ; 2 , - - x  ~ -~- 1 1 1 3 - -  

1 . - -  1 . 2  . . . .  
2 2 2 

Aufsatzes ,,Ueber eine binomische lineare Differentialgleichung n ter 
Ordnung" (dieser Band, pag. 247) einer niiheren Betrachtung unter- 
zogen women. Daher wir 4 hier auf denjenigen Fall der GIeichung (3), 
wo a 1 ----0 ist, nicht welter eingegangen. 

Integrirt man die Gleichung (38) durch die Potenzreihe 

Y =7o + 7,x + 7 2 x  2 + " �9 " + 7 , x ' + "  � 9  

so ergeben sich bei Anwendung der abgekiirzten Bezeichnung 

a(a--~- 1) ~2 " 
1.2.  r (r-t- 1) -{- �9 �9 �9 -{- inf. 

und 

(42) 

a ( a - l - 2 )  22X4 a(a-~-2)  (a-}-4) 2 x 2 _ ~  ~--- 1 1 . 2  1 . 2 . 3 . 4  u  2 3 X 6 - } - ' ' "  

x . . F ( , ~ + l  3 2) ~, 2 ] 2 ; ~ ; - - x  - ~ x  1 x2- { -  ~ ~ x 4 . . . .  
3 5 

1.~- 1 . 2 . T .  Y 

a-{- I ~ o (a--}-l) (a-~-3) 22X5 - (a-~-l)(a-~t-3)(ec-lt-5) 23X7_~_. . .  

als particul~ire Integrale yon (38). Dieselben sind transcendente gauze 
Functionen yon x. 

Die Substitution des bestimmten Integrals (9) 

y = j "  (u - -  x)~ Y du 

l~sst~ aus (38) die Gleichung 

+ 2(Z- -] -a)~h(u- -x )  ~ U d u  - -  0 
d g  

entstehen, die, wenn der erste Summandus durch theilweise Integration 
umgeformt, und fiir ~ der Werth - - a  gew~hli wird, sich in 

[ (u-x)-o- '  y ~-' f ' ( u - x ) ~ - I  t ~u § ]~_~-- { - ~  '2u U} du = 0 
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verwandelt. Es sei 

woraus fiir U der Werth 

dU 
du -{-" 2u U O, 

folg~, Dann gilt ftir g und h die Bedingung 

( 4 3 )  - ( u  - -  = o .  

Wird diese erftillt, so ist der Ausdraek 

=f (44) y e--~'(u--x) -'* du 

eine particuliire LSsung der Differentialgleichung (38). Bevor jedoeh 
die Integrale der letzteren Form behandelt werden, mSge eine kurze 
Bemerkung Platz linden, welche sich auf die in (30) angegebene 
Gr5sse r (a) bezieht. 

Nach (30) ist r (a )  gleich dem Integral 

e - a l a  f(O) e-*t~-ldt, 

in welchem die Variable t zuerst yon + oo aus liings der positivea 
reellen Axe fortschreitet, dana einen Kreis um den Nullpunkt in 
positiver Drehungsrichtung beschreibt und liings der posifSven reellen 
Axe zu + oo zuriickkehrt. Ebenso wie bei den gew5hnlichen Integralen 
die Grenzen vertauscht werden dfirfen, wenn man zugleich mit --  1 
multilalicir~ , so ist bei den Integralen mit geschlossener Integrations- 
curve, unter Hinzuftigtmg des F a c t o r s -  1, die Aenderung der Richtung 
zulfssig, in welcher die geschlossene Carve durchlaufen wird. Wird 
bei dem Integral (30) der Int~grationsweg in dieser Weise umgekehrt, 
so ~ndert sich derselbe nut insofern, Ms die Variable t dana den Nall- 
launkt in negativer Drehungsrichtung umkreist. Indessen ist gleich- 
zeitig der Anfangswer~ der zu integrirenden Function ein anderer 
geworden; denn die Po~enz t ~-1 ist auf derjenigen Strecke, welche 
nunmehr den ersten Theil des Integratzionsweges bildet, mit dem 
Factor e ~a~a behafiet. Wird der letztere Factor vor das Integralzeichen 

x 

genommen, so erh'~It man ffir Y(a) den Ausdruck 

( 4 5 )  r ( a )  ~ - -  e f ( ~  j +  r 

in welchem (wie in (30)) die Besfimmung gilt,  dass die PoSenz t ~-' 
auf dem ersten Theil des In~grationsweges den Werth da-~) l~ an- 
nimmt, wo log t den reellen Logarithmus bedeu~et. 

16" 
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Da das Product e - u ' ( u - - x )  -~,-~ sowohl ffir u - - -  ~ als fiir 
u---~-{-oo verschwindet, so sind fdr das Integral (44) die Grenzen 
g = - - c ~ ,  h---~-{-cr anwendbar. Man ziehe, wie in {} 4, um den 
Nullpunkt einen Kreis ~, der den Punkt x umschliesst, und dessen 
Radius durch 1 bezeichnet wird, und nenne yon den zwei Halbkreisen, 
in welche der Kreis ~ dutch die reelle Axe getheilt wird, den unteren 
~1~ den oberen ~2. Dann kann in (44) der Weg der Variable u aus 

:Fig. 2. 

dem Abschnitt der negativen reellen Axe yon - - c r  bis zum Punkte 
u - ~ - -  l, aus einem der Halbkreise ~1, ~2 und aus dem Sttick der 
positiven reellen Axe yore Punkte u --- -J- 1 his -~- oo zusammengesetzt 
werden. Man erhiilt auf diese Weise zwei Integrale yon der Form 

f; (46)  o e - ~  ( u - - x ) - ' ~ d u ,  

welche ZY ! und ZY 2 heissen mSgen, und zwar sei :YI das Integral, bei 
dessen Weg der Halbkreis ~l ,  und Y2 dasjenige, wo der Halbkreis 
~2 vorkommt. Die Functionen /v 1 und Y2 geben zusammen ~as voll- 
s~ndige Integral der Differentialgleichung (38) an. Da in Iv~ und 
I72 die Ungleichheit rood. x < rood. u ffir jeden Werth yon u erfiillt 
ist, so liisst sich die Potenz ( u ~ x )  -~' in die Reihe 

~--a  {1 -~ a �9 a (a -}- l )  . . . (a -}- , - - 1 )  X ~ } 

entwickeln. Hierdurch gehen Y1 und Y2 in die Ausdrficke 

171 =/~0 -{- T /~ jx  ~ - - .  ~ ~(~+0...(~+~-l),.e...~ /~,x" -J- . . . ,  

(g 
lr2---- So -t- 7-$1 x + . . .  -}- ~ ( ~ + 1 ) . . . ( ~ + ~ - 0  & x ,  _~ . . .  

1 . 2  . �9 . ~  

fiber, in denen / ~  und S, constante Integrale yon de~ Form 

(47) 

bezeichnen; in /~  bi!det der ttalbkreis 01, in S, der Halbkreis ~32 
den mittleren Theil des Integra~onsweges. Wird in (47) 
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a+~ t -1  

u -~ ~ ,  u ~ t ,  - ~ e -  t d t  

gesetzt, so durchl~uf~ die Variable t zuersr das Stick der positiven 
reeIlen Axe yon - ~ - ~  his zum Punkte t ~--l~ hierauf den ganzen 
Kreis mit dem Radius F, endlich wiederum die positive reelle Axe yore 
Punkte F his -{-c~. Bei /~, wird der Kreis in positiver, bei S~ in 
nega~iver Drehungsrichtung zurickgelegt. Man hat also die Gleichungen 

aq-,+l 
l (0) e - - i t  "~ d t  

- -  aq-~+l 

1 f(~ 2 dr. &=~.j| 
~ + ~ + i  

Fiir die Po~enz t ~ mSge, sowohl in /~, als auch in S,, auf dem 
a-{-~r-I logt 

ersfen hbschnift dis Iategrationsweges derjenige Werth e 2 , in 
welchem log t ree l  ist, genommen werden. Dana folgt aus (30) 
.nd  (45) 

1 T (l--a--,) ) = = , = = 

2 Y 2 ' 

1 - -  (1 -a -~ , )  1 - -  a - -  ~, i y (a-t-~) 1 - -  a - -  ~, 

so dass 

isf. Man unterscheidef nun, ob v eine gerade oder eine ungerade 
Zahl bezeichnet. Fiir v ~.  2k finder man, wenn man die Formel (32) 
beriicksichtigt ~ 

/~k ~ ~ (a+l)  (aq-3)... (aq-2k--1) ' 

wo zur hbkiirzung ~ ~--e i gese~z~ is~. Im FalIe ~, ~ 2k + l wird 

1 / - ~  . (-~)~ 

Diese Werfhe yon / ~  and /~-~-~ werde~a in die obige Entwickelung 
des Integrals lr~ substituirk Dann ergiebt sich, dass Y~ mif den 
Reihen (41) und (42) dutch die Gleichung 

(48) y ,  - -  
y ,  - -  x 2) 

- - e~  3 
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verbunden ist. Da ferner S~ sich yon /~  nur dutch den Factor 
(--1)~fl 2 unterscheidet, so entsteht die Reihe, durch welche Y2 dar- 
gestellt wird, aus der mit f12 multiplicirten rechten Seite yon (48), 
falls man das Vorzeichen der ungeraden Potenzen yon x ~indert. Das 
Integral :Y2 ist folglich gleich der Summe 

(49) 

~ r ( ~ ) F ( :  1 ) ; ~ - ;  - - x  2 
2 

~ ~(~) ~(~ ~ x,), 2 ~ ; T ;  - -  

zr i a  

2 in der ~ die Const~te  e bedeutet. 

K ie l ,  im September 1890. 


