Ueber einige besondere Falle der linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten.,

Von

L. PocaaamMyer in Kiel.

§ 1.

Bei der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen
Coefficienten

1 (on‘l’Bo) d %+ (4, x"l"‘Bl) Y+ (4,24 By =0,

die sich nach der von Euler¥) angegebenen Methode mittelst bestimmter
Integrale 16sen ldsst, sind bekanntlich zunéchst die zwei Fille zu unter-
scheiden, ob A4, von Null verschieden, oder ob A4, gleich Null ist.
Hat A, einen von Null verschiedenen Werth SO wzrd die Gleichung

) durch die Substitution # — & — _A_{ auf eine Gleichung

@ &Y 4 (ad + b)) 5+ (@7 b))y =0,

in der a4, a,, b;, b, constant sind, reducirt, wihrend im Falle 4,=0
durch Division mit B, eine Gleichung von der Form

@) dxe A+ (a2 + b:) + (@yz + by) y =0
erhalten wird.
In (2) setzt man
4) y=e?%,
woduarch fiir Y die Diﬁerentialgleichung

®) @ TX f[@s+a)a+b]57 s+ 8,)2+by5-+b,] ¥=0

entsteht, und bestimmt die Constante s durch
6 8>+ a8+ a, = 0.

¥) Institutiones calculi integralis, Vol, II, Cap, X. arxt. 1036,
Mathematische Annalen, XXXVIIIL 15
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Ist s keine Doppelwurzel von (6), also 2s 4- @, von Null verschieden,
so ergiebt sich aus (5) durch die Substitution

, xl’
o T T m
die Gleichung
n 4?Y ' ay b b
T =@ =+
welche, wenn z”, Y wieder durch z, y ersetzt, und ¢, ¢ als die Constanten
__ bs+b .
T 9g + a: y 0= bi
definirt werden, die Gestalt
az d
(# 2 g =@ =0 gy + ey
annimmt. Hat die Gleichung (6) dagegen eine Doppelwurzel s= — % ,

(also a, = —‘%—2—), so substituirt man in (5)

wl’
b,S + bg

und erhilt hierdurch, wenn schliesslich z, y, ¢ stalt z”, Y, b, ge-
schrieben wird, die Gleichung

a2 d
® @ gr e g —y=0

Z=—

Die Constante &,s -|- b, darf als verschieden von Null angesehen
werden, da die Gleichung (5) sonst in dem betrachteten Falle auf
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung zuriickkommt.

Aus der obigen Rechnung folgt, dass die Differentialgleichung (1)
sich stets auf eine der drei Formen (7), (8), (3) reduciren lisst. Die
Gleichung (7) hat der Verfasser in einem im 36t Bande dieser Annalen
veroffentlichten Aufsatze*) behandelt. Es ergab sich, dass die Gleichung
(7) durch bestimmte Integrale befriedigt wird, welche fiir beliebige
Werthe der Constanten « und ¢ einen Sinn behalten. Die nach-
stehenden Untersuchungen fithren zu einem #hnlichen Resultat in Bezug
auf die Gleichungen (8) und (3), indem Losungen der letzteren Glei-
chungen in Gestalt bestimmter Integrale, die allgemein convergent
sind, abgeleitet werden. Geht man von den bestimmten Integralen
zu den Potenzreihen iiber, so freten die zuerst von.Hankel#*¥) be-
trachteten Modificationen der HEuler'schen Integrale als Factoren bei
den Reihenentwickelungen auf.

*) Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen

Coefficienten.
¥¥) Schl?imjlch’s Zeitschrift fiir Math, u. Phys, Bd. 9, pag. 12, 1864.
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Die Constante ¢ wird in (8) — wie hinsichtlich (7) auch in der
soeben genannten Arbeit (in Bd. 36) geschieht — als nicht ganzzahlig
vorausgesetzt. Hierdurch bleibt der Fall, dass die Differentialgleichung
ein logarithmisches particulires Integral besitzt, von der Betrachtung
ausgeschlossen.

Auch die Gleichungen (8) und (3) lassen sich, wie Weiler®) ge-
zeigt hat, durch gewisse Substitutionen auf die Form (7) zuriickfiihren.
Im Allgemeinen wird es indessen zweckmissiger sein, diese Reduction
nicht vorzunebmen. Denn dieselbe liefert (von speciellen Fallen ab-
gesehen) weniger einfache Integralausdriicke, als sich bei der directen
Behandlung von (8) und (3) ergeben. Die Substitution, durch welche
nach Weiler die Gleichung (8) auf die Form (7) gebracht wird,

1 —
z=(5), y=e =",

hat ausserdem, wie man leicht sieht, den Nachtheil, dass ans den
Hauptintegralen von (7) nicht die Hauptintegrale von (8) erhalten
werden. Noch weniger diirfte sich bei der Gleichung (3) die Reduction
auf die Gleichung (7) empfehlen, da der Punkt =0 zwar fir (7),
nicht aber fiir (3) ein singulirer ist; es wird mithin durch das
Weiler’sche Verfahren, gewissermassen willkiirlich, ein neuer singu-
lirer Punkt in die Differentialgleichung (3) eingefiibrt.

Die Gleichung (8) ist in den nachstehenden §§ 2-—4, die Gleichung
(8) in § 5 behandelt worden. Man setzt in die Gleichung (8) ein

Integral von der Form f U(uw — z)* du fir y ein und bestimmt U

als Function von # durch eine einfachere lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Der Gleichung (3) gentigen bekanntlich, wenn
a, = 0 ist, Functionen von wesentlich anderem Charakter, als wenn
a, von Null verschieden ist; hinsichtlich des Falles @, =0 wird auf
einen nachfolgenden Aufsatz®*) verwiesen.

In der oben erwihnten Arbeit im 36t® Bande dieser Annalen ist
fiir die unendliche Reihe

ae-f1 a(e-1) (a-42)

z+ 1.2(.;(2—;-1) 2+ 1.2.;.-5(9);1—)*-(94-2) Lot i
die abgekurzte Benennung F'(«; 0; #) angewendet worden. Analog
wird im Folgenden durch %}(g, z) die unendliche Reihe ‘

23
%(97x)"“1+ 1.@ 1.2. q(9+1) + 1.2.3.0(e+1(e+2 +

bezeichnet.

#) ,Integration der linearen Differentialgleichungen etc.®, Crelle’s Journal,
Bd. 51, 1856, pag. 127—129.

**) »Ueber eine binomische lmea.re Differentialgleichung ntr Or&nuug“ dieser
Band, pag. 247. .

15%
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§ 2
Setzt man in die Diﬂ'erentialgleichung
&) dxz + 9 —y=0
fiir y das bestimmte Integral
'k
9 y————-f(u_x)lUdu

ein, wo U von u allein abhiéngt, 1, g Constanten bedeuten, und %
entweder constant oder gleich z ist, so ergiebt sich die Glelchung

A(A— l)l: (u—zy 2 uUdu

% 3
—i(o+24— lw (w—2z)*1 Udu —£ (u—2z)* Udu
Mittelst der Formel der theilweisen Integration findet man

}Lf (4 — 2P Udu = [(u— z)* U]“”" f(u——x)’*ﬂ du

und dorch zweimalige Anwendung derselben Forme!

}.(}.——-1)fh(u-x)‘*2uUdu

= 0.

_[).(u——-x)l‘luU (u— 2} —52= d(“U) u_g—{—f (u— z) a ;Z,U) du.
Wird also durch M der Ausdruck

M= dw—aptul— @w—2zp {240 4 o41—1) U}
bezeichnet, so fo]gt aus (8) die Gleichung

Die (xrosse U werde als Functlon von % durch die Dlﬁ'erentialgleichung
at(uwlU
(10) é’;z)i—( —H—l)—-——-U.._o

bestlmmt Dann ist das Integral (9) elne particulire Losung von (8),
unter der Bedingung, dass die Grenzen g und % so gewihlt werden, dass

(11) (M umsr — [Muey =0
ist.
Aus (10) erhiélt man durch die Substitution u — ¢2 die Gleichung

axilu
Lo +@e+21 130 _yp—o,

die, wenn
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(12) 20421 —1=0, Ai=p—0¢

genommen wird, in eine lineare Differentialgleichung fiir ¢ U mit con-
stanten Coefficienten iibergeht. Es ist hiernach

tU = Cye* + Cye=?,

also

(13 U L {08¥5 1 ),

wo C, und C, willkiirliche Constanten bedeuten. Fiir U sollen nach
einander die zwel Ausdriicke

(a4) U= 7}:— (Ve - e—2V%)
und
(15) e

U

angewendet werden, die aus (13) fir C;, = C,=1, resp. C; =0
C, =1 entstehen. Die Grosse M hat, wenn fiir U die Function (14)
gesetzt wird, den Werth

(16) M — (_%- — 9) (u — .23)‘—5_91/?7 (621/; + 8_2m

1
—w—a) (@VE— V),
und, wenn U gleich der Function (15) ist, den Werth

1

17 M= 6*21/@7[(%-— Q) w—2a) * Vat(u— x)?"’]'

Man nehme zunichst den reellen Bestandtheil der Constante
% + o als negativ an. Dann haben die Summen (16) und (17) fir

# =z den Werth Null. Der Ausdruck (16) verschwindet ausserdem
fiir w = 0, so dass die Bedingung (11), wenn U gleich der Function
(14) ist, durch die Werthe g = 0, h = 2 befriedigt wird. Demnach
stellt das bestimmte Integral

(18) ﬁ @V VD) (u—a) = .

eine particulire Losung der Differentialgleichung (8) dar. Der Aus-
druck (17) verschwindet fiir % — oo, unter der Voraussetzung, dass

bei Y/ das positive Vorzeichen gewihlt werde, so dass der Exponent,
von e negativ ist. Man kann daher bei Anwendung der Function (15)
den Werth oo als Integralgrenze in (9) nehmen, worauf in § 4 naher
eingegangen wird,
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Integrirt man die Gleichung (8) durch eine Potenzreihe

y=a" + pat o4,
so ergeben sich die particuléiren Integrale

2% 23
(19) F(es2)=1 + P T 1.2.0(e+1) + 1.2.3.0(0+1)(e-+2) + -

und
1— — 0 = gl z mz eael .
(20) #¢FE—e50) =1 9{1_!_ 1.2—-9) + 1.‘3-(‘3--9)(3-9)—}_ %

Der Ausdruck (19) ist das eindeutige, der Ausdruck (20) das mehr-
deutige Hauptintegral der Gleichung (8). Die Reihen {(o;2) und
§(2—9; ) baben, da die Constante ¢ als nicht ganzzahlig voraus-
gesetzt wird, fiir jedes endliche z einen bestimmten endlichen Werth.
Von der Reihe (20) unterscheidet sich nun, wie gezeigt werden soll,
das Integral (18) nur durch einen constanten Factor.

Man wendet auf das Integral (18), als dessen Integrationsweg die
vom Punkte O zum Punkte 2 gezogene Gerade gewahlt werden moge,
die Substitution # = wa an, wodurch dasselbe sich in den Ausdruck

1 1
——'—9 ‘1 - 5
(—1)% e \ (eVwe 4 g=2Vuz)yy * (1 — )2 ¥ dw

verwandelt. Da aber

by o VmE 229 2 24 2 g2 2% ¥ ¥
2Vwz L e—2V _2{1-1- T3 + - ,)34—1. 2 O +}
ist, 80 entsteht aus (18) die Reihe

E(g)o )"!“ﬁ )7“2‘—'@) }

1

2(—1)7F ‘4

221’

+o ot B+ o)+ -
wo durch E(p, q) das Euler’sche Integral erster Art

E(p, ) = [, wr-1(1—wy- du

bezeichnet wird. Der allgemeine Term dieser Reihe geht nach Be-
nutzung der Formel

Byt 3\ 1.83.5...Qv—1) 1 8
+3:5-0) TG0 b g T °)

in den Quotienten

1
2(__1)§ ¢ 1—9+7E(~1_ i"'@)
1.2.3...2.(2~0)(8—0)...(v1—p)
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iiber, in welchem man den Factor (— 1)?*9 fortzulassen hat, falls in

1
(18) die Potenz (u — z)° * durch (z — u)? ® ersetat wird, Man er-
hilt daher die Gleichung

= 2E(—;—, —}:’-——- 9) 21— F(2—o; ).
Es wurde bisher angenommen, dass der reelle Bestandtheil der
Constante ¢ unterhalb des Werthes — % liege. Die Convergenz des
Integrals (18) erfordert jedoch nur, dass der reelle Theil von ¢ kleiner

als % sei; ebenso wird in der Gleichung (21) nur ¢ < —g— vorausgesetzt.

Die letztere Gleichung zeigt, dass das Integral (18), sobald es liber-
haupt einen Sinn hat, der Differentialgleichung (8) geniigt. Daher

(21)

wird die mehrdeutige Hauptlésung von (8) nicht nur im Fall ¢ < — —%- R

sondern auch im Fall — —;~ <o < % durch das Integral (18) an-
gegeben.

§ 3.

In (18) wurde eine gerade Linie als Integrationsweg angewendet.
Indem man dieselbe durch eine geschlossene Curve ersetzt, erhilt man
eine allgemein giiltige Darstellung der mehrdentigen Hauptlésung von
(8) durch ein bestimmtes Integral.

Man wahle fiir das Integral (9), nachdem fiir U die Function
(14) und fiir 4 der Werth (12) gesetzt worden sind, als Integrationsweg
eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve, die im Null-
punkt beginnt und endigt und den Punkt # umschliesst. Das hier-
durch entstehende Integral, welches kurz durch

et 1_
(22) STt e w—

bezeichnet wird, ist, da der Bedingung (11) Geniige geschieht, eine
particulire Losung der Gleichung (8). Es werde wiederam % = wz

substituirt, und an Stelle von e2V»z | ¢-2Vw= die in § 2 genannte
Reihe eingefiihrt. Dann findet man fiir das Integral (22) die Ent-
wickelung

_ 22 24 2 22v v
2z Q{G0+T%Gt +%Gz++“‘(‘2‘;‘)§r" G, + };
in der G, das constante Integral
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—Zl) 'v—--}- 1

Gy= | w 2(w—1?2 " dw

bedeutet. Die Grosse G, gehort zu den von Hankel definirten Inte-
gralen, die sich von den entsprechenden Euler’schen Integralen nur
durch den geschlossenen Integrationsweg unterscheiden. Der Inte-
grationsweg von (,, der vom Punkte O ausgeht und den Punkt 1 um-

schliesst, schneide die positive reelle Axe in einem Punkte w = y.
1

Y o——

Man setzt fest, dass in letzerem Punkte die Potenzen w 2 und

1 v-—-l- 1 1 log (y—1)
(w— 1)* * die Werthe e( 7) et und 3(2 ¢) osts haben sollen,

in denen log 7 und log(y — 1) reell sind. Dann ist, bei Anwendung
der vom Verfasser in § 2 des Aufsatzes ,,Zur Theorie der Euler’schen
Integrale* angegebenen Bezeichnung¥),

N7 3
G, = E(’”‘"" %7 “2‘_‘9)7
oder, wenn die Formel (1. c., pag. 511)

g _ aa+1)...(a4v—1) Folr
E(a+v,b) = GF D@D . axitr—ny £(@0)

beriicksichtigt wird,

1 1.3.5...(2v—1) =(1 8
Gy =" C—o)B—0).. .(v+1—0) E(?’ ?“")'

Hierdurch erhdlt man fiir das Integral (22), in welchem ¢ eine be-
liebige Constante sein darf, die zu (21) analoge Gleichung

@, >—0

= 2E(5, 5 —o) s F@—o; 2).

Von der in § 1 gemachten Voraussetzung, dass die Constante ¢ nicht
ganzzahlig sein soll, kann hier insofern abgesehen werden, als die
Gleichungen (21) und (23) — wie die obige Rechnung zeigt — auch
in dem Falle giiltig bleiben, wo ¢ gleich 1, O oder einer negativen
ganzen Zahl ist. Man bemerke ferner, dass wenn fiir ¢ eine positive
ganze Zahl m, die grosser als 1 ist, gesetat wird, das Integral (22)
bis auf einen constanten Factor mit der Reihe (19) iibereinstimmt,
Denn die Grosse E(a, b) verschwindet, sowohl wenn b eine positive

ganze Zahl, als auch wenn @ - b eine negative, ganze Zahl oder
Null ist (L e. pag. 511 und 512). Im Falle ¢ =m hat also die

(23)

¥) Diese Annalen, Bd. 35, pag. 510, Gleichung (24).
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Constante @, =E(v+ 5, >—m), da a + b gleich » +-2 — m
wird, den Werth Null fir »=0,1,2, ..., m — 2. Indem man im
Uebrigen v == m — 1 -} p setzt, findet man (fir y =0, 1, 2, ete.)
=5 1 3
G = Guspu=E(m—5+p, ~—m)
@m—1)@m-1)... @m4-2u—38) = 1 3

= 1.2.5...4.2% E(m-~-2—, .:‘3"—7”)

oder, wegen E(a,b) =E(a, 1—a—>b) und E(a, 0) = 2z,

G. — @m—1)(2m+41)...2m+4-2p—3) 2xms
r 1.2.3...p oM

Mithin ist
92 9?m—2 2w

@) ' Em—2)! wlmmF1)...mFua—1)
Hieraus folgt aber, dass das Integral (22) sich fiir ¢ =m in das

am

Product aus der Reihe {(m; #) und der Constante TBm—aT m__f;),

Die Integrale (18) und (22) wurden aus (9) erbalten, indem man
fir U den Ausdruck (14) einsetzte. Dieselben kénnen jedoch auch
als Integrale von der Form (9), in denen U den Werth (15),

1

Ve ¢—2V4, hat, geschrieben werden, wenn man die Integrationswege

in gewisser Weise #ndert. Man nenne zur Abkiirzung ®(u, z) die
Function
1

1
(24) O(u,0) = T (u—2)" -

und integrire dieselbe nach # lings einer geschlossenen, vom Punkte 2
ausgehenden Curve, welche den Nullpunkt umschliesst. Das hierdurch
entstehende Integral

verwandelt.

(o)

(25) i ®(u, z) du,
bei welchem o < —Z— vorausgesetzt wird, ist, abgesehen vom Vor-

zeichen, mit dem Integral (18) identisch. Denn wenn man um den
Nullpunkt einen unendlich kleinen Kreis £ legt und vom Punkte z
eine Gerade zu einem Punkte p dieses Kreises zieht, so kann der Inte-
grationsweg des Integrals (25) durch die gerade Strecke zp, den Kreis
& und die Strecke pz ersetzt werden. Das Integral lings des Kreises

® ist aber verschwindend klein, und da die Grbsse )u durch den
Umlauf um den Nullpunkt den Factor — 1 aufnimmt, so ist das
Integral (25) in der That gleich dem Ausdruck

1
‘0 3¢ du
~2Vu +2Vu —_— 2 T8
L (e—2Vu + ¢ )/‘)/(u z) 7
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Man bilde ferner '(nach § 1 der Abh. ,,Ueber ein Integral mit doppeltem
Umlauf“ in Bd. 35 dieser Annalen) das geschlossene Integral

(@, 0,2—,0—)
(26) f S (u, 2) du,

dessen Integrationsweg von einem beliebigen Punkte ¢ ausgeht und
nach je einem positiven Umlauf um den Punkt 2 und um den Punkt 0
auch einen negativen Umlauf um den Punkt # und einen negativen
Umlauf um den Punkt O enthélt. Der Bedingung (11) wird bei An-
wendung dieses Integrationsweges geniigt. Der Werth des Integrals
(26) hiingt, da der schliessliche Werth der zu integrirenden Function
mit dem Anfangswerthe derselben iibereinstimmt, von der Wahl der
unteren Integralgrenze nicht ab. Man kann daher den Punkt ¢ durch
den zuvor genannten Punkt p, der dem Nullpunkte unendlich nahe
ist, ersetzen und fiir die zwei Umliufe um den Nullpunkt den kleinen
Kreis & benutzen; dann liefern letztere nur einen.unendlich kleinen

Beitrag zu dem betrachteten Integral. Die Potenz (u —x)* * hat im
Endpunkte des negativen Umlaufes um den Punkt z ihren anfing-
lichen Werth wiedererlangt, so dass, wenn unter Hinzufiigung des
Factors — 1 die Richtung dieses Umlaufes in die positive verwandelt

¢
wird, fiir (u—=)® ~ dieselben Werthe wie bei dem positiven Umlanf

um 2 zur Anwendung kommen. Dagegen hat sich bei J/w durch den
dazwischen liegenden Umlauf um den Nullpunkt das Vorzeichen gesndert,
Demnach ist das Integral (26) mit dem Ausdruck

1
(=) 5 ¢
i (e-2Vafet2Vu)(y—g)* 4u ,

(]

d. h. mit (22) identisch.

8 4.

Um die eindeutige Hauptlosung der Differentialgleichung (8) durch
ein Integral von der Form (9) darzustellen, wendet man, nachdem fiir
U die Function (15) substituirt ist, fiir (9) einen geschlossenen, vom
unendlich entfernten Punkte der positiven reellen Axe ausgehenden
Integrationsweg an.

Es werde um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein Kreis & gelegt,
dessen Radius ! grésser als mod. z ist, so dass die Verbinduungslinie
der Punkte O und z, welche % heissen moge, innerhalb 2 liegt. Der
Schnittpunkt des Kreises € mit der positiven reellen Axe wird §
genannt. Man bilde nun ein Integral der Function ®(u, z) in der
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Art, dass die Variable u zundchst die positive reelle Axe von oo bis
zum Punkte b, hierauf zweimal hintereinander den Kreis  in positiver
Drehungsrichtung durchlduft und sodann vom Punkte § lings der
positiven reellen Axe zum Werthe oo zuriickkehrt. Zugleich wird

Fig. 1.

bestimmt (cfr. § 2), dass an der unteren Integralgrenze das positive

Vorzeichen bei J/'u genommen werde. Man wendet fiir das so definirte
Integral, da der Integrationsweg zwei positive Umldufe um die Linie
enthdlt, die abgekiirzte Bezeichnung

— 1

@M oy 3¢ du
7) ﬁ Velu—n)?® 2

an. Das Integral (27) ist convergent; denn wegen der zweimaligen
Umkreisung des Nullpunktes gilt auch in dem letzten Abschnitt des

Integrationsweges das positive Vorzeichen fiir Ju, so dass die Ex-
ponentialgrosse ¢~2V% sich dem Werthe Null nihert. Fiir die Potenz
1

(u-——zc)?—_9 kann in (27), weil mod. u in jedem Punkte des Integrations-
weges grisser als mod. z ist, die Reihe

1, 1, 1,
P 3 N3
(u,...x) = 9 (1 u)
1

Skl S CRDE R D SRR IR S

eingesetzt werden. Dann treten die Potenzen von z vor die Integral-
zeichen, und es bleibt als singulirer Werth der zu integrirenden
Functionen nur der Werth # == O iibrig. Auf diese Weise erhélt man

fir das Integral (27), da der Binomialcoefficient (—;— — g)’ als der

Quotient
(— 1y (20—1) (20+1) (20+3)- - - (2429 —3)

2Y.1-2-8.-.9

geschrieben werden kann, die Reihenentwickelung
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H+2g~—1 H, +(2e—-1)(29+1)g( )+
(29) { 2

_{_(29-—1)(29-%-1)(;9;}-3) (29+2v-—-3)H( )_‘_”

- inf,,

woselbst H, das constante Integral

0,0
(29) H, = fo e—2Vu 4= gy

bedeutet. In dem Integral H,, dessen Integrationsweg mit dem des
Integrals (27) tibereinstimmt, werde

2Vu=t, eVeu—e—rdu=e* (%)1—29_276215

gesetzt. Dann nimmt die Variable ¢ in dem ersten Theil des Integrations-
weges, welcher den Werthen der Variable » von - oo bis -1 ent-

spricht, die Werthe von - oo bis - 237 an. Wsahrend « den
Kreis & zweimal durchliuft, legt ¢ den Kreis mit dem Radius 2§17
einmal zurlick, und in dem letzten Theil des Integrationsweges kommen

bei ¢ wiederum die reellen positiven Werthe zwischen -+ 2)/7 und
+ oo vor. Demgemiss ist

(292) H — 22«»%21’—1‘[*_ et pmn-ngt,

Es wird nun nach § 3 des Aufsatzes des Verfassers ,,Zur Theorie der
Euler’schen Integrale* im 35'» Bande dieser Annalen (Gleichung (34))
durch T (a) das geschlossene Integral

_ ()
(30) [ (a) = e—mia J:L ety

bezeichnet, dessen Integrationsweg derselbe wie bei dem Integral (29a)

ist. Die in dem Integral T (a) (welches sich von dem entsprechenden
Hankel’schen Integral nur formell unterscheidet) vorkommende Potenz
t2-1 wird dadurch niher bestimmt, dass in dem ersten Theil des Inte-
grationsweges fiir ! der Werth ¢l—1lg? in welchem log £ den
reellen Logarithmus bedeutet, anzuwenden ist. Indem man in dem
Integral H, die analoge Bestimmung fiir die Potenz .f'~2¢—27 gelten
lisst, hat man, da e#@~2%—2) = ¢—27i ist, die Gleichung

(31) H, = 22¢+2+v—1 g—27ig f(?-——29—-—-2v) .

Man nehme zunfichst an, dass 2 — 2¢ keine positive ganze Zahl sei.
Dann folgt aus der Formel
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T (a)

(32) Ma—m)=(=1) (a—1)(@—2) - - - (a—m)

(L. ¢. pag. 515), wenn % = 2v gesetzt wird, fiir H, der Werth

. 229—}'2”—1 e——2ﬂi@ F(2_29)
YT (20—1)20(2eF1) -+ - (20427 —2)

(31a)

In dem allgemeinen Term der Reihe (28) heben sich, wenn dieser
Werth von H, eingefiihrt wird, die Factoren 29 — 1, 2041,
20+3,...,20 4+ 2v — 3 und 22 fort, wodurch die Reihe (28) sich
in den Ausdruck

x x*
T+1o+ 1-2-0(e+1) +--

2e-1g-2me T (2 —2,) { )
z
TiE e =D T
verwandelt. Also besteht fiir das Integral (27) die Gleichung

— 1

6 [ Teiu—nt T g omete el @205 9.

Das vollstindige Integral der Differentialgleichung (8) kann dem-
nach, wenn man fiir die mehrdeutige Hauptlosung die Form (26) an-
wendet, durch die Summe

(2, %)

—(:c,O,:c—
(34) C, [, @(u,z)du- Cgf

dargestellt werden, in der ®(w, z) die Function (24) bedeutet, wihrend
C, und C, willkiirliche Constanten sind.
In (33) wurde vorausgesetzt, dass die Constante 2 — 2¢ keine

positive ganze Zahl sei, d. h, dass ¢ weder die Form —;— — m, noch

»0

-)
& (u, x) du

die Form — m habe, wo unter m eine positive ganze Zahl oder der
Werth Null verstanden wird. Ist ¢ = — m, so beginnt die Reihe (28)

mit der (m--1)te» Potenz von 2. Denn das Integral I (a) stimmt fiir
positive Argumente & mit dem Producte
(ente — e~7iY[ (g) = 2i sin (wa)l (@),

woselbst ' (@) das Euler’sche Integral bedeutet, iiberein; dasselbe nimmt
also fiir positive ganzzahlige Argumente den Werth Null an. Hieraus
folgt, dass die Coefficienten H,, H,, ..., H, verschwinden, da sie
(nach (31)) bezw. die FactorenT (2-42m), T (2m), . .., T (2) enthalten.

Indem man sodann in (31) » =m + 1 + p setzt, findet man fiir
p=0,1,2, ... die Gleichung
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92ut2 g

H,y = Hpprpp = 200 T (= 20) = 55—,

welche zeigt, dass die Reihe (28) im Falle ¢ = — m in den Ausdruck

(1t e et F (25 )
d. h.

Const. 21— ¢ (2— 03 z)
ibergeht. Man gelangt hierdurch zu dem Resultat, dass sobald o
ganzzahlig ist, die zwel bestimmten Integrale (22) und (27) sich nur
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden. Beide
Integrale kommen, abgesehen von constanten Factoren, fiir ¢ = 0,
— 1, — 2, ete. (cfr. die Gleichung (23) und die daran gekniipfte Be-
merkung) auf die Reihe (20), fiir ¢ = 2, 3, ete. auf die Reihe (19)
zuriick, und fir ¢ = 1 werden die Reihen (19) und (20) einander gleich,
Als Ergénzung tritt bekanntlich im Allgemeinen ein logarithmisches
particulires Integral der Gleichung (8) hinzu.

Es bleibt iibrig, den Fall zu betrachten, wo ¢ = %— —m ist. In

diesem Falle verschwindet das Integral (27) fiir einen beliebigen Werth
von . Denn aus (31) folgt wiederum 0 = Hy=H, = ...= H,,

und da die Potenz (u— x)° N gleich (u—2)™ wird, so kommen in der
Reihe (28) nur die m ersten Potenzen von 2 vor. Der genannte Fall
gehort zu denen, wo das allgemeine Integral der Differentialgleichung
(8) sich auf einfachere Functionen von z reducirt. Wie schon S. Spitzer#)
gezeigt hat, ldsst sich die in (8) definirte Function y durch niedere
Transcendenten ausdriicken, sobald die Constante ¢ ein positives oder

negatives ungerades Vielfaches von — ist. Hierauf soll noch in Kiirze

eingegangen werden.
Wenn man von den Ausdriicken

EVZ 3 ,—2Vz 92 o2mt2y oty
+e 1'?'12'{“ "+ (27)v+ T Emf2)! T
3
EV7 ‘21/— as? | 24t g2r 1t
2 =5+ttt Ev+1)! “ErFDr T

welche mit %(—%—, w), resp. 21/5%(—2—; .'z:) identisch sind, den ersteren
m Mal, den letzteren m-}-1 Mal nach 2z differenzirt und die Gleichungen

) ,,Vorlesungen ijber lineare Differentialgleichungen*, Wien, C. Gerold’s
Sohn, 1878, §§ 36—38.
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et n) (b y—1) (ntv—2)- - (v D)

— 9™ 1
1.3.5...(2m—1) W!(m+—;-)(m+—g-)---(m+g._.é_) ’

2v41
‘ifm(fv D=9 =) +3-m)
(———l)ml.3.5...(2m~——1)

T S Y o N )

beachtet, so ergiebt sich

3.5...2m—1) ar(2V7. —2Vz
(35) %(%—!—m;x):l 3 Qm_gm ) (¢ d;i;e ),

o1 . (— 1y g7 Ltm g ( V7 _ o 2]/5)
(36) 75(75‘"’”’ ”)"""“ 1.3.5...(2m—1) da™ L )
Im Falle ¢ = -- — m lanten nun die particuléiren Integrale (19) und (20)

1
1 s+” (3
=} , — 5 .
%(2 m x) z* %(2 +m'x)
Dieselben haben also die Form

—+m dm+1(82]/5___ 6—23/5)
Const. 22 Py

und

-+m dm-;-l( 2,1/;+e-—2)/;)

Const. z* PP ,

woselbst 7 neben positiven ganzen Zahlen auch den Werth Null
annimmt,

Ist @ = —} - m, so reduciren sich nach (35) und (36) die parti-
culiren Losungen (19), (20)

1
§(E4+ma), & F(E—min)
auf die Functionen

dm(e2ﬁ+e*2]'/;) Const d’“(eﬂ/‘;-—- "2]/;}_'

Const.
adz™ ? dx™ »
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Das letztere Resultat ldsst sich auch aus den in §§ 2 und 3 erhaltenen
Gleichungen ableiten. Das particulire Integral (22) der Differential-
gleichung (8) geht fiir o = -%— -+ m in den Ausdruck

@) 'eﬂ/;—}-e—ﬂ/; du
.ﬁ Vu (u— )™

iiber, welcher nach dem bekannten Satze von Cauchy

—

d*fa) 1.2.3...751"@ Flw) du
c

axF 27t (w — z)ot!
den Differentialquotienten
2w dam1 ( V7 4 2V )
1.2.3...(m—1) ggr—1 Vz

darstellt. Durch Anwendung der Gleichung
eV= 1 e“2ﬁ= a(EVz — ¢ 2V=)

Vz dx
findet man also fiir das Integral (22) im genannten Falle den Werth
2wt dm(ezﬁ——e‘ﬂ/;)
1.2.3...(m—1) a2 ’

Da ferner die Function M (§ 2) sich jetzt nur noch im Punkte 4 = 0
verzweigh, bei dem Punkte u = 2 dagegen eindeutig (wenn auch un-
stetig) ist, so kann man fiir U auch den Ausdruck

— ;_;(ezvz — e2V%)

wihlen und der Bedingung (11) durch einen Umlauf der Variable u
um den Punkt 2 gentigen. Auf diese Weise erhéilt man das particulire
Integral

(D

) Ve 2V gy
,ﬁ Vu (4 — )™’

das nach dem Cauchy’schen Satze mit dem Differentialquotienten

2mi an(2V= 4. 2Vz) -
1.2.3...(m'—1) dx™

identisch ist.
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i)

§ 5.
Es soll nunmehr die in § 1 angefiihrte Differentialgleichung (3)

dx2 Y+ (“1x+b1) axz Y+ (@yz+b)y =0

behandelt werden, welche keinen anderen singuliren Werth als den
Werth 2 = oo besitzt.
Ist die Constante @, von Null verschieden, so setzt man

, 2
r=x) —-
Oy

Hierdurch entsteht aus (3) die Gleichung

T+ @2 40) 3% + (@7 +b))y =0
in der b, a,, b, constant sind. Die Substitution
— b/

y=e > x—-§+“2
ergiebt dann

n42p 2L [(B) - 2 40,0 =0,

so dass, wenn man die Constante ——[( a’) a’;b" -+ bz’] durch «

bezeichnet, und statt £, n wieder z, y schreibt, die Differentialgleichung
(3) auf die Form

(38) da;z +2x +2af¢/-—.0
zurilickgefiihrt ist.
Im Falle ¢, = O geht die Differentialgleichung (3) durch die Sub-

I

stitution y = ¢ 7 in
dx2 +(a2x+ b)’?—o

iber, wo b die Constante b, — % b,? bedeutet. Wird nun z mit einer
Variable § durch die Gleichung

3 b

— g

Ba)t &

z = —

verbunden, — was zuldssig ist, da @, hier als verschieden von Null
angesehen werden darf, — so erhilt man die Gleichung

Mathematische Annalen, XXXVIIL 16
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2

(39) e — 2 En=0,

welche auf die Scherk’sche (oder Lobatto’sche) Differentialgleichung
zuriickkommt. Die letstere Gleichung ist in § 2 des nachfolgenden
Aufsatzes ,,Ueber eine binomische lineare Differentialgleichung nter
Ordnung* (dieser Band, pag. 247) einer niheren Betrachtung unter-
zogen worden. Daher wird hier auf denjenigen Fall der Gleichung (3),
wo @y = 0 ist, nicht weiter eingegangen.

Integrirt man die Gleichung (38) durch die Potenzreihe

Yy=v+nrnet+ e+ ---+pr4-. -

so ergeben sich bei Anwendung der abgekiirzten Bezeichnung

40) Fla;r; ) =144 24 1.3(.ﬁ}il> & .. 4 inf.

die Reihen
44 o o
2 2 2

. o e{a-t2) a{at2) (e+4)
=1—9320 4+ 75512 — 13535456 20+

und

(a+1 ) e+t+1a+t38

2 2 2

1-— 2Pzt — ...
1._?’_ 1.2._5_ 5

2 2 2

42) =z. F(ﬁﬂ;—i, %; —-x2) =z

_ u+12x3+ (a+1) (“+3) 22x5_ (“+1>(a+3)(a+5) 23x7+-..

=T—353 2.3.4.5 2.3.4.5.6.7

als particulire Integrale von (38). Dieselben sind transcendente ganze

Functionen von z.
Die Substitution des bestimmten Integrals (9)

)
Y =LL‘ (v —2)U du
lasst aus (38) die Gleichung
3 k
A(A— 1)(L”(u——:c)l—2 Udu— 22 i (w— ¥ty Udu

+ 2(a+a)j;h(u—-x)llfdu —0

entstehen, die, wenn der erste Summandus durch theilweise Integration
umgeformt, und fir 4 der Werth — « gewshlt wird, sich in

[(u—az)-=-1 U= — £ e ST+ 20T du =0
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verwandelt. Xs sei

%—g + 24U =0,
woraus fiir U der Werth
U=e*
folgt. Dann gilt fiir g und % die Bedingung
(43) [ (u—2)~ ey — [e % (U—2)% 1]y = 0.
Wird diese erfiillt, so ist der Ausdruck ’
(44) Y = 'fg‘ he‘"“’ (u—z)y— du

eine particulire Losung der Differentialgleichung (38). Bevor jedoch
die Integrale der letzteren Form behandelt werden, moge eine kurze
Bemerkung Platz finden, welche sich auf die in (30) angegebene

Grosse T (a) bezieht.
Nach (30) ist I'(a) gleich dem Integral

. (0)
e~ % zaﬁ e—tta-l dt’
®

in welchem die Variable ¢ zuerst von -+ oo aus lings der positiven
reellen Axe fortschreitet, dann einen Kreis um den Nullpunkt in
positiver Drehungsrichtung beschreibt und lings der positiven reellen
Axe zu - oo zuriickkehrt. Ebenso wie bei den gewbhnlichen Integralen
die Grenzen vertauscht werden diirfen, wenn man zugleich mit — 1
multiplicirt, so ist bei den Integralen mit geschlossener Integrations-
curve, unter Hinzufiigung des Factors —1, die Aenderung der Richtung
zulissig, in welcher die geschlossene Curve durchlaufen wird. Wird
bei dem Integral (30) der Integrationsweg in dieser Weise umgekehrt,
so indert sich derselbe nur insofern, als die Variable ¢ dann den Null-
punkt in negativer Drehungsrichtung umkreist. Indessen ist gleich-
zeitig der Anfangswerth der zu integrirenden Function ein anderer
geworden; denn die Potenz #*-! ist auf derjenigen Strecke, welche
nunmehr den ersten Theil des Integrationsweges bildet, mit dem
Factor e27ie behaftet. Wird der letztere Factor vor das Integralzeichen

genommen, so erhilt man fiir I'(a) den Ausdruck

- *(0—)
(45) [ (a) = — e f+ ey,

in welchem (Wie in (30)) die Bestimmurg gilt, dass die Potenz #—*
auf dem ersten Theil des Integrationsweges den Werth ele—1108¢ an-
nimmt, wo log ¢ den reellen Logarithmus bedeutet.

' 16*
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Da das Product ¢#(u—2)~e-! sowohl fiir u = — co als fiir
% = -} oo verschwindet, so sind fiir das Integral (44) die Grenzen
g =—o0, h=+ oc anwendbar. Man ziehe, wie in §4, um den

Nullpunkt einen Kreis €, der den Punkt 2 umschliesst, und dessen
Radius durch ! bezeichnet wird, und nenne von den zwei Halbkreisen,
in welche der Kreis & durch die reelle Axe getheilt wird, den unteren
1, den oberen £,. Dann kann in (44) der Weg der Variable % aus

A N
RN

Fig. 2.

YiY

Y

dem Abschnitt der negativen reellen Axe von — oo bis zum Punkte
u = — 1, aus einem der Halbkreise £,, , und aus dem Stiick der
positiven reellen Axe vom Punkte v = -} I bis 4 oo zusammengesetzt
werden. Man erhilt auf diese Weise zwei Integrale von der Form

(46) L i e (u—z)y"*du, _

welche Y, und Y, heissen mbgen, und zwar sei ¥, das Integral, bei
dessen Weg der Halbkreis §,, und Y, dasjenige, wo der Halbkreis
$, vorkommt. Die Functionen Y, und Y, geben zusammen das voll-
stindige Integral der Differentialgleichung (38) an. Da in Y, und
Y, die Ungleichheit mod. z < mod. » fiir jeden Werth von u erfiillt
ist, so lisst sich die Potenz (#—2)~* in die Reihe

o . (afrv—1) 2
el § S S S

entwickeln. Hierdurch gehen Y, und Y, in die Ausdriicke

Y, =R, + ";‘ Biz+---+ a(a+11):2':ff‘jw_l) By + - -+,

Y,= 8§, + %SM’C + -+ a(“—!—i)..é:f‘fj-”—l) S 4.

iiber, in denen R, und S, constante Integrale von der Form

(47) ‘ J: Ze‘“zu*'“"“ du

bezeichnen; in R, bildet der Halbkreis §,, in S, der Halbkreis §,
den mittleren Theil des Integrationsweges. Wird in (47)
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a+r+1
t? el 1 _— 2
u=yt, w=¢t, evurdu=-7;e"t dt

gesetzt, so durchlduft die Variable ¢ zuerst das Stiick der positiven
reellen Axe von - oo bis zum Punkte {= {?, hierauf den ganzen
Kreis mit dem Radius 72, endlich wiederum die positive reelle Axe vom
Punkte I? bis 4 oo. Bei R, wird der Kreis in positiver, bei S, in
negativer Drehungsrichtung zuriickgelegt. Man hat also die Gleichungen

- a1
1 (O -
.R,, =-2'- o et a t,
1 —(0 -) - E__}.—;il
S,, =3 ‘['w et dt.
_ ot
Fiir die Potenz ¢ ? moge, sowohl in B, als auch in §,, auf dem
. . .. - a—}-z—l-l logt
ersten Abschnitt des Integrationsweges derjenige Werth e ,in

welchem log ¢ reell ist, genommen werden. Dann folgt aus (30)
und (45)

1 e gy i TP 1 e—p
ni i
R P T R o S SIp A
S——1o JESIED N Ly JAESLON

so dass

Sv J— eni(a-l—v) R,, — (__ 1)"6’”'“3,,
ist. Man unterscheidet nun, ob » eine gerade oder eine ungerade
Zahl bezeichnet. Fiir » = 2k findet man, wenn man die Formel (32)
beriicksichtigt, .

i =fl-ua (—2)*
Ba = 28 F( 3 (¢+1) (e¢+3)...(e+2k—1)

nig

wo zur Abkiirzung B =e¢ ° gesetzt ist. Im Falle v = 2k 4 1 wird

1 =/—a (—2)*
R2k+1 = Y r( 9 ) (e+2) (e+4)...(«+2k) |

Diese Werthe von Ry und Rszyq werden in die obige Entwickelung
des Integrals Y, substituirt. Dann ergiebt sich, dass Y, mit den
Reihen (41) und (42) durch die Gleichung

STCTIR(E 5 - )

peE R (L 3 — )

(48) Y, =
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verbunden 1st. Da ferner S, sich von R, nur durch den Factor
(—1)’B8? unterscheidet, so entsteht die Reihe, durch welche ¥, dar-
gestellt wird, aus der mit B2 multiplicirten rechten Seite von (48),
falls man das Vorzeichen der ungeraden Potenzen von z #ndert. Das
Integral Y, ist folglich gleich der Summe

FTEFIFGs 55 — )

45 T(EY) (T 55 — ),

49 . Y,=

nia

in der B die Constante e bedeutet.

Kiel, im September 1890.




