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l~ber eine Anwendung der Idealtheorie auf die Frage nach der 
Irreduzibflitat algebraiseher Gleiehungen. 

Von 

O s ~  PEm~O~ in Mttuehen. 

Zur Entscheidung dariiber~ ob eine algebraische Gleichung mit nnme- 
risch gegebenen rationalen Koeffizienten im Bereich der rationalen Zahlen 
reduzibel oder irreduzibel ist, hat Krone cker eine allgemeine Methode 
angegeben, ,die allerdings in den meisten Fi~llen wegen der langen Rech- 
nungen prak~isch undurchfiihrbar sein wird. Man ke~-nt aber auch eine 
Reihe yon Siitzen, nach welchen aus gewissen Eigenschai~en der Koef- 
fizienten, selbst ohne dab diese numerisch gegeben sind, auf die Irreduzi- 
biliti~t einer algebraischen Gleichung geschlossen werden kann. Das erste 
derartige Kriterium ist das bekannte yon Eisens te in*)  entdeck~e, dem 
spiiter Kfnigsberger**)  und Netto***) noeh weitere iihnliche zur SeRe 
stell~n. Das zuniiehst sich darbietende und auch yon allen Autoren be- 
folgte Verfahren~ um derartige Siitze zu beweisen, besteht daria, dab man 
eine probeweise Zerf~llung der als irreduzibel vermuteten Gleichung vor- 
nimmt, und daraus einen Widerspruch mit den vorausgesetzten Eigen- 
schaften der Koeffizienten konstruiert. 

Mittels einer neuen hiervon giia~ich verschiedenen Methode will ieh 
im folgenden weRere S~tze fiber die Irreduzibilit~t algebraischer Gleichungen 
uufsbellen. Dabei werden ni~mlich gewisse rationale Primzahlen in einem 
der durch die gegebene Gleichung definier~en algebraischen Kfrper in ihre 
idealen Faktoren zerle~, und aus dieser Zerleguag lassen sieh dann 
Schlfisse ziehen auf den Grad des be~reffenden Kfrperst). Auf diesem 

*) ~ber die Irreduzibilit~ der Gleichung, yon welcher die Teflung tier ganzen 
Lem~skabe ubh~ng~. Journal f. ]~ath. Bd. 39, ttef~ II. 

**) Uber den Eisensteinschen Satz e$c. Journal f. Match. Bd. 115, und: 0bet 
die En~ricklungsform algebraiseher Funktfonen et~. Journal f. MatJa. Bd. 121. 

~]~or die Irreduzibil i~ ganzzahliger ganzer Funk~ionen. Ma~h. Ann. Bd. 48, 
auch ,,Yorles. fiber Algebra", Bd. I, 5. Vorles. 

t) Das Verfahren is~ in gewissem S~nne paraJulel (erforderg jedoch im allgemeinen 
weniger Aufwand an Reehnung) dem yon Kfnigsberger a. a. 0. ffir algebraische 
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Weg hat schon Dedekind*)  die Irreduzibili~t der Kreis~lungsglei- 

x p - - 1  O, wo p eine Primzahl bedeutet, nachgewiesen, indem er ehung x -  1 

zeigte, dab p im KSrper der p ~  Einheitswurzeln die ( p - - l )  ~ Po~mz 
eines Primideals wird. Der Grad des KSrpers ist daher mindes~ens p--1~ 
also obige Gleichung gewiB irreduzibel. Die allgemefiaere Verwendbaxkei~ 
der angedeute~n, fast ohne alle Rec.hnung auskommenden ~ethode schein~ 
jedoch noch nicht erkannt zu seim Aus der Idealtheorie werden dabei 
blos die Elemente vorausgesetzt; die hauptsiicblich gebrauchten S~itze sind 
die beiden folgenden, deren Richtigkeit man ohne Schwierigkei~ einsieht: 

H i l f s s a t z  I. Eine rationale Primzahl kan- in einem algebraischen 
KSrper n ~ Grades in hSchstens n Faktoren zeffallen. 

Hi l f s sa tz  II. Eine rationale Primzahl kann in einem algebraischen 
Kiirper nut dann die n t~ Potenz eines Ideals sein, wenn der Grad des 
KSrpers durch n teilbar ist. 

w  

Ich beginne damit~ zuniichst das yon E i s e n s t e i n  gefundene Irredu- 
zibilit~itskriterium nach meinen Prinzipien neu zu beweisen; dasselbe lautet: 

Die algebraische Gleichung 

(1) x ~ ~- p a l x  "-~ ~-~a~x  n-~ -F " " ~- pa~ = O, 

wo al, a~, . . . ,  a~ beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte dutch 

die 2r imzahl  p nicht teilbar ist, ist stets irreduzibel.**) 
Beweis:  Eine beliebige Wurzel 7 der Gleichung (1) ist eine ganze 

algebraische Zahl, deren n ~ Potenz wegen 

dutch p teitbar ist. Die ZaMen 7 nnd p haben also in dem aus 7 ent- 
springenden KSrper k(r) den idealen Fak~r  (7,/o) 
versehieden isk 

Man hat des weiteren die Beziehung 

Hier 

gemein, der yon 1 

p = -- 7(a17 "-~ + a~r ~-s + - - .  + a._~) --  a,; 

ist das erste Glied auf der rech~en Sei~e dutch 7, also auch dutch 

F~n/~/onen eingeschlagenen Weg, wobei die Irreduzibilit~t aus dem Zusarmnenhsng 
der Riemannschen FI~che erschlossen wird. Ffir a!gebraische Zdh/en jedoch bedienr 
sich auch KSnigsberger ausschlieBlieh der MetJaode der probeweisen Zerfl~..lin,g. 

*) Dirichlets Vorlos~ngen fiber Zahlentheorie, 4. Auflage w 185. 
**) Es ist offenbar, dab der Satz aucla d ~ n  gilt, ~ der K o e ~ n t ;  von~r w 

nicht t ,  sondern eine beliebige.zu ~ prime gauze ~ !  a~ ~ Deml ~we~u ~ ,  
a o x-~-y setzt;, so erffffien die Koeffizienten tier Gleichung fiir y die B e , ~ i ~ e n  
des Satzes. 

Mathema~sche Annalen. LX. ~9 
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(7, P) teflbar, das letzf~ Glied abet nach Voraussetzung prim zu ~0, also 

auch prim zu (7,P). Daraus folg4, dab auch p prim ist zu (7,P),  da 

abet der Z~hler 7 ~ offenbar dutch (7, P)~ teilbar ist, so mu]~ auch der 
Nenner p durch (7, P)'* teilbar sein. Andrerseits ist (7, P)'* = (7,1o'*) gewil~ 
teilbar dutch p, und folglich p = (7, P)'. Daraus schlieBt man nach Hilfs- 
sa.tz I oder II sofor~, daft der KSrper k(7) mindesten yore n ~ Grad ist; 
da abet 7 auch wirklich einer Gleichung n t~n Grades geniigt, so ist k(7 ) 
genau yore n ~n Grad, trod folglich Gleichung (1) irreduzibel. Zugleich 
ergibt sich, dal~ (~, 1o) in k(7  ) ein Primideal darstent, was jedoch ~Ur die 
gegenwiirtige Betrachtung tmwesentlich isk 

Der gegebene Beweisgang schliel~t sich mSglichst nahe an den yon 
D e d e k i n d  a. a. O. fiir die Kreisteilungsgleichungen gegebenen an.*) Eine 
leichte Modifika~ion dieses Gedankengangs stellt sich in folgender ~ber- 
legung dar, die ich deshalb noch anftigen will, weil dutch fast wSrtlich 
entsprechende Schliisse die Beweise der in den folgenden Paragraphen zu 
gebenden Erweiterungen des Eisensteinschen Satzes ihre priiziseste Form 
erhalten. 

Da p trod 7 nich~ relativ prim sind r so sei p ein sowohl in p als in 
7 aufgehendes Primideal des KSrpers k(7) ,  and es sei p genau dutch p~, 
7 genau dutch pb teilbar. Dann is~ 

7 ~ genau dutch pb'*, 

2a~y "*- ~ mindestens dutch p~+b(~-0, ( i = 1 , 2 , 3 , . . . , n - - 1 )  

p a, genau durch p~ 

teilbar. In dem Ausdruck 

7"* + ~)a~r "*-~ + "" �9 § pa,, 
ist also das zweite, dritte, - . - ,  vorletzte Glied dutch eine hShere Potenz 
yon p teilbar als das let'~te. Da der Ausdruck abet verschwindet~ also 
durch jede beliebige Potenz yon p teilbar ist, so miissen das erste and 
letzte Glied dieselbe Potenz yon p enthalten, d. h. es ist a = bn. Daher ist p 
teflbar dutch pb~, und daraus folgr wieder nach Hflfssatz I, und mit 
Riicksicht darauf, da~ 7 einer Gleichung n ton Grades gentigt~ die Tatsache, 
dab k(7) yore n ~ Grad ist, w. z. b. w. Zugleich ergibt sich b ~-1. 

w  

Dutch [a] .solt in der Folge stets, wie iiblich, die in der reellen Zahl a 
enkhalf~.ne gr5Bt~ gauze Zahl bezeicbnet werden. 

Es l:4Bg sigh nun gaaz ent~preehend wie vorhin auch die folgende 

*) Dor~ ist (7, P) ein Haup~ideal, wodurch tier Beweis noch einfacher wird. 
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yon K S n i g s b e r g e r * )  ohne volls~'findig durchge~'dhrten Beweis angegebene 
Erweiterung des Eisensteinschen Satzes ablei~en: 

T h e o r e m  I. Die algebraische Gleivhung 

F• [("- ') ' I+I (2) x ~ -pL~a+ 'a ,x~- '+pL 'a+ 'a ,x~- '+ . . .~ -1~L ~ J a ._ , x~ -p ' a .=O,  

wo a ~ , . . . ,  a,  bdiebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren leizte zur  
Pr imzatd  p pr im ist, ferner e irgend eine zu n pr ime  Zahl ,  ist ir,redu~7~l. 

B e weis:  Ist 7 eine Wurzel der Gleichung (2), so ist wieder ersicht- 
lich, daft 7 n durch 29 teflbar ist, also 7 und p einen yon 1 verschiedenen 
idealen Faktor gemein haben. Es sei daher p ein sowoht in p a ] s  in 7 
aufgehendes Primideal des KSrpers k(7) ,  und zwar sei p genau durch p~, 
7 genau (lurch pb teilbar. Dann ist 

7 ~ genau (lurch pb~, 

" ai7 ~- i  mindestens durch p ~L~J , (i  ~ 1, 2 , . . . ,  n - -  1) 

2)ea, genau durch p~e 

teilbar. Hieraus 1M~t sich leicht schliet~en, da$ bn ~ ae ist. 
In der Tat, w'tire n~imlich bn > ae,  so wiirde hieraus folgea 

(iETn]) l e + a e ( n - - i )  = a e .  a + 1  A - b ( n - - i ) > a - ~  n 

In dem Ausdruek 
r:-I (3) + +I 

a 1 .-~--.p a~ + . . . + p ' a , ~  

wiixe daher das letzte Glied genau durch pae teilbar, alle andern aber 
dutch eine hiihere Potenz yon p, was nieht m~glich is~, da der Ausdruek 
verschwindet. 

Wiire dagegen ~lmgekehr~ ae > bn~ so folgte weiter 

) a + 1  + b ( n - - i ) > a -  d n 

In dem Ausdruck (3) w~re also jetzt das erste (~lied nut  dutch pb~ 
teflbar, und alle andern durch eine hShere Potenz yon p, was wieder 
nicht miiglich ist. 

Man hat daher in der Tat bn  = ae,  und da n unele als teiterfremd 
vorausgesetzt sind, so folgt hieraus a = rn ,  b = re,  wo r eine nah]rliche 
Zahl isk Somit ist p teflbar dutch p~, und also nach Hilfssatz I dex 
Grad des KSrpers k (7 )  mindestens gleieh rn .  Da a-her 7 einer Gleichm~g 
n ~ Grades geniigt, so folgt wieder, daft r----1, und der Grad yon k(7 ) 
gleich n sein muff. Hierdurch ist die Irreduzibilif~t erwiesen. 

*) Vergl. die erste der ein~ugs e ~ ~ n  Abhaudlungen. 

29* 
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Ftir e ~  1 erhi41t man wieder den E i s e n s t e i n s c h e n  Satz. Die Schliisse 
dieses Paragraphen lassen sieh nicht mehr anwenden auf die Gleichung 

we die e i kleinere Werte haben als die oben angegebenen. Das ganze 
Verfahren beruht vielmehr darauf, dab fiir x = 7  die mittleren Glieder 
der linken Seite yon (4) dutch eine hShere Potenz yon p teilbar werden 
als die beiden iiuBeren. Sucht man nun die e i so zu bestimmen, dab 

E ] dies sicher ein~ri~t, so finde~ man gerade e~ = ~ + 1. Ist  e i < -t-1, 

so kann die Gleichung in der Tat reduzibel sein. 
Es mag noch bemerkt werden, dab nicht mehr wie in w 1 (y,p)  

selbsi ein Primideal ist in k(7), sondern es ist, wie man leich~ sieht, 
(7, P)----P~ oder p~, je nachdem e < n oder e > n ist. 

w  

K 5 n i g s b e r g e r  hat in seiner zuerst genannten Arbeit einen noch 
al]gemeineren Satz aufgest~]lt, Ms den ehen bewiesenen. Ich will jedoch 
gleich ein noch viel weiter gehendes Theorem angeben, das diesen, sowie 
die in w 1 trod w 2 bewiesenen Si~tze als Spezialfiille umfaBt: 

T h e o r e m  II. Die algebraische Gleichung 

F l.i [~]+'"'Pk a, x " -1 - { -P l  L~ j ""Pk ' '  = a~x"-~+ "'" 

_l_pIL---~---" 1.. "P a , _ l x  + p l " . . . p ~  a, -~ O, 

wo a I , . . . ,  a, beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte zu den 
t)rimzahlen Pl, P,, "",Pk prim ist, wo ferner die k ~-1 Zahlen n, el, e~,...,e, 
keinen gemeinsamen Teller haben, ist irreduzibel. 

Bewei s :  Is~ wieder 1' eine Wurzel der Gleichung (5), so ist 7" 
dttrch p~ teilbar; daher is~ auch 1' dutch jedes in Pl enthaltene Primideal 
des K5rpers k(7 ) t~flbar. Sei Pl ein solches Primideal, and es sei Pl 
genau durch p~., ~, genau durch p~, teilbar; dann folgt dureh wSrtlich 
dieselbe Uberlegung wie im vorigen Paragraphen, dab bln ~ ale 1 ist. Ist 

e 1 daher d 1 der griiBte TeLler yon n trod el, so muB a s = r 1 ~ ,  b 1 = r 1 ~-x 

sein, we r 1 eine natfirliche Zab! ist. Es ist da~er ~1 genau durch p~'~ 
teflbar. Da nun diese Uberlegtmg fiir jedes in P1 enthaltene Primideal 
gilt;, so hat  offenbax/~1 in k(7) eine Zerlegtmg der folgenden Art:  
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so dal~ nach Hflfssatz II der Grad des KSrpers k(7 ) gewi6 dutch 

teilbar ist. Dieselbe Betrachtung, die bier s die Primzahl /h durch- 
geffihrt ist, grit aber auch ffir p2,/ga,---,p~. Bezeiclmet also ~.l!gemein 
d~ den grBBten Teller yon n und e~ ( i =  1, 2,--. ,  k), so ist der Grad des 

n n n Naeh der Voraus- Kiirpers k(~) teilbar durch die Zahlen d~' d~' ' d  k 

setztmg haben aber d~, d~ , . - - ,  d~ keinen gemeinsamen Teiler, und dem- 
naeh ist der Grad des KSrpers auch dureh n teilbar; er ist also genau 
gleich n, und somit die Irreduzibilitiit der Gleichung (5) bewiesea. 

Der zu Beginn dieses Paragraphen erw~ihnte Satz yon K S n i g s b e r g e r  
geht aus dem allgemeinen Theorem hervor, wenn man k =  2, mad n=e~e: 
setzt; die Zahlen e~ und e~ mfissen dann nach den obigen Bedingungen 
relativ prim sein. 

w  

Ich gehe jetzt zu einer neuen Klasse yon S~tzen fiber, mad beweise 
zun~ichst das 

The o rem III. Die algebraische Gleichung 

(6) x ~ 2r- al xn-1 q-pa~x "-~ q- " " q-2a.~ = O, 

wo al, a ~ , . . . ,  a~ ganze rationale Zahlen bedeuten, deren erste und letzte 
dutch die 19rimzahl p nicht teilbar sind, und wo kein Teller yon a s 
(+ 1 eingeschlossen) nach dem Modul p kongruent a s ausfiillt, ist irreduz~79d. 

Eine leichte Erweiterung, die der in w 2 gegebenen Erweiterung des 
Eisensteinsehen Satzes parallel l~uft~ fiihrt zu dem folgenden 

T h e o r e m  IV. Die algebraische Gleichung 

r e 7  V 
(7) x ~ q_ alxn-~ q_ pL,,-iJ+la~xn-~ Jr pL~-1---'-J a s x n - S  _~ . . .  

+ p a,,_lx + p"% = 0, 

w o e  prim zu n -  1 ist, u~ l  die a~, . . .~ a, genau die B e d i ~ c . j e ~  des 
vorigen Theorems erfiillen, ist irreduzibd. 

FOr e = 1 geht Theorem IV in das Theorem III fiber. 
Zum Beweis will ich n > 2 voraussetu~ea, da fiir quadrafisehe (Mei- 

chungen die Siitze ja ziemlich evident sind. Da das Produk~ aUer 
Wurzeln yon (7) gteich • is~, so muB mindes~ns eiae Wnrzel mit 
/9 einen F a k ~ r  gemein haben. ~, sei eine solche Wurzel~ mad p ein sowokl 
in p a l s  in ~, enthalt~nes Primideal des KSrpers k(~,); p sei genaxt dmreh p~ 
7 genau durch pb teflbar. Es wird dann die Zahl 7 - t - a l ,  da a t pri'm 
zu io is~, gewiii nicht durch p teflbar sein, mad folglioh is~ 
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y,~- 1 (y + al ) genau dureh Oh(.- 1), 
1 

IF(,- 1) e7 ~. 1) + b (n--i) 
i XL ~- 1 4 , (i ~- 2, 3 , . . . ,n - - I )  

pea~ genau dutch p~e 

teflbar. Dutch genau dieselben Schltisse wie in w 2 ergibt sieh hieraus, 
dab b ( n - - 1 ) =  ae ist, und weil e und n -  1 als relativ prim voraus- 
gesetzt sind, so hat man notwendig a = r ( n - - 1 ) ,  b = r e ,  wo r eine 
natiirliehe Zahl ist. Die Primzah] p ist daher dutch p'(~-~) teflbar, und 
da dot Grad yon k(r) wegen Gleiehung (7) hSchstens n ist, so mul~ 
r (n - -1 )  ~ n  sein. Wegen n >  2 ergibt sieh hieraus r = 1, und somit 
ist p genau dureh p,-x t~ilbar, 7 genau durch p~. 

Enthiilg nun p noeh einen weiteren Primfak~or q in k(7) ,  so ist not- 
wendig ~ ~- p ' -1  q, folglich nach ttilfssatz I der Grad yon k(r) gleieh n 
und Gleichung (7) irreduzibel. Es werde daher jetzt angenommen, p ent- 
halte keinen yon p versehiedenen Primfaktor, so dab also p = p "-1 ist. 
Nach Hilfssatz II ist dann der Grad yon k(7) ein Multiplum yon n -  1, 
und da er hSchstens gleich n sein kann und n > 2 angenommen ist, so 
mug er genau gleieh n -  1 sein. 

Die Gleiehang (7) enth~lt somit einen irreduzibeln Faktor ( n -  1) ~ 
Grades, folglich auch einen linearen Faktor, und sie hat somit eine 
rationale Wurzel ft. fl ist notwendig prim zu p, denn sonst kSnnte man 
genau wie oben folgern, dab der Grad yon k(fl) entweder n oder n -  1 
ist, also fl nicht rational. Da abet nach der Form der Gleichung (7) 
gewi6 f l '~-x(fl+al) dutch p teflbar ist, so muB schon f l + a  1 dureh ~v 
h~flbar sein, so dab fl ~--:-(al-}--kp ) wixd, wo k eine ganze rationale Zahl 
bedeutet. Setzt man aber diese Wu_rzel in Gleichung (7) ein~ so erhiilt man 

O = k p ( a l + k ~ ) ' - l + p  as(al+kp)~-~---p a3 (a I+kp) ' -a+ . . . •  

folglich muB a~ dutch a 1 + k/o teflbar sein. Es ist also 

a.  = c(a  + kp) 
oder 

a" --- al (p). 
C 

Diese Kongruanz widerspricht aber der Vorausse~ztmg fiber die Koef- 
fizien~en e h und a~; die Anna.brae p ~ p~-i ist also mas~t~haf~, and es 
bleibt nut die MSglichkeit p ~ - p ~ - l q ,  womit die Irreduzibfli~t yon (7) 
nae~wiesen  is~. 
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w  

Aus dem Beweisgang des vorigen Paragraphen erkennt man nnmittel- 
bar auch die Richtigkeit des folgenden etrwas allgemeineren 

Theorem V. Die algebraische Gleichung 

E ] (8) x ~ + a l x , - l + p  ,-::-i +1 ~+ ~ .1 ao.x ~- "" A-P a , , _ l x + p ~ a ~ - O ,  

wo al, a2, . . . ,  a, ganze rationaZe Zahlen bedeuten, deren erste und letzte prim 
zur Primzahl p sind, und w o e  und n -  1 relativ prim sind, ist erdweder 
irreduzibel, oder sie zerfiillt in einen irreduzibeln Faktor (n - - l )  ~ Grades 
und einen linearen Fat:tot. Die aus dem linearen Faktor entspringemte 

rationale Wurzel ist dabei notwendig------ a 1 (rood pL~-lJ+l) *)- 
K S n i g s b e r g e r  hat in der zweiten der genannten Arbeiten die 

Irreduzibilit~it der Gleichung 

(9) x 5 + qalx ~ -4- pqa~x 3 + p~q~a3x ~ + p3q~a4x + P~q3a5 ~- 0 

nachgewiesen, wo p, q verschiedene Primzahlen sind, a 1 nieht dutch jo, a o 
nicht durch q, a 5 weder dutch p noeh dutch q teilbax ist. 

Dies folgt nun leicht auch aus unserm gegenw~xfigen Theorem; 
dean die Koeffizienten erfiillen die Bedingungen desselben, und ffir die 
Irreduzibilitiit ist daher nur efforderlich nachzuweisen, daI~ Gleichung (9) 
keine rationale Wurzel der Form x = - -  ( q a l ~ k 2 )  hat. 

Setzt man aber diesen Wert in (9) ein~ so ergibt sich nach Division 
durch p 

0 = k ( q ~  + kp) ~ +~a~ (qa, + kp)~--pq?a~(qa~ + kp) ~ +p~ q~(qa~+ k p ) - - p ~ q % .  

Daher muB k durch q teilbar sein; alsdann ist aber das letz~e Glied nur 
durch die dritte, aUe andern dutch eine hShere Po~enz yon ~/ teilbar, was 
nich~ mSglich isL Gleichung (9) ist daher irreduzibel. 

Theorem VI. Das t)olynom 

x ~ + a~x ~-1 §  + a,x ~-~ +.pa,+~x ~-~-~ + . . .  +pa~ ,  

oder allgemeiner 

�9 ~ ~]~ +~ x~_~_ ~ (10) x ' + a , x ~ - ' + . . . + a , x ' - ' + p -  ~--~ a,+ 1 + - - .  

+ p L  ~-~ ~ a._~x+l~a., 

wo ai und a~ dutch die t)rimza]d I~ nicht tvilbar sind, und wo e zu n - - i  
relativ prim ist, dnth~t m i n d ,  tens e inen  irreduzs2~el~ FaMor~ dessen Grad 

*') Der angegebene Beweis gilt blo~ fiir ~ ~ 2, ff~ ~-~-2  ist Qhne Se.;hwie~ig- 
kei~ - e~uzusehen, wie sich der Satz mo~fi~er~. 
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n ~ i ist. Eine i~i (10) eventuell noch enthaltene Wurzel ~, die diesem 
Faktor nicht angehb'rt, erfiillt notwendig die Kongruenz 

~ +  a 1 ~ - 1 + - - -  + a~--O (p), 

und wenn man yon dem bedeutungslosen Fall  i ~ n -  1 absieht, dieselbe 

K ongruenz auch nach dem Modul p 
Beweis.  Da das Produk~ aUer Wurzeln des Polynoms (10) den 

Wer~ •  hat~ so gibt es gewif eine Wurzel 7, die zu p nicht prim 
is~. Sei also p ein sowohl in p als in 7 en~haltenes Primideal des 
KSrpers k(7) ,  and sei p genau dutch p% 7 genan dutch pb teilbar. Da 
nach Voraussetzung a s und a~ zu p prim~ ferner auch e und n - - i  relative 
Primzahlen sind, so ftihrt die Wiederholung der friiheren ScMtisse dazu, 
daft a ~ r ( n - - i ) ,  b-~ re ist, wo r eine natfirliche Zahl bedeutet. Es ist 
also p genau durch p'(~-~) teflbar, und folglich der Grad yon k(7) min- 
des~ens n - - i ,  womi~ der erste Teil unserer Behaup~ung bewiesen ist. 
Des wei~ren ist 7 genau durch pr~ teilbar, und wenn p etwa ein Prim- 
ideal f ~  Grades ist, so ist die Norm yon 7 durch pI~8 teilbar. Da aber 
das Produk~ after Wurzeln yon (10) nut durch die e t~ Potenz yon p ~eil- 
bar is~, so st~llt sich f----1, r = 1 heraus, so dal~ p genau durch p~-~, 
7 genau durch p~ teilbar and aul~erdem p ein Primideal ersten Grades ist. 
Zugleich folg% daf eine Wurzel fl yon (10), die nicht demselben irredu- 
zibeln Faktor angehSrt wie 7, notwendig zu p prim ist. Da aber aus 
der Form des Polynoms (10) hervorgeht, daf fl~ + alfl " - i  -]-...-~- a~fl ~-i 

durch l0 teflbar is~, so gil~ dasselbe schon yon /~-l-alfl i- l~_...~_ai 
und dami~ is~ auch die zweite Aussage unseres Theorems bewiesen. 

T he  or em VII. Wenn die algebraische Gleichung 

(11) x" 4- a, x ' - '  _t_ pI~ ~ ]  +l...p I ~--~_k 1] +1 a~ x,_2 4_p~ 7=i_lj + , r  2~, ] r __~k 7 . . .p~=-,J+'asx~-%... 

+ P~I n - - 1  .J . . . p ~  n - -  i .J el e~ e k a,_~x+_~l p~ ...p~ = 0 

keine der beiden Zahlen 4-1 als Wurzel hat, so ist sie irreduzibel. Dabei 
ist a~ pr im zu den P.rimzahlen p~, p~,.. . ,  p~, die Ex~nen ten  e~, e~,...,e~ alle 
prim zu n -  1, und n ~ 2 vorausgesetzt. 

Besonders bemerkenswer~ is~ der Fall, daf alle e~ einander gleich sind. 
Zum Beweis bemerke man, da~ Gleichung (11) sicher eine Wurzel 7 

hat~ die zu p~ nicht prim ist~ und nach den frtiheren ErSr~erungen dieses 
Paragraphen en~spring~ hieraus ein KSrper k(7) yore n u~ oder ( n - - 1 )  ~ n  

Grad. Is~ k(7 ) nut yore ( n - - 1 )  ~ Grad, so ha~ Gleichung (11) noch eine 
rationale Wurzel ft. Diese mfifh~ abet nolwendig 4-_ 1 sein; denn wiixe fl 
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etwa dutch/9 e teilbar, so kiinn~e man wieder sehlieBen, dab der KSrper 
k(fl) yore Grad n oder n -  1 sein muB, w~hrend doeh fl rational is~. 
Da jedoch Gleichung (11) keine der Zahlen q - t  als Wurzel haben soil, 
so ist die h~nahme, dab k(7 ) nur vom ( n - - 1 )  t~" Grad sei, h i n r  es 
ist k(7) yore n ~~ Grad, und daher die Gleichung irreduzibel, wie be- 
haupte~ war. 

Die Irreduzibiliti~i steh~ insbesondere dann lest, wenn 

a~ - - +  1 ~ . .  , 

was man entweder unter Zuziehtmg des Theorems V erkennt, ocler aueh 
direkt, wenn man x ~ - t - 1  in Gleiehung ( i l )  einsetz~ 

w  

T h e o r e m  VIII. Das Polynom 

(12) x ~ q- p a : x ' - :  q-...q- pa ,_~_lx  ~+1 q- p2a~_~x~ ~-...~-~)~a,_lx -~ p~a,, 

we % prim zur t)rimzahl p und n > 2 k ist, besitzt keinen rationalen TenOr 
yon geringerem als dem (]~ q- 1) te~ Grad. (Net~o a. a. 0.)*) 

Beweis .  Eine beliebige Wurzel 7 yon (12) hat eine durch p ~eil- 
bare n t~ Potenz, also kann sie zu/0 nicht relativ prim sein. Sei daher p 
ein sowohl in p a l s  in 7 aufgehendes Primideal des KSrpers k(7), und p 
genau durch p~, 7 genau durch pb ~eilbar. Ferner mag pei-: die hSchste 
in a i aufgehende Potenz yon p bedeu~en ( i~-1,2,  . . . ,n--k--I ) .  Dann is~ 

7 ~ genau dutch pb 5 

pa~7 ~-~ genau durch p~+~(~-0 ( i=l ,2 , . . . ,n - -k - -1) ,  

p~ a~ 7 ~- ~ mindestens dutch p~+b(~-j?, ( j = n - -  k, n--  k q-1,. ..,n--1)~ 

p~a~ genau dureh p2~ 

~eilbar. Die beiden bier auflmetenden ]deinsten Exponenten mfissen often- 
bar wieder einander gleich sein; yon den n -  k q-1 Zatrlen 

2a, bn, ae~ q- b(n--i) ( i - - l , 2 , . . . , n - - k - - 1 )  

miissen also zwei einander gleich und dabei nich~ grSBer als jede andre sein. 
bn 

Ist nun 2a ~- bn, so folg~ a ~ -~ > bk; is~ abet 2 a ~ a e i - F b ( n - i ~  

so folg~ e~= 1, also a = b ( n - - i ) _ ~ b ( k - ~ l ) ;  ist ferner bn=ae~ q-b(n--i)  
der kleins~e aufaaretende Exponent, so kann 2a nicht kleiner sein, also is~ 
wieder 2a ~ bn; a > bk. Die lef~e MSglichkei~, 

*) ~rber die in~eressan~en wei~eren Folgerungen aus diesem Satz vergl, man die 
Ne~,osehe Arbeit~. 
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der ldeins~e Exponent ist, liefert endlich 2a ~ ae~ + b(n--i) ,  woraus 
wieaer a=> b(k+l) folgr finder da er in jedem Fan a>_ 1, 
und da p durch p~ teflbar ist, so mul~ der Grad yon k(7 ) mindestens 
k - { - 1  se in ,  w. z. b. w. 

Die aufgefiihrten Siitze sind lediglich Beispiele zur Illustration meiner 
Methode; sie mSgen geniigen, um die Fruchtbarkeit derselben darzu~un, 
und zu zeigen, wie fiberraschend einfach die Beweise selbst komplizierter 
Irreduzibilitiitst~'iterien sich bei ihrer Anwendung gestatten. ]_udel~ w~ire 
es nicht schwer, die Zahl dieser S~tze beliebig zu vermehren; insbesondere 
lassen sich z. B. alle yon N e t to a. a. 0. bewiesenen Theoreme in der- 
selben Weise neu begrtinden. 

Ich habe reich der Einfachheit halber im vorstehenden uusschliel~lich 
auf die In-eduzibilitiit in bezug auf den natiirlichen Rationalit~tsbereich 
beschr~inkt. Doch will ich hervorheben~ dab nach demselben Prinzip mi~ 
ebensolcher Leidhtigkeit sich ganz analoge Siitze beweisen lassen fiber die 
Irreduzibilit~ in bezug auf einen beliebigen algebraischen Rationalitiits- 
bereich. Der Eisens te insche  Sa~z lautet dann z. B.: 

Die algebraische Gleichung 

x ~ § a~x ~-! + . . .  § a~-= O, 

deren Koeffizienten einem gewissea algebraischen K6rper K angeh6ren 'und 
s~imtlich dttrch ein bestimmte~" Primideal p dieses Kgrpers teilbar sind, und 
zwar a, nut dutch die erste Potenz yon p~ ist im Bereich K irreduzibd. 

E i s e n s t e i n  selbst hat seinen Satz bereits fiir den KSrper k(V-~--1 ) 
bewiesen. 

Miinchen~ den 5. Juli 1904. 


