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Uber eine Anwendung der Idealtheorie auf die Frage nach der
Irreduzibilitat algebraischer Gleichungen.

Von

OskAr PerroON in Miinchen.

Zur Entscheidung dariiber, ob eine algebraische Gleichung mit nume-
risch gegebenen rationalen Koeffizienten im Bereich der rationalen Zahlen
reduzibel oder irreduzibel ist, hat Kronecker eine allgemeine Methode
angegeben, -die allerdings in den meisten Fillen wegen der langen Rech-
nungen praktisch undurchfithrbar sein wird. Man kennt aber auch eine
Reihe von S#tzen, nach welchen aus gewissen Eigenschaften der Koef-
fizienten, selbst ohne daB diese numerisch gegeben sind, auf die Irreduzi-
bilitit einer algebraischen Gleichung geschlossen werden kann. Das erste
derartige Kriterium ist das bekannte von Eisenstein¥®) entdeckte, dem
spiter Konigsberger®¥) und Netto***) noch weitere dhnliche zur Seite
stellten. Das zunichst sich darbietende und auch von allen Autoren be-
folgte Verfahren, um derartige Sitze zu beweisen, besteht darin, daB man
eine probeweise Zerfillung der als irreduzibel vermuteten Gleichung vor-
nimmt, und daraus einen Widerspruch mit den vorausgesetzten Eigen-
schaften der Koeffizienten konstruiert.

Mittels einer neuen hiervon ginzlich verschiedenen Methode will ich
im folgenden weitere Sitze {iber die Irreduzibilitit algebraischer Gleichungen
aufstellen. Dabei werden nimlich gewisse rationale Primzablen in einem
der durch die gegebene Gleichung definierten algebraischen Korper in ihre
idealen Faktoren zerlegt, und aus dieser Zerlegung lassen sich dann
Schliisse ziehen auf den Grad des betreffenden Korperst). Auf diesem

*) Uber die Irreduzibilitit der Gleichung, von welcher die Teilung der ganzen
Lemniskate abhéingt. Journal f. Math. Bd. 39, Heft IL
*) Uber den Eisensteinschen Satz etc. Journal f Math. Bd. 115, und: Uber
die Entwicklungsform algebraischer Funktionen etc. Journal f Math. Bd. 121.
*%) Uber die Irreduzibilitit ganzzahliger ganzer Funktionen. Math. Ann. Bd. 48,
anch ,,Vorles. iiber Algebra“, Bd. I, 5. Vorles.
1) Das Verfahren ist in gewissem Sinne parallel (exfordert jedoch im allgemeinen
weniger Aufwand an Rechnung) dem von Konigsberger a. a. O. fiir algebraische
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Weg hat schon Dedekind®) die Irreduzibilitit der Kreisteilungsglei-

chung f:: 11 =0, wo p eine Primzahl bedeutet, nachgewiesen, indem er

zeigte, daB p im Korper der p** Einheitswurzeln die (p—1)*® Potenz
eines Primideals wird. Der Grad des Korpers ist daher mindestens p—1,
also obige Gleichung gewiB irreduzibel. Die allgemeinere Verwendbarkeit
der angedeuteten, fast ohne alle Rechnung auskommenden Methode scheint
jedoch noch nicht erkannt zu sein. Aus der Idealtheorie werden dabei
blos die Elemente vorausgesetzt; die hauptsichlich gebrauchten Sétze sind
die beiden folgenden, deren Richtigkeit man ohne Schwierigkeit einsieht:

Hilfssatz I. Eine rationale Primzahl kann in einem algebraischen
Korper #n* Grades in hochstens n Faktoren zerfallen.

Hilfssatz II. Eine rationale Primzahl kann in einem algebraischen
Kérper nur dann die #* Potenz eines Ideals sein, wenn der Grad des
Korpers durch » teilbar ist.

§ 1.

Ich beginne damit, zundchst das von Eisenstein gefundene Irredu-
zibilititskriterium nach meinen Prinzipien neu zu beweisen; dasselbe lautet:
Die algebraische Gleichung
(D 2+ pa 2=t + paya" =2+ - - - + pa, =0,
wo ay, Ay, -, &, beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte durch
die Primzahl p wicht teilbar ist, ist stets irreduzibel.*¥)
Beweis: Eine beliebige Wurzel y der Gleichung (1) ist eine ganze
algebraische Zahl, deren %%* Potenz wegen

y=—p@y Tt + &+ +a,)
durch p teilbar ist. Die Zahlen p» und p haben also in dem aus y ent-
springenden Korper k(y) den idealen Faktor (y,p) gemein, der von 1
verschieden ist.
Man hat des weiteren die Beziehung

2

= r@r it taeyrtta, ) —ay;

Hier ist das erste Glied auf der rechten Seite durch p, also auch durch

Funktionen eingeschlagenen Weg, wobei die Irreduzibilitit aus dem Zusammenhang
der Riemannschen Fliche erschlossen wird. Fir algebraische Zahlen jedoch bedient
sich auch Konigsberger ausschlieBlich der Methode der probeweisen Zerfillung.

*) Dirichlets Vorlesangen iiber Zahlentheorie, 4. Auflage § 185.

**) Es ist offenbar, da der Satz auch dann gilt, wenn der Koeffizient von 2*
nicht 1, sondern eine beliebige.zu p prime ganze Zahl g, ist. Denn .wenn man
a,x =1y setzt, so erfilllen die Koeffizienten der Gleichung fiir y die Bedingungen
des Satzes.
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(7, p) teilbar, das letzte Glied aber nach Voraussetzung prim zu p, also
auch prim zu (y,p). Daraus folgt, daB auch 21!7 prim ist zu (y, p), da

aber der Zihler ¢* offenbar durch (y, p)" teilbar ist, so mub auch der
Nenner p durch (7, p)* teilbar sein. Andrerseits ist (y, p)" = (p”, p*) gewi}
teilbar durch p, und folglich p=(y, p). Daraus schlieBt man nach Hilfs-
satz I oder II sofort, dafl der Korper %(y) mindesten vom %% Grad ist;
da aber y auch wirklich einer Gleichung xn** Grades geniigt, so ist k(y)
genau vom x*" Grad, und folglich Gleichung (1) irreduzibel. Zugleich
ergibt sich, daB (y, p) in k(p) ein Primideal darstellt, was jedoch fiir die
gegenwirtige Betrachtung unwesentlich ist.

Der gegebene Beweisgang schlieft sich moglichst nahe an den von
Dedekind a. a. O. fiir die Kreisteilungsgleichungen gegebenen an.*) Eine
leichte Modifikation dieses Gedankengangs stellt sich in folgender Uber-
legung dar, die ich deshalb noch anfiigen will, weil durch fast wortlich
entsprechende Schliisse die Beweise der in den folgenden Paragraphen zu
gebenden Erweiterungen des Kisensteinschen Satzes ihre priziseste Form
erhalten.

Da p und y nicht relativ prim sind, so sei p ein sowohl in p als in
y aufgehendes Primideal des Korpers £(y), und es sei p genau durch 2,
y genau durch p° teilbar. Dann ist

y* genau durch p*»,
pa,p*~! mindestens durch p*+®e-9 (j=123 ... n—1)
pa, genau durch p°

teilbar. In dem Ausdruck
P+ pa =t 4+ - -+ pa,

ist also das zweite, dritte, - - -, vorletzte (lied durch eine héhere Potenz
von p teilbar als das letzte. Da der Ausdruck aber verschwindet, also
durch jede beliebige Potenz von p teilbar ist, so miissen das erste und
letzte Glied dieselbe Potenz von p enthalten, d. h. es ist @ =bn. Dabher ist p
teilbar durch p°%, und daraus folgt wieder nach Hilfssatz I, und mit
Riicksicht darauf, daBl p einer Gleichung n'® Grades geniigt, die Tatsache,
daB %(y) vom n*" Grad ist, w. z. b. w. Zugleich ergibt sich b = 1.

§ 2.

Durch [«].soll in der Folge stets, wie fiblich, die in der reellen Zahl «
enthaltene groBte ganze Zahl bezeichnet werden.
Es 138t sich nun ganz entsprechend wie vorhin auch die folgende

*) Dort ist (y, p) ein Hauptideal, wodurch der Beweis noch einfacher wird.
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von K6nigsberger®) ohne vollstindig durchgefiithrten Beweis angegebene
Erweiterung des Eisensteinschen Satzes ableiten:
Theorem 1. Die algebraische Gleichung

e 2e (n—1)e

@ el gl el 5 S e, ot pra,=0,
wo ay, - --, a, beliebige ganze rotionale Zahlen bedeuten, deven letzte zur
Primzahl p prim ist, ferner e wgend eine zu n prime Zahl, ist irreduzibel.

Beweis: Ist y eine Wurzel der Gleichung (2), so ist wieder ersicht-
lich, daB »* durch p teilbar ist, also ¥ und p einen von 1 verschiedenen
idealen Faktor gemein haben. Es sei daher p ein sowohl in p als in
aufgehendes Primideal des Koérpers k(y), und zwar sei p genau durch pe,
y genau durch p’® teilbar. Dann ist

. y" genau durch p°”, _
p[%] o a;y"~* mindestens durch pa ([7‘] H) +b(ﬂ-ﬂ, (i=1,2,--,n—1)
»°a, genau durch p*°

teilbar. Hieraus 148t sich leicht schlieBen, daB bn = ae ist.
In der Tat, wire nimlich b% > ae, so wiirde hieraus folgen

a ([?r—f +1) +b(n—1)>a flnf + %e(n——i) = ge.
In dem Ausdruck

S Zel iy
(3) o +p[n]+ a, y"— 1 +p[n]+ a27”"2 + -+ pa,
wire daher das letzte Glied genau durch p®¢ teilbar, alle andern aber
durch eine hohere Potenz von p, was nicht mdglich ist, da der Ausdruck
verschwindet.
Wire dagegen umgekehrt ae > bn, so folgte weiter

a (Z]+1) + b —) > a " + b(u—3) > bn & + b(n—1) = ba.

In dem Ausdruck (3) wire also jetzt das erste Glied nur durch pb»
teilbar, und alle andern durch eine hdhere Potenz von p, was wieder
nicht moglich ist.

Man hat daher in der Tat bn = ae, und da » und e als teilerfremd
vorausgesetzt sind, so folgt hieraus a = rn, b = re, wo r eine natiirliche
Zahl ist. Somit ist p teilbar durch p”, und also nach Hilfssatz I der
Grad des Korpers k(p) mindestens gleich »#. Da aber y einer Gleichung
n*® Qrades geniigt, so folgt wieder, daB r = 1, und der Grad von k{y)
gleich n sein muB. Hierdurch ist die Irreduzibilitit erwiesen.

*) Vergl. die erste der eingangs erwihnten Abhandlungen.
29*
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Fir e=1 erhilt man wieder den Eisensteinschen Satz. Die Schliisse
dieses Paragraphen lassen sich nicht mehr anwenden auf die Gleichung

(4) 4+ ptaxrt4 -+ p"la, o+ pa, =0,

wo die ¢; kleinere Werte haben als die oben angegebenen. Das ganze
Verfahren beruht vielmehr darauf, daB fiir # — y die mittleren Glieder
der linken Seite von (4) durch eine héhere Potenz von p teilbar werden
als die beiden #uBeren. Sucht man nun die ¢; so zu bestimmen, daB

dies sicher eintritt, so findet man gerade ¢, = Bﬂ +1. Ist ¢, < Bf] +1,

$0o kann die Gleichung in der Tat reduzibel sein.

Es mag noch bemerkt werden, daB nicht mehr wie n § 1 (3, p)
selbst ein Primideal ist in %(y), sondern es ist, wie man leicht sieht,
(7, p) =p° oder p~, je nachdem e <<% oder ¢ > n ist.

§ 3.

Ko6nigsberger hat in seiner zuerst genannten Arbeit einen noch
allgemeineren Satz aufgestellt, als den ehen bewiesenen. Ich will jedoch
gleich ein noch viel weiter gehendes Theorem angeben, das diesen, sowie
die in § 1 und § 2 bewiesenen S#tze als Spezialfille umfaBt:

Theorem II. Die algebraische Gleichung

2}

(5) " -{—pl[—;]+1p2[%]+1...pk[%]+1a1x""l_]..pl[%e—l +1...p [%:_k]+1a2x”—2+.. .

k

’ [(n—l)e1:|+1 [(%—l)ek]+1
51
+p- " R il Gy 1%+ Py "'Pkek“n =0,

wo G, - - -, a, belicbige ganze rationale Zahlen bedeuten, deren letzte zu den
Primzahlen p,, p,, --,p, prim ist, wo ferner die k-1 Zahlen n, e,, 3,+-€,
keinen gemeinsamen Teiler haben, ist irreduzibel.

Beweis: Ist wieder py eine Wurzel der Gleichung (5), so ist *
durch p, teilbar; daher ist auch y durch jedes in p, enthaltene Primideal
des Korpers k(y) teilbar. Sei p, ein solches Primideal, und es sei p,
genau durch p%, y genau durch pi teilbar; dann folgt durch wortlich
dieselbe Uberlegung wie im vorigen Paragraphen, daB b,n — a,e, ist. Ist

daher d, der groBte Teiler von » und ¢, so muB a, =1, ;—, b =m a‘i
1 1

sein, wo 7; eine natfirliche Zahl ist. Es ist daher p, geman durch p &
teilbar. Da nun diese Uberlegung fiir jedes in p, enthaltene Primideal
gilt, so hat offenbar p, in k(y) eine Zerlegung der folgenden Art:

n %

2=/ p L ) =%,
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so daB nach Hilfssatz II der Grad des Korpers k(y) gewiSl durch %
teilbar ist. Dieselbe Betrachtung, die hier fiir die Primzahl p, durch-
gefiihrt ist, gilt aber auch fir p,, p;,---, p,. Bezeichnet also allgemein
d, den groften Teiler von #» und ¢, (¢=1,2,.-, k), so ist der Grad des

Korpers k(y) teilbar durch die Zahlen éf ) % AR (—% - Nach der Voraus-
setzung haben aber d,, d,, - - -, d, keinen gemeinsamen Teiler, und dem-
nach ist der Grad des Korpers auch durch » teilbar; er ist also genau
gleich #, und somit die Irreduzibilitit der Gleichung (5) bewiesen.

Der zu Beginn dieses Paragraphen erwihnte Satz von Konigsberger
geht aus dem allgemeinen Theorem hervor, wenn man £ =2, und n=e¢¢,
setzt; die Zahlen ¢, und e, miissen dann nach den obigen Bedingungen

relativ prim sein.

§ 4.

Ich gehe jetzt zu einer neuen Klasse von Sitzen iiber, und beweise

zunichst das
Theorem IIl. Die algebraische Gleichung

(6) xn+a1xn_1+pa2xﬂ-2+...+paﬂ=0)
wo ay, Oy, - -, &, ganze rationale Zahlen bedeuten, deren erste und letzte
durch die Primzahl p wicht teilbar sind, und wo kein Teiler von a,
(=1 eingeschlossen) nach dem Modul p kongruent a, ausfiillt, ist irreduzibel.

Eine leichte Erweiterung, die der in § 2 gegebenen Erweiterung des
Eisensteinschen Satzes parallel lduft, fithrt zu dem folgenden

Theorem IV. Die algebraische Gleichung

e 2¢
O xn"’“13’;"_1+P[Z~—1]+1“2xn—2+P[m]+1“3xn_3+'*-‘
(n—2)e
+ p[ n—-1 ]+1aﬂ_1x +pean —_ 0,

wo e prim zu w— 1 ist, und die ay, -- -, a, genau die Bedingungen des
vorigen Theorems erfiillen, ist irreduzibel.

Fir e =1 geht Theorem IV in das Theorem III iiber.

Zum Beweis will ich » > 2 voraussetzen, da fiir quadratische Glei-
chungen die Sitze ja ziemlich evident sind. Da das Produkt aller
Wurzeln von (7) gleich + p*a, ist, so muB mindestens eine Wurzel mit
p einen Faktor gemein haben. p sei eine solche Wurzel, und p ein sowohl
in p als in y enthaltenes Primideal des Korpers k(y); p sei genau durch p2
y genau durch p° teilbar. Es wird dann die Zahl y + a,, da @, prim
zu p ist, gewiB nicht durch p teilbar sein, und folglich ist
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9*=1(y+a,) genau durch p°®—1,
(¢ —1)e a Q:_}.)_e n—i
plat ]+1az.y”"’: mindestens durch p (=] e ", (i=2,8,+m—1)

p°a, genau durch p*e

teilbar. Durch genau dieselben Schliisse wie in § 2 ergibt sich hieraus,
daB b(n—1) =ae ist, und weil ¢ und » —1 als relativ prim voraus-
gesetzt sind, so hat man notwendig ¢ =r(n—1), b=re, wo r eine
natiirliche Zahl ist. Die Primzahl p ist daher durch p”*—? teilbar, und
da der Grad von k(y) wegen Gleichung (7) hochstens » ist, so mu8
r(n—1) <% sein. Wegen > 2 ergibt sich hieraus r = 1 und somit
ist p genau durch p*—?! teilbar, y genau durch p-.

Enthilt nun p noch einen weiteren Primfaktor g in %(y), so ist not-
wendig p = p*~1q, folglich nach Hilfssatz I der Grad von k(y) gleich #
und Gleichung (7) irreduzibel. Es werde daher jetzt angenommen, p ent-
halte keinen von p verschiedenen Primfaktor, so daB also p = p»~!
Nach Hilfssatz II ist dann der Grad von k(y) ein Multiplum von » — 1,
und da er hochstens gleich # sein kann und » > 2 angenommen ist, so
muB er genau gleich » — 1 sein.

Die Gleichung (7) enthilt somit einen irreduzibeln Faktor (» — 1)*»
Grades, folglich auch einen linearen Faktor, und sie hat somit eine
rationale Wurzel . f ist notwendig prim zu p, denn sonst kénnte man
genau wie oben folgern, daB der Grad von %(f) entweder # oder » — 1
ist, also B micht rational. Da aber nach der Form der Gleichung (7)
gewiB p*~'(f+a,) durch p teilbar ist, so muB schon 4 a, durch p
teilbar sein, so daB g ="= (a,+kp) wird, wo % eine ganze rationale Zahl
bedeutet. Setzt man aber diese Wurzel in Gleichung (7) ein, so erhilt man

0="kp(a, +kp)”’1+p[ 5] ay (ay+kpy—— [ =1 as(a,+kp)" 3+ +p'a
folglich muB a, durch a; + kp teilbar sein. Es ist also

a, = ¢(ay+kp)
oder

‘fz a,(p)-

Diese Kongruenz widerspricht aber der Voraussetzung iiber die Koef-
fizienten @, und a,; die Annahme p = p*~! ist also unstatthaft, und es
bleibt nur die Moglichkeit p = p"~'q, womit die Irreduzibilitit von (7)
nachgewiesen ist.
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§ 5.

Aus dem Beweisgang des vorigen Paragraphen erkennt man unmittel-
bar auch die Richtigkeit des folgenden etwas allgemeineren

Theorem V. Die algebraische Gleichuny

e (n—2)e

) x"+a1x”‘1+z>["“]+lagx”‘2+-~+p =y @, 12+ p'a, =0,
wo ay, dy, + -+, @, ganze rationale Zahlen bedeuten, deren erste und letzte prim
zur Primzahl p sind, und wo e und n — 1 relativ prim sind, ist entweder
irreduzibel, oder sie zerfdllt in einen irreduzibeln Faktor (n—1)" Grades
und einen linearen Faktor. Die aus dem linearen Faltor entspringende

rationale Wurzel ist dabe; notwendig = — a, (mod p[mJH) ®)-

Kénigsberger hat in der zweiten der genannten Arbeiten die
Irreduzibilitit der Gleichung
@) 2+ gaat + pgad® + pPePaa* + pPPePax + pPPePay =0
nachgewiesen, wo p, ¢ verschiedene Primzahlen sind, a; nicht durch p, a,
nicht durch ¢, a; weder durch p noch durch ¢ teilbar ist.

Dies folgt nun leicht auch aus unserm gegenwirtigen Theorem;
denn die Koeffizienten erfiillen die Bedingungen desselben, und fiir die
Irreduzibilitdt ist daher nur erforderlich nachzuweisen, daf Gleichung (9)
keine rationale Wurzel der Form z = — (ga,+kp) hat.

Setzt man aber diesen Wert in (9) ein, so ergibt sich nach Division
durch p
O=k(qay+kp)+qa; (90, +kp)*—pa’as(qa,+kp) +1°¢*(qa,+kp)—p* g as.
Daher muB k durch ¢ teilbar sein; alsdann ist aber das letzte Glied nur
durch die dritte, alle andern durch eine héhere Potenz von ¢ teilbar, was
nicht moglich ist. Gleichung (9) ist daher irreduzibel.

Theorem VI. Das Polynom

'+ a2t e R pa T - + pay,
oder allgemeiner

4

(10) 2"+ gy +a,.x"—‘+p[’*'*’]+1a,.+1af‘—"-1+-- :

(R—i— l)e] 1
+p not ax—1x+ppaz&7

wo a, und a, durch die Primzahl p wicht teilbar sind, und wo e 24 n— i
relativ prim ist, énthdlt mindestens einen irreduzibeln Faktor, dessen Grad

*) Der angegebene Beweis gilt blof fiir »>>2, fir » =2 ist ohne Schwierig-
keit ejnzusehen, wie sich der Satz modifiziert.
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=>n—1 ist. Fine i (10) eventuell noch enthaltene Wurzel B, die diesem
Faktor nicht angehort, erfiillt notwendig die Kongruenz

F+af~+--+a=0 (),

und wenn man von dem bedeutungslosen Fall ¢ =mn — 1 absicht, dieselbe

Kongruenz auch nach dem Modul p[m]ﬂ.

Beweis. Da das Produkt aller Wurzeln des Polynoms (10) den
Wert + p°a, hat, so gibt es gewiB eine Wurzel p, die zu p nicht prim
ist. Sel also p ein sowohl in p als in p enthaltenes Primideal des
Korpers k(y), und sei p genau durch p*, p genau durch p°® teilbar. Da
nach Voraussetzung @; und @, zu p prim, ferner auch ¢ und »— ¢ relative
Primzahlen sind, so fiihrt die Wiederholung der friiheren Schliisse dazu,
daB a = r(n—7), b =re ist, wo r eine natiirliche Zahl bedeutet. Es ist
also p genau durch p7*~? teilbar, und folglich der Grad von %(y) min-
destens % — 4, womit der erste Teil unserer Behauptung bewiesen ist.
Des weiteren ist y genau durch p7¢ teilbar, und wenn p etwa ein Prim-
1deal f*® Grades ist, so ist die Norm von y durch p’7¢ teilbar. Da aber
das Produkt aller Wurzeln von (10) nur durch die ¢* Potenz von p teil-
bar ist, so stellt sich f=1, r =1 heraus, so daB p genau durch p*—7
y genau durch p° teilbar und auBerdem p ein Primideal ersten Grades ist.
Zugleich folgt, daB eine Wurzel 8 von (10), die nicht demselben irredu-
zibeln Faktor angehdrt wie p, notwendig zu p prim ist. Da aber aus
der Form des Polynoms (10) hervorgeht, daB g*+ a,*~*+---+ a,f"*

durch p[m]+1 teilbar ist, so gilt dasselbe schon von fi+a,f-'+---+g,
und damit ist auch die zweite Aussage unseres Theorems bewiesen.
Theorem VII. Wenn die algebraische Gleichung

“

& 20 2%
(11)w”+a1x”’1+p£"‘"]+l-“pi"“ +1a2x"'2+p£”‘1]+1~--29£““ g1

(r=9e =Dy
b g g a2 =0
keine der beiden Zahlen + 1 als Wurzel hat, so ist sie vrreduzibel. Dabei
ist a, prim zu den Primzahlen p,, py,---, p,, die Exponenten ¢, e,,:-- ¢, alle
prim 2u v — 1, und n > 2 vorausgesetzt.
Besonders bemerkenswert ist der Fall, daB alle ¢, einander gleich sind.
Zum Beweis bemerke man, daB Gleichung (11) sicher eine Wurzel y
hat, die zu p, nicht prim ist, und nach den fritheren Ersrterungen dieses
Paragraphen entspringt hieraus ein Korper k(y) vom »n*® oder (n — 1)t
Grad. Ist Z(y) nur vom (% — 1)*" Grad, so hat Gleichung (11) noch eine
rationale Wurzel . Diese miiBte aber notwendig + 1 sein; denn wire
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etwa durch p, teilbar, so konnte man wieder schlieBen, da8 der Korper
k(f) vom Grad % oder n — 1 sein muB, wihrend doch B rational ist.
Da jedoch Gleichung (11) keine der Zahlen +1 als Wurzel haben soll,
so ist die Annahme, daB %(p) nur vom (% —1)*® Grad sei, hinfillig; es
ist k(y) vom #*" Grad, und daher die Gleichung irreduzibel, wie be-
hauptet war.

Die Irreduzibilitit steht insbesondere dann fest, wenn

a ==+ 1 (10[”%]“ = -p£%1+1),

was man entweder unter Zuziehung des Theorems V erkennt, oder auch
direkt, wenn man z = 4+ 1 in Gleichung (11) einsetzt

§ 6.

Theorem VIII. Das Polynom
(12) 2"+ pa2*~! +--+ pa,_;_ &+ + pPa, 2 4+ pPa,_;z + pla,,
wo a, prim zur Primzahl p und n > 2k ist, besitzt Leinen rationalen Teiler
von geringerem als dem (k + 1)** Grad. (Netto a. a. 0.)%)

Beweis. Kine beliebige Wurzel y von (12) hat eine durch p teil-
bare #' Potenz, also kann sie zu p nicht relativ prim sein. Sei daher p
ein sowohl in p als in » aufgehendes Primideal des Kérpers k(y), und p
genau durch p“% » genau durch p® teilbar. Ferner mag p%—! die hochste
in @, aufgehende Potenz von p bedeuten (¢=1,2,---,n—k—1)- Dann ist

y* genau durch p°=,

pa,y*~* genau durch peeatbln—9 (¢=1,2,--,n—k—1),
p’a;»*~’ mindestens durch p?e+t=9  (j=n—k, n—k41,-- n—1),
pia, genau durch p2¢

teilbar. Die beiden hier auftretenden kleinsten Exponenten miissen offen-
bar wieder einander gleich sein; von den #» — k -+ 1 Zahlen

2a, bn, ae,+br—i) (:1=1,2,--,0—k—1)
miissen also zwei einander gleich und dabei nicht groBer als jede andre sein.
Ist nun 26 = bn, so folgt a = %’3 > bk; ist aber 2a=ae¢;+ b(n—7),

so folgt ¢, =1, also a = b(n—10)>b(k+1); ist ferner bn = ae, + b(n—7)
der kleinste auftretende Exponent, so kann 2q¢ nicht kleiner sein, also ist
wieder 2a > bn; @ > bk. Die letzte Moglichkeit, daB

ae;+ b(n—1i) =ae, + b(n—~h) (Gh=1,n—k—1)

*) Uber die interessanten weiteren Folgerungen aus diesem Satz vergl. man die
Nettosche Arbeit.
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der Kkleinste Kxponent ist, liefert endlich 2a > ae¢; 4+ b(n—i), woraus
wieder ¢ > b(k+1) folgt. Man findet daher in jedem Fall a >k + 1,
und da p dorch p* teilbar ist, so muB der Grad von %(p) mindestens
k+ 1 sein, w. z. b. w.

Die aufgefiihrten Satze sind lediglich Beispiele zur Illustration meiner
Methode; sie mogen geniigen, um die Fruchtbarkeit derselben darzutun,
und zu zeigen, wie iiberraschend einfach die Beweise selbst komplizierter
Irreduzibilitatskriterien sich bei threr Anwendung gestalten. IndeB wire
es nicht schwer, die Zahl dieser Sitze beliebig zu vermehren; insbesondere
lassen sich z. B. alle von Netto a. a. O. bewiesenen Theoreme in der-
selben Weise neu begriinden.

Ich habe mich der Einfachheit halber im vorstehenden ausschlieflich
auf die Irreduzibilitit in bezug auf den mnatiirlichen Rationalitdtsbereich
beschrinkt. Doch will ich hervorheben, daB nach demselben Prinzip mit
ebensolcher Leichtigkeit sich ganz analoge Sitze bewelsen lassen iiber die
Irreduzibilitit in bezug auf einen beliebigen algebraischen Rationalitdts-
bereich. Der Eisensteinsche Satz lautet dann z. B.:

Die algebraische Gleichung

@+ ettt g, =0,
deren Koeffizienten einem gewissen algebraischen Kirper K amgehiren ‘wund
samtlich durch ein bestimmies Primideal p dieses Korpers teilbar sind, und
swar «, nur durch die erste Potenz von p, ist wm Bereich K irreduzibel.

Eisenstein selbst hat seinen Satz bereits fiir den Korper £()/—1)
bewiesen.

Miinchen, den 5. Juli 1904.




