
Zur Bestimmung der Anzahl Primzahlen unter gegebenen 
Orenzen. 

Von 

FRA~Z ROG~L in Br~__n. 

Im ,,Archiv der Mathematik und Physik" 2. Reihe, T. VH, 1889 
S. 381 wurde yore Verfasser fiir die Anzahl ! ~  der Primzahlen 
Pl ~ 1,  •2 ~ 2 , . . . ,  welche nicht grSsser als eine gegebene Zahl m 
sind, folgender Ausdruck angegeben: 

(1) 9.Ira= {m I 1--p-~ - { - n - -  1; p, < p/m.(p=+: 
Z 

wo das eingeklammerte [m 1 symbolisch anzeig~, dass nach vollzogener 
Multiplication der n --  1 gliedrigen Faotorenfolge jedes Glied noch vor 
der Reduction mit [m] zu mulfipliciren und dann 

' = t " t l m l  , 

d. h. gleich der grSss~n in dem Bruche m en~haltenen ganzen 

Zahl zu se~zen is~, wobei schliesslich folgender Ausdruck entsteht: 

+1 1+1 I+1 1+ " 

t ~ t - . .  
Diese Formel (1) isl noeh einer weiteren Umgestaltung f'ahig, 

deren Zweck es ist, dutch Verminderung der Factorenanzahl n -  1 

i n H d i e  Reehnung zu vereinfachen. Dur'eh die Redueirung dieser 
2 

Anzahl auf ein Minimum und womSglich dutch Eliminirung des Pro- 

l m 1 H s o l l  ein recursiver Ausdruck ffir 9~ geschaffen werden, ductes 

welcher Aufschluss fiber die Beziehungen verschiedener 2 geben wird. 
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I. Vor Allem muss bemerkt werden, dass die nimlichen Sehliissr 
welche zur Formel (1) fiihrten ~ es erlauben, den Ausscheidungsprocess 
aller Primzahlen < als die gegebene Zahl z his zur lenten ~, fort- 

wodurch die Grenzen yon H erweitert werden. Es ist zuse~zen, 
offenbar: 

H ( 1 )  (1") 9.I, ---~ lz{ i i,; q- n - -  1 
2 

~+i _I__)+ , tH(  1 .. 
2 

n 

1 

2 

~ + v - -  1 ( w o  v < ~.-- n )  - - -  

=,.,8(1 _ _  

1 ) -k  ~ , - -  l; p,. 

denn die griSsste Primzahl ~ z ist offenbar l ~ -  
Dureh Gleiehse~zung des ursprfingliehen mit dem letzten Ausdruck 

ftir ~[, entsteht: 

(2) [z[ 1 - - - ~  ~--- 1. 
2 

Es isg einleuchtend, dass die obere Grenze ~. beliebig vergrSssert 

werden kann, ohne den Werth yon H zu ver~udern. Factoren 

x ( 1 - 1 %  '1)~ welche Primzahlen en~sprechen, die > z  sind, ksnnen 

1~ selbstvers~ndlieh keinen Einfluss haben~ da ~ ~ 0, wenn Pr > z ist. 

In ihrer allgemeinsten Form lautet daher die Gleiehung (2): 
~0 

H (, - ; : )  -- , .  
2 

Nach dem leich~ zu beweisenden Sa~ze 

2 2 2 

weleher flit jedes n ~ ~.  gilfig is~, kann geschriebep werden: 

~.= t , IH(~-; , )  + -  = J'JH- [ ~-~ t17+'. 
2 2 

Mathematische A m ~ l e ~  ~ ' V ' I .  ~0  
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nun ist aueh 

woraus: 

%, = [ ~ I / - / - F  n - 1, 
2 

~___Z_IH( 1 1 

Dieser Satz gilt aueb, wenn die obere Grenze > n < 3I~ 
Fall ist 

(4") 

ist; ein speeieller 

] * [ U  ( 1 )  = 1  1 /~,- . 

Durch wiederholte Anwendung des Satzes (3) ergiebt sich: 

' 1 t~1+1~1-t , .+ .  ~.+= I H=~, 2 

Z 

[1 ~ I+ I~1+ t~1-t,.+, ~,.+,I-I,.+, :,.+~i-i,.+~ ,.+~l + 
l t] H ( ' )  z . 1 /7 , . -=3 .  "{- P,,+I P~,+-"P,d-3 ~. 

U. S. W .  

2. Um nun die Grenzen yon H einzuengen, kann der 8atz (a) 

vorflaeilhafg beniitzt werden. Es ist 

~, = 1~ I H +  
2 

~--1 ~ - - 1  

U t-;:.IU n -  1 = 1 " 1  - -  - l - n - -  1 ,  

wobei abkiirzungsweise H ffir H ( 1  --  1_) gesetzt wurde; 
~ Pr 

ha~ man 

2 

ferner 

well ~ - - 1  ~ n ' ,  wo p~, < V ; , ,  <P,, '+l;  hieraus ist: 

dies in ~ gese~t, giebt: 
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n--1 

I/ 
2 

n - - l n U n - - 2  

und ebenso folgt dutch wiederholte Anwendung des Sa~zes (3): 

2 

(5) 9 . I ,= ] z [  - -  9.1 ~ - [ - ~ - - 1 - [ - - - - - { - - ~ , - - 1 .  
2 ,-~I 

Die Zerlegung yon [zlH nach Satz (3) kann nur dann mit Effolg 
2 /T 

fortgesetz~ werden, solange p~-i > ~ ist; es wird abet endlich als 

obere Grenze eine Zahl m hervorgehen, fox welche p~ <: f ~ z  <: 
# 

2~+1 
" F r o  Jr 1 

sein wird, oder f~  p~+, < z < P~+I und well p~ < T~+,, umsomehr 

(6) pZ< < Pro+," 
Dem entspricht: 

+ 
2 m-I-I 

Diese Formel lisst sich dutch einfache Substitutionen in jene iiber- 
fiihren, welche Me i s se l  in den ,,Mathematischen Annalen" Bd. II  u. HI 
fiir die Anzahl gegeben hat; in derselben wird die Einheit nicht mit- 
gez/ihlt (~v,--2 ,  102 ~ 3 . . . ) .  Die Ableitung mittelst Ungleichungen ist 
eine bei weitem umst~ndlichere als die hier gegebene; sie hat den 
weiteren Nachtheil, dass sie keine Handhabe zu wiederholten Um- 
gestaltungen derselben Formel (7) darbietet. 

Je grSsser die gegebene Zahl z ist, desto vortheilhafter wird die 
Anwendung obiger Formel. well mit wa~hsendem ~ auch tier Unter- 
schied zwischen m und n sehr rasch zunimmt. 

~- 168, 

Z. B. ffir z ~- 1000 ist n 
10 000  ,, 

-~ 100000 ,, ----- 
~--- 1 000000 ,, 

12~ m ~ 5, 
26,  ~ 9, 
67, ~ 15, 

2 6 .  

0 Q m �9 @r ~ Q ~ Q �9 ~ �9 �9 

3. Um die Reihe }let Theiler p~... p~ noch welter zu redueAren, 
wird wieder Satz (3) angewendet, dann ist: 

20* 
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(8) 9.I~ = I z 1 , .H__ I _ ~  I H _ _  ++ [ ~  ~ 9,I ~ _.}. ( ~ ) _  (m--2 1 ) .  

h"un lisst sich auf das zweite Glied reeh~er Hand sofor~ die Formel (5) 

�9 y z < p~.+~; denn es anwenden, weft stets m -  1 < n' is~, p~ < i%, 

giI~ auch: 1am < ~/z < p,~_~. Wenn in ersterer Ungteichung start p~ 
das grSssere Vz gesetz~ wird, so ist p~,+~ :;> Vz > p~, daher wirklich 
n ' - { - l > m  oder m - - l < n ' .  

m ~ 1 ~ '  

(9) ID~ P~ 2 

Da n' ~ m ist, so kann die untere Grenze yon 
treffen. Aus (9) folgr 

Es ist daher gestattet zu schreiben: 

t 1. , 9.i ~ --l- - - 1 - - l - . - - - l - m - - 2 .  

, ~ d i e  obere hie fiber- 

2 m 
2 

dies in (8) gesetzt, giebt: 

Z 

2 m m 

2 1). 

Ist ~ ~ p 3  _t_ a und ~- < p : _ . p 2 ,  unter2, Pl zwei aufeinanderfolgende 

< 7 / f -  wei  < f f  + Primzahlen verstanden, so ist p~, = r  l0 ' 

daher ~-- p ist, somit p,,, < ~ --}- -~ < p,,'+l und p,,,.-.~..p ~ .  Pro, n'-----m. 
~w 

27 In diesem Falh  bes~eht also die Summe ~ 9.I ~ nut aus einem 
m t0~n 

einzigen Gliede. Im AIlgemeinen umfasst dieseIbe im VerhKltmiss zu z 
nut sehr wenige Glieder, so ist z. B. ftir z ~  1,000~000: m ~- 26 d ~ 2 7  

~ d  r ~t ~'~-T § 2 ~ ' ~  " 

so ist z <:iV12p. Wenn also 

Das symbolische Produet lgsst 

handeln wie l~l I - / ;  es entsteht: 
2 

~g 
Da ~ <: s 2 - -  

f < ~ < io12p 

sich w~iter 

p2 und u -- /~s q_ a, 

is~ so folg~ immer 

zer~l len und so be- 
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2 m ~ l  m m ~ l  

/ / - -L-z  < p ,"+t .  

V z > ] /  folglieh auch 
/ 

- -  n" ~n",  ferner Da 1o,~_~ < Pro, so ist P~ ~ P,~-I ~ --  
$ 

~,/te 

ist n'~ m, nmsomehr n " >  m -  1, die obere Grenze in ~ .~  ist mithin 
m - - 1  

grSsser als die untere, daher ist dio Snmmirtmg ausfiihrbar. 
Diese allm~hliehe Vermindertmg der oberen Grenze m wird im 

allgemeinen nicht bis znm Versehwinden derselben, sondern nur bis 
zu einem gewissen Grenzwerth k getrieben werden k5nnen, gin be- 

$ 

lull--/wird ja naeh Formel (5) sich nut dann dutch 9~u liebiges 
2 

darstellen lassen, wenn s ~ a,  Po < ~/u < p~-1 ist. In Folge des 

bisher befolgt~n Vorganges wird ~ immer grSsser, weft der Theiler 

p,. immer kleiner wird, wiihrend die obere Grenze fo~w~l~'end abnimmt;. 
Ffir die Grenze k wird nach dem leich~ zu erkennenden Bildungsgesetz 
der Formel (11) offenbar: 

k n m - -  k ~ (~ )  m - - k  

k + l  1 tn-~q-~ Pm-~q- i  Pr  o 

- -  1 ) .  

k ~q-1 k k 

Hieri~a entstand I z ] aus I z I ~- [ z I - -  ~ ; dami~ nun 
2 2 2 2 

g 

H mit, telst der Formel (5) durch 9~-~i ausgedrfickt werden 
2 

f ~  komate, muss~e p~ < /3~_i < P~rz oder pakp~q~l < ~ <~ s und um- 

somel~ 

(13) pl < z < p~_, oder pk < ~/z < p~-t 

sein, wodttreh die Grenze k de6nirt ist. 
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4. Die Formel (12) biete~ ann wieder analog w~e bei (5) das 
Mittel dar, das Gebie~ tier Pr imz~len-Thei ler  p ~ 2 ~ . . ,  welter ein- 
zuschr~nken. Es ist 

~--I ~ I  

I"I = I"I - N ' 
2 2 2 

das negatdve Product kann durch ~I,  miF~els~ einer der Formeln, 

welche aus (12) dutch die Subs~itu~ionen k ~ - m  ~ 1~ m -  2 , . . . k  
hervorgehen, ausgedrfickt werden. Ein Repr~sentant dieses Systems ist: 

( 1 4 )  Z 

~:~  ~ ~ o o 

Z 

i%_,'+i P,, 

worin ~ alle Werthe von m bis k annehmen kann. Die Bedingung, 
/c--1 

J J ~ f lll unter welcher ~ -  ~ 

gedrfick~ werden kann ~ ist gegeben durch die Ungleichang k - -  1 ~ k'~ r wo ~ ,  < ~ - <  P~'+I is~. Nun is~ 

81 . ~ -  setz~ man hierin s ~  ~,  das grSssere ~ ,  so folgt . ~ j ~  .~_ ] / ,  < pr+,, 

r a i s in  tv~ ~ ~/~ <: ~ + ~  und k ~ 1 ~ k'. Die Bedingung wird daher 
thats~chlich erffill~. 

Se~zt man an S~elle yon m und n die sich auf ~ beziehenden 

GrSssen ml und n~, ferner x ~ - ~ -  1~ so folg~: 

~--1 -~ ~ l -  k-t--1 ~(~) 

2 k 1 m l - - ~ - I  Pm~-~-bl P~ Pr 

da ferner p~ ~ ] / ( ~  ~ p,,+l, ~m, <: ~ <: pm~-1, so ergiebt sich: 
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~ 1  ~ ~ 
g 

1 m--~-{--I 

i m~--~'-]-I 
+,~.~: 2z(~) 

0 0 

(~) ( ~ ) + ( ' ~  + ~ . _ _ - : )  ( , - , )  

Beriicksichfig~ man, dass n~ ~--n ('~-~,a), so l~sst sich das 4. und 
5. Glied auf der rech~en Seite der Gleichung vereinigen und es kann 
kfirzer gesehrieben werden: 

~--1 n m--k.4-I ~(~') 

~ k 1 m---~+l 

m~--/r n~O') m - k  m~--,~-t--I 

- Z .  Z -  ~ " ("~)+__Y (":) 
(~) (~1)_]_ (k-- 1) ( k - -  

_ _ ~ + 3 2 )  - 

Ebenso wird gefuaden: 

(17) ~,  = l~I -- ~ ~ 
2 k--l~ I m - ~ l  

Z 

- N  __Y ~,~._~..~, - 2  ~ ~ ~  

o o o 

(~;) ('~') ( ' ~ 0 + r  - _ _ _ ~ + ( ~ ~  

U. s, f. Scb]iesslieh komm~, mit einfacher Reduction: 
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~ . , - - ~  n{~} 

Z 

2 l~q-1 1 m--~-[-1 

Z 

l},~,-,q.-~ P,, 

~._~ ~,~-~+~ n{~} 

]r 

k : ~ / +  (4k) - 4 , 
o 

/c - / ,  ~9~ - k-l-~ ~ 
/n{~}\ 

o o 

Die GrSsse h kann tibrigens alle Werthe h ~-- k - -  1 , . . .  h -t- 1, h an- 
nehmen. 

Mi~ Hilfe der Formel (12) liesse sich dieser Ausdruck nicht welter 
entwickeln; es mfisste zu diesem Zwecke die Formel (18) selbst heran- 
gezogen werden. 

Ein Vergleich der bisher gewonnenen Resultate dieser, durch die 
GrSssen n, m, k, h, . . .  marldrten stufenf6rmigen Eniwickhng,  l~s t  
ein allgeme~nes Bildungsgesetz deuflich wahrnehmen. Fiir irgend eine 

Stufe c, (p~ < ~ <~ p~-l, q eine ganze Zahl), ist 

(lo) 

]r m/~ --1r 

/ k "l- (--  1) ~-l (, 

Z 

+ (- (;_- l )  

P . , -  ~ +  1 P r  

Es liegt in der Natur der Sache, dass der Unterschied zweier un- 
mittelbar aufeinandeffolgenden Stufen mit fortschreitender Eni~vicklung 
ziemIich rasch abnimmt. Dieses Veffahren finder selbstvers~ndlich 
seinen Abschluss, sobald die Stuf~ 9I ~ 1 erreicht wird. 

Im Folgenden soll nun eine Methode gezeigt werden, welche das 
vol!s~udige ErschBpfen des Theilergebietes 1% . - .  10~ entbehrlich macht. 

5. Die GIeichaug 

loj is~ s~N,  abet auch nut dann riehfig, wenn der Res~ y ,  = -b- Sie 

ist; unter ~]]en Umst~nden gittig, wean c darch b theflbar ist. Dieser 
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/7 ( ' )  Satz kann sofort auf das Produc~ l al ~ [a ] 1 - -  -~ . .  �9 1 - -  

angewendet werden~ wenn eine Zahl c < a gefunden werden kann, 
welche durch 2 . 3 . . .  p~---~ f~ theilbar ist. Ein wirklicher Vorthefl 
ffir vorliegende Zwecke wird jedoch nur dann erwachsen~ wenn die 
Differenz a -  c mSglichst klein ausF'aUt. Es kommt demnach darauf 
an~ die gegebene ZahI z zwischen Vielfachen yon Primzahlen- 
Factoriellen 2 . 3 . . . p ~ - I -  pi so einzuschliessen, dass 

, l .  2 . 3 . . .  p~-1./o~ < z < (it "k 1). 2 . 3 . . .  pi-1.  lv~, 2 < lv~+l 

ist; selbs~verstiindlich giebt es unter dieser Bedingung nut eine einzige 
Factorielle/~. 

Wurde nun zur Beskimmung yon 9~ die obere Grenze n yon 
n i 

/ 7  bi~ a.f i ~od.r ~ i~t Uo= ~ / / +  .; ~ob~ ~ n  ~ o n  
2 2 

H a b ,  so ergiebt sich: 

Dass sich dieses Product ungleich leichter bestimmen l~isst als 
i 

t~1/-/, 
2 

liege auf der Hand. 
Fiir alle Zahlen yon 7 -  24 und yon 3 1 -  48 ist die Factorielle f~ 

aUer Theiler yon P2 his 2o~ ldeiner als die Zahlen selbst; fiir alle 
andem Zahlen ist dies nicht der Fall. Der Unterschied zwisehen 
einem Primzahlenquadrat p 2  und der entsprechenden Factorielle f~ 
w~ichs~ mit zunehmendem ~ ausserordentlich rasch. 

In W e r t h e i m ' s  ,,ZahL~theorie" is~ ein Beispiel ffir z~--1000 
mi~telst der M e is s e l'schen Formel ausgerechnet zu finden. Das Product 

5 

2 

--}- (,~) ~ 2 4 - -  1 15 Gliederu. 

Mittelst der Herbeiziehung yon f7 ~ 2 . 3 . 5 . 7  ~ 210 wird 
die Rechnung einfacher. Es ist 4 .  210 < 1000 < 5 .  210, 

5 5 5 

l ~ o o o j / - / =  1~ooo 4 . 2 i o l / - / +  ~9~ = ~6o ~--//+ 192 
2 2 2 

5 

19 '2 - - - -38 - -5+-3+  192=228 ,  
2 
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Je nEher die Zahl z einem Vielfachen yon f liege, desto vor~heilbaRer 
is~ die Bentitzung desselben. Am einfaehsten wird sich die Ent- 
wicklung ftir ~ ~ f geben. Sei beispielsweise z ~ 2.3.5.7.11 ~- 2310 ~--- fe, 
so is~ bier ~o. ~- 47, n ~ 16, ~ ~ 13, ~n ~ 7, p., ~-- 13, n" ~- 7 und 
nach Formel (10): 

16 

~t~3~o~- 1 . 2 . 4 . 6 . 1 0 - - ~ ' ~  ~s~o 
7 

-~- 480 -- ~I~ - -  31~ ~ ~.I~i -- 

---~ 480 ~ 261 -[- 116 ~ 335. 

+5~ - 

~100 - -  ~ 7 9  - -  ~ 7 4  - -  ~62  - -  ~ 5 6  

~ --~ ~ - -  ~I~7 -Jr- 116  

Bei der Aufstellung einer Primzahlen-Tafel dtirf~e es sich empfehlen, 
yon diesem abktirzenden Verfahren behufs Verification der Primzahlen- 
Zeiger (n in p.)  Gebrauch zu machen. 

Liegt die gegebene Zaht n~iher bei (Z ~ 1)/~ als bei Z/~, so kaun 
der Umsf~nd beniitzt werden, dass Q t - ~ - 1 ) / ~ -  1 dutch irgend eine 
Combination ohne Wiederholung c der Primzahlen yon i% his p~ ge- 
theilt, den grSsstm5glichen Rest C -  1 giebt. Daher l~s t  sich auch 
in diesem Falle die Formel (20) anwenden; es is~ dann: 

l(;t ~- 1)/~ -- 11 H -- Izl H -~-[(z -Jr- I) ~-- 1 -- .[ H. 
2 2 

Nun bezeichne~ allgemein 
2 

dutch keine der Primzahlen yon 
(Z-} -1 )  f~ unter diese ZaMen 

]u] H die Anzahl Zahlen ~ u ,  welche 

1o2 bis /~,~ ~eilbar sind; da aber 
offenbar nieh~ geh5r~, so folg~ 

- - - -  (~ + 1)~1F/--- (z+l). 1.2.4...(p,-1) l(Z+ :[) t ~ -  11 H 
~ d  

i 

(2:) l tH= . . .  :IH. 
2 2 

Endlich kann auch die Formel (4) behufs Abkfirzung der En~- 

I "~ ~ u ~ + 1 - -  1 wickhng mi~ Vorflleil augewende~ werden, wenn ip~_ 1 _ 

ist. Denn die kleins~e~ mi~tels~ der Theflerreihe P2 - ' - 1  ~ bestdmm- 
bare Anzahl ~ ist die fiir die Zahl p~, w~ihrend die grSsste die flit 

t~+1---1 isk In beiden FEllen is~ nach Formel (4): 

1 ~ 2 2 
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Wenn daher in (20"): ~ -- ~fi ~ ~+, -- 1 ist, so folgt: 
Pi+l 

-<_(~+0~- 
{ 

i 

tZ-- ~ , ] ~ I H =  1 , und wenn in (21)I p~ 

ist, folgt ebenso: l (~ t -} - l ) /~ - -z - -  1[ U ~-- 1. Allgemein, wurde 

]z i / - /  aur lul/'Ireaueirt, u~d ist lo~<//4-<p~-,, fer-er g< i<~ ,  
2 2 

g 

so is~ nach Formel (1"): ]u] U ~ ~ - -  i -}- 1. 
2 

S a l z b u r g ,  im September 1889. 


