Zur Bestimmung der Anzahl Primzahlen unter gegebenen
Grenzen.

Yon

Franz RogeL in Briinn.

Im ,,Archiv der Mathematik und Physik“ 2. Reihe, T. VII, 1889
S. 381 wurde vom Verfasser fiir die Anzahl 9, der Primzahlen
p=1, p,=2,..., welche nicht grosser als eine gegebene Zahl m
sind, folgender Ausdruck angegeben:

1 A= [m}ﬁ(l—-—l.};)—{—n—— 1; pu < VYm< Pups
2

wo das eingeklammerte |m | symbolisch anzeigt, dass nach vollzogener
Multiplication der % — 1 gliedrigen Factorenfolge jedes Glied noch vor
der Reduction mit |m | zu multipliciren und dann
1 m i
2

m ==
1l o =P,
m

d. h. gleich der grossten in dem Bruche enthaltenen ganzen

7 IR

Zahl zu setzen ist, wobei schliesslich folgender Ausdruck entsteht:

" Pe Dy | 27
m m m
+\ 7 +}Z’2P4 T | T
m
o —— - e » "'1:
Pzpap‘;! +n

Diese Formel (1) ist noch einer weiteren Umgestaltung fihig,
deren Zweck es ist, durch Verminderung der Factorenanzahl # — 1

in l l die Rechnung zu vereinfachen. Durch die Reducirung dieser
2

Anzahl auf ein Minimum und wombglich durch Eliminirang des Pro-
ductes | m {Hsoll ein recursiver Ausdruck fiir 9, geschaffen werden,
welcher Aufschluss iiher die Beziehungen verschiedener % geben wird,
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1. Vor Allem muss bemerkt werden, dass die nimlichen Schliisse,
welche zur Formel (1) fiihrten, es erlauben, den Ausscheidungsprocess
aller Primzahlen < als die gegebene Zahl z bis zur letzten py, fort-

zusetzen, wodurch die Grenzen von l l erweitert werden., KEs ist
offenbar:

(1% 9, ={z{ﬁ(1 __1%:) +n—1
=—~1zzﬁ(1-;};)+n=

=;zlﬁ(1——1—:—) +un4+v—1 (wor WA —n) -
A y

=—.§z}ﬁ(1 —---1-};) + A, —1;
g

denn die grosste Primzahl < z ist offenbar py, .
Durch Gleichsetzung des urspriinglichen mit dem letzten Ausdruck
fiir A, entsteht:

A,
@) [HFIO—%ﬂ=L

Es ist einleuchtend, dass die obere Grenze 9, beliebig vergrossert
werden kann, ohne den Werth von l l zu verindern. Factoren

(1 — 3}— , welche Primzahlen entsprechen, die > z sind, kénnen
r
selbstverstindlich keinen Einfluss haben, da zf*

r

In ihrer allgemeinsten Form lantet daher die Gleichung (2):

@% zgl"[(p--——)_

Nach dem leicht zu beweisenden Satze

== (0, wenn p, > 2 ist.

n—-l n—1

® mﬂ(l =)=t [=|5|IT

welcher fiir Jedes n < A, giltig ist, kann geschriebeg werden:

ZIH(I“*’)“‘L”"' ; lma—a. !H’*'”’

Mathematische Anpalen, XXXVI,
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nun ist auch

91,=t2{ﬁ+n-—-1,
2

l l (1 — -L) =1.
?,
2
Dieser Satz gilt auch, wenn die obere Grenze - ist; ein specieller

Fall ist

(4)

woraus:

(4)

z
b2 n+1

2

2
Dy,

%A, —1
1;](1 ._-137) =1.

Durch wiederholte Anwendung des Satzes (3) ergiebt sich:

z z | 2 nﬂ —9

Prta Puy2 Doty - Ppio 5 ’
[ - z + z | z _.1 z b 2
Py Ppye Pyys Ppy1 Puge Puya 'Pn+3§ Ppio-Puys
n .
+ 2 H-“(1_-_1- — 3.
-pn-{-l pn—i—;’:pw-l-s 3 b,
. S. W.

2. Um nun die Grenzen von l l einzuengen, kann der Satz (3)
vortheilhaft beniitzt werden. Ks ist

Q{z"’*lziﬁ-}'%*lr-fﬁlﬁ"{—g; ﬁ-}—n——l,
2 2 2

n n

wobei abkiirzungsweise fiir l l(l — _EL) gesetzt wurde; ferner
2

2 r

hat man

n-—1

H+”""2z
2

weil . — 12> %, wo px < v;— < Pw'41; hieraus ist:
n

3 T

dies in A, gesetzt, giebt:

¥

QIP“

2
y

o | — (0 —2);

2
»
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n—1
%I,-—--—MIH«-—QI;—@%
2

und ebenso folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes (3):
%—lal [ [
g

(5) 9I,——=}z|ﬁ——2nr%[l-::l+n—- 14+---4+v—1.

2 v-1

+n—142-—-2

2z i_%%+n_1+n—2+n——-é,...

Dy

Die Zerlegung von |z| l l nach Satz (3) kann nur dann mit Erfolg
2

fortgesetzt werden, solange p,_; > ]/—5—— ist; es wird aber endlich als

obere Grenze eine Zahl m hervorgehen, fiir welche p, < ]/5—3_: < Pt
m

sein wird, oder 2 Dy <2< » 1 und weil p, << pnt1, umsomehr

(6) p<ez<pi..

Dem entspricht:
n m— 1
+6)-("2):

) A, = | 2] [mI-Zn,’ar
2 m+1

Diese Formel lasst sich durch einfache Substitutionen in jene iiber-
fiihren, welche Meissel in den ,,Mathematischen Annalen* Bd. II u. III
fiir die Anzahl gegeben hat; in derselben wird die Einheit nicht mit-
gezdhlt (p, =2, p,=3...). Die Ableitung mittelst Ungleichungen ist
eine bel weitem umstindlichere als die hier gegebene; sie hat den
weiteren Nachtheil, dass sie keine Handhabe zu wiederholten Um-
gestaltungen derselben Formel (7) darbietet.

Je grosser die gegebene Zahl z ist, desto vortheilhafter wird die
Anwendung obiger Formel, weil mit wachsendem z auch der Unter-
schied zwischen m und % sebr rasch zunimmt,

Z. B. fir z = 1000 st n= 12, m= 5,
= 10000 , = 26, = 9,
= 100000 , = 67, =15,
= 1000000, =168, =26.

- - - - - - - - - -

£
b,

3. Um die Reihe der Theiler p, . .. p, noch weiter zu reduciren,
wird wieder Satz (3) angewendet, dann ist:
20'
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o st -2 fI-Se+0)- 7.

Nun ldsst sich auf das zweite Glied rechier Hand sofort die Formel (5)

anwenden, weil stets m — 1 < %' ist, p, < ]/ pz

gilt auch: p, < /7 < pmi1. Wenn in ersterer Ungleichung statt py,

das grossere J/z gesetzt wird, so ist P,y > /2 > pu, daher wirklich
% 4 1>m oder m —1<%n. Es ist daher gestattet zu schreiben:

”2%) Doy, Dy

Da #' > m ist, so kann die untere Grenze von 2 die obere nie iiber-
treffen. Aus (9) folgt:

m—1 7'
el =27+ 2055~ (3)+ (")

dies in (8) gesetzt, giebt:

m—1 % n
oo wi [f-Srug St () +(5)- ()

2 m - ~ (m ; 2) |
Ist z=p*+« und — < p;®—p? unter p, p, zwei aufeinanderfolgende
Primzahlen verstanden, so ist g ]/p3 T weil pu < V05 + @,

Pm

< Pu41; denn es

® %A o —14---4m—2.

_ | 2
P

daher =p ist, somit pry < ]/p + F < Py Und Py=p=Dpyp, 1 =m,

In diesem Falle besteht also die Summe 2= A Z_ pur avs einem

einzigen Gliede. Im Allgemeinen umfasst dieselbe im Verhdltniss zu 2
nur sehr wenige Glieder, so ist z. B. fir 2=1,000,000: m =26 »n'=27

—= . d — p2 — p3
undZ———% +91st2?21 Dap<gp1 p? und z = p® -} ¢,
S0 ist 2 < p, p Wenn also p® < 2z < p,%2p ist, so folgt immer

m=n.
Das symbolische Product ldsst sich weiter zerfillen und so be-

handeln wie | 2| H; es entsteht:

2
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an A — mn——Z’% Z%Mr -—2 D
FEFE ) -() -2 - (")

Pr < l/ P:—x < Pr 1.

Da pu—1 < pm, so ist ]/— > ]/ , folglich anch #” >»’; ferner

m—-l
re
n

ist % > m, umsomehr %" > m — 1, die obere Grenze inZist mithin
m—1
grosser als die untere, daher ist die Summirung ausfiihrbar.
Diese allmihliche Verminderung der oberen Grenze m wird im
allgemeinen nicht bis zum Verschwinden derselben, sondern nur bis
zu einem gewissen Grenzwerth % getrieben werden konnen. Ein be-

liebiges ]uln wird ja nach Formel (5) sich nur dann durch Y«
2

darstellen lassen, wenn s> 6, ps < J/% < pops ist. In Folge des

bisher befolgten Vorganges wird lf— immer grosser, weil der Theiler

r

p, immer kleiner wird, wihrend die obere Grenze fortwdahrend abnimmt,
Fir die Grenze £ wird nach dem leicht zu erkennenden Bildungsgesetz
der Formel (11) offenbar:

(¥ m—k

(12) QI‘—lzl_l_‘l— 2%_-—2 EQIP”, »{.1Pr+2(2(7))

g k1
m E—1
-(3)+(3)
k k41
Hierin entsta.ndlzln aus lz]n= |2 ]
2 2

n mittelst der Formel (5) durch %A —k_—*_—— ausgedriickt werden
1

PH..l
konnte, musste p; < l/ < D1 oder p3 0 <2< Piy und vm-
somehr

(13) Pr <2< popr oder ;p < V2 < ppp
sein, wodurch die Grenze k definirt ist.
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4. Die Formel (12) bietet nun wieder analog wie bei (5) das
Mittel dar, das Gebiet der Primzahlen-Theiler p,, p,, ... weiter ein-
zuschrinken. Es ist

E—1

sl [T =1t [ [ — =]

das negative Product kann durch 9, mittelst einer der Formeln,
Py

welche aus (12) durch die Substitutionen bk=m —1, m —2,...k

hervorgehen, ausgedriickt werden. Ein Reprisentant dieses Systems ist:

z
D,

m—z (¥

(14) %z=tzsﬁ~$‘%§~—2 Do evrn
2 >+

1 m—yl
S -+ 7Y

worin % alle Werthe von # bis £ annehmen kann. Die Bedingung,
k—1

H durch %, mit Hilfe dieser Formel (14) aus-
P

Px

gedriickt werden kann, ist gegeben durch die Ungleichung % —1 < k',
g j—
wo o < ]/}%— < pr41 ist. Nun ist

unter welcher { 2
p;

4/ /%
P < 1//3 < Prp1, und pp < I/}%— < Pr41;
setzt man hierin statt p; das grossere J/Z, so folgt v —fj—_ =12 < prys,
54

mithin p; < /2 < py41 und % — 1 < k. Die Bedingung wird daher
thatsichlich erfiillt.

Setzt man an Stelle von m und % die sich anf -—z—l beziehenden
Grossen m, und %, ferner x =k — 1, so folgt: )
s | T z S : G G
(15) i—ﬁu;[ = _132'+er A5 Z mrzy_;ﬁ pml-,.ilpkp,

S ) -5 -

3
da ferner p,, < J/ 5; < Patts Pu, <Y —2% < Pmgt1, O ergiebt sich:
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k—1 m—k a2®
pk Y28 - -pm--v-i-I b,
—_ )
2 2 -~ 2(”"") 2"‘“( )
PO k4
& pmﬁmpk 7,

~E)-()+ (3403,

Beriicksichtigt man, dass , == n®*+1), so lasst sich das 4. und
5. Glied anf der rechten Seite der Gleichung vereinigen und es kann
kiirzer geschrieben werden:

k—1 m—i+1  nlv)
0 w—ia [[-Saz-3 Sugtoy
(16) 12| U Pm-r—}—l B,
m—v41
w1 ™ my—k+1

2 (%)

()
— Ev Er b1 d + E (’I’& i’ )
1 1 pm,—v—]—l P2,

my

()~ @)+ (59405

Ebenso wird gefunden:

%2 m—k42  n?)
2
(17) %, = 2] ll~—2% 3 Sty
—1- 1 me-rfl Pyt Pr
m—ktl 2" M=k 2,(®)
z z
- > -2 2
Z My L Pu -v-l—lpkpr bt pmz—'v—ir—ipkvlpr

Myl

+ S5+ (1) + )
~B)-®)-)+C3)+(3)+C30)

¥ ¥ zw / 2
fy = nlm—H, pMl=n0), p, <7/%;— < Prrty ?m<l/ Poa <PT+“

U. s. . Schliesslich. kommt, mit einfacher Reduction:
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n—t 2"
(18) % =|2| | l‘" Z’%____,Z' 2 ot
2 i1 M1 Dy v-—}-lp;
k—% My~ ku “M E—h Py RHp (%)
Z —y n
N ”2 2%‘ + 31 3 (%)
4—5 T Ty —9-H1 .pm#-—-v-{-l Pr—ut1 P - . )

S@0-07).
< i’/; < Put1-

Die Grosse & kann iibrigens alle Werthe h =k —1,...h -} 1, h an-
nehmen,

Mit Hilfe der Formel (12) liesse sich dieser Ausdruck nicht weiter
entwickeln; es miisste zu diesem Zwecke die Formel (18) selbst heran-
gezogen werden.

Ein Vergleich der bisher gewonnenen Resultate dieser, durch die
Grossen =, m, k, k, ... markirten stufenférmigen Entwicklung, ldsst
ein allgemeines Bildungsgesetz deutlich wahrnehmen. Fiir irgend eine

Stufe ¢, (p,, < f/g < Poy1, q eine ganze Zahl), ist

m—c at¥)

(19) A = !31} H 2%[ 2 2 . Pm-v.HZ’r

m—~v-+1

k4
— _S_," zr’ E,' 9% d —_
Poyy—v1 Pi—pt1 Pr

¢c—1
P)+ ()

Es liegt in der Natur der Sache, dass der Unterschied zweier un-
mittelbar aufeinanderfolgenden Stufen mit fortschreitender Entwicklung
ziemlich rasch abnimmt. Dieses Verfahren findet selbstverstindlich
seinen Abschluss, sobald die Stufg ¥ =1 erreicht wird.

Im Folgenden soll nun eine Methode gezeigt werden, welche das

vollstindige Erschpfen des Theilergebietes p, ... p, entbehrlich macht.
5. Die Gleichung

al ¢l _la—e]
@0) 31—l =5
ist stets, aber auch nur dann richtig, wenn der Rest ! } > l I Sie
ist unter allen Umstinden giltig, wenn ¢ durch b theilbar ist. Dieser

T
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Satz kann sofort auf das Product |o| 17 = [a;(l — %) et (1 _ E)‘._)
3 i

angewendet werden, wenn eine Zahl ¢ < o gefunden werden kanm,
welche durch 2.3 ... p;=f; theilbar ist. Ein wirklicher Vortheil
fiir vorliegende Zwecke wird jedoch nur dann erwachsen, wenn die
Differenz a — ¢ moglichst klein ausfillt. Es kommt demnach daranf
an, die gegebene Zahl z zwischen Vielfachen von Primzahlen-
Factoriellen 2.3...p;; . p; so einzuschliessen, dass
11.2.3..._p,;._l.pi<3<(l+1).2.3..._p¢'_1._pi, l<p,+1

ist; selbstverstéindlich giebt es unter dieser Bedingung nur eine einzige
Factorielle f;.

Wurde nun zur Bestimmung von ¥, die obere Grenze » von

(2] l l bis auf ¢ reducirt, soist A, =2 l l+ 6; zieht man davon
2 2
o(A.H=24.f; ab, so ergiebt sich:
2

(20%) L—gif)=E—4.R ]+
2

Dass sich dieses Product ungleich leichter bestimmen lisst als jzll l,
2

liegt auf der Hand.

Fiir alle Zahlen von 7—24 und von 31— 48 ist die Factorielle £,
aller Theiler von p, bis p, kleiner als die Zahlen selbst; fiir alle
andern Zahlen ist dies nicht der Fall. Der Unterschied zwischen
einem Primzahlenquadrat p,®> und der entsprechenden Factorielle f,
wichst mit zunehmendem % ausserordentlich rasch.

In Wertheim’s ,,Zahlentheorie“ ist ein Beispiel fiir 2z = 1000
mittelst der Meissel’schen Formel ausgerechnet zu finden. Das Product

5
IIOOO}H wurde direct berechnet; es besteht aus (%)-}- (g) 4.
2
+(3) =2 —1=15 Gliodern.
Mittelst der Herbeiziechung von f; = 2.3.5.7 = 210 wird
die Rechnung einfacher. Es ist 4.210 < 1000 < 5. 210,

5 5 5
11000} [ [ =11000 — 4 2101 [ ] + 192=160 [ [ + 192
2 2 2

_—.91160__.5..;.}%‘3311514- 192 =38 — 543 + 192 =228,
2
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Je niher die Zahl 2z einem Vielfachen von f liegt, desto vortheilhafter
ist die Beniitzung desselben. Am einfachsten wird sich die Ent-
wicklung fiir z={ geben. Sei beispielsweise 2=2.3.5.7.11=2310=f,,
so ist hier p, =47, n=16, pp=13, m="17, po = 13, # =T und
nach Formel (10):

wo0- B2 e +(9)+()- -()
=480 — W7y — Wqg5 — gy — oo — gg — gy — Uy — U
— sz — Wy — A,y 4 116

= 480 — 261 - 116 — 335.

Bei der Aufstellung einer Primzahlen-Tafel diirfte es sich empfehlen,
von diesem abkiirzenden Verfabhren bebufs Verification der Primzahlen-
Zeiger (» in p,) Gebrauch zu machen.

Liegt die gegebene Zahl niher bei (4 -} 1) f; als bei 4f;, so kann
der Umstand beniitzt werden, dass (2 4+ 1) f; — 1 durch irgend eine
Combination ohne Wiederholung ¢ der Primzahlen von p, bis p; ge-
theilt, den grOsstmoglichen Rest C — 1 giebt. Daher ldsst sich auch
in diesem Falle die Formel (20) anwenden; es ist dann:

l(l-i-l)ﬂ-—-lﬂ lZlnwl(l-!-l)ﬁ--—l—-ZIH

Nun bezeichnet allgemein |u] H die Anzahl Zahlen < u, welche

durch keine der Primzahlen von p, bis p, theilbar sind; da aber
(A + 1) /; unter diese Zahlen offenbar nicht gehort, so folgt

f(z+1>ﬂ-—-1\1"[——(z+1)mlf[-—(z+1> 1.2.4...(p—1)

und
@) sl [=a+n1.2.4... =) —1G+Dfi—s—1[ ]
2 2

Endlich kann auch die Formel (4) behufs Abkiirzung der Ent-

2

wicklung mit Vortheil angewendet werden, wenn ID—?—— Sulpopr—1
1

ist. Denn die kleinste, mittelst der Theilerreihe p, ... p, bestimm-
bare Anzahl 9, ist die fiir die Zabl p2, wihrend die grosste die fir
D1 ist. In beiden Fillen ist nach Formel (4):

22 ereerraren N == = —— = 1-
(22) }p . 121 1, i Pos 121 (Patr —1) 121
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v;
Pigy

2 — lﬁ}nz-— 1, und wenn in (21)
g

Wenn daher in (20%): <z— fi L pipa — 1 ist, so folgt:

2
—pf—‘su-mzz ——1<pu—1
Poga| ™ =
ist, folgt ebenso: |(A+1)fi—2z — ]}n: 1. Allgemein, wurde
2
}z}n auf ]u]Hreducirt, und ist p, < Y'u < py11, ferner g<i<U,,
2 2

so ist nach Formel (1%): |uj U =%, —i1+ L
P

Salzburg, im September 1889,




