
Sur la genOration
des surfaces et des courbes gauches

par les faisceaux de surfaces .

(Par J.-S . et M .-N . VANECEK, a Jicin - Boheme.)

I. Sur les faisceaux de surfaces .

1 . IJne surface R d'ordre r est determinee par un certain nombre de
conditions, qui depend de dordre de la surface R. On sait que ce nombre est
egal a

(r+1)(r+2)(r+3)~1
.

1

2 . Nous allons appeler un systeme de surfaces qui ne sont pas determinees
par un nombre suffisant de conditions un faisceau de surfaces .

Soit R le nombre de conditions qui determinent une surface B du rtcme

ordre. Quand la surface R est donnee par R - n conditions, elle forme un
faisceau (R) .

En prenant n points arbitraires a, b, c, . . . dans l'espace, on obtiendra un
nombre de surfaces R qui correspondent aux R - n conditions donnees et
passent par les points a, b, c, . . .

Appelons le nombre n, c'est-a-dire le nombre de points que nous pouvons
encore choisir pour completer les conditions necessaires a determination dune
surface R, la dimension du faisceau (R) de surfaces R .

Le nombre de surfaces R passant par les n points a, b, c, . . . et assujetties
aux R - n conditions donnees nous voulons nommer dindice du faisceau (R)
de la n 2Gj7e dimension de surfaces R.

Alors en disant un faisceau (R) de la nzente dimension d'indice m de sur-
faces R du rierne ordre, on entend : un systeme de surfaces R du rieme ordre,
donnees par R -- n conditions de telle facon, quo par n points quelconques

b

	

t m surfaces R.
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De la resulte que
k points arbitraires Bans l'espace determinent Bans un faisceau de la

ndeme dimension et d'indice m un faisceau du meme indice m mais de la di-
mension n - k.

3 . La meme chose a. lieu quart aux figures planes. II y a de meme dans
le plan des faisceaux d'indices divers .

Ainsi quand on dit : un faisceau (R) de la meme dimension et d'indice m
de courbes R d'ordre r, cela signifie un systeme de courbes B d'ordre r, de-
terminees par telles conditions que par n points arbitraires du plan passent m
courbes R.

Il est claire que k points du plan determinent un faisceau de la dimension
n - k et d' indice m dans un faisceau (R) de la n'en1e dimension et d'indice m.

II . Determination de l'ordre des surfaces et des courbes .

4. L'ordre des surfaces . - Dans le Memoire present nous nous occuperons
avec des surfaces dont l'ordre doit titre determine, quelque soit le mode de
leurs generations .

Pour cet effet it nous suffit une fois pour toutes de demontrer dordre de
la surface engendree par la maniere suivante .

5 . Considerons une surface S comme le lieu de courbes d' intersection de
deux autres surfaces appartenant a deux systemes ; ces deux surfaces jouissent
de telle propriete que a une d'elles correspond un certain nombre de surfaces
du second systeme rencontrant la premiere en une courbe de la surface S .

Dans ce cas general, it n'est pas necessaire de connaltre ni les ordres des
surfaces de deux systemes ni le nombre de surfaces d' un systeme correspondant
a une surface de 1'autre systeme . 11 nous suffit de connaftre des donnees plus
simples .

Une droite arbitraire Q perce les surfaces d' un des systemes en des points
A et celles de 1'autre systeme en des points B. Supposons que tels points A
d'une surface correspondent aux points B de l'autre surface, dont la courbe
d'intersection se trouve sur la surface engendree S .

On voit immediatement que, quand deux points correspon s A, B se
reunissent en un seul point, ce point est celui en lequel la droi Q perce la
surface S.

11 faut que nous determinions : combien de points A peuvent coincider
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avee le point correspondant B, en sachant, que
a un point A pris a volonte sur Q correspondent b points B .

et reciproquement
que a un point B correspondent a points A .

Pour cet effet, faisons passer un plan P par la droite Q et considerons
deux points arbitraires a, (3 de ce plan comme les centres de deux faisceaux
de droites.

Joignons un point A avec a et le point correspondant B avec (3 par des
droites qui se rencontrent en un point . Ce point engendre une courbe S' quand
les points A, B parcourent la droite Q par la loi indiquee .

La courbe S' rencontre Q en des points qui sont evidemment les points
de rencontre de la surface S avec ]a droite Q, on, en d'autres termes, la
courbe S' et la surface S rencontrent la droite Q en les memes points . En
determinant l'ordre de la courbe S', nous obtenons l'ordre de la surface S .

Nous allons determiner l'ordre de S' tres-aisement. Un rayon a' du fais-
ceau (a) rencontre Q en un point A' auquel correspondent suivant la suppo-
sition b' points B ; les jonctions de ces points avec j3 rencontrent a.' en b points
de la courbe S' .

De la suit que sur un rayon arbitraire a du faisceau (a) se trouvent b
points de S' . Il nous reste encore a examiner si le point a appartient a la
courbe S'.

Dans ce cas un rayon A' de ((3) passe par a . La droite aj3 reneontre Q
en un point B' auquel correspondent a points A. Par ces points passent les
rayons du faisceau (a) correspondant a la droite R' et rencontrent la en Ie
point a . De la suit quo le point a appartient a la courbe S' et qu'il est mul-
tiple d'ordre a ou que la courbe S' est d'ordre a + b .

Nous avons done ce theoreme
Une sur

	

I

	

"ntersecti
de telle proprr

	

r un point A pris a volonte sur une
bitraire Q passe la premiere figure et la seconde correspondante rencontre
la meme droite en b points B, et inversement, que par un point B de Q
passe la seconde figure pendant que la premiere correspondante rencontre
Q en a points A, la sui ce S est d'ordre (a + b) .
6 . I1'ordre des courbes gau

	

-Nous pouvons determiner l'ordre dune
courbe gauche par une vo e semblable a celle que nous avons suivie tout a
l'heure .

Supposons que la courbe traitee K soit le lieu des points d' intersection
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d' une courbe C avec une surface F, qui changent de positions suivant une
certaine loi .

Nous determinons 1ordre de la courbe K, en trouvant le nombre de points
qu'elle peut avoir sur un plan arbitraire Q .

Ce plan rencontre la courbe C dans une de ses positions en des points c
et la surface correspondante F en une courbe f. Quand un point c vient d'etre
place sur la courbe correspondante f, ce point appartient a la courbe exa-
minee K.

Afin que nous determinions le nombre de telles positions du point c, qu' it
se trouve sur sa courbe correspondante f, nous appliquons de nouveau de deux
projections .

Projettons les points c d' un point arbitraire y et les courbes f d' un autre
point T. Une droite projettante 7c perce la surface conique correspondante cp f

en des points qui engendrent une courbe auxiliare L . Il est clair que chaque
point d' intersection de cette courbe avec le plan Q est en meme temps le point
de rencontre de la courbe K avec Q .

De la suit que, en determinant l'ordre de L, nous connaisons de meme
lordre de la courbe K, ce qui exige la connaissance des quantites suivantes :

1 .° le nombre p de courbes f qui correspondent a un point c ;
2 .° le nombre q de points c qui correspondent a une courbe f;

3 . ° lordre r de la courbe decrite par le point c sur le plan Q ;
4.° le nombre t de courbes f passant par un point arbitraire du plan Q ;

et enfin
5 .° dordre f de la courbe f.

7 . Cherchons le nombre de points en lesquels la courbe L rencontre un
plan quelconque Y passant par le point y. Ce plan rencontre la courbe decrite
sur Q par le point c en r points. A chacun de ces points correspondent p
courbes f d'ordre f. Les surfaces coniques, ayant les courbes f pour lignes
directrices et le point cp pour sommet, rencontrent les jonctions des points c
avec y en des points de la courbe L. Le nombre de ces points est done egal
a fpr .

11 nous reste encore a chercher, si le point y appartient a la courbe. Pour
cet effet, faisons passer par cc point les surfaces coniques et designons le point
de rencontre de la droite y p avec le plan Q par d . Par ce point passent, comme
on sait, t courbes f, et par consequent par y passent de memo surfaces co-
niques f T .

A chacune de ces surfaces correspondent q points c ainsi que des rayons 7c,
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dont chacun determine sur la surface conique correspondante le point y comme
le point de la courbe L.

11 s'ensuit que y est un point multiple d'ordre q t de la courbe L et que
cette ligne est d'ordre

f rp + qt )

parce que le plan Q la coupe en autant de points .
La courbe K est du meme ordre . De la, resulte ce theoreme

Quand les points d'une courbe K proviennent de l'intersection d'une
courbe C avec une surface F qui forment deux systernes correspondants
de telle maniere que, en coupant C en des points c et F en une courbe f
par un plan arbitraire Q,

la courbe f soit d'ordre f;
t courbes f passent par un point quelconque du plan Q ;
le point c decrit une courbe d'ordre r sur Q ;
a une courbe f correspondent q points c ; et en fin
a un point c correspondent p courbes f, alors la courbe K est d'ordre

fp r + q t.

8 . L'ordre d'une courbe plane . - Supposons que nous obtenons les points
d' une courbe plane comme les points d' intersection des courbes correspondantes
de deux faisceaux distincts .

Pour determiner l'ordre de cette courbe, nous pouvons employer le meme
procede que nous avons applique ra une surface .

Les courbes d' un des faisceaux donnes rencontrent une droite arbitraire
du plan en des points A et celles de 1' autre faisceau en des points B.

Prenons un point A sur Q. Les courbes correspondantes de 1'autre faisceau
rencontrent la en b points B et reciproquement a un point B correspondent a
points A .

Ainsi
Le lieu des points d'intersection de deux faisceaux donnes est une courbe

d'ordre
a+b.

Nous pouvons de la deduire une formule qui peut etre employee directement .
9. Considerons deux faisceaux (F,), (F2) de la premiere dimension et d'in-

dices m,, m 2 de courbes F, F d'ordre f, f2 , dont les points de rencontre
remplissent une courbe .
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Quand a une courbe F, correspondent a courbes F2 et a une courbe F2
correspondent b courbes F,, la courbe derivee doit titre d'ordre

2 •

En designant le nombre de points obtenus directement sur une courbe
quelconque du faisceau (F,) par F,, nous pouvons ecrire

afif2 au lieu de a f,
t+

et parce que a f, f, = F, nous avons

aft= F,- .
fi

En faisant usage de cette notion aussi pour le second faisceau (F,), nous
obtenons que dordre de la courbe derivee est

F,

	

F2m,---{-m2- •
fi

	

f2

De la suit ce theoreme :
Une courbe C est le lieu des points de rencontre des courbes d'ordres

f2 de deux faisceaux (F,), (F2) de la premiere dimension et d'indices
m,, m 2 . F,, F, soient les nombres de points obtenus directement sur deux
courbes arbitraires F,, F, des faisceaux (F,), (F,) . L'ordre de la courbe
C est egal a la somme de deux termes, dont chacun est construit ainsi :
on divise le nombre de points obtenus directement sur une courbe d'un des
faisceaux donnes par l'ordre de cette courbe et on multiplie tie quotient
par l'indice du faisceau auquel appartient cette courbe .
10. L'importance de ce theoreme se manifeste principalement dans le cas,

quand la courbe C provient de 1' intersection des tangentes correspondantes de
deux courbes A, B de classe a, ( . a, b etant les nombres de points de la
courbe C, que nous obtenons directement sur une tangente arbitraire respecti-
vement de la courbe A, B, dordre de la courbe C est

a a -r- i3 b .

III. Sur la surface engendree
par les points d'intersection de n surfaces .

11 . Soit donne un faisceau (R) de surfaces R d'ordre r ; supposons que ce
faisceau est de la dimension n - 1 et d' indice m,. . Outre cela soient donnees
les courbes

	

(pi), (p,),
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a chacune de ces courbes correspond un faisceau de surfaces de la premiere
dimension ; nous avons respectivement les faisceaux

(F,), (F2), . . . (Fn).

Une surface R du faisceau (R) rencontre les courbes (p,), (p,) . . . . en des
points. Aux points ainsi obtenus sur (p,) faisons correspondre les points sur

(p2), (P"),- . . (pn),
et reciproquement .

Ces points determinent les surfaces dans les faisceaux correspondants . Sup-
posons que les surfaces passant par les points correspondants se correspondent
de meme. Prenons une a une des surfaces correspondantes ; ces n surfaces T
se rencontrent en des points .

Quand la surface B forme le dit faisceau (R), it peut arriver que entre
les points, dont nous venons de parler, se trouvent tels points que toutes les n
surfaces correspondantes passent par ces points .

Quel est le lieu de ces points?
Pour determiner ce lieu, considerons le cas quand n = 3 . 11 est clair que,

quand nous prenons trois telles surfaces correspondantes F, c'est-a-dire une
surface F, , une surface F, et une surface F,, ces surfaces correspondantes se
rencontrent en des points, par chacun d'eux passent toutes ces trois surfaces
F,, F2 , F3 .

Afin que nous trouvions le lieu de ces points, it faut montrer que sur une
droite arbitraire se trouve un nombre fini de ces points ou qu' ils remplisse
une surface .

12. Nous voulons d' abord demontrer que, n etant egal a 2, la courbe
d' intersection de deux surfaces correspondantes F,, F2 engendre une surface .

Une droite arbitraire Q rencontre les surfaces F,, F, en des points que
nous designons respectivement par A, B. Les points A correspondent aux
points B .

Considerons un point pris a volonte sur la droite Q comme le point A .
Par ce point passe un certain nombre de surfaces F,, dont chacune determine
sur (p,) de meme un nombre fixe de points ; par chacun d'eux passe un certain
nombre de surfaces R. Chacune de ces surfaces determine sur (p2) des points
qui determinent des surfaces F, rencontrant la droite Q en des points B cor-
respondant au point A .

A un point A correspond, par consequent, un nombre fixe de points B et,
parce que cola a lieu aussi reciproquement, on voit, qu' it y a des points en



8o

	

J.-S. et M.-N. Yanecek : Sur la genJration des surfaces

lesquels coincident les points A avec leurs points correspondants B. Ce sont
evidemment les points en lesquels la droite Q perce la surface engendree par
les courbes d' intersection des surfaces F,, F, .

13 . La meme voie nous conduira au but demande dans le cas de l' ar-
ticle 11 . Un point quelconque p3 sur (p3) determine daps le faisceau (R) un
faisceau de la premiere dimension .

En considerant la surface F3 passant par le point p3 , la courbe d' inter-
section des surfaces correspondantes F,, F2 engendre, d' apres le precedent,
une surface qui rencontre la surface F 3 en une courbe d'une figure nouvelle .
Nous montrerons que cette derniere figure rencontre la droite Q en des points,
on, en d' autres termes, qu'elle est une surface .

Supposons que la surface F 3 rencontre Q en des points A, et que la sur-
face engendree par les autres surfaces correspondantes coupe cette droite en
des points B .

Par un point A pris a volonte sur Q passent des surfaces F, qui deter-
minent sur (p3) les points p3 . Ces points determinent des faisceaux de la pre-
miere dimension ; a chacun d'eux correspond une surface auxiliaire rencontrant
Q en des points B .

A un point A correspond done un nombre fixe de points B, et recipro-
quement. Car un point arbitraire B sur Q determine les surfaces F,, F2 qui
rencontrant les courbes (p,), (p 2) respectivement en des points p,, p2 .

Chacun des points p, determine avec un des points p, une surface R ren-
contrant (p 3) en des points qui determinent ]as surfaces F3 . Ces surfaces coupent
la droite Q en des points A .

	

C. Q. F . D .
Par consequent nous obtenons sur Q de nouveau des points en lesquels

coincide un point A avec son point correspondant B . 11 est clair que ce sont
les points en lesquels la droite Q perce la figure engendree par les points d'in-
tersection des surfaces correspondantes F,, F2 , F3 .

14. En connaissant ces resultats pour n = 2 et n = 3, noes pouvons les
etendre a un nombre arbitraire, c'est-a-dire nous pouvons demontrer que ces
resultats sont valables pour n quand cela a lieu pour n - 1 .

Considerons alors un faisceau R de la dimension n - 2, puis n-1 courbes
p,, p2, . . . pn-i et enfin autant de faisceaux (F,), (F,), . . . (F,,,_,) correspondants
de la premiere dimension . Supposons qu' it y a toujours un certain nombre de
points par lesquels passent toutes n - 1 surfaces correspondantes F,, F,, Fn_,,
et que toes ces points remplissent une surface S n-, .

Considerons maintenant un faisceau (R) de la dimension n - 1, et ajoutons
encore une courbe (pn) et son faisceau correspondant (Fn) .
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Une droite arbitraire Q rencontre les surfaces Fn en des points A. En
prenant le point p'n sur (pn), par lequel passe une telle surface Fn , pour point
du faisceau (R), nous obtenons un nouveau faisceau de la (n- 2)' 6me dimension}
duquel nous pouvons deduire une nouvelle surface Sn_ 1 qui rencontre Q en des
points B.

Nous voyons que, en prenant un point A sur Q, par ce point passe un
nombre fixe de surfaces Fn qui rencontrent la courbe (pn ) en des points deter-
minant les faisceaux (R) de la dimension n - 2. Ces faisceaux determinent des
surfaces S,,-, qui rencontrent la droite Q en des points B.

Il suit de la que a un point A correspond un nombre fini de points B .
La meme chose a lieu quand nous commen~ons par un point B, qui de-

termine des surfaces daps les faisceaux (F,), (F2) 7 . . . (Fn-,) rencontrant leurs
courbes correspondantes (p), (p2), . . . (pn_,) en des points. En prenant un a un
de ces points sur chaque courbe, it determine une ou plusieurs surfaces R qui
fournissent les points pn par lesquels passent les surfaces Fn determinant les
points correspondants A .

Nous voyons done que a un point B correspond un nombre fini de points A.
11 y a ainsi des points A qui coincident avec leurs points correspondants B.
Ces points sont evidemment ceux, en lesquels la droite Q rencontre le lieu des
points provenant de 1' intersection des surfaces correspondantes F ; ce que nous
pouvons definir ainsi

Il y a en verite un nombre inftini de points dans l'espaee par lesquels
passent simultanement les surfaces correspondantes de tous faisceaux ; ces
points remplissent une surface .

IV. L'ordre de la surface S2 .

15. La meme voie, que nous avons suivie en demontrant que le lieu des
points de rencontre de toutes les surfaces correspondantes des faisceaux (F)
est une surface Sn , nous conduit a la determination de l'ordre s n de cette
surface .

Nous allons deriver une formule, dont nous pouvons demontrer qu'elle est
valable pour n, quand elle est correcte pour n - 1 . CommenCons par n = 2 .

16 . Soient donnees :
un faisceau (R) de la premiere dimension et d' indice m 2 de surfaces B

du rieme ordre ;
Annali di Matematica, tomo XIV .
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les courbes (p,), (p2) d'ordres p,, p 2 ; et enfin
les faisceaux (F,), (F2) de la premiere dimension, d' indices in,, in, de

surfaces d'ordres f,, f2 .
Une surface R rencontre les courbes (p,), (p 2 ) en rp, points p, et en rp2

points p 2 . Chaque point p, determine m, surfaces F, et chaque p2 determine in,
surfaces F2 .

Les surfaces F,, ainsi obtenues, rencontrent les surfaces F2 , qui leers cor-
respondent suivant la loi indiquee, en des courbes qui remplissent une surface S 2
L'ordre de cette surface pout titre determine de la maniere que noes avons
exposee dans 1' article 4 .

Supposons que les surfaces F, rencontrent Q en des points A et leurs
surfaces correspondantes la coupent en des points B. Un point arbitraire A
sur Q determine m, surfaces F, du faisceau (F,) rencontrant la courbe (p,) en
f,m,p, points p, . Chacun d'eux determine m 2 surfaces R coupant la courbe
(p2) en

f,r,mrp,p 2 r

points p 2 , dont chacun determine in, surfaces F2 qui coupent, par consequent,
la droite Q en

f4 f2 m, m2 mrp4p2r

points B correspondant au point A . Nous obtenons par le meme raisonnement
que a un point B correspondent

f , f2 In, 9722 99a,.p, P2 r
points A .

Nous trouvons ainsi
2 f, f2 m, m2 m,. p, p 2 r

points A sur Q, qui coincident avec leurs points correspondants B. Ces points
sont evidemment ceux, en lesquels la droite Q perce la surface S 2 . Cette sur-
face est done d'ordre

s 2 = 2 f, f2 m, m 2 mrp, p 2 r .

Pour abreger, nous ecrirons dans ce qui va suivre les produits partiels ainsi :

Fn = fi f2 •- • fn

Mn = 9n, 9n 2 . . . Inn
Pn =p,p2 . . .pn .

En faisant usage de cette notation, nous pouvons done ecrire la formule
precedente comme it suit :

2rm,.F2M2 P2 .
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V. L'ordre de la surface Sn.

17 . Quand nous avons resolu le probleme pour n = 2, nous pouvons le
faire aussi quand n est d' une grandeur arbitraire .

Supposons que soient donnees : un faisceau (R) de la dimension n - 1 et
d' indice m,. de surfaces R d'ordre r ; les faisceaux (F,), (F,) . . . . (Fn) de la
premiere dimension et d' indices m,, in2, . . . in,, de surfaces F„ F,, . . . Fn re-
spectivement d'ordre f„ f2, . . . A, et enfin les courbes (p,), (p2), . . . (pn) d'ordres
p,, p2, . . . pn a l'aide desquelles nous etablissons la correspondance des surfaces
F,, F, ) . . . Fn .

18. La construction de la surface Sn est la suivante . Une surface R ren-
contre les courbes (p,), (p2), . . . (p? ,) en points correspondants de telle maniere
que aux points, ainsi obtenus sur (p,), correspondent tous les points determines
par la meme surface R sur les autres courbes .

Sur chacune des courbes on prend un a un point correspondant qui de-
termine dans le faisceau (F) correspondant des surfaces qui soot appelees les
correspondantes, quand elles passent par les points correspondants .

Quand n de ces surfaces correspondantes, prises une a une Bans chacun
des faisceaux, passent par un point s, ce point appartient a la surface Sn .

19 . Considerons de nouveau une droite arbitraire Q. En prenant sur (pn)
un point pn , par ce point passent in,, surfaces (Fn) qui rencontre Q en des
points A .

Le point pn determine daps le faisceau (R) un faisceau de la (ii - 2)'°°'°
dimension, duquel on peut deduire a I'aide des courbes (p,), (p2 ), . . . (p,,-,) et
des faisceaux (F,), (F,), . . . (Fn-,) une nouvelle surface Sn_, qui rencontre la
droite Q en des points B. Nous allons determiner le nombre de point B cor-
respondant a un point arbitraire A, et viceversa .

Considerons un point A sur Q. Par ce point passent in,, surfaces Fn du
faisceau (Fn), qui coupent la courbe (pn), en general, en fnmnpn points, dont
chacun determine dans le faisceau (R) un faisceau de la (n - 2)` 6m° dimension
determinant la surface Sn_, qui rencontre Q en sn_, points B correspondant
au point A .

A un point A correspondent donc

f n Inn pn sn-i
points B .

Suivons la voie inverse et prenons sur Q un point B . Cc point determine
m, surfaces F, dans le faisceau (F,) rencontrant la courbe (pn) en general en
f; m, p, points P ' .
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Le point B determine de meme m 2 surfaces F2 dans le faisceau (F2 ), qui
coupent la courbe (p 2 ) en f2m 2p 2 points, etc . Dans le faisceau (Fn_,) nous
obtenons inn-, surfaces Fn_, qui rencontrent (pn_,) en fn-, mn_, pn-i points
p,-,. Prenons de tous ces points correspondants un a un sur chaque courbe (p) .
Ces n - 1 points determinent in, surfaces R dans le faisceau (R) . Il est elair
que noun obtenons de tels groupes a n - 1 points en general

f, f, . . . fn--, m, m 2 . . . m.-,pip, . . . pn-,
ou abrege

Fn-i Mn-i Pn-f

Chacun de ces groupes determine in surfaces R dont chacune rencontre
(pn) en rpn points . Par chacun d'eux passent in,, surfaces Fn qui coupent la
droite , Q en des points A correspondant au point B.

A un point B correspondent done

in, r FnM2 Pn
points A .

Nous voyons ainsi que sur la droite Q se trouvent

fnmnpn Sn_, + m, r Fn Mn Pn

points en lesquels coincident les points A avec leurs points correspondants B,
qui sont evidemment les points d' intersection de la droite Q avec la surface Sn .
Cette surface est done d'ordre

sn = m. r Fn Mn Pn + fn mn pn sn-i .

Parce que pour n = 2
s2 = 2r m, F2M2 P2

et pour n = 3
s 3 =3rm r F3MI P3

d'ou l'on peut conclure que la formule generale ait la forme

sn =nrmrF.M.P.,

car si elle est valable pour s,_,, on obtiendra pour n

Sn = M r ) , p'n 14111 P- + fn mnpn r Fn-I Mn-+ Pn-i,
ee qui prouve que la formule precedente est exacte, puisqu'elle
pour n = 3 ; ainsi

Sn = nmrrF.MnPnn

est correcte
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VI. Cas particuliers .

20. Quand n = 3 nous avons ce theoreme :
Un faisceau de la seconde dimension de surfaces determine des points

sur trois courbes, par lesquels passent les surfaces de leers faisceaux
correspondants ; ces surfaces se rencontrent en des points d'une surface
nouvelle qui est d'ordre

s 3 = 3mr rFn M.Pn .

21 . Supposons que les surfaces de tous les faisceaux sont du second ordre,
que les faisceaux soot d' indice 1 et que les lignes (p) deviennent des droites ;
alors

S3= 3 .2 . 2 3 = 48 .
22. Considerons une surface appartenant au faisceau (F,) et une autre

surface du faisceau (F,) ; ces surfaces se rencontrent en une courbe du qua-
trieme ordre dont les points d'intersection avec la surface S 3 nous allons de-
terminer .

Les surfaces F,, F3 rencontrent respectivement les droites (p,), (p 2 ) en
des points qui, etant quatre, determinent quatre groupes de deux a deux points,
et par consequent ils determinent autant de surfaces R, dont chacune ren-
contre la droite (p3 ) en deux points determinant une a une surface F. .

Il suit de la que nous obtenons ainsi sur la dite courbe d' intersection du
quatrieme ordre directement

8 .8=64
points .

Seulement ii faut que sur cette courbe soient 4 .48 = 192 tels points .
Outre cela, on voit que ce sont tous les points qui resultent de surfaces gene-
rales du second ordre (tous les faisceaux sont done du premier indice) .

De la suit que les points de rencontre de la dite courbe du quatrieme
ordre avec les courbes fondamentales des faisceaux (F,), (F,) appartiennent a
la courbe consideree. Il y en a seize . Its sont, par consequent, les points mul-
tiples d'ordre 8. Nous voyons done que les courbes fondamentales des faisceaux
(F,), (F,) sont les lignes multiples d'ordre 8 sur la surface S, j ce que nous
trouverons justifie plus loin .

23 . Toutes les conditions restent les memes comme precedemment, seule-
ment n = 2 ; la surface S, est d'ordre

s,=2 .2 .2$=16.
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Une surface F, du faisceau (F,) rencontre la droite (p,) en deux points
qui determinent deux surfaces R, dont chacune coupe la droite (`P2) en deux
points. Chacun d'eux determine une surface F 2 . Sur la surface F, se trouvent
done quatre courbes du quatrieme ordre de la surface S 2 . Il nous manque
encore une partie de la courbe d'intersection des surfaces F,, S2 . C'est la
eourbe fondamentale du faisceau (F,), qui est une ligne multiple d'ordre 4 sur
la surface S2 ; de meme la courbe fondamentale du faisceau (F 2) est une ligne
multiple d'ordre 4 sur S 2 .

24. Quand le faisceau (R) consiste en des plans, nous obtenons dans le
premier cas une surface d'ordre 16, ayant les courbes fondamentales des fai-
sceaux (F,), (F2 ) pour lignes multiples d'ordre 4 et dans le second cas une sur-
face 8, du huitieme ordre, qui possede les courbes fondamentales des faisceaux
(F,), (F2) comme les lignes multiples d'ordre 2 .

25, Dans le cas que les surfaces R et F sont des plans et n = 2, nous
retrouvons la generation hien connue des surfaces gauches au moyen de trois
surfaces developpables des classes m,, m 2 , m 3 . L'ordre de la surface engendree
est d' apres la formule generale

s2 = 2 m, m 2 m3 ,

ce qui est d' accord avec le resultat connu .
26. Si tous les faisceaux etaient les faisceaux de plans ou les surfaces de-

velopp.ables, n etant egal a 3, nous obtenons une surface engendree par les
points, qui est d'ordre

s3 = 3 m, m 2 mam r ,

et quand les faisceaux de plans sont les faisceaux ordinaires, la surface obtenue
est une surface generale du troisieme ordre .

Nous somme parvenu a ces deux resultats par une autre voie, cest-a-dire
par un mode analogue au procede de MAO-LAIJRIN .

27. Considerons le cas interessant quand n = 4 et (R) est un faisceau de
plans de la troisieme dimension ou, en d' autres termes, quand (R) est le sy-
steme de plans qui remplissent tout 1'espace indefini .

Quand

et

la surface 8, est d'ordre

f!= f2 = f3 = f4 -27

Pi =p2=p3=p4=1 )

s;,=4 .21 =64.

mi = m2 =m3=m4=1
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Nous pouvons de meme demontrer, comme dans le precedent, que les courbes
fondamentales des faisceaux (F) sont les lignes multiples d'ordre 8 de la sur-
face S, .

28. Considerons enfin le cas quand n=4 et toutes les autres quantites
sont egaux a 1 ; la surface engendree est du quatrieme ordre .

Les points de cette surface jouissent de telle propriete que par chacun
d'eux passe un a un des plans de quatre faisceaux de plans, qui rencontrent
leurs quatre droites correspondantes en des points qui sont situes sur un meme
plan .

En prenant deux plans F,, F, des faisceaux (F,), (F,), ces plans se ren-
contrent en une droite et coupent les droites (p,), (p,) en les points p,, p2 . Ces
points determinent un faisceau de plans (R) de la premiere dimension, duquel
on pent deduire une surface reglee du second ordre, qui rencontre la droite
F,, F, en des points de la surface S, .

Il est clair que les axes des faisceaux (F,), (F,) et par consequent de
meme ceux des faisceaux (F3), (F4) soot les generatrices de la surface S, .

VII. Sur la courbe qui est le lieu des points d'intersection
des surfaces de trois faisceaux .

29. La courbe gauche peut etre engendree par la meme maniere comme
la surface . Considerons d'abord seulement trois faisceaux de surfaces F, ce qui
est le cas le plus simple . Soient donnees :

un faisceau (R) de la premiere dimension, d'indice m,, de surfaces
d'ordre r ;

trois courbes (p,), (p2), (p3) respectivement d'ordre p,, p2, p3 ; et enfin
trois faisceaux (F,), (F,), (F,) de surfaces, qui sont de la premiere di-

mension et d' indices m,, m2 , m,j les surfaces F,, F2 , F, etant respectivement
d'ordre f,, f,, f, .

Une surface arbitraire R du faisceau (R) rencontre de meme les courbes
(p,), (p2), (p3) en des points qui se correspondent de telle maniere que les points
ainsi obtenus sur une de ces courbes correspondent aux points sur les autres
courbes .

Chacun de ces points d' intersection de la surface R avec les courbes (p)
determine un nombre de surfaces dans le faisceau correspondant (F) ; les sur-
faces passant par les points correspondants soient appelees de meme les surfaces
correspondantes .
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En prenant daps chacun des faisceaux une a une surface correspondante,
ces trois surfaces F,, F2 , F3 . se rencontrent on des points qui engendrent une
courbe, quand la surface R engendre le faisceau (R) .

30. Determinons les points d' intersection de cette courbe avec un plan
arbitraire Q par le procede que nous avons indique en 4 .

Une surface quelconque F, rencontre (p,) en des points, dont chacun de-
termine des surfaces (R) . Chacune d'elles coupe la courbe (p 2 ) en des points p2
et la courbe (p3) en des points p3 . Les surfaces du faisceau (F2) passant par
les points p2 et celles du faisceau (F3) passant par p 3 sont toutes les surfaces
qui correspondent a la surface F, prise a volonte Bans le faisceau (F,) .

Ces surfaces F27 F, se rencontrent une a une en une courbe (F2 F3) qui
perce la dite surface F, en des points de la courbe C 3 . Nous nous servirons
de ce mode de generation de la courbe C 3 a la determination de son ordre .

Supposons que la surface F, rencontre le plan Q en une courbe f et la
courbe (F2 F3) le coupe en un point c . Si nous considerons un point du plan Q
comme le point c, nous savons qu' it resulte de l' intersection de ce plan avec
une certaine courbe (F2 F3), et, par consequent, qu' it correspond a une certaine
surface R qui rencontre (p,) en rp, points dont chacun determine m., surfaces
F, et chacune d'elles determine une courbe f. Done

a un point c correspondent m, p, r courbes f.
En prenant une surface F, et par suite aussi une courbe f, cette surface

rencontre (p,) en f p, points qui determinent m2 fp, surfaces R, dont chacune
rencontre (p 2 ) en r p, points p2 et (p 3) en r p3 points p3 . Chaque point p2 de-
termine m 2 surfaces F2 et Chaque points p3 determine m, surfaces F3 .

Ces surfaces F,, F 3 se rencontrent en

Mr m2 m3 r2p, p2 f

courbes (F2 F3 ), dont chacune perce le plan Q en f2 f3 points. Done
a une courbe f correspondent

f f2
fam2rn3mrpip2p3r 2

points c.
Il suit de ce que nous avons trouve quant aux surfaces, que les courbes

(F2 F3 ) remplissent une surface d'ordre
2 f2 f3 m 2 m3 mr p2p3 r,

qui rencontre le plan Q en une courbe engendree par le point c sur Q . Ainsi
le point c engendre une courbe d'ordre

2f2 f3 m2 m3 mrp2p 3 r



et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces.

	

89

Par un point arbitraire dans l'espace passent m, surfaces F, et par con-
sequent de meme autant de courbes f passent par un point du plan Q . Done

par un point quelconque du plan Q passent m, courbes f qui sont
d'ordre f3 .

A 1'aide de ce que nous avons demontre dans le paragraphe II nous
pouvons dire que la courbe C 3 est d'ordre

C3=2 ff f2 f3 in . 'm2m3m,,p,p2p3r2+fi f2 f3 m, m 2m 3 m,,p,p 2p3 r 2

ou
C 3 = (1+ 2)m.,.r 2F3M3 P3 .

VIII . Sur la courbe qui est le lieu des points d'intersection
des surfaces de n faisceaux .

31 . Comme dans nos reeherches sur les surfaces nous avons determine
l'ordre d' une surface S,, en connaissant l'ordre d' une surface Sn-j7 nous pou-
vons appliquer la meme voie quant aux courbes .

Soient donnees :
un faisceau (R) de la (m - 2)'°me dimension et d'indice m, de surfaces

d'ordre r ; puis
les courbes (p,), (p 2), . . . (pn) respectivement d'ordre p,, p2 , . . . pn ; et

enfin
les faisceaux (I+',), (F2), . . . (Fn) de la premiere dimension et d'indices

m,, m 2 , . . . m,, de surfaces F,, F2 , . . . Fn respectivement d'ordr e f,, f,, . . . fn .
Faisons correspondre les surfaces du faisceau (F,) aux points de la courbe

(p,), etc. Une surface R determine sur les courbes (p,), (p2), . . . (pn) des points
correspondants. Les surfaces de ces faisceaux passant par les points corre-
spondants sur les courbes (p,), (p 2), . . . (pn ) soient appelees de meme corre-
spondantes .

32 Prenons une a une de chacun de ces groupes de surfaces correspon-
dantes F.

Ces n surfaces, prises trois a trois, so rencontrent en des points . Quand
la surface R change de position, it peut arriver que toutes ces n surfaces se
rencontrent en un point . On voit tres-aisement que le lieu de ces points est
une courbe dont l'ordre nous allons determiner.

Cherchons le nombre do points de rencontre de cette courbe avec un plan
arbitraire Q .

Anna ii di Matematic
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Negligeons la courbe (Pn) et son faisceau correspondant (Fn). Nous pou-
vons deriver une surface Sn_, du faisceau (R) et des autres n - 1 faisceaux
(F). La surface Sn_, rencontre 9 en une courbe que noun voulons considerer
comme le lieu des points c .

En effet nous pouvons obtenir la surface S, Z_, comme le lieu des courbes
d' intersection d' une surface arbitraire Fn_, aver la surface correspondante
Sn _ 2 ; a chacune de ces courbes (Fn_, Sn_s) correspond evidemment un certain
nombre de surfaces Fn du faisceau (F,), et nous obtenons les points de la
courbe Sn comme les points de rencontre des courbes (Fn_, Sn- 2 ) avee les sur-
faces correspondantes Fn du faisceau (F,,).

Il faut done que nous connaissions les quantites necessaires a la determi-
nation de dordre de la courbe S,Z .

A un point arbitraire c (qui est proprement dit le point de la courbe
Q&-,) correspond une seule surface R, de laquelle ce point avait ete derive .
Cette surface R rencontre (pn) en rpn point et chacun d'eux determine mn
surfaces Fn du faisceau (Fn), dont chacune rencontre Q en une courbe f. Done

a un point c correspondent mnpn r courbes f.
Une surface In rencontre Q en une courbe f et la courbe (p,,) en f' p"

points, dont chacun determine en (R) un autre faisceau (R) de la (n - 3)''°'e
dimension. Nous pouvons deriver de ce faisceau a l' aide des autres faisceaux
la courbe Cn _, rencontrant le plan Q en les points c correspondant a la courbe f.
Ainsi

a une courbe arbitraire f correspondent c,,-,,,nn points c. Le lieu de
ces points sur Q est une courbe d'ordre s n-, • Par un point arbitraire du plan
Q passent dvidemment nzn sur aces F,, et par consequent autant de courbes f.

L'ordre de la courbe f est f

Cola nous apprend,

	

t egard au paragraphe II que la courb On est
d'ordre

en = r fn?nnpnSn--1 + Cn--i fn ?nnpn
et puisque

sn_1 _ (n-1)rm,. Fn + .~Tn-,Pn_,,
nous obtenons

cn = (n -1) 7" m,. jf nMn Fn 4- Cn_, fn mnPn
En traitant la courbe C,, nous avons vu que

C3 =3 r2 in, F,M,P

Nous pouvons ecrire le coefficient 3 sons la forme

3 .2 ou en general
n(it - 1)

1 2

	

1 2
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Supposons que pour C.-, la formule

	 1) (2- 2)'.2 M, In-i Mn-, Pn-i

est valable, alors pour C,, nous obtenons
n(n- 1)

cn=

	

r2mrFn31.Pn1 .2

et puisque pour n = 3 elle est exacte, alors elle est exacte en general ;
avons done

9i (n -rn =

	

1)
1 2 ? In ' . I'll, lI, Fn •

IX. Cas particuliers .

33. Courbe du troisieme ordre. - En supposant que n = 3 et toutes les
autres quantites sont egales a 1, nous obtenons une courbe du troisieme ordre .

Un plan R du faisceau (R) rencontre les droites (p,), (p2 ), (p3) en des
points, par lesquels passent respectivement les plans F,, F2 , F3 qui se ren-
contrent en un point d' une courbe du troisieme ordre .

Nous trouvons que sur un plan du faisoeau (F) se trouve un soul point
ou que l'axe du faisoeau (F2) contient deux points do la courbe ; la memo pro-
priete jouissent les axes des autres deux faisceaux .

Cette construction de la courbe du troisieme ordre est un cas particulier
de la generation des surfaces et des courbes due a MAC-LAURIN que nous avons
generalisee ailleurs .

34. Courbe du sixieme ordre . - Supposons que (R) soit un faisceau de
plans de la deuxieme dimension et du premier indice, on, en d'autres termes,
it est un faisceau de plans determines par un soul point r . Les lignes (p),
(p2), (p3), (p4) soient des droites et (F,), (F2), (F3), (F,) soient des faisceaux
de la premiere dimension et du premier indice ; alors ce sont des plans passant
par les droites D,, D 2 , D3 , D,, n etant egal a 4 .

Considerons un plan arbitraire F'4 du faisceau (F,) qui rencontre (p,) en
un point p', . Ce point determine avec r un faisceau de plans de la premiere
dimension et du premier indice . Par consequent, on en pout deduire, a l'aide
des droites (p,), (p2), (p 3) et des faisceaux (F,), (F2), (F3 ), une cubique gauche .
Cette courbe perce le plan F', en des points qui appartiennent evidemment a

nous
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la courbe C4 . Puisque nous n'obtenons sur ce plan que ce point, it suit de la
que l'axe D4 en contient trois .

lies points situ6s sur D 4 nous trouvons ainsi : omettons le faisceau (F4)
et ]a droite (p,). Du faisceau (R) a l'aide des faisceaux (F,), (F,) nous
pouvons construire une surface S, qui est du troisieme ordre .

Elle rencontre D4 en trois points qui sent les points de la courbe C 4 . Done
La courbe C 4 rencontre chacun des axes des faisceaux (F,), (F,), (F,),

(F' ) en trois points .
35. Courbe C, du dixi&ne ordre. - Consid4rons un faisceau (R) de plans,
est de la troisieme dimension, ou en d'autres termes, dont les plans ne
pas determines et remplissent tout Vespace . De la suit que n == 5 . Cette

condition exige que soient donn6es cinq courbes (p,) . . . . (p5) et autant de fai-
sceaux (F,), (11) qui sont do la premiere dimension et du premier in-
dice, C'est-h-dire ce sont des plans passant par cinq droites A, Dj ID

Un plan quelconque F', du faisceau (F,) rencontre (p,) en le point p',
qui determine un faisceau de plans de ]a seconde dimension duquel on pout
d6river a l'aide des faisceaux (F,), (F,), (FQ, (F,) et des droites (p,), (po,
(p,,) ; (p4) une courbe du sixibme ordre (Particle pr4c4
contre le plan F', en six points d'une courbe C, du dixieme ordre qui coupe,
par consequent, chacun des axes des faisceaux (F) en quatre points . Ainsi :

Chacun des axes de cinq faisceaux (F) rencontre la courbe Q en qua Ire
points ; et

un plan arbitraire d'un des faisceaux (F) coupe cette courbe encore en
six points .

Les points de rencontre des axes de ces faisceaux aver la courbe C 5
peuvent titre determines comme it suit .

En cherchant les points c, sur D,, nous faisons usage seulement de quatre
faisceaux (F) et de quatre courbes (p) qui d4terminent avec un faisceau de
plans de la troisieme dimension une surface S, du quatri6me ordre . Cette sur-
face rencontre la droite A en des points de la courbe Q ; de mAme pour les
autres axes D,, D,, D,, D4 des faisceaux (F) .

36. Autres cas particuliers. - Achevons en peu de mots encore quelques
autres cas particuliers de ]a construction des courbes .

Supposons que le faisceau (R) de plans soit de la premiere dimension et
du premier indice et que tons les trois faisceaux (F) de surfaces du second
ordre soient de m6me de la premiere dimension et d'Uinduce 1, et enfin que les
lignes (p) soient des droites .
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Alors la courbe C3 est d'ordre

e3=3 . 23 =24.

Une surface arbitraire F' 3 rencontre la droite (p 3 ) en deux points, dont chacun
determine un plan rencontrant (p,), (p2) en des points ; chacun d'eux determine
une surface du second ordre ; ces surfaces se rencontrent en une biquadratique
gauche qui perce F' 3 en huit points . Nous obtenons ainsi seize points dire-
ctem ent .

En regligeant le faisceau (F.,), nous obtenons une surface S2 du huitieme
ordre qui rencontre la courbe fondamentale du faisceau (F.,) en 32 points qui
appartiennent evidemment a la courbe C3 .

D'ou it suit que
La courbe C3 possede 32 points sur chaque courbe fondamentale des

faisceaux (F) .
37. Les courbes du 2V'me ordre resultent aussi des faisceaux de plans

quand les courbes (p) sont des coniques .
Un plan quelconque F3 rencontre (p3) en deux points dont chacun de-

termine un plan R et chacun de ces plans coupe les coniques (p,), (p2) en
deux h deux points . De lh resulte que nous obtenons de chacun des plans R
quatre droites F, Fs qui percent F., en des points de la courbe C3 . Nous
obtenons alors sur chaque plan (F3) huit points directement . En omettant le
faisceau (I,3) et la conique (p 3 ), le faisceau (R) determine une surface S2 du
huitieme ordre . Cette surface rencontre D, en huit points qui sont les points
doubles, ce qui prouve le raisonnement suivant .

A un de ces points correspond un seul plan R qui rencontre (p3 ) en deux
points et chacun d'eux determine un plan I3 . Ces deux plans ainsi obtenus
fournissent le memo point . Done

La courbe C3 est du 24°eme ordre douee des 24 points doubles qui sont
situes huit a huit sur trois droites.

38. Considerons encore le cas quand n = 3, toutes les lignes (p) sont des
droites, (R) est un faisceau de plans de la premiere dimension et d'indice 1,
et enfin (F) sont les faisceaux de la premiere dimension de surfaces d'ordre f.

La courbe C3 est done d'ordre

c3
Ainsi

Sur une surface quelconque d'un faisceau se trouvent f4 points. Chacunes
des courbes fondamentales des faisceaux contient 2f , points de la eourbe C., .
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X. Decomposition des figures derivees .

39 . La surface derivee se decompose, quand un point fondamental a du
faisceau (Fn) se trouve sur (p,,) .

Considerons la position de la surface R, quand elle passe par ce point a.
Ce point determine daps le faisceau (R) un autre faisceau de la (n-2)"I'
dimension, qui avec les autres (n - 1) faisceaux, excepte (Fn), determine une
surface Sn_, . Quand nous voulons determiner la surface Fn, nous trouvons
qu'elle est indeterminee, parce que par ce point passe une infinite de surfaces
du faisceau (Fn ) .

Nous voyons done que la surface Sn_ 2 fait une partie de la surface Sn .
D'oih it suit que

Un faisceau, ayant un de ses points fondamentaux sur la courbe cor-
respondante, ce point determine dans le faisceau (R) un autre faisceau d'une
dimension inferieure, dont la surface derivee a l'aide des autres (n - 1) fai-
seeaux fait tine artie de la surface S,, .

40. La surface Sn se decompose, quand la courbe fondamentale du fai-
sceau (R) rencontre (pn) en un point a.

Ce point determine mn surfaces Fn du faisceau (F,,) . Considerons une de
ces surfaces et un de ses points f. Nous pouvons demontrer que ce point ap-
partient h la surface Sn .

Ce point f determine dans cbacun des autres n - 1 faisceaux plusieurs
surfaces, dont chacune rencontre la courbe correspondante en des points . En
prenant un h un point de ces groupes, nous obtenons n - 1 points qui deter-
minent des surfaces R, dont chacune rencontre (pn) au point a et par conse-
quent la surface Fn passant par a correspond aux surfaces des autres faisceaux,
qui passe par le point f.

Puisque par le point f passent n surfaces correspondantes et ce point,
etant pris h volonte sur la surface Fn qui passe par a, nous pouvons done
dire que

Quand un point fondarnental du faisceau (R) se trouve sur la courbe
(p,1), les surfaces du faisceau (F n ), qui passent par cc point forment les
parties de la surface ge'ndrale de S,, .

41 . Nous allons demontrer que la meme chose a lieu quant aux courbes .
Le faisceau (Fn) a un de ses points fondamentaux a sur la courbe cor-

respondante (p n) .
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Le point a determine dans le faisceau (R) un nouveau faisceau de la
(n - 3)168 ' dimension, duquel on pout deriver a l'aide des autres n-1 faisceaux
une courbe C,,-, . Cette courbe fait evidemment une partie de la courbe Cn ,
parce que chaque surface Fn correspond aux surfaces qui engendrent la courbe
CG_, . Par consequent chaque point de la courbe Cn_, appartient a la courbe C,, .

Done
Quand un faisceau (F) a un de ses points fondamentaux sur la courbe

eorrespondante (p), ce point determine Bans le faisceau (R) un nouveau fai-
sceau de la dimension inferieure et la courbe Cn_,, derivee de ce faisceau a
l'aide des autres faisceaux de surfaces, fait une partie de la courbe generale C n .

42. La courbe (pn) passe par un point fondamental du faisceau (R) de
la nieme dimension.

Le faisceau (R) de la (n - 2)ieme dimension determine a I'aide des autres
n - I faisceaux une surface Sn_, qui rencontre les surfaces du faisceau (Fn ),
passant par le point a, en des courbes qui sont evidemment les parties de la
courbe C, .

Nous avons done ce theoreme :
Quand un point fondamental du faisceau (R) est situe' sur une des

courbes (p), alors les courbes d'intersection des surfaces du faisceau cor-
respondant a (p), qui passent par ce point, avec la surface derivee du
faisceau (R) a l'aide des autres faisceaux, font les parties de la courbe C Cn .

XI. L'ordre de la surface degeneree .

43. Supposons que les courbes fondamentales des faisceaux (F,), (FE), . . .
(Fn) rencontrent leurs courbes correspondantes (p,), (p2), (-P,) . . . . (p,) en les
points F,, F2 , . . . Fn , puis que la courbe fondamentale du faisceau (R) coupe
les memos courbes en des points B,, R2j

Quand nous voulons determiner l'ordre de la surface S n, nous suivons la
meme voie comme dans le cas general et soustrayons alors les dits points fon-
damentaux du nombre general.

44. Appliquons de nouveau une droite Q . En prenant un point arbitraire
p',, sur (pa), ce point determine dans le faisceau (R) un autre faisceau de la
(n - 2)'"°1 8 dimension, duquel nous pouvons deriver une surface S,z_, a ('aide
des autres (n - 1) faisceaux et des courbes . Cette surface rencontre Q en les
points B et les surfaces Fn du faisceau (Fn), qui passent par le point p',,.,
coupent la droite Q en les points A correspondant aux points B.
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Considerons un point quelconque de la droite Q comme le point B.
Par ce point passent m, surfaces F, du faisceau (F,), dont chacune ren-

contre la courbe (p,) outre les dits points fondamentaux encore en ff p, - F,
points. Ce point B determine de meme m 2j m3 , . . . Mn_, surfaces F2 , F3 , . . . Fn_,
des faisceaux (F,), (F,) . . . . (Fn_,), et ces surfaces rencontrent les courbes cor-
respondantes (p2), (p3), . . . (p,,_,) outre les points fondamentaux encore en

f2p2 - F2,

	

f3p3 - F3, . . .

	

fn-, pn-i - Fn-s

points qui, etant prix un a un sur chaque courbe, determinent chaque fois mr
surfaces R. Ces points determinent en entier

mr Mn_, (fip' - F,) (f2p2 - F2) . . . (fn-s pn-1 - Fn-4)
surfaces R .

Pour abreger, ecrivons au lieu de terme

VIP , - F,) (f2p2 - F2) . . . (fn_, pn-, - Fn-1)
le symbole

IIn-, (fp - F) ;
la signification de IIn_, est assez claire, car it remplace 1'expression u le pro-
duit n et son index signifie qu'il faut poser dans les parentheses en meme
temps le meme index ; la valeur de cet index varie de 1 a n - 1 ; les binomes
ainsi construits sont les facteurs de ce produit .

Nous aeons done :

III .-, (fp - F) = (ff p, - F,) (f2p2 - F2) . . . (fn-, pn-, - Fn-,).

Chacune des surfaces ainsi obtenues determine sur (pn) outre les points
fondamentaux encore (r p,, - Rn) points et chacun d'eux determine mn sur-
faces Fn , dont chacune rencontre Q en fn point A correspondant au point B
pris A volonte sur Q .

A un point B correspondent done

mr Mn fn (r pn - Rn) IIn (fl) - F)
points A .

Considerons maintenant un point arbitraire de Q comme le point A . Par
ce point passent mn surfaces Fn du faisceau (Fn) dont chacune rencontre la
courbe (p„) outre les dits points fondamentaux encore en fnpn - Fn points, et
chacun d'eux determine un faisceau (R) de la (n-2) 1 PfOQ dimension. De chacun
de ces faisceaux (R) nous pouvons deriver h l' aide des autres (n - 1) fai-
seeaux (F) une surface Sn_, qui rencontre la droite Q en s n_2 points B cor-
respondant au point A .
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A. un point A correspondent done

mn (fn pn - Fn) sn-i
points B .

La courbe ,fin est alors d'ordre

Sn = mn (fn pn - Fn) sn_ 1 + nit. fnMn (rp,Z - R,1) Il )1--1 (fp - F) .

On voit tres aisement que pour n = 2 la surface Sn_, se compose de plusieurs
surfaces F, et qu' it faut poser daps la formule precedente pour s, le terme

f, m 1 mr (p, r - R),

la formule prend la forme

s 2 - m2 (f2 p2 - F2) f, m, MI (p , 2 ' - R1) + MI 9)~ , "72 f. (rp2 - R2) (f, p, - F,),
ce que nous pouvons ecrire ainsi

S2 - MrM2 (,f 1+
.p! - .Z'' + f2 i=p2 -- 112

)1T2(fp - F) .

Dans cc qui va suivre nous allons ecriver

I
f

rpi - Ri
2 t .i pi - .1"i

au lieu de
rp,-RS

	

p2-R2f
1 /11)1 - T., + f2

r

121)2 - P 2

et en general
~n.. f rpi-Ii

	

f rp)1-R1

	

f rp2-R±

	

T11,x

F1

	

7

	

n -

i 1
Z tipi -

	

)

	

1 /11)1 - T',

	

2
(2,12 - i''2

r

	

-} f
fnpn "- ur n

La signification de ce symbole est asset claire .
Acceptors que pour n - 1 la formule

n-1

	

r))i - Iii
Sn 1 = mr Mn-1 Hn-, (fp

	

(
fi

	

)

soit exacte, alors la formule pour n prend la forme

n I 11ir-Ri
Sn = mn (fnpn - lin) mr Mn--1 fn-, (fp

+ mrMn fn (rpn - Rn) r1,,--, (fp - I')
et puis que

(fnpn- Fn)rin-1(fp-F)= ran(fp-F),
Annali rli Matenvaticn, tomo XIVT .

	

13
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nous obtenons

(Sn=mrMnlln(fp-F) nS f, rpi-Ri
+f

rpn-Rn
i`!_i Z t pi-Fi)

	

n fnPn-Fn~
Tandis que

"-I ( f rpi-Ri) + f rpn-Rn
- l, (

f rpi-Ri)

i-1 afipi-Fi

	

n fnpn -Fit i-4 z fipi -- Fi

nous pouvons ecrire

Sn=MsMnTIn(fp - F) 2;t~fi fipi-Fi)
Nous avons ainsi demontre que cette formule est exacte si elle est valable

pour n - 1 . Tandis que elle est valable pour n = 2 et par consequent pour
n = 3 et si suit, alors cette formule est exacte en general .

De la suit que la courbe propre Sn est d'ordre

Sn = n1rMnr)n(fp -- F)2; fi rP
i-1`i)'

	

(a)

45. Quoique cette formule exprime dordre de la surface Sn quand les
donnees occupent des positions singulieres, elles est, on le voit, plus generale
que la formule de Particle 19, qui pent titre deduite de la formule actuelle .

Supposons que le nombre de points fondamentaux sur (p) soit

F1=Fe

	

Fn -e
et de memo

nous obtenons

et

-_ Re

fp - F=fp

g,

f PEA R8
2
fix

	

pit
D'oit it suit que

}~

	

2)i r	Ri

	

n 7.
.,a

et la formule (a) prend la fornie

Sit = In, 111' JII,, fl (f p)

= r .

cc r1"",sultat est done identique avec celui de Particle 19 .
46. Do la formule (a) on peut deriver beaucoup d'autres, dont unes sont

particulieres, et les autres paraissent d'etre generales et tout entier differentes .
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XII. Constructions generales des surfaces deduites du precedent .

47. Premier cas . - Considerons d'abord la construction d' une surface
quand les surfaces F sont des plans et par consequent les faisceaux (F,),
(F2), . . . (Fn) sont des surfaces developpables respectivement de la classe wt,,
m2 , . . . mn .

Cependant it faut distinguer ces deux cas : a) ou. (R) est un faisceau de
surfaces generales, b) oit (R) est un faisceau de plans .

a) Supposons que les surfaces du faisceau (R) soient d'ordre r . La sur-
face obtenue Sn est d'ordre

91In , Mh Fin (p - F) 2,	
2=1 (

pi --Iii

)2~8 - 1 g

F Rant en general = 0 . La construction d' un point de la surface est la
suivante

Un faisceau (R) de la dimension (it ---1) de surfaces R d'ordre r ren-
contre les courbes (p,), (p 2), . . . (pn) en des points par lesquels passent les plans
tangents des surfaces developpables (F,), (F 2 ), . . . (Fn ) de la classe m,, m2, . . .

Mn ; quand tous les plans ainsi correspondants passent par un meme point,
ce point appartient a la surface Sn .

48 . Le cas, dont nous venous de parler, renferme aussi tel, quand les
surfaces developpables deviennent des surfaces coniques qui ont leers sommets
respectivement sur les courbes correspondantes. Ainsi :

Soient donnees n surfaces coniques (F,), (F2 ), . . . (Fn ) de la classe m,,
m 2 , . . . mn , dont les sommets se trouvent respectivement sur les courbes corre-
spondantes (p,), (p2), . . . (pn) .

Quand n plans tangents de ces surfaces passent par un point s de telle

maniere qu.'ils rencontrent les courbes (p,), (p2), . . . (pn) en des points qui,
etant pris un a un sur chacune de ces courbes, determinent une surface R d'un
faisceau de la dimension n - 1, ce point s appartient a une surface d'ordre

"
))ir - R2mrMn lHn (p - 1)

i}i ' - 1

Nous obtenons le cas encore plus particulier, quand les lignes fondamen-
tales des faisceaux (F) sont des droites .

b) Considerons le cas, quand les faisceaux (F) sont des surfaces deve-
loppables et R sont des plans .
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Nous pouvons distinguer trois cas particuliers, savoir
1 .° le faisceau (R) de plans R eat de la premiere dimension ;
2.° le meme faisceau est do la deuxieme dimension .

Nous avons traites ces deux cas daps les articles 25 et 26 .
3.° Le faisceau (R) de plans R est de la troisieme dimension, ou, en

d'autres termes, les plans R ne sont assujettis ni a une condition .
La construction d'un point s de la surface pout titre enoncee ainsi :

Soient donnees quatre surfaces developpables (F,), (F 2 ), (F3), (F,) re-
spectivement de la classe m,, m 2j m 3 , m 4 . Par un point quelconque s dans
l'espace passent les plans tangents a ces surfaces, qui rencontrent les courbes
correspondantes (p,), (p 2), (p 3 ), (p 4 ) en des points. Quand quatre de ces points,
etant pris un u un sur claaque courbe (p), se trouvent sur un plan, le point s
appartient a une surface d'ordre

In"X114(p - F) Z

On voit que F ne dolt pas surpasser 2 .
49. Deuxieme cas . - Supposons que (F) soient des faisceaux do surfaces

generales et que
a) (R) soit un faisceau de plans .

Nous pouvons distinguer de nouveau les cas suivants :
L' (R) est un faisceau de la premiere dimension, ou it forme une sur-

face developpable . Dans ce cas, les faisceaux (F) peuvent titre seulement deux,
et nous obtenons cette construction

Les plans tangents d'une surface developpable de la classe m,, ren-
contrent les courbes (p,), (p 2) en des points qui determinent des surfaces F„
F2 dans les faisceaux (F,), (F2) correspondants . Les surfaces F,, F2 corre-
spondantes se coupent en une courbe qui engendre une surface d'ordre

Pz
IL

	

F) z1(fz
	 1) i-

tZpZ- ~.~) .

C'est evidemment un cas particulier de la surface que nous avons traitee au
commencement de ce Memoire .

2.° Nous pourrions do memo donner la construction d'une surface, quand
le plan R envoloppe uno surface generale de la classo mr .

3.° Quand le faisceau (R) est de la troisieme dimension, nous trouvons
la construction donnee dans Particle 48, 3° .
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b) Le cas que nous allons traiter nous semble tres-important . Supposons
que tons les faisceaux sont de la premiere dimension, c'est-a-dire

In, =nag= . . .=Inn= m,.=1
et que

fi pi - Fi=1,

	

p ir-Ri=1c,

k etant une grandeur constante .
L'ordre de la surface pout titre donnee en cette forme

n

Sn = k r' fi .
i=i

pir-Ri=k=l,

n
Sn= .®'.d,fi=fj+f2+f3± . . .+ic .

z=1

On voit immediatement que l'ordre de la surface Sn no depend pas d'ordre
des surfaces R et des courbes (p) ; les faisceaux (F) jouissent de telle pro-
priete que, en prenant une a une surface des n - 1 faisceaux, a ces surfaces
correspond une seule surface du n i8me faisceau .

Nous pouvons enoncer ce theoreme :
Soient donnes n faisceaux (F,), (F2), . . . (F„) de la premiere dimension

de surfaces F,, F2 , . . . Fn respectivement d'ordre f, . f2j . . . fn . Faisons
correspondre les surfaces des faisceaux de telle maniere que, en prenant
une a une surface Bans n - 1 faisceaux, a ces surfaces correspond une
seule surface du nip' 2 faisceau.

Il y a une infinite de points en lesquels se rencontrent toutes les n
surfaces correspondantes, et ces points remplissent une surface dont l'ordre
est egal a la somme des ordres des surfaces de tous les faisceaux .

XIII. Decomposition d'une courbe .

50. La decomposition d'une courbe depend de memes conditions que nous
avons trouvees en traitant les surfaces .

1 ° Quand le faisceau (R) a un de ses points fondamentaux a sur la
courbe (pn), nous pouvons de ce faisceau deriver a i'aide des autres n - 1
faisceaux une surface Sn __ ..
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Le point a determine dans le faisceau (Fn ) m,ti surfaces Fn qui rencontrent
la surface, dont nous venous de parler, en des courbes qui appartiennent evi-
demment a la courbe Cn et forment par consequent une partie de cette courbe .

2 . ° Supposons qu'un point fondamental a du faisceau (Fn) se trouve sur
la courbe (pn). Cc point determine dans le faisceau (R) un autre faisceau de
la (n -- 3)icme dimension, duquel nous pouvons construire a l' aide des autres
(n - 1) faisceaux (F) une courbe Cn-, qui est une partie de la courbe de-
mandee

XIV. L'ordre de la courbe degeneree .

51 . Soient F,, F,,... Fn les nombres de points d' intersection des courbes
fondamentales des faisceaux (F,), (F,), . . . (Fn) avec les courbes correspondantes
(pi), (p2), . . . (pn) et R,, R2j Rn soient les nombres de points fondamentaux
du faisceau (R) situes sur les memes courbes.

Considerons un plan quelconque Q et designons par c les points, en les-
quelles la courbe Sn_, perce ce plan Q, et par f les courbes, en lesquelles le
rencontrent les surfaces Fn .

A un point c correspond une seule surface B qui rencontre la courbe (pn )
outre les points fondamentaux encore en (pn r - Rn) points, dont chacun de-
termine in,, surfaces (Fn ) rencontrant Q en des courbes f qui correspondent
au point c. A un point c correspondent done

mn (pn r - Rn)
courbes f.

Une surface quelconque Fn du faisceau (Fn ) determine une courbe f et
rencontre (pn) outre les points fondamentaux encore en (pn fn - Fn) points .

Chacun d'eux determine un faisceau (R) de la dimension (n - 3), duquel
on pout a l'aide des autres n - 1 faisceaux deriver une courbe Cn_, qui de-
termine les points c correspondant a la courbe f primitive .

Done
A une courbe f correspondent

(fnpn - Fn) C n- i

points c. Le point c engendre sur Q une courbe Sn_, . Par un point arbitraire
du plan Q passent in n surfaces F,, et par consefquent autant de courbes f. La
courbe f est d'ordre fn . L'ordre de la courbe Cn est done

Cn = f-1111 Sn-i (pn r - Rn) + 9nn (fnpn - Fn) C ' n_, .
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Nous voyons que pour n = 3 A un point c correspondent

m3 (p3r - R3)
courbes f. A une courbe f correspondent

m,. M2 fl f2 (P3 f3 - F3) (r pi -" RI ) (r p 2 - R2)

points c. Ces points engendrent une courbe d'ordre

mrM2I12(fp-F)Z2;
( fi ttpi- R

Par un point arbitraire du plan Q passent m3 courbes f d'ordre f3 . De 14
suit que

C 3 ,= f3 (p3 r - R3) MIM2 112(fp-F)2~ (ft fipi - E2)

mr 343 f i f2 (p3 f3 - F3) (r pi - R i ) (rp2 - R2),

ce que nous pouvons 4crire ainsi :

C3 == mr M3 II3 (fp - F) t f3
	 3 Y - R3

'=~ (
f2

pir - Ri
)13173 - Z2 i1

	

fzp2 - F2

f i f 2 (/I p! - Fi) (f2p2 - F2))

Nous pouvons remplacer le terme
(par-R3)'

	

f, -Ri

	

(pir--Ri)(ptr-Be)
f3 (Ap3-h3)21( f2 fipi - hi) fift (fpi -' Fi)(f2pt - .It)

par le suivant
1,32;

t
[
f
if

t (fipi - f`i)(ftpt - Fe)]
1 .3

Le symbole I, signifie quo dans les parentheses it faut poser pour i et t toutes
Z-t

valeurs possibles do 1 is 3 de telle maniere, que toutes les deux ne soient pas
dgales en meme temps, et que resultats ainsi obtenus doivent titre additiones .

Ainsi la formule, qui exprime lordre de la courbe G3, prend la forme
suivante :

rt

	

(pi r - Ri) (ptr -- Rt)
C3 = mr ~ 3 j ;3 (fp _ ) p 1 ft ft ffspi - Fi) (ftpt 1' t)

Supposons que la formul

	

l1
e

Cn = mr Mn_i rIn-i (fp ~" F) Zt
t
ft ft (f

(pir
ipi

	

pi) (ftpt

	

Fr)



104 J.-S . et M.-N. Van&el: Sur la generation des suifaees

pour n - 1 soit exacte ; nous obtenons pour n

cn = Mn fn (pn r - Rn) Mr Mn-i nn-i (fp -- F) ~'-'(i fi f	pi - i)

n-
'[

-,- mn(fnpn - Fn)m Mn-inn-i(fp-F)7IV fift
~!Zpi - F)(Itpt - F)] '

ce que nous pouvons ecrire ainsi

Cn=mrMnnn(fp-F)~fntnPn- Fn) fi t pi - 1'i

+ ~ fi f~ (pi r - Bi)(pt ,. -'RL)
)
1

(fi vi - Fi) (ftpt -Ft)

Il est visible que

In (tn'pn - .Nn) ~if2 (tipi '- 11"')
T t tfi It (fipi - .Fi) (tipt - F )]

n

	

(pir-Iii)(ptr-lit)
-~ Ifi ft (ti pi - F (ttpt - Ft)]

La formule determinant l'ordre de la courbe Cn prend cette forme

Cn =n2, Mn IIn (fp-- F')i`°',',t [fi ft(fipi-Fi)(ftpt-F),

	

(b)

Cette formule est exacte pour n, quand elle est exacte pour n --1 . Seu-
lement elle est valable pour n _ 3, ainsi pour n = 4, ou elle est valable en
general .

XV. Constructions generales des courbes deduites du precedent .

52 . La formule (b) renferme celle du cas general, en lequel les courbes
fondamentales ne rencontrent pas les courbes correspondantes (p) .

Il faut seulement y poser F = 6, R = D et apercevoir que la somme ~~
contient toujours

termes. Nous pouvons distinguer ces trois cas particuliers .
1 .° (R) est un faisceau de surfaces generates et (F) sont les faisceaux

de plans ou les surfaces developpables . La construction de la courbe est ana-
logue 4 celle de la surface .
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2.° (R) est un faisceau de plans et (F) sent les faisceaux de surfaces
generates. Ce cas nous presente trois constructions qui vont suivre .

a) Les plans tangents d'une surface (R) rencontrent les courbes (p,), (p 2 ),
(p3 ) en des points qui determinent respectivement des surfaces dans les faisceaux
(F,), (F2), (F3 ). Trois de ces surfaces ainsi correspondantes, dont chacune ap-
partient it un faisceau different, se rencontrent en des points d'une courbe .

b) Quand un point c se trouve en une telle position que, en faisant
passer par lui une a une surface de chacun de quatre faisceaux (F,), (F2),
(F3), (F,), qui rencontrent les courbes (p,), (p 2), (p3 ), (p,) en des points et quand
quatre de ces points pris un a un sur les courbes (p) se trouvent dans un plan
tangent de la surface generate (R), alors le poihzt c engendre une courbe .

c) Considerons cinq faisceaux (F) et d'terminons comme pr6cedemment
le point c de telle maniere que cinq points correspondants, pris un a un sur
chaque courbe (p), se trouvent sur un plan, le point c engendre une courbe .

3 .° Quand (F) et (R) sent les faisceaux de plans, nous obtenons trois
constructions analogues aux precedentes, en posant les plans tangents des sur-
faces developpables au lieu des surfaces des faisceaux .

4.° Considerons enfin le cas tres important, quand chaque terme
fp-F=1 et de meme rp-R=1,

m,=m2= • =mn =In v =1 .

L'ordre de la courbe Cn est
22

Cn = I (fi ft)-
.mot

Nous voyons que cette formule ne depend pas des quantites du faisceau (R)
et des courbes (p) qui noes servent seulement a etablir la correspondance entre
les surfaces .

Cette correspondance s'effectue de telle manic e que, en prena .nt une a
une surface dans n - 2 faisceaux, a ces surfaces correspond une a une surface
dans les deux autres faisceaux . Nous pouvons done dire

Quand les surfaces des n faisceaux de la premiere dimension se cor-
respondent de telle faron que a (n -- 2) surfaces prises a volonte une a une
dans (n - 2) faisceau correspond une as une surface dans les deux autres fai-
sceaux, alors les points, par lesquels passent en meme temps toutes les n sur-
faces ainsi correspondantes, reinplissent u

	

rbe.
En multipliant deux a deux ordres des s

	

aisceaux, l'ordre
de la courbe Cn est egal a la somme de ces produits .

Annali di Materatic,r, torno XIV .
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XVI. Surface Sn passe par les points fondamentaux
des faisceaux (F) .

53. Nous avons vu, dans nos recherches sur la construction des courbes
dans cas singuliers, que ces courbes rencontrent les lignes fondamentales des
faisceaux (F) .

Cela nous amene a l'idee quo la surface Sn jouit do la meme propriete,
c'est-a-dire qu'elle passe par les points communs a toutes les surfaces d'un
meme faisceau (F) .

Considerons un point a par lequel passent toutes surfaces du faisceau (F,,).
Par ce point on pout faire passer plusieurs surfaces de chaque faisceau, qui
rencontrent les courbes correspondantes (p) en des points qui, k ant pris un a
un sur chacune de ces courbes, determinent un certain nombre de surfaces (R) .
Quelsque soient les points pn., la surface Fn, passe toujours par le point a .

Ce point jouit par consequent de la propriete que par lui passent toutes
n surfaces correspondantes, prises une a une daps chaque faisceau, ou, en
d'autres termes, le point a appartient a la surface Sn, .

54. Examinons la multiplicite d'un tel point fundamental a d'un faisceau
(Fk) . Afin que nous obtenions une forrnule la plus generale, supposons que les
faisceaux (R) et (Fn) ont des points fondamentaux sur les courbes correspon-
dantes (p) . Cc point a determine

In ')

	

7n,, . . .

	

mk-1,

	

Ink+1, . . .

	

Inn

surfaces des faisceaux

(F1), (F2 ), . . . (Fk-1), (Fk+1), . . . (Fn)

qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes

(p1))

	

(p2)7---

	

(ph . ),

	

(pk-F1), . . .

	

(pn)

outre les points fondamentaux en

f 1 p 1 - F,,

	

f,p2 - F2 , . . .

	

fk-lpk--1 - Fk-1,

+ipk'1 - Fh+f, . . .

	

frpn -Fn

points. En prenant un a un de ces points sur chacune de ces courbes, nous
obtenons

my

	

f 1.2?k - Fk

groupes do tels points correspondants que chacun de ces groupes determine m .



surfaces R et chacune de ces surfaces rencontre (ph) en pkr - Rk points, dont
chacun determine m.k surfaces Fk passant par a . De la suit que a est un point
multiple d'ordre

n7L	F)
mr

un
fkp~k-Fk (pk

r-Rk)

sur la surface S,, .

XVII. La courbe Cn a des points multiples
sur les courbes fondamentales des faisceaux (F') .

55. Supposons que la courbe fondamentale du faisceau (F7L) soft d'ordre bk .
En negligeant pour un moment le faisceau (Fk) et la courbe correspon-

dante (pli ), nous pouvons deriver du faisceau (R) qui est de la (n -- 2)' 6 l"'' di-
mension a l'aide des autres (n - 1) faisceaux une surface S,L_,,

Cette surface rencontre la courbe fondamentale de (I+-7h) en b 7L - sn-, points .
Bien entendu, dans la construction de la surface S, L_, avait ete neglige le fai-
sceau (Fk) et non le faisceau (F;2 ), cc qui a une influence a dordre de cette
surface.

Chacun desdits points resulte d'une certaine surface R qui rencontre la
courbe (pn) en rpk - Rk points dont Chacun determine m l, surfaces Fn .

Chaque tel point d' intersection est par consequent un point multiple d'ordre
(rpk - R7L) mk .

Le nombre de ces points est egal a bk
En substituant la valour de s,- j , nous obtenons cc tlieoreme :

Quand le faisceau (Fk) a une courbe fondamentale d'ordre bl,, la
courbe Cn possede sur cette courbe

b l,

	

11I,, IL,(fh--F) ;, ?sir-Ri

	

?pir-J?k
k '

Iflk fk2)k - Fk i~'i fz fi1)i - Pi
- fk

	

- Fit

points qui sont multiples d'ordre

m-k (pkr - Rk) .

XVIII . Un faisceau (F) de surfaces d'ordre f
possede une courbe fondamentale d'ordre f2

56. On Bait que cc theoreme pout titre demontre par une autre voie, sou-
lement pour montrer l'importanee do nos recherches nous allons en faire usage
dans cc probleme .

et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces .
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Considerons une surface quelconque F'n du faisceau (Fn) et la surface Sn .
La surface F' rencontre (p) en fnp,, points dont chacun determine dabs

le faisceau (R) un autre faisceau de la dimension (n - 2). De chacun de ces
faisceaux on peut deduire a l'aide des autres (n - 1) faisceaux (F,), (F2), . . .
(Fn_,) une surface S,z_, qui rencontre la surface F'n en une courbe d'ordre

fn Sn-, Ou

fn (n - 1) r nr, . Fn_,M, -, Pn--,

Puisque le nombre de ces courhes est fnp,, et la surface Sn ne rencontre
pas la surface F',2 en d'autres points, parce que it n'y a plus des surfaces Fn
qui coupent la surface F"n , la courbe d' intersection totale serait d'ordre

(n - 1) f, v m,. F,,1V .,-, P,,,

pendant qu'elle doit titre d'ordre

n r fnnd,.Fr, n-,I n •

Cela nous montre que le faisceau (Fn) a une courbe fondamentale qui,
etant la courbe d'intersection de F'n avec S,,, est d'ordre

r fn mr Fn Mn-, Pn .

Cc qui precede nous apprend que, s' it y a une telle courbe, elle doit titre mul-
tiple d'ordre

r ))z, -V t lbln_, P„
f'jt

et par consequent elle est d'ordre f'W

	

C. Q. F. D .

XIX. Faisceaux de surfaces .

57. Un faisceau (R) de la (n - If- dimension et n faisceaux (Ii') de
surfaces nous servent a la construction d' une surface Sn .

Seulement nous pouvons reciproquement d' une courbe C a 1'aide des n
faisceaux (F) construire tin faisceau (R) de surfaces .

Supposons que les surfaces R soient donna es par N telles conditions que
par n points arbitraires passent na,, surfaces du faisceau (R) .

Considerons une courbe C, les faisceaux (F,), {l ), . , . {Fn) de surfaces et
leurs courbes correspondantes (p,), (p 2 ), . . . (pn) . Un point arbitraire c de la
courbe C determine dans chacun des faisceaux (F) tin certain nombre de sur-
faces qui rencontrent respectivement les courhes correspondantes (p,), (p 2 ), . . .
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(pn) en des points . En prenant un a un de ces points sur chacune de ces
courbes, ces n points determinent aver les N conditions donnees m,, surfaces R.
Quand le point c parcourt la courbe C, la surface R engendre un faisceau (R) .

Determinons la dimension et l' indice de ce faisceau .
Pour cot effet, considerons un point arbitraire a qui determine avec les

N conditions donnees un faisceau de la dimension (n - 1), du quel on pout .
deriver une surface S,z d'ordre s,, a l'aide des faisceaux (F) . Cette surface ren-
contre la courbe C en des points qui fournissent evidemment les surfaces R
passant par a .

Done
Le faisceau (R) de surfaces, derive d'une courbe C a l'aide des fai-

sceaux (F) et des courbes (p) jouit de la propriete que par un point arbitraire
a passent c s n de ses surfaces ou que ce faisceau est de la premiere dimension
et d'indice c s n .

Il est clair que sn peut titre une des quantites des articles precedents .
58. Quand le point c parcourt une surface S, nous pouvons demander :

quelle est la nature du faisceau do surfaces R?
Considerons le faisceau (R) des articles precedents et deux points arbi-

traires a, b qui determinent dans (R) un autre faisceau de la dimension (n-2),
duquel nous pouvons deduire a l'aide des faisceaux (F) et des courbes (p) une
courbe Cn d'ordre connu cn .

Cette courbe perce la surface S en c,,s points qui fournissent evidemment
les surfaces R passant par les points a, b .

Ainsi
Le faisceau (R) de surfaces R, derivd d'une surface S a l'aide des

faisceaux (F) et des courbes (p), jouit de telle proprietd que par deux points
arbitraires a, b passent c n s surfaces R, ou, en d'autres termes, ce faisceau est
de la deuxieme dimension et d'indice e n s .

59. Supposons que n = 3 et que les surfaces R deviennent des plans .
On sait que les faisceaux de plans de la premiere dimension sont les sur-

faces developpables et les faisceaux de plans de la deuxieme dimension sont les
surfaces generales . Los indices de ces faisceaux sont les classes de ces surfaces .

Nous voyons done que les theoremes precedents renferment ces deux autres
theoremes :

1 .° Un point c determine respectivement m,, m 2 , m3 Surfaces Bans les
faisceaux (F) qui sont de la premiere dimension . Chacune de ces surfaces
rencontre les courbes correspondantes (p,), (p2), (p,) en des points. En
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prenant un a un de ties points sur chacune de ces courbes, ces points de-
terminent un plan R .

Quand le point c parcourt une courbe C d'ordre c, le plan B enve-
loppe une surface developpable de la classe c s,, .
11 est clair que les faisceaux (F) peuvent titre les surfaces developpables,

enveloppes des plans F.
2 .° Un point arbitraire s determine respectivement m,, rn 2 , m3 sur-

faces dans les faisceaux (F,), (F2), (Pa) de la premiere dimension . Cha-
cune de ces surfaces rencontre les courbes correspondantes respectivement
en des points p,, p'1, . . . ; p2, p'2, . . . ; p3, p'3, . . .

En prenant un a un de ces points sur chacune de ces courbes (p),
ces trois points determinent un plan R . Quand le point s parcourt une
surface S d'ordre s, le plan R enveloppe une surface generale de la
classe s en .
Le mot generale ne signifie pas une surface generale de cette classe, seu-

lement que cette surface n'est pas developpable . Nous pouvons de meme dans
ce theoreme remplacer les faisceaux (F) par des surfaces diferentes .

60. Nous obtenons les faisceaux de surfaces d' une autre maniere, savoir
la surface Sn remplit un faisceau.

Supposons qu'une surface B est donnee par N conditions et que a la de-
termination complete de cette surface manquent encore n points .

Considerons un point arbitraire a comme le point fondamental du faisceau
(R) . De ce faisceau, qui est maintenant de la (n -1)'"- dimension, nous pouvons
deduire une surface Sn .

Quel est le lieu que remplit la surface Sn , quand le point a est assujetti
a parcourir une courbe A d'ordre a?

Nous montrerons aisement que la surface Sn remplit un faisceau de la
premiere dimension, ou, en d'autres termes, que par un point arbitraire b passe
un certain nombre de surfaces S,. .

Considerons un tel point b qui determine m,, m2 , . . . MI surfaces F,, F2, . . .
Fn des faisceaux (F,), (F,) . . . . (Fn) .

Chacune de ces surfaces rencontre la courbe correspondante (p) en
f,p,-F,,

	

f2p2-F2j . . ,

	

fn pn --F n

points. En prenant un a un de ces points sur chacune des courbes (p), ces n
points determinent m,, surfaces R. Nous obtenons par consequent, en general,

nr,Mn IIn(fp-F)
surfaces R d'ordre r .



Chacune de ces surfaces rencontre la courbe A en a r points, dont chacun,
etant pris pour un point fondamental du faisceau, determine une surface Sn ,
passant par le point b .

Par le point b passent done
armrMn rln (fp - F)

surfaces S, , ou, en d'autres termes, la surface Sn remplit un faisceau de la
premiere dimension et d' indice

arm,.Mn I,(fp-F).
Ces surfaces soot, comme on sait, d'ordre

mrM.IIn(fp -" F) 2,(fi ~ipi - iJ.
XX. Faisceaux de courbes.

61 . Supposons do nouveau que le faisceau (R) de surfaces R soit donne
par N conditions de telle fa~on que par n points arbitraires passe un certain
nombre de ces surfaces .

Prenons deux points arbitraires a, b . Ces points determinent un faisceau
de ]a (n - 2)"me dimension duquel nous pouvons deriver une courbe Cn dont
dordre est connu .

Quel est le lieu de la courbe C,,, quand le point b parcourt une courbe
B d'ordre b?

11 est facile de montrer que ce lieu est une surface, ou, en d'autres termes,
ne droite arbitraire Q rencontre un certain hombre de courbes C,, .
Omettons les points a, b . Nous pouvons deriver de la droite Q un faisceau

de surfaces R, qui est de la premiere dimension et d'indice ca n ou, dans ce
cas, s,, . Par le point a passent par consequent can surfaces R. Chacune d'elles
rencontre B en b r points. En prenant chacun do ces points pour point fonda-
mental du faisceau R, nous obtenons une courbe S,, qui rencontre la droite Q .

Supposons que R' soit une des surfaces B, derivee d' un point q' de la
droite Q. La surface R' rencontre evidemment la courbe B en b r points, dent
chacun offre une courbe qui doit passer par q' . De 14 suit que nous obtenons
de tons les points BR' d'un surface R`, un soul point d'intersection Bur la
droite Q ou que le nombre de ces points est egal au nombre de surfaces R
passant par a . La surface S,, est done d'ordre s,,, ce qui est vrai, parce que
ce faisceau de surfaces R est, proprement dit, un faisceau de la (n -- 1)'`1T

dimension et fournit, par consequent, une surface d'ordre s tz ,

et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces .
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62. Examinons maintenant le lieu de la courbe S,,, quand le point a par-
court une courbe A d'ordre a .

Nous trouverons que ce lieu est un faisceau de courbes, dont un certain
nombre passe par un point arbitraire c . Le point c determine m,, m2 , . . m,,
surfaces (F,), (F2 ), . . . (Fn) reneontrant respectivement les courbes correspon-
dantes (p,), (p 2), . . . (p n ) en

f41- F, f2p2 - F2 , . . . fnPA -- Fn

points. En prenant un a un de ces points sur chacune des courbes (p), nous
obtenons

M ri, (fp - F)
groupes, dont chacun determine m,, surfaces R. Chacune d'elles rencontre A
en a r points et B en b r points. Considerons un de ces points, situe sur A et
un sur B ; ces deux points fournissent un faisceau de la dimension (n - 2), qui
determine la courbe Cn passant par le point c .

Chaque surface R offre a r b r couples de points sur les courbes A, B et
chacun de ces groupes fournit une courbe . Par consequent les courbes C,,, pas-
sant par c, sont en nombre

a b r2 m,. Mn IIn (fp - F) .
Nous pouvons done dire que

Etant donnees les surfaces R par N telles conditions que n autres points
arbitraires determinent m,. surfaces R, deux points quelconque a, b determinent
un faisceau de la dimension n - 2, duquel peat e'tre derivee une courbe S2
d'ordre

	

n
m,. Mn, 11,, (fp - F) . , fi f~ (2~i r- R) (~t r - Rt )

?
~~t ~

	

( fi pi -- Fi) (ftpt - Ft)] .

Quand les points a, b parcourent respectivement deux courbes d'ordres a, b,
la courbe S„ remplit un tel faisceau que par un point arbitraire c passe

abr2m,Mn l„(fp-F)
courbes S,, .

XXI. Sur la surface Sn
engendree par 1'intersection de deux faisceaux de surfaces .

63. En examinant l'ordre de Ia surface Sn , nous avons employe la surface
S,2_, . Dans cet article nous allons montrer que la surface S n peut titre obtenue
comme le lieu de courbes d' intersection des surfaces S„_, aver les surfaces
correspondantes F,, .
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Prenons un point arbitraire p' .,, sur la courbe (pn) . Ce point determine dans
le faisceau (R) un nouveau faisceau do la (n - 2)"mC dimension, duquel nous
pouvons deriver a I'aide des autres (n - 1) faisceaux (F) une surface qui
est done d'ordre

n-i

	

r _
inrM4b- (fp °-- F)2,

i

	

..I) i -'R2)

Le point p'n determine m,, surfaces F'n dans le faisceau (Fn) . Chacune de ces
surfaces rencontre

	

en une courbe qui appartient a la surface S. .
Quand le point p'n change de position sur (pn), nous obtenons une autre

surface S' n_i et de memo autres surfaces F'n et par consequent aussi une autre
courbe de la surface S,Z .

Quand le point p',, parcourt la courbe (pn), la surface S'n-, remplit un
faisceau (Sn-,) et la surface F' remplit le faisceau (Fn ) . De la suit que noun
obtenons les courbes do la surface S n comme les intersection des faisceaux cor-
respondants (S„- i ), (Fn).

Le faisceau (S,,._,) est selon Particle 62 de la premiere dimension . En
substituant a r par pn r - Rn dans la formule de cet article, nous obtenons
l' indice

Mr Ifji-i (pie r -- R n ) 11n-i (fp - F)
de ce faisceau .

64. Quand nous examinons dordre de la surface Sn dans ce genre, nous
trouvons que c'est le procede que nous avons deja employe .

A une surface Sn_i correspondent done in,, surfaces Fn et a une surface
Fn correspondent f,,p,, - Fn surfaces S .,-, .

Quand les deux faisceaux de ces surfaces doivent titre projectifs, c'est-a-
dire, quand a une surface d'un de ces faisceaux doit correspondre une seule
surface de I'autre faisceau, it faut que

in,, = 1 ,

	

fnpn-Fn = 1 ;
et de plus, quand ces faisceaux doivent titre do la premiere dimension, it faut que

in, Mn-i ( pn r - Rn) II.-, (fp - F) = 1
ou que

m=1,

	

=1, p„r-Rn -1

et que chaque terme

fp -
Annali di Matematica, tomo XIV .
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Nous obtenons done que la surface

	

est d'ordre
n-1

i (pi r - Ri)

et que la surface Sn est d'ordre
n-4
"V [fi (Pi r - R)] + fn .i

XXII. Generation analogue d'une courbe .

65. La meme chose a lieu quant aux courbes . Prenons un point arbitraire
p n sur la courbe (pn), qui determine dans le faisceau (R) un autre faisceau
de la (n - 3)'~me dimension. Cc nouveau faisceau determine avec les faisceaux
(F), excepte lo faisceau (Fn ), une courbe C,,, ._, .

Seulement par le point p'n, passent aussi plusieurs surfaces Fn qui ren-
contrent la courbe C,,-, en des points de la courbe C1, . Quand le point p'n
change de position sur la courbe Cn_, et les surfaces F,, le font aussi .
Quand le point p',, parcourt la courbe (p,), la courbe Cni, engendre, suivant
le precedent, une surface S,z_, et les surfaces Fn remplissent le faisceau (Fn) .

Nous obtenons ainsi les points de la courbe Cn comme les points Winter-
section des courbes Cn_, avec les surfaces correspondantes Fn , la correspon-
dance etant de telle sorte, que a une courbe G_, correspond un certain nombre
de surfaces Fn , et reciproquement a une surface F,, correspond une certaine
courbe Cn_, .

11 est interessant que tons les points de la courbe Cn se trouvent sur la
surface

En omettant un autre faisceau, par exemple (Fk) de surfaces Fl,, et en
construisant du faisceau R une surface Snk, la courbe Cn doit se trouver toute
entiere sur cette surface . Cette courbe est done l'intersection desdites surfaces
Sn-i, Snk •

Nous obtenons ainsi la courbe C,, comme la ligne d'intersection de plu-
sieurs surfaces . En nCCgligeant un faisceau (F-) et sa courbe correspondante (p),
nous obtenons toujours une surface de (R) . Il y en a n et toutes ces surfaces
passent par la meme courbe C„ qui fait une partie de leur courbe d' intersection .
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