Sur la génération
des surfaces et des courbes gauches
par les faisceaux de surfaces.

(Par J-S. et M.-N. Vasgcex, & Jicin - Bohéme.)

I. Sur les faisceaux de surfaces.

1. Une surface B d’ordre r est déterminée par un certain nombre de
conditions, qui dépend de l'ordre de la surface F. On sait que ce nombre est
égal a

C+DE+DEE3
1.-2.3

2. Nous allons appeler un systéme de surfaces qui ne sont pas déterminées
par un nombre suffisant de conditions un fuisceau de surfaces.

Soit B le nombre de conditions qui déterminent une surface B du r@me
ordre. Quand la surface I¢ est donnée par R — n conditions, elle forme un
faisceaun (R).

En prenant » points arbitraires a, b, ¢,... dans I'espace, on obtiendra un
nombre de surfaces B qui correspondent aux R —n conditions données et
passent par les points a, b, c,...

Appelons le nombre n, c’est-a-dire le nombre de points que nous pouvons
encore choisir pour compléter les conditions nécessaires & détermination d’une
surface B, la dimension du faisceau (R) de surfaces R.

Le nombre de surfaces B passantepar les » points a, b, ¢,... et assujetties
aux I? —n conditions données nous voulons nommer 'indice du faisceau (R)
de la n'™ dimension de surjfaces R.

Alors en disant un faisceau (R) de la '™ dimension d’indice m de sur-
Jaces B du r*¢ ordre, on entend: un systéme de surfaces R du r%#m¢ ordre,
données par R —n conditions de telle fagon, que par n points quelconques
a, b, c,... passent m surfaces R.
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De 14 résulte que
k points arbitraires dans Uespace déterminent dans un faisceaw de la
n’"e dimension et d'indice m un faisceau du méme indice m mais de la di-
mension n — k.

3. La méme chose a lieu quant aux figures planes. Il y a de méme dans
le plan des faisceaux d'indices divers.

Ainsi quand on dit: un faiscean (R) de la #*™ dimension et d’indice m
de courbes R d’ordre r, cela signifie un systéme de courbes B d’ordre r, dé-
terminées par telles conditions que par n points arbitraires du plan passent m
courbes E.

I est claire que % points du plan déterminent un faisceau de la dimension
n—k et d’indice m dans un faisceau (E) de la #"* dimension et d’indice m.

II. Détermination de l'ordre des surfaces et des courbes.

4. L’ordre des surfaces. — Dans le Mémoire présent nous nous occuperons
avec des surfaces dont I'ordre doit étre déterminé, quelque soit le mode de
leurs générations.

Pour cet effet il nous suffit une fois pour toutes de démontrer 1'ordre de
la surface engendrée par la manitre suivante.

5. Considérons une surface S comme le lieu de courbes d’intersection de
deux autres surfaces appartenant & deux systtmes; ces deux surfaces jouissent
de telle propriété que & une d’elles correspond un certain nombre de surfaces
du second systéme rencontrant la premitre en une courbe de la surface S.

Dans ce cas général, il n’est pas nécessaire de connaitre ni les ordres des
surfaces de deux systémes ni le nombre de surfaces d’un systéme correspondant
& une surface de I'autre systéme. Il nous suffit de connaitre des données plus
simples.

Une droite arbitraire @ perce les surfaces d'un des systémes en des points
A et celles de I'autre systéme en des points B. Supposons que tels points A
d’une surface correspondent aux points B de I'autre surface, dont la courbe
d’intersection se trouve sur la surface engendrée S.

On voit immédiatement que, quand deux points correspondants 4, B se
réunissent en un seul point, ce point est celui en lequel la droite @ perce la
surface S.

Il faut que nous déterminions: combien de points A peuvent coincider
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avec le point correspondant B, en sachant, que

& un point A pris & volonté sur Q correspondent b points B.
et réciproquement

que & un point B correspondent a points A.

Pour cet effet, faisons passer un plan P par la droite @ et considérons
deux points arbitraires «, 8 de ce plan comme les centres de deux faisceaux
de droites.

Joignons un point 4 avec o et le point correspondant B avec 8 par des
droites qui se rencontrent en un point. Ce point engendre une courbe S’ quand
les points A, B parcourent la droite @ par la loi indiquée.

La courbe S’ rencontre @ en des points qui sont évidemment les points
de rencontre de la surface S avec la droite @, ou, en d’autres termes, la
courbe S et la surface S rencontrent la droite ¢ en les mémes points. En
déterminant I'ordre de la courbe S', nous obtenons l'ordre de la surface S.

Nous allons déterminer 'ordre de S’ tres-aisément. Un rayon o du fais-
ceau () rencontre @ en un point A" auquel correspondent suivant la suppo-
sition & points B; les jonctions de ces points avec 8 rencontrent ' en b points
de la courbe S'.

De la suit que sur un rayon arbitraire o' du faisceau («) se trouvent &
points de 5. Il nous reste encore a examiner si le point « appartient & la
courbe S’

Dans ce cas un rayon f de (8) passe par «. La droite 23 rencontre @
en un point B’ auquel correspondent a points A. Par ces points passent les
rayons du faisceau («) correspondant & la droite ' et rencontrent la en le
point e. De la suit que le point « appartient & la courbe S’ et qu’il est mul-
tiple d’ordre @ ou que la courbe S” est d’ordre @ --b.

Nous avons donc ce théoréme:

Une surface S étant le liew d’intersection de deux figures jouissant
de telle propriété que par un point A pris & volonté sur ume droite ar-
bitraire Q passe la premiére figure et la seconde correspondante rencontre
la méme droite en b points B, et inversement, que par un point B de @
passe la seconde figure pendant que la premiére correspondante rencontre
Q en a points A, la surface S est d'ordre (a 4 b).

6. L’ordre des courbes gauches. — Nous pouvons déterminer I'ordre d’une
courbe gauche par une voie semblable & celle que nous avons suivie fout &
Iheure.

Supposons que la courbe traitée K soit le lieu des points d’intersection
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d’une courbe C avec une surface F, qui changent de positions suivant une
certaine loi.

Nous déterminons Vordre de la courbe K, en trouvant le nombre de points
qu'elle peut avoir sur un plan arbitraire Q.

Ce plan rencontre la courbe C dans une de ses positions en des points ¢
et la surface correspondante F' en une courbe f. Quand un point ¢ vient d’étre
placé sur la courbe correspondante f, ce point appartient & la courbe exa-
minée K.

Afin que nous déterminions le nombre de telles positions du point ¢, qu’il
se trouve sur sa courbe correspondante f, nous appliquons de nouveau de deux
projections.

Projettons les points ¢ d’un point arbitraire y et les courbes f d’un autre
point ¢. Une droite projettante y¢ perce la surface conique correspondante ¢f
en des points qui engendrent une courbe auxiliare L. Il est clair que chaque
point d’intersection de cette courbe avec le plan ¢ est en méme temps le point
de rencontre de la courbe K avec 0.

De 1a suit que, en déterminant V'ordre de L, nous connaisons de méme
Vordre de la courbe K, ce qui exige la connaissance des quantités suivantes:
1.° le nombre p de courbes f qui correspondent & un point c;
2.° le nombre ¢ de points ¢ qui correspondent & une courbe f;
3.° I'ordre » de la courbe décrite par le point ¢ sur le plan Q;

4.° le nombre ¢ de courbes f passant par un point arbitraire du plan @;
et enfin
5.° V'ordre f de la courbe f.

7. Cherchons le nombre de points en lesquels la courbe L rencontre un
plan quelconque P passant par le point 7. Ce plan rencontre la courbe décrite
sur @ par le point ¢ en » points. A chacun de ces points correspondent p
courbes f d’ordre f. Les surfaces coniques, ayant les courbes f pour lignes
directrices et le point ¢ pour sommet, rencontrent les jonctions des points ¢
avec y en des points de la courbe L. Le nombre de ces points est donc égal
a fpr.

1l nous reste encore & chercher, si le point y appartient &4 la courbe. Pour
cet effet, faisons passer par ce point les surfaces coniques et désignons le point
de rencontre de la droite y4 avec le plan @ par d. Par ce point passent, comme
on sait, ¢ courbes f, et par conséquent par y passent de méme ¢ surfaces co-
niques fo.

A chacune de ces surfaces correspondent ¢ points ¢ ainsi que des rayons yc,
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dont chacun détermine sur la surface conique correspondante le point y comme
le point de la courbe L.

Il s’ensuit que y est un point multiple d’ordre ¢¢ de la courbe L et que
cette ligne est d’ordre

frp+qt,

parce que le plan @ la coupe en autant de points.
La courbe K est du méme ordre. De 13 résulte ce théoréme:

Quand les points d’une courbe K proviennent de Uintersection d’une
courbe C avec une surface F' qui forment deux systémes correspondants
de telle maniére que, en coupant C en des points c et F' en une courbe f
par un plan arbitraire Q,

la courbe f soit d’ordre f;

t courbes [ passent par un point quelconque du plan Q;

le point ¢ décrit une courbe d’ordre r sur Q;

o une courbe f correspondent q poinis ¢; et enfin

& un point ¢ correspondent p courbes f, alors la courbe K est d’ordre

fpr +qt.

8. L’ordre d’une courbe plane. — Supposons que nous obtenons les points
d’une courbe plane comme les points d’intersection des courbes correspondantes
de deux faisceaux distincts.

Pour déterminer I’ordre de cette courbe, nous pouvons employer le méme
procédé que nous avons appliqué & une surface.

Les courbes d'un des faisceaux donnés rencontrent une droite arbitraire
du plan en des points A et celles de I’autre faisceau en des points B.

Prenons un point 4 sur @. Les courbes correspondantes de I’autre faisceau
rencontrent la en b points B et réciproquement & un point B correspondent
points 4.

Ainsi:

Le liew des points d’intersection de deux faisceaux donnés est une courbe
d'ordre
a - b.

Nous pouvons de 1a déduire une formule qui peut étre employée directement.

9. Considérons deux faisceaux (F,), () de la premitre dimension et d’in-
dices m,, m, de courbes F, F, d’ordre f;, f;, dont les points de rencontre
remplissent une courbe.
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Quand & une courbe F, correspondent @ courbes F, et & une courbe F,
correspondent & courbes F'y, la courbe dérivée doit étre d’ordre
afim,+bfym,.
En désignant le nombre de points obtenus directement sur une courbe
quelconque du faisceau (F,) par F,, nous pouvons éecrire

“’;ff’ au liew de  af,
i
et parce que af,f, = F, nous avons

Fi
afgr“ﬁ"

En faisant usage de cette notion aussi pour le second faisceau (F,), nous
obtenons que 'ordre de la courbe dérivée est

My _iF% -+ m, —/F:’ .

De la suit ce théoréme:

Une courbe C est le liew des points de rencontre des courbes d’ordres
fi, f> de deux faisceaux (F)), (Fy) de la premiére dimension et d’indices
my, my. Fy, F, soient les nombres de points obtenus directement sur deux
courbes arbitraires F,, F, des faisceaux (F')), (Fy). L’ordre de la courbe
C est égal & la somme de deux termes, dont chacun est construit ainsi:
on divise le nombre de points obtenus directement sur une courbe d'un des
Jaisceaux donnés par Uordre de cette courbe et on multiplie ce quotient
par Uindice du faisceau auquel appartient cette courbe.

10. L’importance de ce théoréme se manifeste principalement dans le cas,
quand la courbe C provient de I'intersection des tangentes correspondantes de
deux courbes A, B de classe «, $. a, b étant les nombres de points de la
courbe C, que nous obtenons directement sur une tangente arbitraire respecti-
vement de la courbe 4, B, I'ordre de la courbe C est

aa -+ pBb.

ITI. Sur la surface engendrée
par les points d’intersection de » surfaces.

11. Soit donné un faisceau (R) de surfaces R d’ordre r; supposons que ce
faisceau est de la dimension n — 1 et d’indice m,. Outre cela soient données

fes courbes (P, (p)yeer (Po);
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4 chacune de ces courbes correspond un faisceau de surfaces de la premiére
dimension; nous avons respectivement les faisceaux

(F), (Fo),... (Fn).

Une surface B du faisceau (R) rencontre les courbes (p,), (ps),... en des
points. Aux points ainsi obtenus sur (p,) faisons correspondre les points sur

(P, (P)y-- (Pu)

et réciproquement.

Ces points déterminent les surfaces dans les faisceaux correspondants. Sup-
posons que les surfaces passant par les points correspondants se correspondent
de méme. Prenons une & une des surfaces correspondantes; ces n surfaces T
se rencontrent en des points.

Quand la surface B forme le dit faisceau (R), il peut arriver que entre
les points, dont nous venons de parler, se trouvent tels points que toutes les
surfaces correspondantes passent par ces points.

Quel est le lieu de ces points?

Pour déterminer ce lieu, considérons le cas quand n = 3. Il est clair que,
quand nous prenons trois telles surfaces correspondantes F, c'est-d-dire une
surface F',, une surface F, et une surface Fj, ces surfaces correspondantes se
rencontrent en des points, par chacun d’eux passent toutes ces trois surfaces
P, F, F,.

Afin que nous trouvions le lieu de ces points, il faut montrer que sur une
droite arbitraire se trouve un nombre fini de ces points ou qu'ils remplisse
une surface.

12. Nous voulons d’abord démontrer que, n étant égal & 2, la courbe
d’intersection de deux surfaces correspondantes F',, F; engendre une surface.

Une droite arbitraire @ rencontre les surfaces F',, F, en des points que
nous désignons respectivement par A4, B. Les points A4 ecorrespondent aux
points B.

Considérons un point pris 4 volonté sur la droite @ comme le point A.
Par ce point passe un certain nombre de surfaces F';, dont chacune détermine
sur (p,) de méme un nombre fixe de points; par chacun d’eux passe un certain
nombre de surfaces E. Chacune de ces surfaces détermine sur (p,) des points
qui déterminent des surfaces ¥, rencontrant la droite @ en des points B cor-
respondant au point A.

A un point 4 correspond, par conséquent, un nombre fixe de points B et,
parce que cela a lieu aussi réciproquement, on voit, qu’il y a des points en
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lesquels coincident les points A avee leurs points correspondants B. Ce sont
évidemment les points en lesquels la droite ¢ perce la surface engendrée par
les courbes d’intersection des surfaces F,, F,.

13. La méme voie nous conduira au but demandé¢ dans le cas de l'ar-
ticle 11. Un point quelconque p, sur (p;) détermine dans le faisceau (R) un
faisceau de la premiére dimension.

En considérant la surface F, passant par le point p,, la courbe d’inter-
section des surfaces correspondantes F',, I, engendre, d’aprés le précédent,
une surface qui rencontre la surface ¥, en une courbe d’une figure nouvelle.
Nous montrerons que cette dernidre figure rencontre la droite @ en des points,
ou, en d’autres termes, qu’elle est une surface.

Supposons que la surface F'; rencontre ¢ en des points 4, et que la sur-
face engendrée par les autres surfaces correspondantes coupe cette droite en
des points B.

Par un point 4 pris & volonté sur @ passent des surfaces F, qui déter-
minent sur (p;) les points p,. Ces points déterminent des faisceaux de la pre-
miére dimension; & chacun d’eux correspond une surface auxiliaire rencontrant
@ en des points B.

A un point 4 correspond donc un nombre fixe de points B, et réeipro-
quement. Car un point arbitraire B sur @ détermine les surfaces F,, F, qui
rencontrent les courbes (p,), (p,) respectivement en des points pi, p..

Chacun des points p, détermine avec un des points p, une surface I ren-
contrant (p.) en des points qui déterminent les surfaces F,. Ces surfaces coupent
la droite @ en des points A. C.Q F.D.

Par conséquent nous obtenons sur @ de nouveau des points en lesquels
coincide un point 4 avee son point correspondant B. Il est clair que ce sont
les points en lesquels la droite Q perce la figure engendrée par les points d’in-
tersection des surfaces correspondantes F',, F,, F.

14. KEn connaissant ces résultats pour # =2 et n =3, nous pouvons les
étendre 4 un nombre arbitraire, c’est-a-dire nous pouvons démontrer que ces
résultats sont valables pour n quand cela a lieu pour »— 1.

Considérons alors un faisceau R de la dimension n— 2, puis #— 1 courbes
Piy P2y Pn et enfin autant de faisceaux (F), (I,),... (F'n—,) correspondants
de la premidre dimension. Supposons qu’il y a toujours un certain nombre de
points par lesquels passent toutes » — 1 surfaces correspondantes F,, F, F,_,,
et que tous ces points remplissent une surface S,-,.

Considérons maintenant un faisceau (R) de la dimension n— 1, et ajoutons
encore une courbe (p,) et son faisceau correspondant (F)).
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Une droite arbitraire @ rencontre les surfaces F), en des points 4. En
prenant le point p',, sur (pn), par lequel passe une telle surface F,, pour point
du faisceau (R), nous obtenons un nouveau faisceau de la (n — 2)**"° dimension,
duque] nous pouvons déduire une nouvelle surface S,—, qui rencontre ¢ en des
points B.

Nous voyons que, en prenant un point 4 sur @, par ce point passe un
nombre fixé de surfaces ¥, qui rencontrent la courbe (p,) en des points déter-
minant les faisceaux (R) de la dimension n — 2. Ces faisceaux déterminent des
surfaces S,—, qui rencontrent la droite @ en des points B.

I1 suit de J& que & un point A correspond un nombre fini de points B.

La méme chose a lieu quand nous commengons par un point B, qui dé-
termine des surfaces dans les faisceaux (F), (F%),... (Fa-,) rencontrant leurs
courbes correspondantes (p.), (ps),.-. (Pn—s) en des points. En prenant un 2 un
de ces points sur chaque courbe, il détermine une ou plusieurs surfaces B qui
fournissent les points p, par lesquels passent les surfaces I7, déterminant les
points correspondants 4.

Nous voyons donc que & un point B correspond un nombre fini de points 4.
Il y a ainsi des points A qui coincident avec leurs points correspondants B.
Ces points sont évidemment ceux, en lesquels la droite @ rencontre le lieu des
points provenant de I'intersection des surfaces correspondantes F'; ce que nous
pouvons définir ainsi:

Il y a en vérité un nombre infini de points dans Uespace par lesquels
passent simultanément les surfaces correspondantes de tous faisceaux; ces
points remplissent une surface.

IV. L’ordre de la surface S,.

15. La méme voie, que nous avons suivie en démontrant que le lieu des
points de rencontre de toutes les surfaces correspondantes des faisceaux (F')
est une surface S,, nous conduit & la détermination de l'ordre s, de cette
surface.

Nous allons dériver une formule, dont nous pouvons démontrer qu’elle est
valable pour #, quand elle est correcte pour » — 1. Commengons par n == 2.

16. Soient données:

un faisceau (B) de la premiére dimension et d’indice m, de surfaces R
du 7™ ordre;
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les courbes (p.), (p.) d’ordres p,, p,; et enfin
les faisceaux (F'), (F;) de la premiére dimension, d’indices m,, m, de
surfaces d’ordres fi, fs.

Une surface B rencontre les courbes (p,), (p.) en 7p, points p, et en 7p,
points p,. Chaque point p, détermine m, surfaces F, et chaque p, détermine m,
surfaces F'.

Les surfaces F,, ainsi obtenues, rencontrent les surfaces F,, qui leurs eor-
respondent suivant ]a loi indiquée, en des courbes qui remplissent une surface S, -
L’ordre de cette surface peut é&tre déterminé de la maniére que nous avons
exposée dans I'article 4.

Supposons que les surfaces F', rencontrent ¢ en des points 4 et leurs
surfaces correspondantes la coupent en des points B. Un point arbitraire A4
sur @ détermine m, surfaces F', du faisceau (F',) rencontrant la courbe (p,) en
fim.p, points p,. Chacun d’eux détermine m, surfaces B coupant la courbe
(p.) en

fimy . pyper

points p,, dont chacun détermine m, surfaces F, qui coupent, par conséquent,
la droite @ en

fifomimam, p,p,r
points B correspondant au point 4. Nous obtenons par le méme raisonnement
que 3 un point B correspondent

fifemym, m, pyp,r
points 4.

Nous trouvons ainsi

2f i fomymym,p, o7
points 4 sur ¢, qui coincident avec leurs points correspondants B. Ces points
sont évidemment ceux, en lesquels la droite ¢ perce la surface S,. Cette sur-
face est donc d’ordre

8, =2f, fom s, p,per.

Pour abréger, nous écrirons dans ce qui va suivre les produits partiels ainsi:
Fo=ffe..tfo
M, = m,m,...m,
P,=ppeeipn.

En faisant usage de cette notation, nous pouvons donc écrire la formule

précédente comme il suit:
2rm,.F, M, P,.
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V. L'ordre de la surface S,.

17. Quand nous avons résolu le probléme pour #» = 2, nous pouvons le
faire aussi quand » est d'une grandeur arbitraire.

Supposons que soient données: un faisceau (E) de la dimension n — 1 et
d'indice m, de surfaces B d’ordre r; les faisceaux (IFy), (Fe),... (Fy) de la
premiére dimension et d’indices m,, m;,... m, de surfaces F,, F,,... F, re-
spectivement d’ordre f,, fz,... f», et enfin les courbes (p,), (ps),..- () d’ordres
Piy Poy--- Pn & Iaide desquelles nous établissons la correspondance des surfaces
F,, F,,... F,.

18. La construction de la surface S, est la suivante. Une surface B ren-
contre les courbes (p,), (pz),-.- (pa) en points correspondants de telle maniere
que aux points, ainsi obtenus sur (p,), correspondent tous les points déterminés
par la méme surface B sur les autres courbes.

Sur chacune des courbes on prend un & un point correspondant qui dé-
termine dans le faisceau (F') correspondant des surfaces qui sont appelées les
correspondantes, quand elles passent par les points correspondants.

Quand n de ces surfaces correspondantes, prises une & une dans chacun
des faisceaux, passent par un point s, ce point appartient & la surface S,.

19. Considérons de nouveau une droite arbitraire ¢. En prenant sur (p,)
un point p,, par ce point passent m, surfaces (F,) qui rencontre ¢ en des
points 4.

Le point p, détermine dans le faisceau (B) un faisceau de la (n — 2)itm®
dimension, duquel on peut déduire & 1'aide des courbes (p.), (ps);--- (Pn—) €b
des faisceaux (F,), (F,),... (Fu—y) une nouvelle surface S,—, qui rencontre la
droite @ en des points B. Nous allons déterminer le nombre de point B cor-
respondant & un point arbitraire 4, et viceversa.

Considérons un point 4 sur Q. Par ce point passent m, surfaces F du
faiscean (Fl,), qui coupent la courbe (p,), en général, en f,m,p, points, dont
chacun détermine dans le faisceau (R) un faisceau de la (n — 2)i*"° dimension
déterminant la surface S,-, qui rencontre @ en s,, points B correspondant
au point A.

A un point A correspondent donc

fn My Pn Sn—1
points B.

Suivons la voie inverse et prenons sur @ un point B. Ce point détermine

m, surfaces F', dans le faisceau (I",) rencontrant la courbe (p,) en général en

fim,p, points p,.
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Le point B détermine de méme m, surfaces F, dans le faisceau (F}), qui
coupent la courbe (p,) en fym,p, points, etc. Dans le faisceau (I,_,) nous
obtenons m,_, surfaces F,_, qui rencontrent (p,—.) en fu—i My, Pu—, points
Pn—. Prenons de tous ces points correspondants un & un sur chaque courbe (p).
Ces n — 1 points déterminent =, surfaces B dans le faisceau (R). II est clair
que nous obtenons de tels groupes & n — 1 points en général

fifeeo froimamge. Mp—y PrPov s Py
ou abrégé
Fn——lM—inn—l-

Chacun de ces groupes détermine m surfaces B dont chacune rencontre
(pn) en rp, points. Par chacun d’eux passent m, surfaces F,, qui coupent la
droite ¢ en des points 4 correspondant au point B.

A un point B correspondent donc

mer Fpy M, P,
points A.
Nous voyons ainsi que sur la droite @ se trouvent
fatnPaSn—y +m.r Fy My, P,

points en lesquels coincident les points 4 avec leurs points correspondants B,
qui sont évidemment les points d’intersection de la droite ¢ avec la surface S,.
Cette surface est donc d’ordre

Sy = ﬁlrf"FnMnPn + fnmn_pnsn—i-

Parce que pour n =2
8y = 21‘mngM2P2
et pour n =3
Sy = 37‘mrF3M3P3
d’ott 'on peut conclure que la formule générale ait la forme
Sn=mnrm,F,M,P,,
car si elle est valable pour s,_,, on obtiendra pour n
Sn=mt, v Fyy M, Py + fn Mg P ¥ oy M, Pn—i,

ce qui prouve que la formule précédente est exacte, puisqu’elle est correcte
pour # = 3; ainsi
Sn=nm.r F, M, P,.
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VI. Gas particuliers.

20. Quand n = 3 nous avons ce théoréme:

Un faisceau de la seconde dimension de surfaces détermine des points
sur trois courbes, par lesquels passent les surfaces de leurs faisceauz
correspondants; ces surfaces se rencontrent en des points d’une surface
nouvelle qui est d’ordre

33 = 3mranMnPno

21. Supposons que les surfaces de tous les faisceaux sont du second ordre,
que les faisceaux sont d’'indice 1 et que les lignes (p) deviennent des droites;
alors

§3=23-2.2°=48.

22. Considérons une surface appartenant au faisceau (F,) et une autre
surface du faisceau (F%,); ces surfaces se rencontrent en une courbe du qua-
trisme ordre dont les points d’intersection avec la surface S; nous allons dé-
terminer.

Les surfaces F,, I, rencontrent respectivement les droites (p.), (p.) en
des points qui, étant quatre, déterminent quatre groupes de deux & deux points,
et par conséquent ils déterminent autant de surfaces R, dont chacune ren-
contre la droite (p;) en deux points déterminant une & une surface F%.

Il suit de 1& que nous obtenons ainsi sur la dite courbe d’intersection du
quatrieme ordre directement

8.8=1064
points.

Seulement il faut que sur cette courbe soient 4 .48 =192 tels points.
Outre cela, on voit que ce sont tous les points qui résultent de surfaces géné-
rales du second ordre (tous les faisceaux sont donec du premier indice).

De 13 suit que les points de rencontre de la dite courbe du quatridme
ordre avec les courbes fondamentales des faisceaux (F,), (¥,) appartiennent &
la courbe considérée. Il y en a seize. Ils sont, par conséquent, les points mul-
tiples d’ordre 8. Nous voyons done que les courbes fondamentales des faiseeaux
(I')), (F,) sont les lignes multiples d’ordre 8 sur la surface S;, ce que nous
trouverons justifié plus loin.

23. Toutes les conditions restent les mémes comme précédemment, seule-
ment n = 2; la surface S, est d’ordre

S;=2.2.22=16.



86 J.-S. et M-N. Vanélek: Sur la génération des surfaces

Une surface F, du faisceau (F')) rencontre la droite (p,) en deux points
qui déterminent deux surfaces R, dont chacune coupe la droite (p;) en deux
points. Chacun d’eux détermine une surface F,. Sur la surface F, se trouvent
donc quatre courbes du quatrieme ordre de la surface S,. Il mous manque
encore une partie de la courbe d’intersection des surfaces F,, S,. Clest la
courbe fondamentale du faisceau (F'), qui est une ligne multiple d’ordre 4 sur
la surface S,; de méme la courbe fondamentale du faisceau (F';) est une ligne
multiple d’ordre 4 sur S,.

24. Quand le faisceau (R) consiste en des plans, nous obtenons dans le
premier cas une surface d’ordre 16, ayant les courbes fondamentales des fai-
zeeaux (F), (F;) pour lignes multiples d’ordre 4 et dans le second cas une sur-
face S, du huititme ordre, qui posséde les courbes fondamentales des faisceaux
(F)), (F,) comme les lignes multiples d’ordre 2.

25. Dans le cas que les surfaces B et F' sont des plans et n =2, nous
retrouvons la génération bien connue des surfaces gauches au moyen de trois
surfaces développables des classes m,, m,, m;. L'ordre de la surface engendrée
est d’aprés la formule générale

32 = 2m,MQm3,

ce qui est d’accord avec le résultat connu.

26. Si tous les faisceaux étaient les faisceaux de plans ou les surfaces dé-
veloppables, n étant égal & 3, nous obtenons une surface engendrée par les
points, qui est d’ordre

83 == 3 M, My M3 M,

et quand les faisceaux de plans sont les faisceaux ordinaires, la surface obtenue
est une surface générale du troisieme ordre.

Nous somme parvenu 2 ces deux résultats par une autre voie, c’est-a-dire
par un mode analogue au procédé de Mac-Lavrrv.

27. Considérons le cas intéressant quand n =4 et (R) est un faisceau de
plans de la troisieme dimension ou, en d’autres termes, quand (E) est le sy-
sttme de plans qui remplissent tout I'espace indéfini.

Quand

fi=ﬁ=f3=f4=27 Mmi=My=my=m,=1
et
Pr=p=ps=p.=1,
la surface S, est d’ordre
Sy == 4.2t = 64.
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Nous pouvons de méme démontrer, comme dans le précédent, que les courbes
fondamentales des faisceaux (F') sont les lignes multiples d’ordre 8 de la sur-
face S,.

28. Considérons enfin le cas quand n =4 et toutes les autres quantités
sont égaux & 1; la surface engendrée est du quatriéme ordre.

Les points de cette surface jouissent de telle propriété que par chacun
d’eux passe un & un des plans de quatre faisceaux de plans, qui rencontrent
leurs quatre droites correspondantes en des points qui sont situés sur un méme
plan.

En prenant deux plans F,, F, des faisceaux (F), (), ces plans se ren-
contrent en une droite et coupent les droites (p,), (p.) en les points p,, p,. Ces
points déterminent un faisceau de plans (E) de la premiére dimension, duquel
on peut déduire une surface réglée du second ordre, qui rencontre la droite
F,, F, en des points de la surface S,.

Il est clair que les axes des faisceaux (F)), (F,) et par conséquent de
méme ceux des faisceaux (F3), (F,) sont les génératrices de la surface S,.

VIL. Sur la courbe qui est le lieu des points d’intersection
des surfaces de trois faisceaux.

29. La courbe gauche peut &tre engendrée par la méme maniére comme
la surface. Considérons d’abord seulement trois faisceaux de surfaces F, ce qui
est le cas le plus simple. Soient données:

un faisceau (F) de la premitre dimension, d’indice m, de surfaces
d’ordre #;

trois courbes (p,), (p.), (ps) respectivement d’ordre p,, p., ps; et enfin

trois faisceaux (F'), (F), (F;) de surfaces, qui sont de la premiére di-
mension et d’indices m, m,, ms, les surfaces F',, F,, F, étant respectivement
d’ordre f,, £z, fs-

Une surface arbitraire B du faisceau (R) rencontre de méme les courbes
(ps), (p2), (ps) en des points qui se correspondent de telle manitre que les points
ainsi obtenus sur une de ces courbes correspondent aux points sur les autres
courbes.

Chacun de ces points d’intersection de la surface B avec les courbes (p)
détermine un nombre de surfaces dans le faisceau correspondant (¥'); les sur-
faces passant par les points correspondants soient appelées de méme les surfaces
correspondantes,
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En prenant dans chacun des faisceaux une 4 une surface correspondante,
ces trois surfaces F',, F,, F; se rencontrent on des points qui engendrent une
courbe, quand la surface R engendre le faisceau (R).

30. Déterminons les points d’intersection de cette courbe avec un plan
arbitraire ¢ par le procédé que nous avons indiqué en 4.

Une surface quelconque F', rencontre (p;) en des points, dont chacun dé-
termine des surfaces (E). Chacune d’elles coupe la courbe (p,) en des points p,
et la courbe (p;) en des points p,. Les surfaces du faisceau (F,) passant par
les points p, et celles du faisceau (F';) passant par p, sont toutes les surfaces
qui correspondent 2 la surface F, prise & volonté dans le faisceau (F).

Ces surfaces F,, F, se rencontrent une & une en une courbe (F, F3) qui
perce la dite surface 7, en des points de Ja courbe C,. Nous nous servirons
de ce mode de génération de la courbe C, & la détermination de son ordre.

Supposons que la surface F, rencontre le plan @ en une courbe f et la
courbe (£, ) le coupe en um point ¢. Si nous considérons un point du plan @
comme le point ¢, nous savons qu’il résulte de I'intersection de ce plan avec
une certaine courbe (F, I), et, par conséquent, qu’il correspond & une certaine
surface B qui rencontre (p,) en 7p, points dont chacun détermine m, surfaces
F, et chacune d’elles détermine une courbe f. Done

& un point c correspondent m,p,r courbes f.

En prenant une surface I, et par suite aussi une courbe f, cette surface
rencontre (p,) en f,p, points qui déterminent m,f,p, surfaces B, dont chacune
rencontre (p,) en rp, points p, et (p;) en rp, points p,. Chaque point p, dé-
termine m, surfaces F), et chaque points p; détermine m, surfaces F3.

Ces surfaces F,, I se rencontrent en

My Mg M3 12 P, P [

courbes (F F3), dont chacune perce le plan @ en f;f; points. Done
& une courbe f correspondent

fx fz fa My M My Pr P2 Ps rt

points c.
11 suit de ce que nous avons trouvé quant aux surfaces, que les courbes
(F. Fy) remplissent une surface d’ordre

212 fsmemam, p. ps7,

qui rencontre le plan @ en une courbe engendrée par le point ¢ sur Q. Ainsi
le point ¢ engendre une courbe d’ordre

2f.famymym, pepore
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Par un point arbitraire dans l'espace passent m, surfaces F, et par con-
séquent de méme autant de courbes f passent par un point du plan @. Done
par un point quelconque du plan @ passent m, courbes f qui sont
d’ordre fi.
A Taide de ce que nous avons démontré dans le paragraphe II mous
pouvons dire que la courbe C; est d’ordre

s =21 fa formymy My My Py P2 Po1® + i fa fo s 1y M3 100,y o Po 7
C3 = (1 + 2)7n7.7'2F3M3P3.

ot

VIII. Sur la courbe qui est le lieu des points d’intersection
des surfaces de » faisceaux.

31. Comme dans nos recherches sur les surfaces nous avons déterminé
I'ordre d’une surface S, en connaissant Vordre d'une surface S,—,, nous pou-
vons appliquer la méme voie quant aux courbes.

Soient données:

un faisceau (R) de la (m — 2)i®™ dimension et d’indice m, de surfaces
d’ordre »; puis

les courbes (p,), (p.),.-- (pn) respectivement d’ordre p., p.,... pa; et
enfin

les faisceaux (F7), (F%),... (I,) de la premitre dimension et d’indices
My, My,... m, de surfaces Iy, I,... I, respectivement d’ordre fi, f,... fa-

Faisons correspondre les surfaces du faisceau (/) aux points de la courbe
(p.), ete. Une surface B détermine sur les courbes (p,), (p.),... (pn) des points
correspondants. Les surfaces de ces faisceaux passant par les points corre-
spondants sur les courbes (p), (p2),-.. (pa) soient appelées de méme corre-
spondantes.

32 Prenons une & une de chacun de ces groupes de surfaces correspon-
dantes I

Ces n surfaces, prises trois & trois, se rencontrent en des points. Quand
la surface B change de position, il peut arriver que toutes ces n surfaces se
rencontrent en un point. On voit trés-aisément que le lieu de ces points est
une courbe dont l'ordre nous allons déterminer.

Cherchons le nombre de points de rencontre de cette courbe avee un plan
arbitraire Q.

Annali di Matematica, tomo X1V, 12
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Negligeons la courbe (p,) et son faisceau correspondant (F,). Nous pou-
vons dériver une surface S,—, du faisceau (R) et des autres n — 1 faisceaux
(F). La surface S,—, rencontre ¢ en une courbe que nous voulons considérer
comme le liew des points c.

En effet nous pouvons obtenir la surface S,—, comme le lieu des courbes
d’intersection d’une surface arbitraire F,—, avec la surface correspondante
Sn-2; & chacune de ces courbes (/.- Sp—,) correspond évidemment un certain
nombre de surfaces I, du faisceau (F,), et nous obtenons les points de la
courbe S, comme les points de rencontre des courbes (F7,-, Sa—;) avec les sur-
faces correspondantes F', du faisceau (F).

Il faut donc que nous connaissions les quantités nécessaires & la détermi-
nation de Vordre de la courbe S,,.

A un point arbitraire ¢ (qui est proprement dit le point de la courbe
Q S,.-1) correspond une seule surface R, de Jaquelle ce point avait été dérivé.
Cette surface R rencontre (p.) en rp, point et chacun d’eux détermine m,
surfaces 7, du faisceau (F),), dont chacune rencontre @ en une courbe f. Done

& un point ¢ correspondent m,p,r courbes f.

Une surface F, rencontre @ en une courbe f et la courbe (p.) en frpa
points, dont chacun détermine en (R) un autre faisceau (R') de la (n — 3)*me
dimension. Nous pouvons dériver de ce faisceau & l'aide des autres faisceaux
la courbe C,-, rencontrant le plan @ en les points ¢ correspondant & la courbe f.
Ainsi

& une courbe arbitraive f correspondent ¢, fnpn points c. Le lieu de
ces points sur Q) est une courbe d’ordre s,—,. Par un point arbitraire du plan
@ passent évidemment m, surfaces I, et par conséquent autant de courbes f.
L’ordre de la courbe f est f,.

Cela nous apprend, ayant égard au paragraphe 1I, que la courbe C, est
d’'ordre

. Cp=7 fnmnpn Sp—t -t Oy fn WnPn
et puisque

Sp—y = — 1yrm. Fop My Py,
nous obtenons
en=(n—1)r*m, Fu M, Py coei faMnpn.
En traitant la courbe C;, nous avons vu que
s = 312m, Iy M; P,.
Nous pouvens écrire le coéfficient 3 sous la forme

3:2 u en général nin—1)
1.2 0 gene 172
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Supposons que pour C,_, la formule

_(n—=1)(n—2)

Cn—y = i3 2y Fyey Myy P,.,

est valable, alors pour C, nous obtenons

__n(n—1)
"1

2w, 'y M, Py

et puisque pour n =3 elle est exacte, alors elle est exacte en général; nous
avons done
__n(n—1)

Cp == —-1'——-2—" 72 M, I’wn Mn Pn .

IX. Cas particuliers.

33. Courbe du troisiéme ordre. — En supposant que n=3 et toutes les
autres quantités sont égales & 1, nous obtenons une courbe du troisiéme ordre.

Un plan R du faisceau (R) rencontre les droites (p.), (p.), (ps) en des
points, par lesquels passent respectivement les plans F', F, F, qui se ren-
contrent en un point d’une courbe du troisieme ordre.

Nous trouvons que sur un plan du faisceau (/) se trouve un seul point
ou que l'axe du faisceau ([,) contient deux points de la courbe; la méme pro-
priété jouissent les axes des autres deux faisceaux.

Cette construction de la courbe du troisieme ordre est un cas particulier
de la génération des surfaces et des courbes due & Mac-Lavriy que nous avons
généralisée ailleurs.

34. Courbe du siziéme ordre. — Supposons que () soit un faisceau de
plans de la deuxiéme dimension et du premier indice, ou, en d’autres termes,
il est un faisceau de plans déterminés par un seul point r. Les lignes (p,),
(pe)y (ps)y (ps) soient des droites et (F7), (F), (F%), (Fy) solent des faisceaux
de la premiére dimension et du premier indice; alors ce sont des plans passant
par les droites Dy, D,, D,, D,, n étant égal & 4.

Considérons un plan arbitraire /', du faisceau (F,) qui rencontre (p,) en
un point p’,. Ce point détermine avec » un faisceau de plans de la premidre
dimension et du premier indice. Par conséquent, on en peut déduire, & l'aide
des droites (p,), (p.), (ps) et des faisceanx (F), (Fy), (Fy), une cubique gauche.
Cette courbe perce le plan I, en des points qui appartiennent évidemment &
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la courbe C,. Puisque nous n’obtenons sur ce plan que ce point, il suit de 1a
que 'axe D, en contient trois.

Les points situés sur D, nous trouvons ainsi: omettons le faisceau (F7)
et la droite (p,). Du faisceau (R) & Vaide des faisceaux (F\), (I), () nous
pouvons construire une surface S, qui est du troisitme ordre,

Elle rencontre D, en trois points qui sont les points de la courbe C,. Done

La courbe C, rencontre chacun des axes des faisceaux (F), (F3), (Fy),
(F,) en trois points.

35. Courbe Cy du diziéme ordre. — Considérons un faisceau (R) de plans,
qui est de la troisitme dimension, ou en d’autres termes, dont les plans ne
sont pas déterminés et remplissent tout Vespace. De 1 suit que # = 5. Cette
condition exige que soient données cing courbes (p,),... (p;) et autant de fai-
sceaux (), (I:),... (Fs) qui sont de la premiére dimension et du premier in-
dice, c’est-d-dire ce sont des plans passant par cinq droites D,, D,, Ds, Dy, D..

Un plan quelconque F'y du faisceau (F) rencontre (ps) en le point p's
qui détermine un faisceau de plans de la seconde dimension duquel on peut
dériver & l'aide des faisceaux (F), (F), (F3), (I\) et des droites (p), (ps),
(ps), (ps) une courbe du sixidme ordre (I'article précédent). Cette courbe ren-
contre le plan /7'y en six points d’une courbe C; du dixidme ordre qui coupe,
par conséquent, chacun des axes des faisceaux (I’) en quatre points. Ainsi:

Chacun des azxes de cing faisceaux (I7) rencontre la courbe C; en quatre
points; et

un plan arbitraire d'un des faisceaux (I7) coupe cette courbe encore en
six points.

Les points de rencontre des axes de ces faisceaux avec la courbe C
peuvent étre déterminés comme il suit.

En cherchant les points ¢; sur D, nous faisons usage seulement de quatre
faisceaux (I7) et de quatre courbes (p) qui déterminent avec un faisccau de
plans de la troisitme dimension une surface S; du quatritme ordre. Cette sur-
face rencontre la droite D, en des points de la courbe C,; de méme pour les
autres axes D,, D,, D,, D, des faisceaux ([).

36. Autres cas particuliers. — Achevons en peu de mots encore quelques
autres cas particuliers de la construction des courbes.

Supposons que le faisceau (R) de plans soit de la premiére dimension et
du premier indice et que tous les trois faisceaux (/") de surfaces du second
ordre soient de méme de la premidre dimension et d’indice 1, et enfin que les
lignes (p) soient des droites.
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Alors la courbe C, est d’ordre
€ =3 .92 =24,

Une surface arbitraire F”; rencontre la droite (p;) en deux points, dont chacun
détermine un plan rencontrant (p,), (p.) en des points; chacun d’eux détermine
une surface du second ordre; ces surfaces se reacontrent en une biquadratique
gauche qui perce /", en huit points. Nous obtenons ainsi seize points dire-
ctement.

En négligeant le faisceau (F3), nous obtenons une surface S, du huitiéme
ordre qui rencontre la courbe fondamentale du faisceau (%) en 32 points qui
appartiennent évidlemment & la courbe C;.

D’ou il suit que

La courbe Cs posséde 32 points sur chaque courbe jfondamentale des
Jaisceaux (F).

37. Les courbes du 24""® ordre résultent aussi des faisceaux de plans
quand les courbes (p) sont des coniques.

Un plan quelconque F, rencontre (p;) en deux points dont chacun dé-
termine un plan R et chacun de ces plans coupe les coniques (p,), (p:) en
deux & deux points. De 1a résulte que nous obtenons de chacun des plans B
quatre droites F, F, qui percent F; en des points de la courbe C,. Nous
obtenons alors sur chaque plan (/%) huit points directement. En omettant le
faisceau (/%) et la conique (p.), le faisceau (R) détermine une surface S, du
huitieme ordre. Cette surface rencontre D, en huit points qui sont les points
doubles, ce qui prouve le raisonnement suivant.

A un de ces points correspond un seul plan B qui rencontre (p,;) en deux
points et chacun d’eux détermine un plan ;. Ces deux plans ainsi obtenus
fournissent le méme point. Done

La courbe C, est du 24m ordre doude des 24 points doubles qui sont
sutués huit & huit sur trois droites.

38. Considérons encore le cas quand »n =3, toutes les lignes (p) sont des
droites, (R) est un faisceau de plans de la premiére dimension et d’indice 1,
et enfin (/) sont les faisceaux de la premidre dimension de surfaces d’ordre f.

La courbe C; est done d’ordre

¢ == 3.3
Ainsi:
Sur une surface quelconque d’un faisceau se trouvent f* points. Chacunes
des courbes fondamentales des fuisceaux contient 2f* points de la courbe C.



94 J.-8. et M.-N. Vanéiek: Sur la génération des surfaces

X. Décomposition des figures dérivées.

39. La surface dérivée se décompose, quand un point fondamental a du
faisceau (F,) se trouve sur (p,).

Considérons la position de la surface R, quand elle passe par ce point a.
Ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau de la (n — 2)iéme
dimension, qui avec les autres (n — 1) faisceaux, excepté (F,), détermine une
surface S,-,. Quand nous voulons déterminer la surface F,, nous trouvons
qu’elle est indéterminée, parce que par ce point passe une infinité de surfaces
du faisceau (F).

Nous voyons done que la surface S,-, fait une partie de la surface S,.
D’ou il suit que

Un faisceau, ayant un de ses points fondamentaux sur la courbe cor-
respondante, ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau d’une
dimension inférieure, dont la surface dérivée o Uaide des autres (n — 1) fai-
sceaux fait une partie de la surface S,.

40. La surface S, se décompose, quand la courbe fondamentale du fai-
sceau (R) rencontre (p,) en un point a.

Ce point détermine m, surfaces F, du faisceau (F,). Considérons une de
ces surfaces et un de ses points . Nous pouvons démontrer que ce point ap-
partient & la surface S,.

Ce point f détermine dans chacun des autres n — 1 faisceaux plusieurs
surfaces, dont chacune rencontre la courbe correspondante en des points. En
prenant un 3 un point de ces groupes, nous obtenons #» — 1 points qui déter-
minent des surfaces R, dont chacune rencontre (p,) au point a et par consé-
quent la surface F, passant par a correspond aux surfaces des autres faisceaux,
qui passe par le point f.

Puisque par le point f passent » surfaces correspondantes et ce point,
étant pris & volonté sur la surface F, qui passe par @, nous pouvons donc
dire que

Quand un point fondamental du faisceau (B) se trouve sur la courbe
(pn), les surfaces du faisceau (Fy), qui passent par ce point forment les
parties de la surface générale de S,.

41. Nous allons démontrer que la méme chose a lieu quant aux courbes.

Le faisceau (F,) a un de ses points fondamentaux @ sur la courbe cor-
respondante (p,).
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Le point @ détermine dans le faisceau (B) un nouveau faisceau de la
(n — 3)"* dimension, duquel on peut dériver & I'aide des autres n — 1 faisceaux
une courbe C,_,. Cette courbe fait évidemment une partie de la courbe C,,
parce que chaque surface F, correspond aux surfaces qui engendrent la courbe
Cr—:. Par conséquent chaque point de la courbe C,—, appartient & la courbe C,.

Done

Quand un faisceau (F) a un de ses points fondamentaux sur la courbe

correspondante (p), ce point détermine dans le faisceau (R) un nowveau jfai-
sceau de la dimension inférieure et la courbe Cn-,, dérivée de ce faisceau &
Vaide des autres faisceaux de surfaces, fait une partie de la courbe générale C,.

42. La courbe (p.) passe par un point fondamental du faisceau (k) de
la n*me dimension.

Le faisceau (R) de la (n — 2)*™ dimension détermine & 'aide des autres
n — 1 faisceaux une surface S,—, qui rencontre les surfaces du faisceau (F,),
passant par le point @, en des courbes qui sont évidemment les parties de la
courbe C,.

Nous avons donc ce théoréme:

Quand un point fondamental du faisceau (R) est situé sur une des
courbes (p), alors les courbes d'intersection des surfaces du jfaisceau cor-
respondant & (p), qui passent par ce point, avec la surface dérivéde du
Saisceau (R) & Paide des autres foisceauz, font les pariies de la courbe Ch.

XI. L'ordre de la surface dégénérée.

43. Supposons que les courbes fondamentales des faisceaux (F)), (F),...
(F.) rencontrent leurs courbes correspondantes (p.), (ps), (Ps),.-- (pn) €n les
points F,, F,,... F,,, puis que la courbe fondamentale du faisceau (E) coupe
les mémes courbes en des points R,, R,,... R,.

Quand nous voulons déterminer 'ordre de la surface S,, nous suivons la
méme voie comme dans le cas général et soustrayons alors les dits points fon-
damentaux du nombre général.

44. Appliquons de nouveau une droite @. En prenant un point arbitraire
p'n sur (pn), ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau de la
(n — 2)*=¢ dimension, duquel nous pouvons dériver une surface S,—, & l'aide
des autres (n — 1) faisceaux et des courbes. Cette surface rencontre @ en les
points B et les surfaces F, du faisceau (F,), qui passent par le point p's,
coupent la droite @ en les points A correspondant aux points B.
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Considérons un point quelconque de la droite @ comme le point B.

Par ce point passent m, surfaces F, du faisceau (F,), dont chacune ren-
contre la courbe (p,) outre les dits points fondamentaux encore en f,p, — F,
points. Ce point B détermine de méme m,, m;,... m,, surfaces Fy, F;,... F,,
des faisceaux (F,), (F.),... (Fu—,), et ces surfaces rencontrent les courbes cor-
respondantes (ps), (ps)y-.+ (Pn—1) outre les points fondamentaux encore en

fzpz""'Fe, fsPa“"Fsy--- fn—lpn-i—Fn—i

points qui, étant pris un & un sur chaque courbe, déterminent chaque fois m,
surfaces R. Ces points déterminent en entier

M Moy (ﬁ]!h -_ Fa) (fzpz - Fz) v (fn-—ipn—i — n—l)
surfaces R.

Pour abréger, écrivons au lieu de terme
(fipie— F)(fop: — Fo) -+ - (fas pr—s — Fny)

Dot (fp — F);

la signification de II»—, est assez claire, car il remplace I'expression «le pro-
duit » et son index signifie qu'il faut poser dans les parenthéses en méme
temps le méme index; la valeur de cet index varie de 1 & » — 1; les binomes
ainsi construits sont les facteurs de ce produit.

Nous avons done:

N (fp — F)= (fips — F)(fop. — F)- "(fn—il’nﬂ — Foy).

Chacune des surfaces ainsi obtenues détermine sur (p,) outre les points
fondamentaux encore (»p, — R,) points et chacun d’eux détermine m, sur-
faces Fn, dont chacune rencontre @ en f, point 4 correspondant au point B
pris & volonté sur .

A un point B correspondent done

My M fou(r pr— Ba) Moy (fp — F)

le symbole

points A.

Considérons maintenant un point arbitraire de @ comme le point A. Par
ce point passent m, surfaces F, du faisceau (F,) dont chacune rencontre la
courbe (p.) outre les dits points fondamentaux encore en f,p, — F, points, et
chacun d’eux détermine un faisceau (R) de la (n — 2)*®¢ dimension. De chacun
de ces faisceaux () mous pouvons dériver & I'aide des autres (n— 1) fai-
sceaux (F) une surface S,-, qui rencontre la droite Q en s,-, points B cor-
respondant au point A.
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A un point A correspondent donc

My (fnpn - n) Sn—1
points B.

La courbe S, est alors d’ordre
Sp == My (fnpn - 'n) Sn—1 + s anﬂ (7’10n - R")n"”i (fP - F)'

On voit trés aisément que pour » = 2 la surface S,_, se compose de plusieurs
surfaces F, et qu'il faut poser dans la formule précédente pour s, le terme

fimime(p,r — Ry),
la formule prend la forme

8y = mz(fz_pz - Fz) fimlmr (Px" - R,) + my ey me ﬁ’ (7‘]92 '—" R2) (fipi - Fi)7

ce que nous pouvons écrire ainsi:

o ]h?-——I'A })H——Pz b
Q_mM(f, e )m(fp F).

Dans ce qui va suivre nous allons écriver
2 . R
\ rpi— I
2\ fi —1-9—’————1)
S\ fipe— I

rp2 — R
fepe — L%

au lien de

” Pi
ﬁ/i[“-—l’ +f

et en général

o YPpi— 7}91-—]14 12),———]{. | 7])“ 1177
= (/;/zpz—-*f’) fi,‘p"—‘]f +ff227°—1' +f f 277;—“"]’?1

La SIgnlﬁcatlon de ce symbole est assez claire.
Acceptons que pour n — 1 la formule

Sp- 1—-—"’7/'9'Mn inn—i(fp_li)v (/;;;ji:j‘”)

soit exacte, alors la formule pour » prend la forme
$n = 1y (faPrn — Fu) ity My Oy (fp — I’)z fi /’)Z: — f‘
-+ m, M;i fn (7'1971 — Rn) |} - (fp - [v)

(fapn — Fo) s (fp — F) = Do (fp — F),

Annall di Matematice, tomo XIV. 13

et puis que
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nous obtenons

Tandis que
o 7])1, rpn— Bn 3 ‘rpi—Ri
2 (rm=T )+ﬂrz:3a*24ﬁm;rﬁ)

=1

nous pouvons éerire

Sn = s Ma T (fp — F) (ﬁ fp;; Fz)

Nous avons ainsi démontré que cette formule est exacte si elle est valable
pour n — 1. Tandis que elle est valable pour n =2 et par conséquent pour
n =23 et si suit, alors cette formule est exacte en général.

De la suit que la courbe propre S, est d’ordre

= 1m, M, 0,(fp — F)y (f,;iH) (@)

45. Quoique cette formule exprime l'ordre de la surface S, quand les
données occupent des positions singuliéres, elles est, on le voit, plus générale
que la formule de I'article 19, qui peut étre déduite de la formule actuelle.

Supposons que le nombre de points fondamentaux sur (p) soit

Fi= gmo...—an—e
et de méme
R;'-T:Rgm"':Rﬂ,:a‘)

fp—F=fp

nous obtenons

et

r.

j’h‘-‘*“‘P; pir
ffz])z""rz f]%t—_

D’olt il suit que

]71,’/""‘sz |
~( anr)"”’

et la formule (¢) prend la forme
S = m 11 M, 0, (fp),

ce résultat est done identique avec celui de Darticle 19.
46. De la formule (a) on peut dériver beaucoup d’autres, dont unes sont
particulidres, et les autres paraissent d’étre générales et tout entier différentes.
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XII. Constructions générales des surfaces déduites du précédent.

47. Premier cas. — Considérons d’abord la construction d’une surface
quand les surfaces J' sont des plans et par conséquent les faisceaux (F),
(F2),... (Fn) sont des surfaces développables respectivement de la classe m,,
Myyeee My,

Cependant il faut distinguer ces deux cas: a) ou (R) est un faiscean de
surfaces générales, 5) ou (R) est un faisceau de plans.

a) Supposons que les surfaces du faisceau (E) soient d’ordre ». La sur-
face obtenue S, est d’ordre

’ w3 (pir — Ry
my M1 (p If)zéi( zn‘——lf'i_)’

F étant en général = 0. La construction d’un point de la surface est la
suivante :

Un faisceou (R) de la dimension (n — 1) de surfaces R d’ordre r ren-
contre les courbes (p,), (ps),... (po) en des poinis par lesquels passent les plans
tangents des surfaces développables (I7)), (F.),... (Fn) de la classe mi, m.,...
Mmy; quand tous les plans ainsi correspondants passent par un méme poing,
ce point appartient & la surface S,.

48. Le cas, dont nous venons de parler, renferme aussi tel, quand les
surfaces développables deviennent des surfaces coniques qui ont leurs sommets
respectivement sur les courbes correspondantes. Ainsi:

Soient donndes n surjfaces coniques (Iy), (Fo),... (Fn) de la classe my,
Myy... M, dont les sommets se trowvent respectivement sur les courbes corre-
spondantes (p.), (Po);--- (Pu)

Quand n plans tangents de ces surfaces passent par un point s de telle
maniere qu’ils rencontrent les courbes (p.), (ps),... (pn) en des points qui,
étant pris un & un sur chacune de ces courbes, déterminent une surface R d'un
Jaisceau de la dimension n —1, ce point s appartient & une surface dordre

LS Ppiy — R;
m, M, Hﬂ(]) - 1)1‘3‘1 (—-27:—1——)

Nous obtenons le cas encore plus particulier, quand les lignes fondamen-
tales des faisceaux (F') sont des droites.
b) Considérons le cas, quand les faisccaux (F') sont des surfaces déve-
loppables et R sont des plans.
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Nous pouvons distinguer trois cas particuliers, savoir:
1.° le faisceau (R) de plans B est de la premitre dimension;
2.° le méme faisceau est de la deuxieme dimension.
Nous avons traités ces deux cas dans les articles 25 et 26.
3.° Le faisceau (R) de plans R est de la troisitme dimension, ou, en
d’antres termes, les plans R ne sont assujettis ni & une condition.
La construction d’un point s de la surface peut &tre énoncée ainsi:
Soient données quatre surfaces développables (F',), (F.), (Fs), (IF)) re-
spectivement de la classe my, m,, m;, m,. Par un point quelconque s duns
Pespace passent les plans tangents & ces surfaces, qui rencontrent les courbes
correspondantes (p.), (p2), (ps), (ps) en des points. Quand quatre de ces points,
dtant pris un o un sur chaque courbe (p), se trowvent sur un plan, le point s
appartient & une surface d’ordre
oy 5
m M, ])-—F)Z(m_f)

=1

On voit que F' ne doit pas surpasser 2.
49. Deuxitme cas. — Supposons que (I7) soient des faisceaux de surfaces
générales et que

@) (R) soit un faisceau de plans.

Nous pouvons distinguer de nouveau les cas suivants:

1.° (R) est un faisceau de la premiere dimension, ou il forme une sur-
face développable. Dans ce cas, les faisceaux (') peuvent étre seulement deux,
et nous obtenons cette construction:

Les plans tangents d’une surface dcveloppable de la classe m, ren-
contrent les courbes (p,), (p.) en des points qui déterminent des surfaces F,,
F, dans les jaisceaux (F)), (I'y) correspondunts. Les surfaces F,, F, corre-
spondantes se coupent en une courbe qui engendre une surface d’ordre

i — Ry
. My (fp — F z(fz f:j)z'—‘f )

C'est évidemment un cas particulier de la surface que nous avons traitée au
commencement de ce Mémoire.

2.° Nous pourrions de méme donner la construction d'une surface, quand
le plan B envoloppe une surface générale de la classe m,.

3.° Quand le faisceau (R) est de la troisitme dimension, nous trouvons
la construction donnée dans l'article 48, 3°.
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b) Le cas que nous allons traiter nous semble trés-important. Supposons
que tous les faisceaux sont de la premiere dimension, c'est-a-dire

My==My==++0==Mp="M, =1
et que
fipi—Fi=1, pir—R;=Fk,

k étant une grandeur constante.
L’ordre de la surface peut étre donnée en cette forme

Sp=1F i} fi.
=1
En supposant que
pir—Ri=k=1,
nous obtenons

= Sfimhithtfit +h

On voit immédiatement que l'ordre de la surface S, ne dépend pas d’ordre
des surfaces R et des courbes (p); les faisceaux (/') jouissent de telle pro-
priété que, en prenant une 2 une surface des n — 1 faisceaux, a ces surfaces
correspond une seule surface du n%™ faisceau.

Nous pouvons énoncer ce théoreme:

Soient donnés n faisceaux (I')), (Fy),... (Fy) de la premiére dimension
de surfaces Iy, I'y,... Fy respectivement d'ordre fi. foy... fu. Faisons
correspondre les surfaces des faisceaux de telle maniére que, en prenant
une & une surfuce dans n— 1 faisceaux, & ces surjfaces correspond une
seule surface du n*™ faisceau.

Il y o une infinité de points en lesquels se rencontrent toutes les n
surfuces correspondantes, et ces points remplissent une surface dont Uordre
est égal & la somme des ordres des surfaces de tous les faisceaux.

XIII. Décomposition d'une courbe.

50. La décomposition d'une courbe dépend de mémes conditions que nous
avons trouvées en traitant les surfaces.
1.° Quand le faisceau (R) a un de ses points fondamentaux ¢ sur la
courbe (p,), nous pouvons de ce faisccau dériver & Yaide des autres n—1
faisceaux une surface Sy-;.
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Le point @ détermine dans le faisceau (F,) m, surfaces F,, qui rencontrent
la surface, dont nous venons de parler, en des courbes qui appartiennent évi-
demment & la courbe C, et forment par conséquent une partie de cette courbe,

2.° Supposons qu'un point fondamental @ du faisceau (¥,) se trouve sur
la courbe (p.). Ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau de
la (n — 3)"* dimension, duquel nous pouvons construire & I'aide des autres
(n — 1) faisceaux (F') une courbe C,_, qui est une partie de la courbe de-
mandée C,,.

XIV. L'ordre de la courbe dégénérée.

51. Soient F,, F,,... I, les nombres de points d’intersection des courbes
fondamentales des faisceaux (), (F),... (F.) avec les courbes correspondantes
(p)y (p2)y..- (pn) et Ry, R,, R, soient les nombres de points fondamentaux
du faisceau (R) situés sur les mémes courbes.

Considérons un plan quelconque @ et désignons par ¢ les points, en les-
quelles la courbe S,—, perce ce plan @, et par f les courbes, en lesquelles le
rencontrent les surfaces F,.

A un point ¢ correspond une seule surface R qui rencontre la courbe (p.,)
outre les points fondamentaux encore en (p, — R,) points, dont chacun dé-
termine m, surfaces (F,) rencontrant @ en des courbes f qui correspondent
au point ¢. A un point ¢ correspondent donc

M (Pt — B)
courbes f.

Une surface quelconque F, du faisceau (F',) détermine une courbe f et
rencontre (p,) outre les points fondamentaux encore en (p,f.— F') points.

Chacun d’eux détermine un faisceau (R) de la dimension (n — 3), duquel
on peut a I'aide des autres n — 1 faisceaux dériver une courbe C,—, qui dé-
termine les points ¢ correspondant & la courbe f primitive.

Done

A une courbe f correspondent

(fnpn — Fn) c'n—l
poinis ¢. Le point ¢ engendre sur @ une courbe S,_,. Par un point arbitraire
du plan Q passent m, surfaces F, et par conséquent autant de courbes f. La
courbe f est d’ordre f,. L'ordre de la courbe C, est donc

Cp = fnm'nsn—-i (pn r— Rn) + mn(fnpn - n)c,n~1-
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Nous voyons que pour #» =3 & un point ¢ correspondent
s (Ps 7 — Bs)
courbes f. A une courbe f correspondent
e M fif2(psfo — Fo) (r po — Ba) (r p. — Ro)

points ¢. Ces points engendrent une courbe d’ordre

my ML 1L (fp — F) E(f"fp;:—lf )

Par un point arbitraire du plan @ passent m, courbes f d'ordre f;. De I3
suit que

¢s = fo(p:r — R3)m, ML (fp — F)Z‘(f’fz;;t )

-+ mrMafifz(Psfs — Fs)(rpr— 4)(7 P — 2)7

ce que nous pouvons écrire ainsi:

ir — Ri
c3—mrM3H3(fP F)[ﬂ)‘}:;r——lfaz {(f )‘}:pt F’)

(prr — Ri) (p2r — Ro)]
A G =T — F»]

Nous pouvons remplacer le terme

3 3 ir— 1 "“‘.Rl ] —‘-Re
fs(pr R)Z(fzp )+f1f2(pr )(par )

(faps — I'3) fipi — Fi fips — F) (feps — Fe)
par le snivant

pir— .Rz)(pﬂ’ —_ RZ) .
[ﬁf’ (i =T (fopi = )

1.3
Le symbole ) signifie que dans les parentheses il faut poser pour ¢ et ¢ toutes
=t

valeurs possibles de 1 & 3 de telle manidre, que toutes les deux ne soient pas
égales en méme temps, et que résultats ainsi obtenus doivent &ire additionés.

Ainsi la formule, qui exprime l'ordre de la courbe C,, prend la forme
suivante:

LY i — Ri — R
ev=m, Ml (fp — ) 3 [fifs BT FA )

Supposons que la formule

i,(ﬂ-‘- 1 1{1 — .R
coms = e Mt fp = Y 8 [t = = 1
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pour » — 1 soit exacte; nous obtenons pour n

Cn——mnfn(pnr‘_"Rn)mr n——iHn—i(fp F)z(ﬁ ”ﬁ—Rl)

At = Py Mo = PG|, B =55 =0

¢é que nous pouvons éerire ainsi:

n Ry r T L
Cn=mrMnH’n(f.p—F){fng‘ppqﬁ—‘fni zf ﬁl:—-i’

'S (s ¢ (pir — Bi)(per — Ro)\].
+z’§ (f’ft (fipi — Fi) (fepe — Ft)”
11 est visible que

(77117‘ - R’n) (pz (pﬂ’ — -Ri) (ptr - Rt)
vaTemp: 3 (fipi — m 52 e [f F (ope = T — F»]

_ N g (pir— R (per — B) |
“é‘t lf‘f‘ (fivi — Fo)(fopr — Ft)]

La formule déterminant 'ordre de la courbe C, prend cette forme

(per — Ri) (per — To)
en=m, M1, (fp — F) [f‘f‘(fp —Fz)(ftpt—‘r’)] ©

Cette formule est exacte pour #, quand elle est exacte pour n—1. Seu-
lement elle est valable pour n==3, ainsi pour n =4, ou elle est valable en
général.

XV. Constructions générales des courbes déduites du précédent.

52. La formule (b) renferme celle du cas général, en lequel les courbes
fondamentales ne rencontrent pas les courbes correspondantes (p).
Il faut seulement y poser F'=6, B =0 et apercevoir que la somme ¥

contient toujours
nin—1)
2

termes. Nous pouvons distinguer ces trois cas particuliers.

1.° (R) est un faisceau de surfaces générales et (¥) sont les faisceaux
de plans ou les surfaces développables. La construction de la courbe est ana-
logue & celle de la surface.
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2.° (R) est un faisceau de plans et (F') sont les faisceaux de surfaces
générales. Ce cas nous présente trois constructions qui vont suivre.

a) Les plans tangents d’une surface (R) rencontrent les courbes (p,), (p.),
(ps) en des points qui déterniinent 1espectivement des surfaces dans les faisceaux
(Fy), (Fy), (F5). Trois de ces surfaces ainsi correspondantes, dont chacune ap-
partient & un faisceau différent, se rencontrent en des points d’ume courbe.

b) Quand un point ¢ se trowve en une telle position que, en faisant
passer poar lui une & une surface de chacun de quatre faisceaur (F,), (F),
(F), (IN), qui rencontrent les courbes (p.), (po), (Ps), (ps) en des points et quand
quatre de ces points pris un & un sur les courbes (p) se trouvent dans un plan
tangent de la surface générale (R), alors le poiht ¢ engendre ume courbe.

¢) Considérons cing faisceaux (F') et déterminons comme précédemment
le point ¢ de telle maniére que cing points correspondants, pris un & un sur
chaque courbe (p), se trouwvent sur un plan, le point ¢ engendre une courbe.

3.° Quand (F') et (R) sont les faisceaux de plans, nous obtenons trois
constructions analogues aux précédentes, en posant les plans tangents des sur-
faces développables au lieu des surfaces des faisceaux.

4.° Considérons enfin le cas trés important, quand chaque terme
fp—F=1 et de méme rp— R =1,

My== My ==+ + + == Wy, = Wp = 1.

L'ordre de la courbe C, est
[
O == Et(fl f t)'

Nous voyons que cette formule ne dépend pas des quantités du faisceau (R)
et des courbes (p) qui nous servent seulement & établir la correspondance entre
les surfaces.

Cette correspondance s'effectue de telle manitre que, en prenant une 3
une surface dans n — 2 faisceaux, & ces surfaces correspond une & une surface
dans les deux autres faisceaux. Nous pouvons donc dire:

Quand les surfaces des n faisceaux de la premiére dimension se cor-
respondent de telle fagon que & (n-— 2) surfaces prises & volonté une & une
dans (n— 2) faisceau correspond une & une surface dons les deux autres fai-
sceauzx, alors les points, par lesquels passent en méme temps toutes les n sur-
JSaces ainsi correspondantes, remplissent une courbe.

En multipliant deuzx & deux ordres des surfaces des faisceaux, U'ordre
de la courbe C, est égal & la somme de ces produils.

Annali di Matematica, tomo XIV, 14
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XVI. Surface S, passe par les points fondamentaux
des faisceaux (I').

53. Nous avons vu, dans nos recherches sur la construction des courbes
dans cas singuliers, que ces courbes rencontrent les lignes fondamentales des
faisceaux (F').

Cela nous amene & I'idée que la surface S, jouit de la méme propriété,

b

c'est-a-dire qu'elle passe par les points communs & toutes les surfaces d’un
méme faisceau (F').

Considérons un point @ par lequel passent toutes surfaces du faisceau (F,).
Par ce point on peut faire passer plusieurs surfaces de chaque faisceau, qui
rencontrent les courbes correspondantes (p) en des points qui, étant pris un 2
un sur chacune de ces courbes, déterminent un certain nombre de surfaces (R).
Quelsque soient les points p., la surface F, passe toujours par le point a.

Ce point jouit par conséquent de la propriété que par lui passent toutes
n surfaces correspondantes, prises une & une dans chaque faisceau, ou, en
d’autres termes, le point a appartient & lo surface S,.

H4. Examinons la multiplicité d'un tel point fondamental ¢ d'un faisceau
(Fr). Afin que nous obtenions une formule la plus générale, supposons que les
faisceaux (R) et (F,) ont des points fondamentaux sur les courbes correspon-
dantes (p). Ce point & détermine

My Myyeee Mhoyy Mpagye.. My
surfaces des faisceaux

F)y Fayeoo Frmi)y (Fres)yee (F)
qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes

)y P2y (Pr-sdy (Pres)yo (D)
outre les points fondamentaux en

fipi— Fi, fope— Fs,y... fr—iPhos — Fyoys
frmiPree — Froryo.. foPn— Fy

points. En prenant un & un de ces points sur chacune de ces courbes, nous
obtenons

My Tulfp— 10

mE frpk — Fr

groupes de tels points correspondants que chacun de ces groupes détermine m,
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surfaces B et chacune de ces surfaces rencontre (pz) en prr — Ry points, dont
chacun détermine my surfaces F% passant par a. De 13 suit que ¢ est un point
multiple d’ordre

Hn(f]?——F) .
mrMnm(pk7 Rk)

sur la surface S,.

XVII. La courbe C, a des points multiples
sur les courbes fondamentales des faisceaux (/).

55. Supposons que la courbe fondamentale du faisceau (I%) soit d’ordre by.

En négligeant pour un moment le faisceau (/%) et la courbe correspon-
dante (pr), nous pouvons dériver du faisceau (R) qui est de la (n — 2)¥m di-
mension & l'aide des autres (n — 1) faisceaux une surface S,-,,

Cette surface rencontre la courbe fondamentale de (/%) en by - s,—, points.
Bien entendu, dans la construction de la surface S,—, avait ¢té négligé le fai-
sceau (F%) et non le faisceau (F7), ce qui a une influence & 'ordre de cette
surface.

Chacun desdits points résulte d’une certaine surface R qui rencontre la
courbe (p,) en rpp — Ry points dont chacun détermine my surfaces F7,.

Chaque tel point d’intersection est par conséquent un point multiple d’ordre

(r pp — Ry) my.
Le nombre de ces points est égal & bps,—,.
En substituant la valeur de s,-,, nous obtenons ce théoréme:
Quand le faisceau (Iy) a ume courbe fondamentale d'ordre by, la
courbe C, posséde sur cette courbe

k . 14 PP . P " X
m S Belle B (3 2T g, L
me prpr— I \E fipi — I Jepr — I

points qui sont multiples d’ordre

my (prr — By).

XVIII. Un faisceau (/) de surfaces d’ordre f
posséde une courbe fondamentale d’ordre 72

56. On sait que ce théortme peut étre demontre par une autre voie, seu-
lement pour montrer I'importance de nos recherches nous allons en faire usage
dans ce probleme.
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Considérons une surface quelconque I, du faisceau (F},) et la surface S,,.

La surface I7" rencontre (p) en f,p, points dont chacun détermine dans
le faisceau (B) un autre faisceau de la dimension (n — 2). De chacun de ces

faisceaux on peut déduire a l'aide des autres (n — 1) faisceaux (F), (Fb),...
(F'n-,) une surface S,-, qui rencontre la surface F”, en une courbe d’ordre
fnSn—1 OU
fait —Drm, F M, P,_,.
Puisque le nombre de ces courbes est f,p, et la surface S, ne rencontre
pas la surface I, en d’autres points, parce que il n'y a plus des surfaces F),
qui coupent la surface F',, la courbe d’intersection totale serait d’ordre

(n—form, FpyMy, P,
pendant qu'elle doit étre d’ordre
W [ g Iy My, Py
Cela nous montre que le faisceau (F,) a une courbe fondamentale qui,
étant la courbe d’intersection de F", avee S,, est d’ordre

7 fatie By My—i Py

Ce qui préceéde nous apprend que, s’il y a une telle courbe, elle doit étre mul-
tiple d'ordre
¥y Fy ]lIn_i P,
fu

et par conséquent elle est d’ordre f7. C. Q. F.D.

XIX. Faisceaux de surfaces.

57. Un faisceau (R) de la (n — 1)®®* dimension et » faiscecaux (I7) de
surfaces nous servent & la construction d’une surface S,.

Seulement nous pouvons réciproquement d’une courbe € & Taide des n
faisceaux (I7) construire un faisceau (R) de surfaces.

Supposons que les surfaces R soient donnces par N telles conditions que
par « points arbitraires passent mz, surfaces du faisceau (I2).

Considérons une courbe C, les faisceaux (1), (I7),... ({%) de surfaces et
leurs courbes correspondantes (p.), (ps);... (Ps). Un point arbitraire ¢ de la
courbe C détermine dans chacun des faisceaux (I) un certain nombre de sur-
faces qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes (p.), (p),...
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(pn) en des points. En prenant un & un de ces points sur chacune de ces
courbes, ces n points déterminent avec les N conditions données m, surfaces E.
Quand le point ¢ parcourt la courbe C, la surface R engendre un faisceau (R).

Déterminons la dimension et 'indice de ce faisceau.

Pour cet effet, considérons un point arbitraire ¢ qui détermine avec les
N conditions données un faisceau de la dimension (n— 1), du quel on peut.
dériver une surface S, d’ordre s, & 'aide des faisceaux (I). Cette surface ren-
contre la courbe C en des points qui fournissent évidemment les surfaces R
passant par a.

Done

Le faisceau (R) de surfaces, dérivé d'une courbe C & Paide des fai-
sceaur (1) et des courves (p) jouwit de la propriété que par un point arbitraire
a passent ¢S, de ses surfaces ou que ce faisceau est de la premiére dimension
et d’indice ¢sy.

Il est clair que s, peut étre une des quantités des articles précédents.

58. Quand le point ¢ parcourt une surface S, nous pouvons demander:
quelle est la nature du faisceau de surfaces R?

Considérons le faisceau (R) des articles précédents et deux points arbi-
traires @, b qui déterminent dans (R) un autre faisceau de la dimension (n — 2),
duque] nous pouvons déduire a I'aide des faisceaux (F') et des courbes (p) une
courbe C, d’ordre connu c¢,.

Cette courbe perce la surface S en ¢,s points qui fournissent évidemment
les surfaces B passant par les points a, b.

Ainsi

Le faisceaw (R) de surfaces R, dérivé d’ume surface S & UVaide des
faisceaux (F7) et des courbes (p), jouit de telle propriété que par deux points
arbitraires a, b passent c,s surfaces R, ou, en d’autres termes, ce faisceau est
de la deuxiéme dimension et d’indice c,s.

59. Supposons que # =3 et que les surfaces B deviennent des plans.

On sait que les faisceaux de plans de la premiére dimension sont les sur-
faces développables et les faisceaux de plans de la deuxiéme dimension sont les
surfaces générales. Les indices de ces faisceaux sont les classes de ces surfaces.

Nous voyons donc que les théorémes précédents renferment ces deux autres
théoremes:

1.2 Un point ¢ détermine respectivement m,, my, m, surfaces dans les

JSaisceaux (I')y qui sont de la premiére dimension. Chacune de ces surfaces

rencontre les courbes correspondantes (p.), (p2), (p:) en des points. En
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prenant un & un de ces points sur chacune de ces courbes, ces points dé-

terminent un plan E.

Quand le point ¢ parcourt une courbe C d'ordre c, le plan R enve-
loppe une surface développable de la classe ¢sy.

Il est clair que les faisceaux (F') peuvent étre les surfaces développables,
enveloppes des plans 7

2.° Un point arbitraire s détermine respectivement m,, m,, m; Sur-
faces dans les faisceaux (F'), (Fy), (F3) de la premiére dimension. Cha-
cune de ces surfaces rencontre les courbes correspondantes respectivement
en des points P, P'iyeess Poy Payeee; Pay Pager

En prenant un & un de ces points sur chacune de ces courbes (p),
ces trois points déterminent un plan R. Quand le point s parcourt une
surface S d’ordre s, le plan R enveloppe une surface générale de la
classe sc,.

Le mot générale ne signifie pas une surface générale de cette classe, seu-
lement que cette surface n’est pas développable. Nous pouvons de méme dans
ce théoréme remplacer les faisceaux (F') par des surfaces différentes.

80. Nous obtenons les faisceaux de surfaces d’une autre maniére, savoir
la surface S, remplit un faisceau.

Supposons qu’une surface R est donnée par N conditions et que & la dé-
termination complite de cette surface manquent encore n points.

Considérons un point arbitraire @ comme le point fondamental du faisceau
(R). De ce faisceau, qui est maintenant de la (» — 1)*™ dimension, nous pouvons
déduire une surface S,.

Quel est le lieu que remplit la surface S,, quand le point @ est assujetti
& parcourir une courbe 4 d’ordre a?

Nous montrerons aisément que la surface S, remplit un faisceau de la
premitre dimension, ou, en d'autres termes, que par un point arbitraire b passe
un certain nombre de surfaces S,.

Considérons un tel point & qui détermine m,, m,,... m, surfaces F\, Fy,...
F, des faisceaux (F)), (Fb),... (In).

Chacune de ces surfaces rencontre la courbe correspondante (p) en

fipl""Fx, fzpz—‘f’vg,-n fnpn““fnn
points. En prenant un & un de ces points sur chacune des courbes (p), ces n
points déterminent m, surfaces R. Nous ohtenons par conséquent, en général,

e M 0, (fp — F)
surfaces R d’ordre s.
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Chacune de ces surfaces rencontre la courbe 4 en ar points, dont chacun,
étant pris pour un point fondamental du faisceau, détermine une surface Sy,
passant par le point b.

Par le poirt & passent donc

arm, M, 1L, (fp — F)

surfaces S,, ou, en d'autres termes, la surface S, remplit un faisceau de la
premiére dimension et d’indice

arm, M, 1L, (fp — F).

Ces surfaces sont, comme on sait, d’ordre

n o — By
my Mo Tl (fp — F)?;(fi o= E)'

XX. Faisceaux de courbes.

61. Supposons de nouveau que le faisceau (B) de surfaces R soit donné
par N conditions de telle fagon que par » points arbitraires passe un certain
nombre de ces surfaces.

Prenons deux points arbitraires a, b. Ces points déterminent un faisceau
de la (n — 2)*me dimension duquel nous pouvons dériver une courbe C, dont
I'ordre est connu.

Quel est le lieu de la courbe C,, quand le point b parcourt une courbe
B d'ordre b?

T1 est facile de montrer que ce lieu est une surface, ou, en d’autres termes,
qu'une droite arbitraire @ renconire un certain nombre de courbes C,.

Omettons les points @, b. Nous pouvons dériver de la droite @ un faisceau
de surfaces R, qui est de la premidre dimension et d’indice ¢s, ou, dans ce
cas, s,. Par le point a passent par conséquent ¢s, surfaces B. Chacune d’elles
rencontre B en b7 points. En prenant chacun de ces points pour point fonda-
mental du faisceau B, nous obtenons une courbe S, qui rencontre la droite Q.

Supposons que B’ soit une des surfaces R, dérivée d’un point ¢’ de la
droite @. La surface B’ rencontre évidemment la courbe B en b7 points, dont
chacun offre une courbe qui doit passer par ¢’. De 1a suit que nous obtenons
de tons les points BR' d'un surface R’, un seul point d’intersection sur la
droite @ ou que le nombre de ces points est égal au nombre de surfaces R
passant par a. La surface S, est donc d’ordre s,, ce qui est vrai, parce que
ce faisceau de surfaces B est, proprement dit, un faisceau de la (n — 1)ime
dimension et fournit, par conséquent, une surface d’ordre s,.
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62. Examinons maintenant le lieu de la courbe S,, quand le point e par-
court une courbe 4 d'ordre a.

Nous trouverons que ce lieu est un faisceau de courbes, dont un certain
nombre passe par un point arbitraire c. Le point ¢ détermine m,, m,,.. m,
surfaces (1), (F%),... (F) rencontrant respectivement les courbes correspon-

dantes (p), (ps);-.. (p.) en
fips— Fly fops — ... faln— F,
points. En prenant un 2 un de ces points sur chacune des courbes (p), nous
obtenons
M1, (fp— F)

groupes, dont chacun détermine m, suirfaces E. Chacune d’elles rencontre 4
en ar points et B en br points. Considérons un de ces points, situé sur 4 et
un sur B; ces deux points fournissent un faisceau de la dimension (n — 2), qui
détermine la courbe C, passant par le point c.

Chaque surface R offre arbr couples de points sur les courbes 4, B et
chacun de ces groupes fournit une courbe. Par conséquent les courbes C,, pas-
sant par ¢, sont en nombre

abrim, M, 1L, (fp — F).

Nous pouvons done dire que

Etant donndes les surfaces R par N telles conditions que n autres points
arbitraires déterminent m, surfaces R, deux points quelconque a, b déterminent
un faisceau de la dimension n — 2, duquel peut étre dérivée une courbe S,
d’ordre

s (17,'7‘—-'1?1')(29”"13‘)_ .
m,-Man(fP"F)%t[f‘f‘(fipi——Fi)(ftpt—Ft)]

Quand les points a, b parcourent respectivement deux courbes d’ordres a, b,
la courbe S, remplit un tel faisceau que par un point arbitraire c passe

abrtm. M, 1, (fp — I)
courbes S,. r

XXI. Sur la surface S,
engendrée par lintersection de deux faisceaux de surfaces.

63. En examinant 'ordre de la surface S,, nous avons employé la surface
Si-1. Dans cet article nous allons montrer que la surface S, peut étre obtenue
comme le lieu de courbes d’intersection des surfaces S,_, avec les surfaces
correspondantes JF,.
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Prenons un point arbitraire p’, sur la courbe (p,). Ce point détermine dans
le faisceau (RB) un nouveau faisceau de la (n— 2) @ dimension, duquel nous
pouvons dériver a 'aide des autres (n — 1) faisceaux (#7) une surface S',—, qui
est done d’ordre

n—1 o .
e Mo s — FY 3 (1 pr .
Le point p’, détermine m, surfaces F”, dans le faisceau (F,). Chacune de ces
surfaces rencontre S',—, en une courbe qui appartient & la surface S,.

Quand le point p’, change de position sur (p,), nous obtenons une auire
surface S',_; et de méme autres surfaces /"', et par conséquent aussi une autre
courbe de la surface S,.

Quand le point p’, parcourt la courbe (p,.), la surface S’,—, remplit un
faisceau (S,—,) et la surface ', remplit le faisceau (F)). De 13 suit que nous
obtenons les courbes de la surface S, comme les intersection des faisceaux cor-
respondants (S,—), (I,).

Le faisceau (S,-.) est selon Tl'article 62 de la premitre dimension. En
substituant ar par p,r — B, dans la formule de cet article, nous obtenons
I'indice

me M, (p, 7 — B),-.(fp— I)
de ce faisceau.

64. Quand nous examinons l'ordre de la surface S, dans ce genre, nous
trouvons que c’est le procédé que nous avons déja employé.

A une surface S,—, correspondent done m, surfaces F, et & une surface
I, correspondent f,p, — I, surfaces S',—,.

Quand les deux faisceaux de ces surfaces doivent étre projectifs, c'est-A-
dire, quand & une surface d’un de ces faisceaux doit correspondre une seule
surface de l'autre faisceau, il faut que

et de plus, quand ces faisceaux doivent étre de la premiére dimension, il faut que
My Mn—i (pn r— Rn) Iy (fp - 17) =1
ou que
m=1, M, , =1, pr—R,=1
et que chaque terme
fp—F=1,
Annali di Matematica, tomo XIV, 15
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Nous obtenons donc que la surface S’,—, est d’ordre
n—1
;fi(l’i?’ —R)

et que la surface S, est d’ordre

S f(pr — R + £

(2

XXII. Génération analogue d'une courbe.

65. La méme chose a lieu quant aux courbes. Prenons un point arbitraire
P sur la courbe (p,), qui détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau
de la (n — 8)"*m¢ dimension. Ce nouveau faisceau détermine avec les faisceaux
(I"), excepté le faisceau (F7), une courbe C,—;.

Seulement par le point p’, passent aussi plusieurs surfaces /), qui ren-
contrent la courbe C,_, en des points de la courbe C,. Quand le point p’,
change de position sur (p,), la courbe C,_, et les surfaces #', le font aussi.
Quand le point p’, parcourt la courbe (p,), la courbe C,+, engendre, suivant
le précédent, une surface S,—, et les surfaces F, remplissent le faisceau (F7,).

Nous obtenons ainsi les points de la courbe C, comme les points d’inter-
section des courbes C,—, avec les surfaces correspondantes I7,, la correspon-
dance étant de telle sorte, que & une courbe C,_, correspond un certain nombre
de surfaces I7,, et réciproquement & une surface I, correspond une certaine
courbe C,_,.

11 est intéressant que tous les points de la courbe C, se trouvent sur la
surface S,—,.

En omettant un autre faisceau, par exemple (I%) de surfaces F%, et en
construisant du faisceau R une surface Sqz, la courbe C, doit se trouver toute
entitre sur cette surface. Cette courbe est donc l'intersection desdites surfaces
Sn—i; Snk-

Nous obtenons ainsi la courbe C, comme la ligne d’intersection de plu-
sieurs surfaces. En négligeant un faisceau (/) et sa courbe correspondante (p),
nous obtenons toujours une surface de (E). Il y en a n et toutes ces surfaces
passent par la méme courbe C, qui fait une partie de leur courbe d’intersection.



	page 1
	page 2
	page 3
	page 4
	page 5
	page 6
	page 7
	page 8
	page 9
	page 10
	page 11
	page 12
	page 13
	page 14
	page 15
	page 16
	page 17
	page 18
	page 19
	page 20
	page 21
	page 22
	page 23
	page 24
	page 25
	page 26
	page 27
	page 28
	page 29
	page 30
	page 31
	page 32
	page 33
	page 34
	page 35
	page 36
	page 37
	page 38
	page 39
	page 40
	page 41
	page 42

