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SUL MOTO D'UN LIQUID0 INDEFINITO CON UN FILETT0 VORTICOS0 
DI FORMA QUALU~QUE. 

Memoria di t u i t i S a .  t e D a fl i 0 s (Padova). 

Adunanza del 2 7 maggio t9o6. 

w I. - -  Introduzione. 

Si abbia un liquido perfetto ed incomprimibile, esteso indefinitamente da tutte le 
parti. Durante il movimento, che prenderemo a considerare, in esso non agiscano che 
forze derivanti da un potenziale; d'altro canto supponiamo che vi esista gi~t una certa 
distribuzione di vortici, formatasi per l'azione di forze non conservative. 

Indicando con: 
t, il tempo; 
x, y, zo le coordinate d'un generico punto P nel liquido; 
u, v, w, le componenti della velocit~t W in P; 

e con p, q, r le componenti d'un generico vortice per le quali sappiamo essere: 

(0 

Ow c)v 
2p -- 0y 0~. ' 

Ou Ow 
2 q - -  O~ Ox ' 

0v Ou 
2 r =  c)---ff - -  Oy; 

le equazioni del moto si possono presentare sotto la forma: 

(2) 

~U 
Ot 
Ov 

Ot 

Ow 

Ot 

- - - -  2 ( rv  - -  qw)  - -  Of  
- - ~ - x  ) 

- - -  2 ( p ~ - - r , , )  0 f  
= T y '  

af 

dove abbiamo designato con f, la funzione: 

' ~,V2 U-- II ---; ) 

essendo: U il potenziale (unitario) delle forze attive, II la pressione divisa per il valore 
costante della densit,'l del tiquido. 
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Varr~i poi l'equazione di continuifft: 

3u O v c~u, 
- - - -  - -  O .  (3) Ox+  + 0z 

Supponiamo di porci nelle solite condizioni, in cui si tratta di determinare il mo- 
vimento, essendo assegnato lo stato di moto iniziale e i l  campo di forza. Dacch5 per 
ipotesi la massa liquida 6 indefinitamente estesa, non 6 da tener conto di alcuna con- 
dizione ai limiti. I~ lecito percib riguardare la 11 e con essa la f ,  come un elemento 
ausiliario a priori affatto indeterminato (e che si pomi poi valutare in base ai dati del 
problema). Si ~ cosl naturalmente condotti ad eliminare l'ausiliaria f tra le (2), ci6 che 
d~. luogo alle equazioni: 

Op Op Op Op Ou Ou Ou 
+ + + = gTP + + F i 

Oq Oq Oq o3q Ov Ov Ov 
(4) FT + ~-~v +-~yw + - g ~ u =  ~ q  + F-fy r + F [  P, 

Or Or Or Or c) w c) w c) w 
F-/+ + uy. + =-j r + 57p + q; 

perfettamente sostituibili alle (2), in quanto il loro sussistere ~ condizione necessaria e 
sufficiente per l'esistenza d'una funzione f ,  che verifichi le (2) stesse. 

Ricordiamo ancora che, neli'ipotesi assunta d 'un liquido incomprimibile, indefinita- 
mente esteso~ animato da movimento ovunque regolare, la distribuzione dei vortici ad 
un dato istante determina univocamente quella delle velocit'A, relative al medesimo istan- 
te *). Lo stato di moto del fluido pub dunque ritenersi caratterizzato dal campo vet- 

toriale (p, q, r). D'altra parte, noto questo campo in un dato istante t o [con che per 
l'osservazione fatta sono da ritenersi conosciute tutte le sei funzioni p (x, y, zo to), . . . ,  
u (x, y, zo to), . . . ] ,  le (4), fattovi t = to, definiscono, in ogni punto x, y, ~ le deri- 

Op Oq c3r ( Op Of Dr ) 
vate 0---/-' (? t '  0 t '  e quindi il campo dei vortici: p-{-~dt ,  qnt -~  dr, rnt-~-idt 

neU'istante t o - [ -d  t, immediatamente consecutivo a t o . A partire da quello, si ripetono 
analoghe considerazioni; e cosl, intuitivamente, si ~ tratti a concludere c h e l a  distribu- 
zione iniziale dei vortici d.etermina univocamente, in virtfi dell'equazioni idrodinamiche~ 
lo stato del campo (p, q, r)  e quindi quello del moto del fluido, per qualsiasi t. Va 

O p 0 q c9 r calcolate in base alle (4) si annullano, notato in particolare che, se le 0 t '  8 t ' c9 t 

il moto risulta permanente e reciprocamente. 
Cib premesso, imaginiamo, nel liquido indefinito, la presenza d 'un solo tubo vor- 

ticoso di sezione trasversale cosl piccola da poterlo assimilare ad una linea L, che sarfi 
chiusa od estesa indefinitamente. I1 teorema di HEI~MHOI:rZ ci apprende che le particelle 
materiali~ di cui L 6 costituita nell'istante iniziale, formano una linea vorticosa ira ogni 
altro istante, persistendo nella parte rimanente del liquido il movimento irrotazionale. 

*) Veggasi per es .  APPELL, Trait~ de M~canique rationndle, t. III, pag. 4I 3 e segg. 
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Tutto  s dunque ricondotto a ricercare la legge con cui si sposta e si deforma la linea 
vorticosa. Tale sar~ appunto l'oggetto dei nostro studio. 

Troveremo c h e l a  velocit,4 limite d'un generico elemento ruotante Q 6 normale al 

piano osculatore della linea vorticosa in Q e proporzionale alia curvatura. Passeremo 
quindi a stabilire le equazioni generali che presiedono alia variazione nella forma intrin- 
seca della linea stessa, risolvendo cosl virtualmente il problema del movimento cui va 
soggetto il vortice iineare. In base a quelle, determineremo poi alcuni tipi di vortici che 
si spostano rigidamente attraverso la massa fluida. 

2 . -  Espress ion i  delle component i  u, v, w. 

In un liquido indefinito, si abbi~/, come dicemmo, una sola linea vorticosa L, tale 
che il vortice sia, in tutti i punti della stessa, sempre d'uguale grandezza o~ *). Fissiamo 
un punto generico O di L e d  assumiamo come sistema di riferimento la terna x, y, 
costituita dalla tangente, normale principale e binormale in O alla curva. Le direzioni 
positive degli assi x, y, ~ sieno rispettivamente : quella del vortice % quella rivolta verso 
la concavit~i di L, quella che, associata alle due precedenti, rende la terna destrorsa. 
Indichiamo con ~, "~, ~ le coordinate dei punti Q di L, e con x, y, ~ quelle d'un punto 
generico P non situato su L, cosl da avere: 

r -= P (2 -= ~/(x - -  ~.)~ q-  (y - -  ,)~ -}- (~ - -  [)~. 

Le ;~, ~, [ saranno a ritenersi funzioni dell'arco s di L, che supporremo contato, a par- 
fire da O, positivamente nel senso delle x crescenti. 

Le componenti della velocit5 in un generico punto P(x, y, ~) saranno **): 

f d~ d'a 
u = ~ ~ ds, 

f d~ d'~ 
- y 7  - - x )  

O )  v = r3 d s, 

[* 
-&s - -  (~ - -  Y)Ts  

W ~ - -  d L  ds .  2 "1~ ~,3 

I coseni direttori della tangente in un punto generico della curva L, essendo ri- 
spettivamente : 

d~ d n  dE 
ds ' ds ' ds ' 

*) Pih precisamente, se si riguarda la linea L come limite di un tubetto vorticoso infinitamente 
sotfile, to non ~ altro chela semi-intensit'h del tubo, cioh il limite del prodotto delia sezione retta per 
la intensit~ del vortice molecolare. 

**) APPELG 1. c., pag. 63 e 42r. 
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e quelli della normale principale: 

i d'~ r d~, I d2~ 
c ds  ~' c ds ~' c ds  ~' 

dove c indica la curvatura in quel punto, avremo per l'origine 0 evidentemente: 

d~ d.~ 
'ds : I, "'ds 

(6)  
z d ~  x d ~  
c d s ~ - -  o, c d s ~ 

Allora, applicando alle funzioni ~ (s), "~ 
al terzo termine e tenendo conto delle 

(s) 

(7) ~(s)  

d~ 
o, d s ~ o, 

i d "r, 
- -  I~ - - - - - - - 0 .  

c ds ~ 

(s), [ (s) lo sviluppo del TAYLOR arrestato 
(6), potremo scrivere: 

= s + s3 ~, 
$ 2 

= C - -  + S 3 + ,  
2 

- -  s3Z ; 

dove % +, 7. designano funzioni di s, che dipendono dalla natura della linea L, ma 
di cui a noi basta ritenere che sono finite e continue nell 'intorno d i s - - o .  

(9) 

0o) 
avremo ancora: 

3 . -  Deduzione di alcune disuguaglianze.  

Abbiamo : 

r ~ - - ( ~ x ) ~  + ( ' ~ - -  y)~-~-(~. - -  ~ ) ~ : ~ - q - . ~  J V ~  2 (x~  + y.~-~- ~ ) +  x~.~-),~.q- ~" 

Detto ~ il raggio vettore del punto P(x ,  y, ~) ed ~, {~,, 7 i coseni direttori di ~, 
sara : 

I X ~  

(8) y = ~ ~, 

I ~ - -  eT; 

cosicch~, sostituendo nella precedente espressione questi valori di x, y, K e i valori (7) 
di ~, ~, ~, ot terremo: 

r 2 s 2 + s  4 2 ~ + ~ 2 s .  c s~+~ = + - T + c s +  + + s 2 z  ~ 

- 2 ~ s - - ~ c s  ~ - 2 ~ s 3 ( ~  + l ~ +  + V z ) + e .  
Posto : 

~ = ,  2 ~ + r  + s ~ z  ~ - 2 ~ C ~ + ~ + + ~ z ) ,  

,x ~ = s ~ + e -  2 ,~,s  - c ,~s" = 0 - c ~ ) s ' -  2 ~ , s  + e ;  

r2 ~ A2 + $3~. 

Studiamo ora il comportamento delle tre quantit~l: 

scere d i s  ed .. 

I I I I 
A ~ r ~ r 3 A3 

al decre- 
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Rappresentiamo in un piano le due variabili (indipendenti) Isl ed ~. Trattandosi 
di valori essenzialmente positivi, i[ campo di variabi[it.h da considerare si riduce al primo 
quadrante. Introduciamo anche le coordinate polari ~ e z ed avremo : 

- -  fl sen z; 

i quali valori, sostituiti nell'espressione ( Io)  di a ' ,  porgono:  

a = 2 - -  c o s  

dovendosi in ~ ~ sen 2 ~ adottare il segno superiore o l'inferiore, secondoch~ s ~ posi- 
tivo o negativo. 

Ci6 premesso, conveniamo di far variare P in modo che esso, pur avvicinaadosi 
ad O, rimanga costantemente esterno ad una superficie conica K avente per asse la 
tangente in 0 e un'apertura comunque piccola, ma finita. Sono allora giustificate le 
considerazioni seguenti : 

a) Quando il raggio vettore ~ - -  O P s i  prenda inferiore ad un limite determi- 
nato, il coefficiente di t~ ~ in ( i o ' )  sadt evidentemente positivo e tale da potersi deter- 

minare una costante b in modo che esso sia sempre maggiore di ~-~-. AUora, sotto la 

restrizione suddetta, comunque varino Is[ ed ~, avremo: 

r b 
, a < f ,  

b) Essendo : 

q 

il coefl-iciente di ~=, in 
mente : 

quest'ultima espressione di r ~, sarfi positivo, e si avdt chiara- 

0 2 )  I 

Consideriamo nel piano [st, ~, la retta g definita dall'equazione: 

03) I llsl 2 

Questa retta divide il quadrante rappresentativo in due parti: l 'una (triangolare) 
contenente l'origine, l 'akra indefinita. Per i punti di quest'ultima parte (inclusivi anche 

i punti situati su g), ~ non pu6 scendere al disotto di un certo limite ~o, dove Po rap- 
presenta la distanza d i g  dall'origine. Si noti ora che, ferma la restrizione, di cui sub 
a), e quella preliminare che P sia esterno al cono K (mentre, nelle vicinanze di O, la 
linea L, che si suppone naturahnente senza nodi, rimane interna) il detto punto P pu6 
avvicinarsi indefinitamente alla linea L, solo tendendo verso O. D'altra parte, finch6 p 

6 ~ ~o, uno almeno dei due punti P(x, y, z,.) e Q(~, "~, ~) testa a distanza finita da O. 
Ne viene che il limite inferiore di r ~- P Q  deve essere una quantit~t ro > o. Sara 

R~d. Circ. Martin. Palermo, tomo XXII ( z 9 o 6 ) . -  Stamp~to il 2x giugao z9o6. x6 
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quindi : 

cio~ : 

I I 

r r o 

I ~ I (} 
- -  _ _ ~  

r p r o 

Convenendo di limitarsi a valori di , e di Is] non superiori ad una lunghezza fissa 
(e del resto qualunque) l, avremo: 

p = r  e < r 
e per conseguenza: 

- -  < - - - -  

r ~ r o 
Esister~, quindi una costante k ,  per cui 

I <  ki 
- -  . 

r ? 

Se prendiamo un punto nell'altra regione, essendo aUora: 

I 0r 
I~llsl + c~ < 

2 
avremo per la ( I2) :  

da cui : 

r 2 > p 2  I - ~  ' 

2 

. 

I ~ 2 I 
r I--~ ~ 

In definitiva chiamando k la maggiore delle tre costanti b, k ,  

avr~ per qualunque [sled ~: 

( I4)  

i k 

7<-7, 
i k -X-- < p 

2 
e I _ _ ~ , s i  

- ( e  - ~ ' )  = - , ,  ~ ,  

tsl - -  ~ c o s  ~ ,  

e potendosi, in seguito alla (I O, porre la (9) sotto la forma : 

~ = P ~ ,  

dove (~ testa finito al convergere d ip  a zero, avremo ancora: 

I I pgcos' ~ )  E I I I ]  
-r 3 a s - -  r a ( r + a )  7 + T a  + - ~  " 

c) Si ha identicamente: 

I I (I I)(I I I) r2--A ' ~ '] 
,., ,i~ = r ,, ~ + ~ + u  = , ' E C ~ ( ~ X ) L T + T ~ + ~  " 

Ma essendo : 
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Di qua, tenendo conto della 0 4 )  e della 

i k 

r + A  < 2-7' 

ehe ne 6 conseguenza immediata, si ricava la disuguaglianza : 

. t  I [  k --.k k . 3 k~ 
r 3 • ~ P4](~l'7-" ? - ~  p= , 

ossia : 

L (15) r '  A' ~ "7--' 

avendo indicato con 17 una nuova costante (il prodotto di - -3  ks per il limite superiore 
2 

dei valori di [(~J, che, come abbiamo osservato~ 6 una quantitY, finita). 

w 4.  ~ C o n s i d e r a z i o n i  sul  calcolo di u, v, w 
per un punto  v i c in i s s imo  alla l inea vort icosa .  

Scegliamo sopra .la linea L due punti Q,, Q, da bande opposte rispetto ad O, 
e tall che le lunghezze degli archi siano entrambe uguafi ad l (con che I 6 da fitenerst 
una costante positiva). Sia poi ,l ci6 che rimane della linea L, quando le si tolga il 
tratto QI O Q,. 

Le espressioni (5) di u, v, w si possono anzitutto scindere in due patti: 

(.~') v = v~ + v~, 

W "--" W x + ~M a 

rappresentando i primi addendi il contributo proveniente daU'arco Q, 0 Q=, i secondi 
qudlo proveniente da A, contributo che resta finito, anche quando si facda awicinare 
indefinitamente P ad O. 

Ricordiamo adesso che dalle (7) ed 

~ - - X - - -  $ - -  

(8) si ha: 

$a 

- ~ - y =  - ~ + c T + s ' + ,  

d-7= i + s  ~ 3 ~ + s  , 

ds - - c s +  3 9 + s  , 
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talch6, in base alle (I I), ~ lacito scrivere: 

d~ (~ - ~ ) ~  - (~ - x ) ~  = - ~n, + f % ,  

d~ d~ (~ - x )  ~ - -  (~ - -  y )  
S 2 

2 

dove � 9  % ,  ,I, 3 restano finite anche al convergere di ~ a zero. 
In u., v ,  w le funzioni sotto il segno sono, a norma delle (5): 

( ~ -  Y)dd--~s - ( ~ -  ~-)~s 
r3  

Usufruendo la prima delle disuguaglianze (I4), -7- ~ - 7 '  e la (I 5), - - ~  ~ 7 -  

si riconosce immediatamente che le dette funzioni sotto il segno differiscono da: 

cycs 
A3 

A3 ~ 

$2 

c - -  - ~ c s  + ~ 
2 

A3 

06) 

per quantit~t, che restano finite anche quando P (conservandosi beninteso esterno al 
cono K) si avvicina indefinitamente ad 0. 

Se dunque si pone: 

[a  c g y s  , 
A = J-z A---T-as' 

f. I I 
B = - -  ~ r J _ , u  

C = -~ ds, 

si potr/t pur asseri~e che si mantengono finite le differenze u , -  - - A ,  v , -  - - B ,  
2 ~  2 ~  

0~ % - - - C ;  lo stesso avvenendo, come ~ stato osservato, per u~, %, % ,  si potr~t in- 
2 ~  

fine attribuire aUe (5') la forma: 
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o.1 ~ , : - - A +  V, 
2 ~  

r v - : - - B + V ,  
2 ~  

~ C  w =  + ~ ,  
27~  

con U, V, W finite anche al convergere di P verso 0. 
In A, B, C figurano invece, come vedremo, dei termini, il cui valore tende a 

crescere indefinitamente. Per P abbastanza vicino ad O, questi termini assintotici pre- 
ponderano sugli akri, e bastano da soli a mettere in rilievo i caratteri sensibili del 
moto: in questo senso ~ lecito trascurare U, V, H/" e tutto ci6 che, nelle espressioni 
di ,4, B, C, resta finito al convergere di , a zero. 

w 5 . -  Calcolo della componente u. 

NeUa prima delle 0 6 )  mettiamo in evidenza it punto critico s = o, scrivendo: 

f'c~'~s ds + f ~ ds 
A=jo ~ d_,~ �9 

Se si cambia s in - - s  nel secondo integrale, e si designa con: 

~" = s~0 - c ~ )  + 2 ~ s . +  e ,  

ci6 che diviene ~t 2 quando si cambi s in - - s ,  o ci6 ch'~ lo stesso ~ in - - ~ ,  l'espres- 
sione di A diviene: ( ( i  ,) .,4 - ' -  "fc ~s  a3 ~ 3  ds. 

l l O  

Osserviamo anzitutto che il trinomio di secondo grado in s: 

ha per discriminante ~ D, designandosi per brevitk con D la quantidt (essenzialmente 
positiva per ~ abbastanza piccolo e P esterno al cono K, di cui al n ~ 3): 

I - -  2 - -  f i~  ~ .  

Le radici a, b del trinomio a2 sono dunque a ritenersi complesse conjugate. 
Occupiamoci del primo addendo delia funzione sotto il segno integrale neU'espres- 

sione di A, ed imaginiamolo sot-to la forma: 

A ~ 
A 

Decomponendo la frazione ~ in frazioni semplici, saremo condotti a calcolare 

gHntegrali : 

f f  d s f f  
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Applicando le note formole d'integrazione, il primo di questi, ad esempio, presenta, 

dopo facili semplificazioni, l'espressione: 

o' 
dove M ~ una costante complessa, espressione cui compete valore finito anche per ~ ~ o. 

Ad analogo risultato (di valore complesso coniugato, e quindi finito) noi arrive- 
remo calcolando l'integrale: 

l ~ d s  

�9 ~o ( s  - -  b ) a "  

Nello stesso modo si comporta l'altro addendo ~ . / c s  ,.X'3 

Ad A spetta dunque un valore finito, e nel senso convenuto, sara a porsi: 

U - - - O .  

w 6 . -  Calco lo  del la  c o m p o n e n t e  v. 

Procedendo come precedentemente, avremo: 

fo'( I - -  = - - r  ~3 d s .  B = - -  ~ y  • ,,,3 
1 

Tenendo presente che s2D rappresenta il discriminante cosl di A 2 come di A", si ri- 

cava da note formole di calcolo integrate: 

s A 31- A' " 
O r a p e r  s = o ,  

A ---- r - - -  A '~  

per cui la parte, relativa al limite inferiore si annulla. Resta quella relativa ad s - - I .  

Per questo valore di s, n~ .x, n~ • s'annullano, riducendosi entrambe ad 1 per ~ - - o .  
Ne viene che, entro parentesi, ci6 che non si annulla con s (anzi, pifl propriamente, 
ci6 che non contiene a a fattore) si riduce a 2. Rimane dunque, a meno di quantitA 
che restano finite al convergere di , a zero, 

B - -  27 
sD" 

Ma $ ancora lecito sostimire a D it suo valore per , - - o ,  cio~: I -  ~ (perch6 la 

differenza I I D I -  a 2 con t i ene ,  a fattore e non reca quindi a]a'espressione di B 

�9 he un contributo finito). 

I1 valore assintotico di B assume cosl ta forma sempticissima: 

2"/ 
,(I - 

cui corrisponde, in base alla (5 ' ) :  
~0y 
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7. ~ Calcolo della componente  w. 

Per valutare l'integrale: 

C - -  ~ a3 ds, 
1 

decomponiamo anzimtto il rapporto: 
I T c s  ~ - ~ c s  + 8~ 

in frazioni semplici. 
Allora, la funzione integranda si presenta come somma di tre addendi: 

- 8 2(i--c8~) ~ - - c ~  ~ 8s ~ - 2 ( I  c8 
A ' A3 , &3 

L'integrale corrispondente al secondo addendo si comporta come I'A, di cui al 
n~ 5, ed ha quindi valore assintotico nullo. 

I1 terzo addendo dA luogo ad un integrale, che differisce da B solo per il fatto, 
C8 

che vi compare come fattore: ~ 2(I - - c e ~ )  al posto di y. Facendo questa sostitu- 

C 
zione neU'espressione assintofica trovata per B, e omettendo la parte finita ( i __~ , ) ( i _c~ ) ,  

abbiamo per C u n  primo termine assintofico: 

29 
2( i  - ~=)" 

Un secondo proviene dall'integrale: 

, ' S ( '  
2 0  - c , ~ ) J _ , T  = 2 0  - c<~) -~ 

ed ~.' 

come si verifica immediatamente eseguendo l'integrazione indicata. 
Risulta dunque : 

2~ 
C - -  8 ( I  - -  ~ * )  t: lg 8, 

e per conseguenza: 
co~ oc  lgs. 

8 ~ 0 - ~  3) 2~ 

I 
A' ) ds,  

w 8 . -  D i scuss ione  sui  risultati  precedenti.  Immedia te  conseguenze .  

Nei liquidi reali non si pub naturaimente parlare di vortici lineari in senso geo- 
metrico; ma di tubetti vorficosi di piccola sezione; per esempio di superficie canali % 
di piccolo raggio, avenfi per direttrice una linea L (chiusa o indefinita). Cosi suppor- 
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remo, per fissar le idee, che nell'istante iniziale il tubetto sia effettivamente una super- 
ficie-canale. 

t~ chiaro tuttavia che, per i punti della massa fluida, la cui distanza d a ,  sia assai 
grande rispetto al raggio della sezione, le cose vanno come se il tubetto , fosse sosti- 
tuito dalla linea geometrica L,  sede di un filamento vorticoso d'intensit~i uguale a quella 
di , .  

Designiamo con ~2 il raggio del tubo canale , ,  e supponiamo ~2 molto piccolo, 
cosi piccolo in particolare che possa ritenersi: 

I ~ Esso e ~ trascurabile di fronte ad ,, e quindi, per punti a distanza , da L, as- 
similabile il tubo , all'unica linea vorticosa L. 

2 ~  trascurabile a sua volta di fronte alle dimensioni longitudinali del tubetto 
(lunghezza di L, raggio di curvatura, ecc.), tale insomma da potere con sufficiente ap- 
prossimazione limitare le espressioni (.5) di u, v, w alla parte assintotica. 

Ci6 posto, consideriamo un secondo tubo-canale X, avente ancora L come direttrice, 
e raggio , (mentre quello del tubo vorticoso , ~ ,~). Per punt.i, la cui distanza da L 

grande rispetto ad ,, anche questo nuovo tubo x ~ assimilabile ad una linea, che si 
confonde sempre con L. 

Supponiamo adesso di passare dall'istante t a d  un altro istante r .  Le particelle 
materiali, che, nell'istante t, costituiscono rispettivamente , ,  X, costituiranno neU'istante 

t' due nuovi tubi , ' ,  x', e sempre (almeno se t' ~ abbastanza prossimo a t), per un 
osservatore a distanza grande rapporto ad ,, X' e a fortiori , '  saranno sostituibili con 
un'unica linea. 

In quest'ordine di approssimazione, il divario dalla primitiva L, si pub valutare 

come segue. 
Dicasi ( s ,  sy, s~) il vettore, che rappresenta lo spostamento sublto nell'intervallo 

(t, t ') da un generico punto P di ~. Sia ~) la circonferenza, sezione retta di _v, pas- 

sante per P. 
Le particelle, che nell'istante t formano la circonferenza ~2, nell'istante t' forme- 

ranno una linea ~ '  di Y.'. I| baricentro O' di questa iinea si trover~ spostato dal ba- 
ricentro O di ~. (che 6 poi il suo centro) d 'un vettore, le cui componenti, per la de- 
finizione stessa di baricentro, sono: 

2 Y r  2 ~ s  2 ~ $  

Come unica linea sostituibile a 2:' si pub per es. assumere il luogo dei baricentri 
0 ' ,  e cosi si vede come, coll'approssimazione convenuta, sia lecito risguardare i prece- 
denti rapporti come espressioni dello spostamento, che subisce nell'intervallo (t, t ') un 
punto generico della linea geometrica L. 

Basta adesso supporre t' infinitamente vicino a t, e quindi s x - - u d t ,  sy = v d t ,  

s ~ w d t ,  e usufruire dei valori assintotici trovati nei n i precedenti, per concludere 
che, per un osservatore a distanza conveniente da un generico tubetto vorticoso, questo 
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pu6 essere assimilato ad una linea geometrica L, i cui punti siano dotati di velocit,~t: 

( I7 )  

U ---" Ol  

V - - -  O~ 

o C  1 
w - -  - -  - - 1 ~ ,  

2 ~  

le tre componenti riferendosi alia direzione delia tangente, delia normale principale e 
della binormale. Come si vede, la velocit~ 6 proporzionale alia curvatura e pu6 annul- 
larsi solo per c = o. Per , piccolissimo, w riesce sempre poskiva. Questa circostanza 
(ricordando che le nostre formule si riferiscono ad una terna x, y, < destrorsa) per- 

mette di precisare il senso, secondo cui la linea L tende a spostarsi. Lo spostamento 
avviene in quel senso, rispetto a cui il verso di circolazione, stabilito sopra L dal vor- 
tice, appare destrorso (cioh conforme a quello delle sfere dell'orologio). 

Le ( I7 )  suggeriscono inoltre le osservazioni seguenti: 
I ~ Non esiste nessun'altra linea vorticosa all'infuori della linea retta, la quale possa 

rimanere immobile; perci6 solo in questo caso avremo moto permanente. 
2 ~ Dato un filetto vorticoso circolare, esso si sposter~t in un piano parallelo a s6 

stesso e senza deformarsi o variare di raggio. 

I1 secondo di questi risultati e la parte positiva del primo erano gi~t noti, e del 
resto evidenti per ragione di simmetria. Di nuovo, abbiamo riconosciuta l'impossibilit,~t 
di movimenti permanenti dovuti alla presenza di vortici non rettilinei. 

9 . -  E q u a z i o n i  i n t r i n s i c h e  g e n e r a l i  d e l  m o v i m e n t o  d e l l a  l i n e a  v o r t i c o s a ,  

Consideriamo ancora la configurazione di L in un generico istante t, e notiamo 
che ad ogni posizione di 0 su L corrisponde univocamente un triedro prindpale x, 
y, <. Consideriamo in pari tempo una terna di riferimento fissa ~, ~, ~, e siano, come 
dalla solita tabella : 

"f, ' "I2 ' Y3 

~ ,  ~ ,  "f~ (v - -  I, 2, 3) i coseni direttori d'una terna rispetto l'altra. Essi saranno a 
ritenersi funzioni di quel parametro, che fissa la posizione di 0 su L, per es. dell'arco 
s, contato a partire da un origine arbitraria. Designando con p ds, qds ,  r d s  le com- 
ponenti, secondo gli spigoli del triedro mobile x, y, <, della rotazione elementare su- 
blta dal triedro stesso, quando 0 si sposta su L di 8s, avremo come h ben noto:  

( I 8 )  p - -  - -  "r q - -  o, r = c, 

dove c e "~ rappresentano rispettivamente la curvatura e la torsione della curva L in 0.  
R~d.  Girr Matcm. Palermo, t. XXlI  ( , 9 o 6 ) . -  Stampato il 2~ giugno 19o6. 17 
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Pifi generalmente, se la posizione di 0 ~ individuata da un parametro generico Z, 
e sia : 

ds = •(k)dX 

la relazione che io lega all'arco di curva, ad uno spostamento di 0 corrisponderh una 
rotazione elementare (pd?,~ q d),, r d'z), e sar" b come si verifica subito: 

( I8 ' )  p --- - -  +'r, q = o ,  r--dic .  

I coseni direttori %,  ~ ~ "1%, in quanto si considerano funzioni di ),, avranno 
poi le derivate definite, in funzione delle p, q, r e dei coseni stessi, dalle classiche for- 
mole di Potssos : 

~', = % r  ~ ~3q' ~'~ "-- ~3P - -  ~1r, ecc.; 

avendo per brevit~t designato con apici le derivazioni rispetto a ;~. 
Imaginiamo adesso che varl t; variedt pure L, e tutte le precedenti quantM: 

~v, ~ ,  Yv ; P, q, r, owero  % c, +, si dovranno considerare come funzioni delle due 
variabili indipendenfi ;~ e t. 

Giova anzitutto osservare c h e l a  legge di variabilith di L, quale risulta dalle ( I7)  
del n ~ precedente, implica: 

d+__ 
O. 

dt 

Osserviamo perci6 che~ intendendo per ~, "~, ~ le coordinate di un punto generico 

0 di L rapporto agli assi fissi (con che d~ d~ d~ d t '  d r '  d t  sono le componenti della ve- 
x 

O~ rispetto a questi assi), le (17) equivalgono locirA di ane: 

a~ 
-d-7 --  ~c%, 

d~ 
09)  -d-7 = ~ c ~ ,  

a~ 
-d-7 - -  ~ c~'3' 

avendo posto ~. in luogo di to log e 
27~ 

D'altra parte si ha (l'apice indicando sempre derivazione rispetto a ;~): 

(20) 

~, d~ ds 
= d s  d-S = "' +' 

d ~ d s  
ds d~ 

= - - - S = W + .  
ds d 

Derivando i secondi membri delle 0 9 )  e delle (20) rispettivamente rapporto a X 
e rapporto a t, ed uguagliando, avremo: 
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dt + = + 

d+ 
dt  -3v-dT~* = ~ ( c ' ~  + "r+ ~*)' 

+dr, +d+ 

' (~' ' sostituiti i loro valori forniti dalle formole di POISSON. dove ad ~3, ~ ,  73 si sono 
Molfiplicando ordinatamente per ~ ~, 7, e sommando, si ha la relazione annunciata: 

d+ 
d - - f - - o ;  

quindi se si prende inizialmente ), - -  s, cio~ q~ - -  I, cib seguiter~l a sussister8 sempre. 

La nostra linea vorficosa si comporter~t dunque, nel suo movimento come un filo ties- 

sibile ed inestendibile *). 

Riteniamo oramai che il parametro ), coincida con s, ed occupiamoci di formare 

le equazioni differenziali intrinseche, cui debbono soddisfare le curvature c e "~ di L, 

considerate come funzioni delle due variabili s e t. Osserviamo intanto che, rimanendo 

definita in base alle ( i 7 )  la configurazione di L nell'istante t A V d t  in funzione della 

configurazione attuale (vogliam dire di elementi intrinseci spettanti alla configurazione 
d c d'r 

di L nell'istante generico t), devono potersi catcolare l e d  t ' d t ' in funzione di c, -~ 

e loro derivate rapporto a d s .  

Per fare questo calcolo, giova ricorrere alia eosidet~ta teoria del triedro mobile, 

prendendo le mosse dal fatto che i coseni direttori %,  ~ ,  7~ sono anch'essi, come 

accennammo, funzioni dei due parametri s e t. 

Poniamo anzitutto le (19) sotto la forma: 

( i9 , )  d~ = 

- -  c y 3 ;  

prendendo uguale ad uno la quantit~ ~. come b sempre lecito, bastando aU'uopo sce- 
gliere opportunamente l'unit~ di tempo. 

Derivando le (I9 ' )  rapporto ad s, tenendo conto deUe formole di PoIsso~ e delle 
(18), avremo : 

*) Appoggiandosi sopra un recente lhvoro dol sig. SANCTA, Deformazioni infinitesime delle curve ine. 
stendibili, etc. [questi Rendiconti, t. XXI (I9O6), pp. 229-256], l'inestendibilit~ si sarebbe potuta desu- 
mere senz'altro dal fatto che, a norma deUe (i7) , si annuUano le due componenfi u e v (secofldo la 
tangente e la normale pfincipale). 
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e da queste, derivando ancora: 

d(coq) do L dc 
d t - -  c - ~  -{-" d i  % 

d ~  
x = Cp~3 + C%.~2 ' dt 

d t ~ 3 -{- c -~ ~ ~ , 

d ' ~ I  = c '  
dt Y3 + c'ry~; 

C 2 

dt - C W  + 37 L = c"~, + L(c*' + 2c',) - c , '~ ,  - c ' , L ,  

d(cy~) -~ t  d c 

Introduciamo adesso, accanto aUe 
p: d t, q dt, r~dt, che vengono sublte 
s, si fa variare t di d t. Le p,,  q~, r 

p d s, q d s, r d s, anche le rotazioni elementari 
dal nostro triedro x, y, ~, quando, lasciando fisso 
avendo le note espressioni: 

d lx 2 
P* = Y %  a t '  

d~3 = ~ ~ - o t  d~ 
q ' =  Y %  dt  3 d t '  

r - - -  ~--0t2 - ~ 

(20 

(il simbolo X designa somma di termini, che si ottengono da quello scritto, cambiando 
in I~ ed in y), troviamo subito mer& le formole precedenti: 

C tt  
,,r 

P x - -  c 

r t = c ' r  

Ma, Ira le componenti p, q, r; p,, q,, r~ delle rotazioni, relative separatamente 
a due parametri t e d  s, noi sappiamo che valgono le relazioni *): 

dp , 
dt  p~ - -  qr - -  rq~, 

dq , 
dt  q x = r p i - - p r ~ ,  

dr  
, ~'ti ~ dt  Pq, qP~; 

*) Cfr. a d e s .  DARBOUX, Lemons sur la th~orie des surfaces, t. I, pag. 49. 
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che, per le (18) e (2i), diventano : 

d'r 
dt 

Ct, ) r 
2 : C Cr~ C 

Ctt . - -  CPt ~ C,.r a + C ' r  

dc 
d--[ - -  c'r' + 2 c"r. 

Abbiamo quindi finalmente le exluazioni cercate: 

- -  c'r' + 2c'% 

02) (d, + 

I1 teorema di esistenza, applicato a questo sistema di equazioni a derivate parziali, 
permette di asserire con tutto rigore che le funzioni c(s, t), ,r(s, t) sono (sotto le so- 
lite condizioni di regolarit~ 0 univocamente definite dai valori iniziali c(s, 0), "r (s, 0). 
In altri termini, la configurazione intrinseca della linea vorticosa ad un istante generico 
rimane determinata dalla configurazione intrinseca iniziale pel tramite delle equazioni 
differenziali (22). Non intendiamo qui discutere il problema generale della loro inte- 
grazione, ma ci limiteremo al caso semplice, in cui le (22)si riconducono ad equazioni 
differenziali ordinarie. Tale ~ il caso di vortici, che si spostano rigidamente: la confi- 
gurazione, essendo allora invariabile, c e ,r risultano indipendenti da t, e, come funzioni 
di s, devono quindi soddisfare le equazioni: 

C'V t + 2 f f ' f t  = O, 

Con una prima integrazione, possiamo attribuir loro la forma: 

l C2 ~ -- hx~ 
(23) i c" 

- - - - ' v  ~ - -  6h; 

h, ed h designando due costanti arbitrarie. 

I 0 . -  Ricerca di vortici piani che si spostano rigidamente. 

Per " : - - o ,  la prima delle (23) ~ senz'akro soddisfatta (bastando attribuire il va- 
lore zero alla costante h,); la seconda pub essere scritta: 

1 c" --- 6bc - -  TC3; 

quindi moltiplicando per c' ed integrando: 

2 x 4 x (24) •  ' 2 -  ~ 6 h c ' - - T c  -}- -~k 
(k costante arbitraria). 
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Questa equazione mostra che c ~ funzione ellittica d i s .  Eseguendo la nota sostitu- 
zione *): 

0 9  ~ = ~ + ~- v' (~) 
c - zp,,(~)' 

dove C designa la nuova variabile, P il polinomio di 4 ~ grado - -  • c 4 -{-- 6 h c ~ --i t.. k 
4 

ed ~ una sua radice, avremo per C t'espressione esplicita in funzione di s: 

& s  ~ + s  4 + . . .  C = p ( s )  = - 7  -l- 2 0  2 8  ' 

dove p indica la funzione di WEIERSTRASS, e g2, g3 sono legati ad h e k dalle formole: 

g , : - - •  h2 
4 

g3 

i 
o 

4 

o h 
h o 

b 
1 ~ ~ o = - - - h k - -  
4 

k 

Nota t'espressione di C, la (25) ci porger~t poi quella di c. 
Merita speciale menzione il caso di k =  o, in cui l'integrazione delia (24) si fa 

I 
mediante trascendenti elementari. Se poniamo in essa 6 h - -  ~ - ,  ci si presenta l'equa- 

zioiae (escludendo il caso owio  di c costante, cio~ di vortici circolari): 
dc 

dc a-F- 
d s =  

1/- 1/ I_I__.c , c 2 I a" 
4 + 7  c" 4 

I 
Introducendo it r~rggio di curvatura r - - ~  ed imegrar~do, avremo : 

c 

s - - - - - a i g ( r + l / r ~  - - ~ )  -+ cost. 

Se la costante si sceglie in modo che s si anmalti per r --- a (il ehe non costituisce 
restrizione, bastando scegliere opportunamente l'origine degli archi), si ottiene come 
espressione definitiva del raggio di curvatura: 

~ b++ 
r ~ - -  g .. 

2 

1] questa l'equazione intrinseca della catenaria d'uguale resistenza **). 

*) Cfr. per es. BIANCHI, Lezioni sulla teoria delle fun@ni di variabile complessa e delle funzioni el: 
littiche, pp. 331-332. 

**) Cfr. CESJtRO, Lezioni di Geometria intrinseca, pag. 8. 
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w i i . -  Ricerca di vortici gobbi che si spostano rigidamente. 

L'equazioni fondamentali (23) sono soddisfatte per c e -~ costanti; ci6 chepossia- 

mo interpretare dicendo che una linea vorticosa elicoidale si sposta senza deformarsi. 

In generale, ricavando ,r dalla prima delle (23) e sostituendo nella seconda, si 

vede che la ricerca delle linee vorticose, le quali si spostano rigidamente dipende dal- 

l'integrazione dell'equazione : 

_ _  c" h~ _ h. I C2 + 6 4 _ _  
2 C 

Moitiplicando per c c', integrando e designando come sopra con { k la costante d'in- 

tegrazione~ si ottiene : 

i i i b~ I L k .  
C 'a -- '-  - - 1 7 C  i - -  C 4 - -  - -  + 

2 2 - 8 -  2 C 2 2 

Moltiplicando ancora per 8 c 2 ed assumendo come funzione incognita c 2 ---- x, risulta : 

x,~____ x 3 + 4hx 2 + 4 k x - -  4h~. 

Dalla forma di quest'ultima equazione si desume senz'altro che x, e, per conse- 
guenza, le due curvature c e % si possono esprimere come funzioni dlittiche dell'arco s. 

Padova, 14 maggio I9O6. 

LUIGI  SANTE DA RlOS. 


