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Sur la gdn~ralisation du probl~me de Dirichlet. 
(Premiere pattie.) 

Par 

SF~GE BEaNSTEn~ k St. P4tersbourg. 

On rencontre souvent en physique et en ggomdtrie le probl~me 
suivant: 

Dgterminer une fonction continue ainsi que ses d~ivdes des deux premiers 
ordres d rintgrieur d'un contour C, satisfaisant d l'dquation aux d~rivdes 
~artieUes du type dliptique F(x ,  y, z, p, q, r, s, t) ~ 0 et prenant sur le 
contour Cune  suvc2~on de valeurs de'terminde. 

:Nous appellerons ce probl~me prob/~me de Dirichlet de premise esp~ce, 
ou bien si auctme confusion n'est possible, tout simplemen~ prob/~me de 
Dirichlet. 

J'ai indiqu~ dans ma Th~se*) une m~thode paramgtrique qui ram~ne 
ce probI~me ~ celui du prolongement analytique. La question important~ 
es~ de recomaaitre darts quels casce  prolongement est possible. Dans ce 
travail nous nous proposons de dgvelopper cette ~hgorie qui est mae 
combinaison des deux mdthodes fondamentales de l'analyse: celle des 
approximations successives et du prolongement analytique. Notre idde 
premiere consiste~ en effe~ ~ reconnaitre 1 ~ que ]e probl~me de Dirichle~ 
est possible dans un cas particulier simple, 2 ~ que s'il est possible dan q 
un cas il est~ en ggndral, possible dans des cas suffisamment approchgs 
et 3 ~ qu'on peut par des ddformations continues passer ainsi de proche 
en proche du contour simple au contour donnd. 

Dans cette premiere paxtie je m'occupe exclusivement du cas off 
F - ~  0 est de la f o r m e r - t - t  ~ f(xyzpq) .  Les principaux rdsultats on~ 
gtd communiqugs ~ l'Acaddmie Fran~ise des Sciences le 24 octobre 1904 
eL le 29 mai 1905. 

*) Mathematische hnnalen t. 59. 
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G~n~ralit~s. 

1. Soit E(xy )  une fonc~ion de deux variables r6elles. Faisons le 
changement de variables x =- Q cos 0, y = r sin 0. Nous supposons qu'on aR: 

 (xy) = -  cos o, sin o) = cos n0 + nO, 
o 

le dgveloppement trigonomgtrique giant absolument et uniformgment con- 
vergent. On saR que pour qu'fl eli soit ainsi // suffit clue E admette 
des dgrivges par~ielles du premier ordre finies. ~Tous adopterons dans la 

suite les notations suivanbs. On posera 1E(xy)l'e = -~ lA~( ,o ) l  + f  Ce) f; 
r 0 

ggalement IE(xy)ln =- ~ m a x .  IA~i + max. IB~[ ~ l'intgrieur du o n  posera 
o 

eercle C de rayon R; on diru de plus que ]F(xy)In est le modu/e tr/gono- 
mdtrique de F(xy)  ~ l'intdrieur du cercle C. J'attire l'at~ent, ion sur la 
diffgrence essentielle qu'fl y a entre la notion que nous venons d'in~roduire 
et eelle de la norme qui a joud un rSle important dans ma Thbse. 

Ceei pos~ nous commencerons par giablir une proposition qui nous 
sera d'une certaine utilit~ dans la suite et qui d'ailleurs est assez inte'res- 
sante en elle-m~me, puisqu'elle est une ggndralisation naturelle d'une 
propri~tg fondamentale des fonctions harmoniques. 

2. Thdorbme .  Soit z une solution de l'gquation 

(1) ~x ~ + ~y~= f yz ~x 

f dtant analytique. Si z est finie ainsi que ses ddrivdes des deux premiers 
ordres d l'intdrieur d'un contour analytique C; si de plus sur ce contour 
rile se rdduit d-une fonction analytique de l'arc, elle peat ~tre lx, olongde 
ana]/ytiquement d l'exte'rieur du contour. 

I1 suffit manifestement de ddmontrer notre thdorbme en supposant le 
contour circulaire. D'autre p'a~ en remarquant que la fonction harmonique 
qui sur an contour eirculaire C est analytique, peut ~tre prolongge analyCi- 
quement ~ l'ext6rieur, on peut sans restreindre la gdngralitg se borner au 
cas off z s'annuIle sur C. II est clair enfin que notre proposition sera 
dtablie, dbs ~ue nous aurons reconnu que la ddrivge dans la direction de 

la nomale  o z est une fonetion analytique de l'angle 0 tout le long de la 
~Q 

circonfgrence C. A cet effet, considdrons l'dquation 

a , ~ +  g ~ = ~  + e ae q o "~ ao ~ = F ( x y )  = ~ A,, cos nO + B,, sin nO. 
0 
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On sait, d'aprbs ]~ Picard,  que la solution z qui s'annulle sur U peut 
&re dgvelopp~e en sdrie trigonome'trique: 

off 

(2) 

,=2' 
0 

C,, cos nO + 1). sin nO, 

R 0 

e A .r +,+++: : j + +  ++, _+j  A+:+,++ 
t t  0 

2+..=~ j;~_, a ~ - -  
R 

R 
On : A  ~n+ 

0 
B 

l f B .  : fB~ O" o"+tdo + - ~ J  "v Xdo 
0 0 

et en diffgrentiaut 

2 at.a+ = :-~.] ~":+ + ~ .r + - ~ j A . : + ~ a o .  
t t  0 0 

On en dgduit facflement: 

I Oz C. ID,,I 

1 

cad 

: ~"z l 

,,} < * IF(*v)I,,, 

: {  v .+[ 7 ,~}  < , t F(.y))., 

~2 z 'dO.! _ dD~ 

~. &ant un nombre fini pour tou~e valeur finie de R. On volt qu'ici les 
choses se passent d'une faqon beaucoup plus simple que dans ma thbse 
off le but  poursuivi &air tout diffgrent. Les in6galit~s (3) &an~ &abfies, 
revenons ~ l'dquation (1) en introduisant les coordonndes polaixes. I1 vient: 

e~O 

----~a. Qz ~z Oz ~~ +~-o) co+ .o + b. ( 0 . -  - 
~, ~ z ~ sin nO. 

Ddsignons b" z ~0" par z.. On a alors suecessivement: 



256 S ~  B ~ s ~ .  

1 ~Z~ _u 1 ~Z~ dcp ~r ~cp 

~o o~o 

D'ofi, en tenant compte des indgalitgs (3): 

(4) 

I I d ~  ~ h  

Zn +1 

iR< 
WL< 

iR< h dO iR' 

R < h R" 

~z ~z)  
Or nous pouvons construixe tree fonction ~ 0, z-l-~-~-t- ~--~ telle 

que les dgrivdes par~ielles d'ordre quelconque de cette fonction pour 
~z ~z 

0 ---- z + ~-~ ~ ~-~ = 0 soient supgrieures au module trrigonomgtrique 

l'intgrieur du cercle C de la ddrivge paxtielle correspondante de ~. Et  
pax consgquent, en vertu des inggalitgs (4), la solution u de l'gquation 

du = htp(O, u) qui s'annulle pour 0 ~-0 aura sa dgrivde d'ordre n supdrieure dO 

)-o e" Le module trigonomgtrique d'une fonction ne pouvant ~tre 

infgrieur h. la foncfion, la sgrie de puissances de 0 qui reprdsente u est 
~z 

une sdrie majorante de ~ considgrde comme fonction de 0. Le thgor~me 

est donc gtabli. On volt qu'au fond notre raisonnement est identique ~. 
celui que Cauchy a introduit darts la science sous le nora du calcul des 
lim~tes. Nous aurons encore une lois ~ l'appliquer, marls d'abord il nous 
fau~ gt~blir certaines indgalitds importantes. Dans ce but nous ddmontrerons 
le lemme suivant. 

3. Lemme.  Soit une dquation lindaire 

(5) ~x~ + ~-~ -~ a(xy) ~-~ + b(xy) ~-~ + c(xy)z = 0 (c ~_~ O) 

o~ a, b, c sont des fonvtions adme#ant des modules trigonomdtriquez finis. 
11 est possible de fixer un cercle C de rayon ~ suffisamment petit, mais 
bien dgtermind, tel que ~dquation (5) admette une solution prenant une sue- 
cession continue quelconque de valeurs sur la circonfdrence C. Cette soh~tion 
s'obtiendra par la mdthode des approximations ~ i v e s  et vdrifiera les 
indgalitds : 
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~z ~ z  ' K M  
1 I0< 

04 K est un hombre fixe et M le maximum de la valeur absolue de ~ sur O. 
Examinons d'abord le cas off l'dquation (5) se rgduit K l'6qua~ion do 

Laplace. On aura alors 

0 

off A,, et B,  sont les coefficients de Fourier qui satisfon~ ~ l'indgalitd 
~c 

~ [ A i  + ~ ]  < 2M~. 
0 

Deux cas peuvent se pr6senter: ou bien 
co 

(7) ~ 7  (2n): ( iA.~+]B.])<2M 
0 

ou bien 

D'ofi il rdsulte que 
�9 {gb 

(7~) '~" !e < ~ 
0 

(2 n) ! 
!A,, i < (.,)~ 2~,, M. 

II .l + 

off A.  et B,, vdrifient l'ine'gatitd (7), puisque 

~'~0 (n'.)~2 -0" (1 z) ~- 
o 

Or, en ddsignant (2n)., pax c~, fl est aisg de vgrifier les indgalitds: 

1 1 [__OQ ~" < 
2n+1 > c2~ > ~-~ et 2nc,, ~R/ - , i x  . 

Et,  par consdquent, des indgali~s (7) et (Tbi 0 rdsul~ immddiaf, ement 
la premiere des indgMitds (6). Un raisonnemealt*) identique nous conduirait 
aux dgux auh'es. 

*) On vdrifiera d'ailleurs d'une faT)n gdndrale la remarque suivante qui peut 
6tre utile dans bien des cas. Soient deux sdries ~ termes positifs convergent~ 
pour 0 ~ 1 

2:(r = ao +a2 Q + . - -  + a~ Q"-~-..-, S(Q)=bo+blq--~.-.b,,Q'~+...; 

M a t h e m a ~ s c h e  A n n a l e n .  L 'Y' fX.  1 7  
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Les i ~ i ~ l i ~  (6) i ~ i  ,.in.qi gtablies pour les fonctions harmoniques, 
appliquons ~ l'dcluation (5) la mdthode des approximations successives. 
Nous sommes done conduits ~ examiner rdquation 

off ron a: 
axe. -i- ~-~ .= f(xy) 

If(xy) le < 
A 

Nous allons montrer que la solution qui s'annulle sur la circonfdrence C 
de rayon /~ satisfait aux indgalitds 

ZRA 

0 
~t dtant un hombre fixe. 

En effet, reprenons les formules (2) off nous supposons 

a~ 

a. grant un nombre positif ~1 que ~ a .  = A. 
les deux intdgrales: o 

Nous avons ~ examiner 

r .R 
1~ ""t-1 / *  a 1-n 

I =  _a.~__ dq et 11 J (  (1 

i -~- "Zn--~-3 

e 2 .  

La premibre donne immddiatement: 

an qn + I xlr < 

La seconde peut ~tre transformde successivement de la fa$on suivad~e: 

si S(~)  ~> ~t~ bn 0 ~, on  a :  2~ (Q). S(q) ~ Z o a o b o -~- Z 1 a I bl Q ~ -[- �9 �9 �9 -~- Z~ a n bn t) ~n _~_ . . .  

1 
D a n s  le  c a s ,  off S (e )  - -  ( 1 - -  e) ~ '  on  p e u t  p r e n d r e  Z~-~--n, q u e l  q u e  so i t  m .  
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R ~n--1-- (0  )* 
~ + ~ - + ' " +  ~ :~- i  

.R 

+ 2a,,  1 - - t :  / do \ ,,_~ + d,_~lr + . . . + 

D'ofi: 

4an./~ 
II,}~ < + 

Et par consdquen~, on a: 

a,~ Q~ (1 ~-~)(2n" 

2na./~ (1 -- ~-) �89 

En remarquant enflu que: 

4a~o/~ (1 ~-) �89 , t- 2 n a ,  o R  - -  . h ~ _ l "  

Q~ 1 

.R 
on a: 

h.R~ a n 

off h est une cons~ante. Et  pareillement: 

< 2 R a ~  6 .Ra  n h R a  n 

Des inggalitgs (9) et (9 b~) on d~duit facflement les in6galit~s (8). 
En reprenant maintenan~ le raisonnement connu de M. Picard on 

arrive immgdiatement ~ vgrifier le lemme ~nnonc~ dans ~ u t e  sa ggn6ralit& 
On vgrifiera de m~me l'exactitude des indgalif~s (8) et (6), si ~ la 

place d'un cercle on prend un anneau limitd par deux circonf~rences con- 
centriques de rayons /~ et /~l suffisamment rapprochgs*). Je ne referai 
pas an calcul tout semblable ~ celui qu'on vient de parcourir; je me 

*) L'~paisseur de l'~nneau ne d~pend que des coefficients a, b, c de F~quafion (5). 
17" 
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bornerai ~ indiquer les formules (2 b~) qui doivent remplacer les formules (2) 
dans ce~te discussion: 

_{_ [@n~.r 

et une formule analogue pour /)~. 

L O n-, 
R 

e*]dQ. 

4. Cela dtant, donnons ~ l'6quation (5) un second membre 

(bbi 9 ~'~ ~ ~ ~ ~-~ + ~-~ + a ~ + b c~ + c ~ = d (c g o) 

et soil N le module trigonomdtrique de d ~ l'intdrieur d'un cercle C de 
rayon /~ (sur la grandeur duquel nous ne raisons aucune hypoth~se). 
Je dis que /a solution z qui s'annulle sur C vdrifie les indgalitgs 

! ~z ~z 
(10) ] Z l R < Z N  , ]~-~IR<ZN, i ~ - ~ l < Z N ,  

grant un hombre inddpendant de N ,  fini, lorsque ~ est fini. 
Cos indgalitgs (10) sont tr~s importantes, puisque c'es~ sur elles uni- 

quement que va reposer la ddmonstration du lemme fondamental de cette 
thgorie. Le moyen le plus simple pour les dtablir est d'appliquer le 
proc~dd alterng de M. Picard*). En effet, nous pouv ons ddcomposer le 
cercle donng en un nombre limitd d'anneaux concentriques et un peti~ 
cercle auxquels se'ront applicables l es inggalitds (6). En introduisant une 
nouveUe circonfdrence dans chacun des anneaux on verra facilement que 
le procgdd de M. Picard es~ applicable et que des in~galitgs (6) et (8) 
r~sultent" les inggalitds (10). Arrivons done ~ la dgmonstration du lemme 
fondamental. 

5. Lemme.  Soit z une solution de l'gquation 

a'z ~'z ( ~z ~ ) ( a f r o )  (1) ~x" + Y~ = f x y z  ~-~ b-~ = 

dont les ddrivdes premieres admettent des modules trigonomdtriques finis d 
l'intdrieur d'un cercle C. Soit d'autre l~r t  une fonction ~(0) dont la dd- 
rivde premiere admet un ddvelolx2ement trigonomdtrique absolument convergent. 
On peut clans ces conditions ddterminer un hombre a tel que, pour I~l < a, 
l'dquation (1) admette une solution u dont les ddrivdes premieres ont leurs 
modules trigonometriques finis et qui sur la circonfgrence C se rdduit d 
z + ~(o) .  

*) ~. Picard," ,,Sur la ggn~ralisation du probl~me de Dirichlet", Acta Mathe- 
matica, ~. XXV. 
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(11) 

Posons a priori 

~, = z(xv) + ,~,(xv) + -~ ,~(~v) + . . - +  ~. ~:(:~v) +---  

OzZl ~2Z 1 
~x~ + ~y2 

et suceessivement: 

Oiu de sorte que u satis- e~ cherchons /t dd~rminer succ~sivement z~ = - - 7  

-fasse identiquement g l'dquation (1) e~ que sur la eireonf6renee C on air 
z~ = q0(O), z~ = z ,  = O. Pour dgterminer z~ on aura l'gqua~ion 

0f 0z~ 0f ~z~ 0f  

0x ~ y  

(1.9) 

O'z~ ~z~ Of Oz~ ~f  Oz,. ~ f  z 
~x ~ + ~y~ ~z ~x ~ z  Oy ~ s=A~ 

Oz Oy ~z z-~ = A~ Ox ~ + ~y~ , ~z ~x ~__ 
v ~x ~y 

~'zn ~z~ 0f ~z~ Of cqz~ ~f  
~x~ +OY~ 0~z ~x 0z 0y ~zz~=A~- 1. 

Z k O gk 
avee k ~ / .  off Ai ne ddpend que des z~,, Ox' ~y 

En appliquant les indgalit~s (10) on ob~ient: 

I~z, i ~zl I < v,M, Iz , !~<,~M, -~-!R < '~M'  17-~ R 

eli /~ est un nombre fixe ind@endant de q~(0) et M la somme de la s6rie 
des modules des coefficients du ddveloppement trigonomdh-ique de qf(O). 
Les A~ ont donc leurs modules ~rigonomd~riques finis et on a d'une fa~on 
gdndrale: 

(13) I~.ln < x I A._,I~, 

Or l'expression 

~f 
~ z  

O X  

~ '  i~ / l -i !-~ < z  la:_,l=. 

j +  ~f  ~z ~ f  

, ~  l: d,~iv,o ~ ~ o ~ ,  a ,  r(~y,, ~ ~ par =pvort  ~ , ,  l o = q , ,  , - ~  O. Ox vy /  



Nous pouvons par consdquent appliquer Ie calcul des limi~es de Cauchy 
de la fa~on suivan~e. Considgrons l'dquation auxiliaire*) 

(14) v = ~M~ + %F(v) 

o~ F(v) est une fonction analyCique de v telle clue 

~ f  \~y] I 
T ( o )  = - -  o ,  > 

\ o  ;x;! t t  

L'~qua~ion (14) nous donne manffestement v e n  fonction de e 

1 ~ an ~n v = ~ M ~ + ~ a ~  + . - . + ~  + - - .  

oct 

La sdrie (11) converge, par eons6quent, pour [el suffisamment pe~it. 
Or du moment qu'il en est ainsi il est gvident que u satisfait ~ l'dquation 
(1) avec les conditions aux limites voulues. La proposition est done 
dtablie. 

Remarque. I1 est clair que si f ne contenait pas les dgrivdes ~z ~x 
~z 

et ~-~, il suffirait pour que le lemme soit exact de supposer le module 

trigonomdtHque de z fini et la s6rie ~(0) absolument convergente. 

. 

Probl~me de Dirichle~. Ddterminer une fonction 
faisant 5 l'dquation 

II. 

(]as oh le probli~me de Dirichlet est possible. 

Nous pouvons aborder maintenant le probl~me de Dirichlet. 
z analyti~ue satis- 

~ =  

et se rdduisant sur une circonfdrence C de rayon t~ 5 une fonction de ~'angZe 
O, 1~(0), tdle que le ddvdoloement trigonomgtrique de F" (0) soit absolument 
convergent. 

l~ous adme~rons les deux points suivants i'aciles ~ vdrifier: 10 La 
solution z (si elle exis~e) est enti~rement ddterminde par les conditions du 

*) La fonction F (v>-~- F (u-] -~ u ~#) ~x "{- qui ressemble ~ une fonc~ion majo- 

rantse en diff'ere essent~e]lement, puisque nous ne supposons aucunemen~ qu'un m~me 
d~veloppement de Taylor soil valable pour f lorsque z et ses d~riv~es prennent des 
valeurs finies quelconques. Nous supposons, en effet~ seulemen~ que f n'a pas de sin- 
gulari~s r~elles finies. 
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probl~me; 20 une solution z (sur la nsture de laquelle on ne sai~ rien) 
dent les d~riv~es premieres admet~ent des modules trigonom~bdques ~ri~ 
est analytique. 

Supposons que pour une raison ou une autre on s a ~ e  que l'~qua- 
tion (1) atlmette une solution qui sur le contour se reduit ~ one fong4-ion 
r  jouissant des proprigtds exigges par le lemme fondamentaL La 
marche que nous devons suivre es~ route indiqude. Nous savons que le 
problbme est possible si au lieu de r  nous prenons la foncfion 

F(O, a) = r  + a [iv(O) --  r  

pourvu que le module de a soit suffi~amment petit. La s6ht ion  u ( x y a )  
se trouve 6tre une fonction analytique de a et en remarquant que 

~ ( 0 ,  1) = F(O) 

on voit que la question de la possibilitg du probl~me de Diriehlet se 
trouve ramende ~, celle de la possibilit6 du prolongement analytique do 
u ( x y a )  le long du segment 01. C'est de eerie derni~re question que 
nous allons nous occuper. Supposons que la solution existe rant que 
a <  %. Que pouvons-nous en conelure pour a =  no? Soit a t < %  et 
a~ < a o deux nombres tr~s voisins, de sorte que ]% --  at t < ft. Soient u t 
et u~ les deux solutions eorrespondan~s. --La diff6rence u ~ - - u  a ~ -~  vgri- 
fiera manifestement une 6quation lindaire de la forme: 

~x~ + -~--~ + a - ~  + b -g-y + Ct~ = O 

avee c ~ 0. Par  consdquent, ~ = u ~ - - s  h ne peut avoir ni maYima ni 
minima; de sorte que si M est le module maximum de F ( 0 ) -  r  on 
aura, pour route valeur die x et y, l u~ - -  ux I < t iM. Done, si a tend vers 
~0, u tend uniformdmeng vers une limite %. Mais, e'est tout ce que nous 
pouvons dire dans le eas g6ndral: les ddrivdes premieres pourront eroi~re 
inddfiniment et au point a = a  o nous ne serons plus clans les conditions 
exigdes par le lemme fondaraental. Pour qu'il en soit aiusi, pour que 
nous puissions affirmer que le point a o n'est pas un point singulier, il 
sufiira d'indiquer une limi~e supgrieure pour les modules trigonomdtriques 

de u, ~-~, ~ u ~--Y~u quel que soit a < a o. Dan~ ces conditions, en effe~ en pre~ 

nant a" suffis~.mment voisin de no, nous serons assures que le ~re le  de 
convergence du ddveloppement de st suiva~t les puissances de (a ~ a') 
eomprendra K son in~grieur le point a o qui d~s lots ne saurait ~ta'e sin- 
gulier. 

7. Examinons'  d'abord le cas simple, o~ f ne contient pas les ddri- 

vdes bz ~z Ce cas a df~ dtudid d'une fagon plus ou moins compl~e 0x ' 0y" 
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par d'aubres mgthodes, mais je crois que la tug,bode paramg~ique con- 
eluit au rd su l~  le plus facflement. 

En effet~ d'apr~s la remarque faite ~ la fin du premier chapitre nous 
~a'avons pas ~ nous prgoccuper clans ce cas des modules trigonom~riques 

de ~u ~u ~-~ e~ ~, ; fl sufflt d'avoir une limite sup~rieure du module trigono- oy 
m~i~ique de u. Or cela est facile. D'apr~s le raisonnement g~n~ral du 
paragraphe precedent, on a 

Juj < 
off l ul dgsigne la valeur absolue de u et N Ia valeur absolue ma~ma 
de r Soit alors A l e  maximnm de la valeur sbsolue de f(xyu). En 
appliquant la formule de Green on a 

de laquelle on dddui~: 

l~u] ~u ~-~ < k A + B ,  ]~y < k A + B ,  

G &ant la fonction ordinaire de Green, H la fonction harmonique qui 
prend les m6mes valeurs que u sur la circonfgrence C~ k un nombre 
fixe et B le maximum de la sdrie des modules des coefficients du dgve- 
loppement ~igonom&rique de Fo'(0, a). Du moment qu'on connait les 

limites supdrieures de l~ u ~u 

rieure du module ~rigonomgtrique de u. La possibilit;g du probl~me de 
Dirichlet sous la restriction indiquge au commencement de ce chapitre est 
done dgmon~de. Or nous verrons plus loin e~ ~r~s simplemen~ que grace 
au thgor~me dt~bli au de'but, on peut ~ e r ' l ' e x i s ~ e n c e  d'aue solution 
au moins rgguli~re dans ~ u t  le plan; par eonsdquen~ le probl~me de 
Dirichlet dans ce cas part, culler est rgsolu sans restriction- 

Passons main~enant au cas plus g~n~ral. 
8. Th~or~me. Si clans l'gquation (1) /a fonction anatytique 

(x ~z) 9z 
f YZox~- ~ 

~e cro~t ~as plus ralridement que les deuxigmes puissances de 9z ~ z lors- ~x' 9y~ 
~ue cdles-ci croissent inddfiniment, le 1~robl~me de Dirichlet ad/met toujours 
une solution. 

Pour fixer les idles nous supposerons que f est un polynome du 

9z 9z Nous adopterons les non,ions: second degrd en 9x, 9 y" 

~X=-P' ~y---" q' ~X ~ = r ,  ~x~y=S '  ~y~=-t. 
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Commen~ons pax limiter supgr~eurement l'ine.li-alson du plan tangent. 
la surface S~ sur le bord B. Nous verrons que ce n'est qu'en ce point 

de la ddmonstrstion que la condition que f soit du second degrg en pet 
en q joue un rSle vraiment essentiel. 11 snf~ra, en effet~ de limiter SUl~ 
rieurement p au point P du bord B dont les coordonnges sont x-~-/~, 
y ~ O, z ~ z o, q ayant une valeur donnge qo- Soit, pour fixer les idges~ 
p ~ 0. D0nnons-nous un contour feting B' tangent en P au contour 
et situe entibrement aw-de~sus de la surface S~. 11 est clair que la surface 
S" satisfaisant ~ l'gquafion (1) qui passera par B '  aura p ' >  p au point P. 
Or raisons le changement de fonction et de variables de fa~on ~ consi- 
dgrer x comme fonction de y e t  z. Un calcul dldmentaire montre que 
l'dquation (1) prend la forme: 

(16) 

~x ~x 
off F est un polynome du second degrg en ~--~, ~ -  

On voit immddiabement que l'6quation (16) admet la solution x----~p(y) 
queue que soit ~. En d'autres termes, l'dquation (16) ou rel/uat/vn (1) 
admet comme solutions tous les cylindres 5 gdne'ratrice verticale. Cette re- 
marque d'ailleurs ne suppose pas f analytique. Mais pour en tirer des 
consdquences rigoureuses nous sommes obligds d'introduire cette hypo- 
thbse.*) L'dquation (16) admettra alors une solution analytique passant 

~x 1 le long de cette par la droite x ~ - B - ~ z - - z  o - q o y = O ,  avec ~ = ~ -  

droite. De plus, si A ~ q0 ~ B e t  p' ~ c ~ 0, on pourra fixer un nombre 
positif suffisamment petit b tel que si 

(17) ] z - - z  o < ( A + l ) b ,  i y ] < b  

on a: 

<M; 

De sorte que, d'aprbs l'6quation (16), on peut fixer un nombre k, 
tel que les indgalitgs (17) entrainent 

D'ofi 

p p 

en ddsignant par u l'accroissement de z pour y fixe. 

*) Cette hypoth~se a d'ailleurs d~j~ joud un r61e import~ug puisqu'elle e~ ~. 
la base de notre dgmonstratdon du lemme fondamon~al. 



lYo/1 encore, en posant x q- .R = xl: 

(~o) 

Et enfin 
1 - -  e -I ' '  < kp ' x  i < e ~" - -  1. 

i log(1 + kp'x,) < u < - _1 log(1 - -  kp 'x,) .  
k k 

Prenons maintenant comme bord B" de cette surface S '  re .contour qui 
a comme projection sur le plan des x y l'arc de la circonfdrence C situd 
gauche d'une corde x 1 = c *e et cette corde elle-m~ne. Nous ehoisissons en 
ou~re ceY~e corde de fapon qu'on ai~: 

(m) k l o g  ( i  - k ~ ' x l )  = - b. k 

On sera alors assur4 que sur le bord B '  

(2o '~0  log (1 + kS'xl) < u. k 

I1 ne rest~ plus qu'~ dgterminer 1# par la condition que le bord B '  
soit au-dessus de la surface S=. Pour ee qui eon.eerne la pa_rtie du bord 
qui se projet.~ sur la eireonf&enee C, ~a ne prgsente pas de dLfiieultg; 
mats pour eelle qui se proje~e suivant la eorde une explication supplg- 
mentaire et n&essaire. Nous nous bornerons ?~ consid&er le point off y = 0, 
le raisonnement &ant identique clans t ous l e s  eas. Considgrons une 
surface S,~, de la m~me famille voisine de S~ de sorte que 

!F(0 ,  ~1) - F (0 ,  ~)1 < ~. 

Si  Pl act la limite su/lodrieure de la ddrivde premi&e sur S~ ,  l~accroissement 

de zl,  lorsque xl varie de 0 d x i ,  sera infdrieur ei/~x~. Par cons&luent, 
l'aeeroissement de z sur la surface S~ sera au plus dgal ?~ Plxi + 2~. En 
vertu de l'indgalit~ (20hi0, il suffira done qu'on air: 

1 I 
plxl + 2e < E log (1 + k~o xl). 

En ~enant eompb de (21) ee~b condition se ~ransforme en: 

kplx l  + 2k e < log (2 -- e- ~b). 

Or, posons par exemple: 

I1 en rgsul~era: 

log(2  - -  e--~b). 
4k 

1 ~ e - i b  

9 '  > ~io~ log (~ - ~-~)" 



G~n~lis~o~ du l~obl~me de Dirichle~. 

On a ainsi la cer~i~de ~u'// suffdque F ~ / ' ~  ~ ringgali~" (23) 
pour que le ~vint en question de la surface S" soit a u . . ~  du point cor- 
respondant de la surface S~. D'une fa~on g~ndrale on arrivera par lo 
m6me procgdd ~ fixer une limi~e supgrieure pour 10: 

lo < p ' =  Lp~. 

9. e giant d'apr~s (22) un nombre dgf~rmind, on volt qu'en effee- 
tuant un nombre fini de fois la m~me op~ratrion on obtiendra une limit~ 
sup~rieure des ddriv~es premibres; pourvu toutefois que de !a c~nnaissanc~ 
des ddriv~es 2 et ~ sur les bords on puisse tirer tree limi~e supdrieure des 
ddrivges premieres ~ l'intdrieur. I1 nous fau~ done delaireir ce point. 

Considdrons 1'expression 

v ~ p cos )~ -~ q sin ,~, 

grout un param~tre variant de 0 ~ ~. I1 est dvident que la connais- 
sauce de v pbur deux valeurs diffdrentes de ~. nous d g t e ~ i n e  ~ et q. 
Cela giant, proposons-nous de ddterminer une limite supgrieure du maximum 
du module de v. On aura manffestsement: 

r cos). -t- s sin/t = seosZ A- t s in~  =- 0. 

D'autre p a ~  en diffdrentiant l'6quation (1), fl vient: 

~ p  ~ p  ~f ~f ~f ~f ~ x ~ + F ~ = ~ + ~ p +  ~ r  + ~ s  

~ q  ~ q  ~ f ~f ~f ~f t ~ § 2 4 7 2 4 7  + ~q . 

D'o~ pour v maximum ou minimum: 

(24) ~ v  ~ v  ~f  ~f ~1' ~x ~ + ~-~ = v ~ + cos X ~-~ + sin X ~y--- 

~--~f dtant posi~if on voi~ qu'en g ~ d  pour v tr~s grand le second ~z 
membre aura le signe de v et par eonsgquent v ne pourra avoir ni un 
maximum positif tr~s grand, ni un minimum ndgatif eonsidgrable. Pour- 
rant, si on ne veut pas laisser de e6td des cas partieuliers imporfan~, 

P 

une gtude plus dd~illde s'impose. Eerivons f sous sa forme explicite: 

f =- Ap ~ + 2Bpq + Cq ~ + Dp + ~q + F, 

ot~ A, B, C, D~ ~, F sont des fonetions analy~iques de x, y, z. La  con- 

~f ~ 0 entra~me manifestemen~ dillon ~-~ = 
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Le cas qui exige une discussion es~ celui, off 

8 = 0 .  

Alors on aura 6videmment aussi D," = E ~ ' =  0 Et  de plus, si on 
ne peut rien tirer de rgquation (24) pour une succession continue de va- 
teurs de ~, e'es~ qu'on a aussi 

Ao'= :B='= Cd=O. 
On pourrait  m~me montrer que le seul cas off on ne peut rien dire 

de v quel que soit ~ e s t  celui, o~ ~u te s  ces 6galih!s sont remplies iden- 
tiquement. Mais nous allous indiquer un ar~itlee qui est applicable clans 
t o u s l e s  cas. 

Soit M le module maximum de A,  .B, C. I1 est clair que si nous 
prenons comme fonetion ineonuue la fonefion z = azl ,  dans l'gquation en 
z 1 le module ma~imnm des coefficients correspondants A 1 , / ~ ,  (71 sera 
a M .  En ehoisissant a suffisamment petit, nous pouvons done r6duire ce 
maximum autant qu'il nous plaira~ Posons pour fixer les idges 

~ 1 < 

et op6rons sur la nouvelle fonefion z~ que nous d6signerons par z. Soi~ 
a -  1 son module maximum. Si nous posons 

z + a = e  ~, 

la fone~ion u sera ~oujours positive. Cela &anf~ formons l'6quation ~ la- 
quelle satisfait u. 

On au:rfl,: 

Un ealcul semblable ~ eelui que nous avons fair tout  ~ l'heure 

montre que si en un certain point t,~-~] + t~y) est maximum, t'in6galit~ 
suivante dolt &-re vgrifige: 

' " 

r ' + ~f :  +~-~ =<0. 

[~u~ {~u~ devient ~rbs grand, le premier membre Or, lorsque w ~ k~ x/  + kO x/  

de l ' in6gali~ (26) aura le signe de la somme des termes du quatxibme 
~u bu 

b u b u si e&te somme ne s'a.nnulle que pour ~- x =~--~ = 0. degrg en ~ x '  Oy' 

Ecrivons done cette somme 



C~n&,alisaCioa du l~bl~me de Diriehlet. 

2 ~ 2 

S~_ wa + (2 3e-~)fw + e-*~p + wf" 

~" Ou Ou 
o5 f est la  somme des termes du second degrd en b x '  by de f. 

2 

Or en remarquant que wf '  ne peut gtre que positif ou nul e~ en 

tenan~ eompte de l'in~galihi (25)~ on a 

1 W2" 

w peut done ~tre limite" supdrieurement. On en d~duit de m~me facile- 
ment une limite supgrieure pour p e t  q ~ l'int~rieur d'un contour~ lors- 
qu'on en a une sur le bord. I1 rgsulte done de la discussion faite dans 
ces deux paragraphes qu'on peut limiter a priori p e t  q s~r une surface 
analytique So~ de la famille pourvu que rdquation (1) adme/te une so/ut/o~ 
quel que soit 0 < a ~ %. 

10. Nous nous proposons d'en dgduire tree limite supdrieure des mo- 
dules trigonomd~riques de p et q. Cette lois notre raisonnemen~ sera in- 
dependent du dggre de f Posons 

z=z  + t t ,  

H ~tant la fonction harmonique qui sur C prend les m~mes valeurs que z. 
O n  a u r a  

+ f (xyzbz bz 

et, d'apr~s ce qui prde~de, on peut assigner une limite supdrieure au second 
membre. On a souvent attirg l'at'~ention sur ce fait que tandis qu'on 
peut en tirer (pax la formule de Green) une limite supdrieure de la fonc- 
tion et de ses dgrivges premieres, on  ne peut certainement pas en ddduire 
une limite supgrieure pour les dgrivges secondes. Nous serions done 
privds du moyen ordinaire (mais grossier) pour trouver les modules tri- 
gonome'~riques des dgrivges premieres. Nous allons mon~rer que ngan- 
moins ces modu/es trigonomgtriques peuvent ~tre limitds supgrieurement pourvu 
qu'on suppose (ce qui a bien lieu actuellement) que le second mem~e est fini 
et int~rable. 

En effet, considgrons la solution z 1 qui s'annulle sur C de l'dquation 
r  

~ z  1 1 bz~ 1 b~z~ 
+ + = A o + A ,  eosnO + B,,sinnO. 

1 

Le second membre d~n~ borng et intdgrable, in td~ons les deux 
o 

membres par rapt)or~ ~ O; en posan~ u~ = / z l d O  on a: 
f ~  

0 
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1 O~ + o --~ ~ = a + A~O + s i n n O - -  . - -  cosnO 
0 O0 O0 ~ n n 

1 

= a + % 0  -]-. , ~  a~cosnO + b~sinnO, 
1 

off a est une fonction de Q facile ~ dgterminer qui d'aiUeurs disparaitra 
duns la suite des calculs. En effet, la fonction u 1 qui s'unnulle sur C se 
prdsente aussi sous la forme 

c -F coo + ~ c~cosnO+ b~sinnO Ul 

1 

les formales (2) subsistaat enti~rement. Apr~s diffgrentiation par rapport 
0, c (qni seal dgpend de a) disparait ainsi que le terme lin6aire qui se 

rgduit ~ une constante par rapport ~ 0. Par contre 

~ul  ~ zl 0~ul 0 zl 
003 = - ~  et ~00e~- -0e  

ont en vertu des formules (2) leurs modules trigonomd~riques finis, puis- 

]a. 1 + I b. ! est finie. que 
0 

a zl 0 t t  O z, a H ont leurs modules trigonomdtriques Donc p = - ~  -}- E-x et q = -~-~ + 0 y 

finis. :Par consdquent, quel que soit a nous sommes clans des conditions o~ 
le lemme fundamental est applicable. Le problkme de ~richlet  est donc pos- 
sible pour une fonction quelconque F(O) sat la circonfdrence C, s'il est pos- 
sible pour une fonction ddterminde @(0) sur cette m~me circonfdrence. 

Or il esl aisd de montrer, en vertu du th6or~me 2 qu'il est toujours 
_possible. En effe~, soit C une circo~fdrence pour laquelle le probl~me 
de Dirichle~ est possible. En prenan~ pour i~'(0) une fonc~ion analy~ique, 
on sera certain que la solution correspondante peut ~tre prolongge et par 
consgquent il existe un eercle 6'1 de rayon plus grand pour lequel le pro- 
blhme de Dirichlet sera possible 2'1(0 ) ~tmat une fonction d~terminge; il 
le sera done aussi pour une fonction quelconque et, en rgpgtant ce raison- 
nement autan~ de lois qu'on le veut, on volt que /e probl~me de D~chlet  
est toujours possible sous les conditions dnoncdes au w 8. 

11. I1 sera peut-~re utile que nous indiquions un sujet de recherches 
important. I1 se rattache au thgor~me 2 que nous venons d'utiliser. Ainsi, 
si les donnges sur le contour sont analytiqnes on peut affirmer que la 
surface S qui satisfait au probl~me peut ~ e  prolong~e ~ l'extgrieur. La 
question qui se pose es~ de savoir dans quels casce  prolongemen~ peu~ 
~e faire indgfi~iment sans singularitgs, darts quels cas la surface n'aura 
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eomme singularif~s rgelles que des points isolSs. Dans le cas des fonc- 
tions harmon iques la rgponse est a~sSe: on salt que si la foncfion se r~- 
duit ~ une fonction entibre de l'arc 0 sur un cercle~ elle n'a pas de sin- 
gularit~s ~ distance 6hie; on a le m~me crit~re gvident pour d~cider de 
l'existenee de lignes singuli~res r~elles. Dans le cas g~n~,ral, on n'a plus 
la ressource de ramener l'~tude d'une fon~ion de deux variables ~ celle 
d'une fonction d'une seule variable complexe. Pourtant les crit~res son~ 
probablement souvent analogues; pour la dgmonsta~tion rigoureuse on devra 
approfondir la question de la propagation des sing~larit~s le long des 
caract~ristiques. 

Dans la deuxi~me parfie de ce travail nous nous oecuperons des 
gquations de la forme A r  ~ 2J3s ~- Ct -~ 0 et en parficulier de celle des 
surfaces m~-~m~*) 

*) Comp~es Rendus, 2 octmbre 1905. 


