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38.

Mémoire sur les points singuliers d’une courbe

a double courbure.
(Par Mr. William Spottiswoode, de l'université d’Oxford.)

Soiént données les équations d’une courbe
1) F=0, 6=0, H=0,
oi F' et G sont des fonctions quelconques homogénes des variables z, y, z, ¢;
H étant une fonction linéaire des mémes variables, avec un terme constant.

En écrivant

dF .. dF . dF _ dF
w=U 5=V =W =T
a_ AV AW dT
9 dr 7 dy 7’ _dz TR
@) Car _aw W dW_dUu__ . AU _ a¥
dz dy — 7’ dxr T dz > dy dx ?
dU__dT_ AV _ 4T _ AW _ 4T _
dt dx >odt dy — 1’ dt T dz T’
puis
u, v, w, T,

» 4, U, W, u, v, w'n Prs 1y Tis 84,
pour les mémes coefficients différentiels de &'; et
dH dH dH dH

B) =q & =P m=r ==
et, de plus,
“4) L=|a b ¢ e
o B y &
vt vwrT -
Ul Vl Wl Tl

(ou a, b, ¢, e sont des quantités quelconques): les équations d’une fangente
peuvent étre écrites comme suit:

(BG) dx:dy:dz:dl = —:——:5—:——.
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Or, pour un point singulier, les quantités
d2 42 de 48
da® “db® de’ de’
s’évanouissent. En écrivant

(6.) UVWTll_UVWTTl,T,,
u v, w, T
c’est a dire
VW | =U, WU |=V, |UV)|=W,
w, U,
(7) , |
pomnd T, == Tl? W 1 _ TQ,
vV, T, w, T,
les équations
aQ dQ dQ dQ
(8.) —;1-;-20-, -ab—=09 W:(), .78—20

donnent
* +8T,—yT,+e¢U = 0
(9) —oTy+ « 49T 4 eV =0
) oaT,—f3 T2+ + W= 0
oU +BV +yW+ = = 0.
Il y a & rémarquer que ces équations se trouvent étre vérifiees pour des
valeurs quelconques de o, (3, 7, &. On en s’assurera en éliminant ces quantités.
1l en résulte

* T, =T, U | = (TU4T,V4+ T, W)} = 03

(10.)
—T, * T V
T, —T, = W
I U V W =x

équation identique.

Or ces équations n’équivalent qu’a deu.z- équations indépendantes. En
eﬂ’et si 'on multiplie. la premiére par o, la seconde par 3, la troisiéme par y,
la quatriéme par &, la somme de ces produits s’évanouit identiquement. Si
'on multiplie les trois premiéres par T, T,, T,, respectivement, la somme de
ces produits donne

1) TU4TV+T,W = 03

équation identique. On peut aussi trouver explicitement les deux équations
indépendantes. En wmultipliant les trois premiéres par U, V, W, respectivement,
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la somme de ces produits donne
(12) U +VHW)—|a B 5| =0,
UV W
T T T,
ce qui est la premiére expression; par conséquent la seconde n’est autre que
(13) oU4pBV4yW = 0,

et les deux équations peuvent aussi éire écrites ainsi:

(14) aU4 BV +yW aU,+ BV,+yW, ¢ | = 0,
v v:+w* vU+HVVHWW, T
vu,4+vv,+ww, Ui+ Vi +W; T]‘
(15.) a B .y |=0.
: vvw
v, v, w,

Revenant aux équations (9.). On en tirera une conséquence remarquable.
Savoir, en éliminant e, f3, 7, ¢, tour a tour des trois premiéres équations, il
en resulte,

16) o:B:9 =T:T,:T,,
et parsuite
. (7)) U=0, V=0, W=0,
cest a dire .
a8) U:V:W =U,:V,: W,.
A l'aide de ces expressions les équations (16.) donnent
19) o:B:y=U0:V:W,
ce qui n’arrive pas nécessairement. Donc on doit avoir
0) T=0, T,=0, T,=0,
et enfin
Rl U:V-w:T=U:V:W,:1T,.

Par ces conditions deux cas géométriques dans lequels elles se trouvent
satisfaites peuvent éire déterminés; 1°, si les deux surfaces se fouchent au
point (z, vy, 2, ¢), et 2°, si '

R2) U=0, V=0, W=0, T=0,
ou bien
®R3) U,=0, V,=0, W,=0, T,=0,
c’est a dire, si F, ou la surface G, a elle méme un point singulier.
Mais comme dans ce cas les équations (5.) deviennent illusoires, il est
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nécessaire d’évaluer les rapports,
de:dy:dz:di
par la méthode des fractions a numérateurs et dénominateurs évanouissantes. On doit
donc différentier les quantités U, V, W, T, ou bien les quantitésU,, V,, W,, T,
et substituer leur différentielle dans les équations (5.); ou, ce qui revient au
méme, les équations (5.) seront encore vérifiées, si I'on écrit au lieu de (4.):
(R4) L = |ude{wdytov'dztpdt U o a
wdz | vdytddz-qdt V, b
vVdetu'dy ‘twdztrdt W, y ¢
pdrtgdy+trdz+tsdt T, ¢ e
ou bien I'expression que I’on obtient en différentiant les quantités relatives a &,
au lien de celles relatives a F. En ne considérant maintenant que le premier
cas, et en écrivant
o 3 y ¢

(25.)
v, v, w, T,
en ayant égard aux définitions (7.), on tire des équations (5.), avec la nouvelle
valeur de £2:

= L: M: N: K: KH -K27

dr: —dy:dz: —dt
= ( * +uw'K—vK-+{pL)yde{( = +voK,—u'K+ gqL)dy
(—uK,4+ * oK +pM)det(—w'K,+ x oK +qM)dy
( uK—w'K+4 « 4pN)de+( WK, —vK + * +4¢N)dy
(26.) :( ul +w'M 40N 4+ x )de4( w'L ovM4u'N 4 = )dy
+( * JvK,—wK, +rL)dz+( » +¢K,— rK, | sL)dt
+(—vK,+ x JwK+rM)dz|(—pK, + = 4 rK {-sM)di
L OK—wK 4 x $rN)ds+( pK—gK + + +sN)de
+( YL +u'M +w'N-+ x )dz-}-( pL +qM+rN + = )dt
et dela on tire

I * +wK,+ oK, +pL —0 * + oK,—u'K,+| gL

—uK,+ x VK {|+pM —wkK,+ *x JuK-|¢gM10
uK,—w'K + x +pN wK,—vK |+ * 44N
o7 ul w'M -+ o'N | wL 4+ oM +u'N | =*
Gy, + oK, —wK,+ rL s 1¢K,—rK, +sL |=0,
—o'K,4+ x +wK4rM —pK,+ *x +rK | sM |
VK,—u'K |+ » +rN—6 pK,— ¢K + = 4 sN
\ oL +uM 4 wN 4 x pL 4+ ¢yM + rN 4 = |6

Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLII. Heft 4. v 50
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Or cette équation, qui en apparence est du quatriéme degré, ne I’est en
effet que du second degré; comme cela se fera voir tout de suite. En effet,
si #—=0, le déterminant dont il s’agit, devient

R8) |uw o p x K, —K, L| = |u«w ¢ p|(KL{KM|K,N)
wou gl —K, » K M w o u g
vV vwr|| K, —K x N v v wr
pqgrs|| L M N « p grs

et il s’évanouit, parcequ’on a identiquement
(29) KL+ KM|‘K,N = 0.

En passant, il y a aussi a remarquer que le systéme inverse a

*» K, —K, L
—K, » K M
’ ,—K =« N
L M N «x
est
(30.) « N —M K|(KL-+|+KM-}|K,N);
—N x L K,
M —L x K,
K K, K,

ce qui peut é&tre vérifié par un calcul immédiat, ou bien aussi en écrivant le
systtme donné avec la forme suivante:

1 » = L}

* 1 = M

* x 1 N
} K K, K, =«

Il suit de la que le systéme inverse a (27.) (c’est a dire les fonctions
que M. Sylvestre a nommé mineurs premiers) s’évanouit pour § —=0. Mais
le coefficient de 0 dans le développement de (27.) est la somme de ceux
des mineurs premiers qui se trouvent placés sur la diagonale de (27.) et
qu'on peut nommer mineurs premiers principaux; donc il s’ensuit que non
seulement le terme indépendant de 6, mais aussi de plus, le coefficient de 6
s’évanouit; et 'on en tire enfin, aprés quelques réductions:
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Bl) |u w o p o« U|+20|p ¢ r|+6 =
w v v g gV, o« B ¥
v u wor y W, U, Vi W,
p g r s ¢ T
o By & % =
UV, W, T, = x

Ceite équation donne deux valeurs de 0 a laide desquelles on pourra dé-
terminér deux valeurs des rapports dx:dy:dz:dt, c’est a dire les directions
des deux branches de la courbe, qui passent par le point (x, y, 2z, ).

La nature du point dont ‘il s’agit, dépend de la nature des racines de
'équation (31.); c’est a dire de la nature de la fonction

(32) v w o p o U|—]|u w o p e U <, =, >0.
w v u o qg BV, w o v g gV,
v o ow o r y W, oV u ow r oy W,
p g r s ¢ T P g r x x x*
a B y & x x o By x x x
U VW, T x =x UV, W, = =

Les différentes espéces de ces points sont si bien connues qu’il n’est pas né-
cessaire de les discuter ici.

Il y a a remarquer, qu’un second systéme de conditions peut étre
trouvé en faisant varier les quantités relatives a & au lieu de celles relatives
a F, c’est a dire en écrivant

33) L2 = |U wdzrtwidy+ vldz +-pdt o a

V wide+ v dy 4 udz+q,dt B b

W vide+udy + w,dz+rdt y ¢

T pdc+-qdy+ ridzts,dt e e
au lieu de (24.). Donc les points multiples sont distribués en deux classes;
et on peut nommer ceux, qui sont déterminées par (24.) etc., poinls mul-
tiples relatifs a la surface F, et ceux, qui sont déterminés par (33.) etc.,
poinls multiples relatifs & la surface G. Si la fonction (32.) est =0, on
obtient I’équation d’une surface qui touche la courbe dans ses points d’oscula-
tion et d'embrassement, ainsi que dans ses points de rebroussement, distingués
les uns des autres par des conditions bien connues. Par conséquent, si les
surfaces F' et G sont des ordres m et n respectivement, le nombre des points
de cette nature est, 1° relativement a la surface ¥':

= 2mn(m-|+n—3),
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et 2° relativement a la surface G':
= 2mn(m+n—3).
Je passe maintenant a discuter les conditions de I’existence d’un point
d’inflexion. Dans un tel point les deux éléments consécutifs de la courbe ont

la méme tangente, ce qui doit arriver si
ds2 ds2 ds2 d
(34.) DF=O’ DT[b—:O, DT{C—=O, D-dT=O,
c’est a dire, en écrivant
DU=U, DV=V, DW=W/,

(35 DT=T, DT=Ti;, DT=T,,

* 4 fBTy— yTy + U = 0,

—aTi+ x + 9T + &V = 0,

T — BT + * +eW = 0,

U4+ BV +9yWH4 = = 0,
d’ou I'on tire, comme dans le cas de (9.):

U=0, V=0 W=0,

G Gr—o0, m=0, m=o,

(36.)

c’est a dire

(38) DU:DV:DW:DT U:v,:w,:T,

|

ou bien
39) DU,:DV;:DW;:DT, = U:V:W:T;

d’ou l'on tire, en éliminant dx, dy, dz, dt,

(40.) = 0, ou bien, (41.) |4, w| v; p, U
w, v, u, q V
o, uyw, v, W

u w v p U = 0.
w v u g V,
v v ow r W,
p q r s T prqp e 8, T
U v, w, T, = UV WT=|
Donc I'équation (40.) détermine les points d’inflexion relatifs a F, et (41.)
ceux relatifs a G; et leur nombre est par conséquent

(¢) mn@Rm{-3n—8) e (B) mnBm+2n—8)
comme I'a fait remarquer M. Hesse. Mais si m=—1, la fonction (41.) s’éva-
nouit identiquement, et ’expression (/3.) n’a pas lieu. Les fonctions (40.) et (41.)
sont en effet identiques avec celles P et Q du mémoire de M. Hesse (tome 41.
p- 283 de ce journal). )
Londres, Novbr. 1851.

Druck von G. Reimer in Berlin.



