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38.

Meinoire sur les points singuliers d'une courbe
double courbure.

(Par Mr. William, Spottiswoode, de l'universite d'Oxford.)

JSoient donnees les equations d'une courbe
(1.) F=0, £ = 0, #=0,

o F et G sont des fonctions quelconques homogenes des variables χ, γ, ζ, t;
H etant une fonction lineaire des meines variables, avec un terme constant.

En ecrivant

(2.)

dF
dx
du

dV _ dW
dz dy
du _ dT
dt dx

g. dF__V dF_.

"> dy — V> dz

u. dV dW
__. . ·. «} .ι ι . ·

dy ~ ' „ dz ~
dW du
dx
dV
dt

dT

' dt ~ *>
dT _

'' dt S'
dU dF ,—j— = —j— = w,dy dx
dW _ dT __
dt dz ~ r'

puis
u, v, w, τ,

«i, «i,

pour les momes coefficients differentiels de G; et

— — 8 dH —
dy ' 9 dz

et, de plus,

fo -\ dH(3·) rf^=( dH
dt

(4.) Ω = a b
a β γ «
U V W T
Z7i fi Wi T,

(ou a, b, e, e sont des quantites quelconques): les equations d'une tangente
peuvent <Mre ecrites comme suit:

ΓΚ Λ ι j Λ n du dSl rf dfi(5.) dx:dy:dz:dt = -j—: -jr-: -j—: —-.^ J J da db de de
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58. Spottiswoode, sur les courbe« a double courbure. 373

Or, pour un point smgulier, les quantites
dQ_ dSl rf dSl
da '

s'evanouissent. En ecrivant
dl, de de

Γ6.)ν.ν·7
c'est a dire

y

(7.) <
1

,

les equations

(80
donnent

V W T =
0, F, »F, T,

F FF = U, FF V
F, FFX FFX 17
U T = T, F T
17 Tf V Ύ*-/ ^ _·. j^ j .A. j

^ = o, -^ = o,rfa 06

/ „, -J-/2T2—
ra-, )-«T2+ * +

U, V, W, T, T„ T2,

= V, U F == W,

^ rii H/^ 'ϊ^ Τ

FF, Tt

rf _ 0 ^ __ 0
rfc ' rfe

yTi + c = 0
yT -f cV = 0

ee +/?V -f/W-f * = 0.
II y a remarqner que ces equations se trouvent etre verifiees pour des
valeurs quelconques de a, β, γ, t. On en s'assurera en eliminant ces quantites.
II en resulte

(10.) * T2 -T!
—T2 * T V

T, —T2 * W
V W *

= (T + ̂ V + TaW)2 = 0;

equation identique.
Or ces equations n'equivnlent qu'a deux equations independantes. En

effet, si Γόη multiplie. la premiere par a, la seconde par , la troisieme par γ,
la quatrieme par β, la somme de ces produits s'evanouit identiquement. Si
Γόη multiplie les trois premieres par T, Τ19 T2, respectivement, la somme de
ces produits donne

(11.) T +^V + TaW = 0;«*
equation identique. On peut aussi trouver explicitement les deux equations
independantes, En multipliant les trois premieres par U, V, W, respectivement,
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3T4 38. Spottistvoode, sur les courbes a double courbure.

la somme de ces produits donne
(12.) i( ·=»· α β γ \

U Υ W
Τ Tj T2

ce qui est la pr miere expression; par consequeht la seconde n'est autre que
(13.) αϋ-f- /JV-f-yW = 0,

et les deux equations peuvent aussi etre ecrites ainsi:
(14.)

U*+ F2 4- FF2 Ut^-f FF,-)- FFfF, T
1717,-f FF.+ FF1F» ?+ F t»+PF? 3\

0.

(15.) = 0.α / .y
u v w
U, F. IF»

Revenant aux equations (9.). On en tirera une consequence remarquable.
Savoir, en eliminant a, , γ, e, tour a tour des trois premieres equations, il
en resulte,

(16.) a: :y = T:T 1 :T 2 ,
et parsuite

x (17.) IT = 0, F = 0, W = Q,
c'est a dire

(18,) V:V:W = V,: V,: W^
^ L l'aide de ces expressions les equations (16.) donnent

(19.) a: :y = ' f f : F: fT,
ce qui n'arrive pas necessairement. Done on doit avoir

(20.) T = 0, T1==0, T2 = 0,
et enfin

(21.) U: V:W:T = ϋλ: V^.W.iT,.
Par ces conditions deux cas geometriques dans lequels elles se trouvent

satisfaites peuvent etre determines; 1% si les deux suriaccs se toucheni au
point (x, y, z, t), et 2% si

(22.) 17 = 0, F=^0, IF=;0, T==0,
ou bien

(23.) 17, = 0, F1==0, ^ = 0, Ι\ = 0,
c'est a dire, si F, ou la swrfaqe G, § eile taeme yn point sinyu er.

Mais conime dans ce cas les equations (5.) deviennent illusoires, il est

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 5/29/15 4:16 PM



38. Spottiswoode, sur les courb.es double courbure. 375

necessaire d'evaluer les rapports,
dx : dy : dz : dl

par la methode des fr ctions a numerateurs et denominateurs evanouissantes. On doit
donc differentier les quantites £7, V, W> T, ou bien les quantites Ζ7Μ Ft, FF19 ϊ\,
et substituer leur differentielle dans les equations (5.); ou, ce qui revient au
meine, les equations (5.) seront encore verifiees, si Γόη ecrit au lieu de (4.):

(24.) 12 — udx-\-wrdy-\^v'dz-\-pdt UL a a
w'dx -f v dy -f u'dz -\-qdt \\ β b
vfdx-\-u'dy-\-wdz-\-r t Wt γ c
p dx-\- q dy-{ r dz ^-s dt T^ 8 e

ou bien l'expression que Γόη obtient en differentiant les quantites relatives a G,
au lieu de celles relatives F. En ne considerant maintenant que le premier
cas, et en ecrivant

(25.) α β γ
F, w

= L, M, N, K, .K2 ,

en ayant egard aux definitions (7.) , on tire des equations (5.) , avec la nouvelle
valeur de Ω:

dx : — dy : dz : — dt
= ( * -\-w'K,—v'K1-\-pL)dx-\-( * + *2— vf

* -f v'K -f pM)dx+ (-Μ>ΊΓ2+ *
'K-^ * -\-pN)dx + ( w'Ki— vK -f

(26.) :( « +w'M-\-v']M -f * )&? + ( W'L -\-»M -\-u'N -f * )dy

-\-qM-\-rN + *
et del on tire

* -

(27.)

— β

'Kt-vK - *
uL

*

v'Kt—u'K -f- * -f rN— θ
ι i i

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 4.

* r -f
* -f

pL -f y^f -- rJV -\- * -f 0
50

=0.
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376 38. Spottisivoode> sur les courbes a double courbure.

Or cette equation, qui en apparence est du quatrieme degre, ne Test en
effet que du second degre; comme cela se fera voir tout de suite. En effet,
si 0 = 0, le determinant dont il s'agit, devient

* K2 -K, L
—K2 * K M
K, -K * N
L M N *

u w v p
w1 v v! q
v* uf w r
p q r s

= 0.

(28.) u w' v' p
w' v V q
vf u' w r
p q r s

et il s'evanouit, parcequ'on a identiquement

(29.)

En passant, il y a aussi remarquer que le Systeme inverse

L
M

#
-K,

K
M

K
*

N
JV

est
(30.) *

—N
JV -M
* L

M -L
K K

*
K,

K
K,
K,
*

ce qui peut etre verifie par un calcul immediat, ou bien aussi en ecrivant le
Systeme donne avec la forme suivante:

l * * j
*
*
K

l
*

*
l

M
N

II suit de la que le Systeme inverse a (27.) (c'est a dire les fonctions
que M. Sylvestre a nomme mineurs premiers) s'evanouit pour 0 = 0. Mais
le coefficient de θ dans le developpement de (27.) est la somme de ceux
des mineurs premiers qui se trouvent places sur la diagonale de (27.) et
qu'on peut nommer mineurs premiers principaux; donc il s'ensuit que non
seulement le terme independant de 0, mais aussi de plus, le coefficient de θ
s'evanouit; et Γόη en tire enfin, apres quelques reductions:

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 5/29/15 4:16 PM



38. Spottiswoode, sur les courbes a double courbure. 377

(31.) u
w'
v'
P
a
u,

w'
v

u'
q
ßv,

v'
u'
W

r
rw,

P
q
r
s
e
Ti

a
ß

s
*
*

u,
F!

W,
TI
*
*

+ 20 P
a
ffi

,

1ß
Fi1

r

Wi

-f-ö2 = 0.

Gelte equation donne deux valeurs de Q> a l'aide desquelles on pourra de-
terminer deux valeurs des rapports dx: dy: dz: dt, c'est a dire les directions
des deux branches de la courbe, qui passent par le point (x, y, z, <)·

La nature du point dont il s'agit, depend de la nature des racines de
Pequation (31.); c'est a dire de la nature de la fonction

(32.) u w' v' p a Ut — u w' v' p a 17, <, =, >0.u w'
w' v
v' n'
P V
a ß
U, F,

v'
«'
W

r
r
Wi

P
q
r
s

E

T,

a
ß
r
#
*

u,
v,

w,
T,
*
*

— u
w'
v'
P
a
v,

iv'
v
u'
q
ß
v,

v'
u'
W

r
r

W^l

P
q
r
*
*
*

a
ß

*

#1

Fx

W7!

*

Les differentes especes de ces points sont si bien connues qu'il n'est pas ne~
cessaire de les discuter ici.

II y a a remarquer, qu'un second Systeme de conditions peut etre
trouve en faisant varier les quantites relatives a G au Heu de celles relatives
a F, c'est a dire en ecrivant

(33.) , = U
V
W
T

a a
ß b

c
« e

au Heu de (24.). Donc les points multiples sont distribues en deux classes;
et on peut nommer ceux, qui sont determinees par (24.) etc., points mul-
tiples relatifs ä la surface F, et ceux, qui sont determines par (33.) etc.,
points multiples relatifs a la surface G. Si la fonction (32.) est = 0, on
obtient Tequation d'une surface qui touche la courbe dans ses points d'oscula-
tion et tfembrassement, ainsi que dans ses points de rebrousseuient, distingues
les uns des autres par des conditions bien connues. Par consequent, si les
surfaces F et G sont des ordres m et n respectivement, le nombre des points
de cette nature est, 1° relativement a la surface F:

= 2f9m(m-f n — 3),
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378 38. · Spottiswoode, sur les eourbes a double courbure.

et 2° relativement a la surface 6?:
= 20ifi(m-)-n —3).

Je passe maintenant discuter les conditions de l'existence d'un point
(Pinflexion. Dans un tel point les deux elements consecutifs de la courbe ont
la meme tangente, ce qui doit arriver si

(34.) D£ Ο τ\ ^2~~_ Π ΤΙ _L~~_
9 U~Jh~ U' ^"ZT D de = 0,

c'est a dire, en ecrivant

(35.)

(36.)

(37.)

* +/?τί-/τί+«ϋ = o,
-«Ti-j- * 4- /T -f «V = 0,

«Ti — /ST'f * +eW= 0,
a '-f/SV'-j-yW'-j- * = 0,

d'ou l'on tire, comme dans le cas de (9.):
j ' = 0, V = 0, W = 0,
jr = o, τ; = o,

c'est a dire
(38.) DU:OV:DW:OT =

ou bien
(39.) D^iDF^DfF^DT! =

d'ou Γόη tire, en eliminant dx, dy , dz, dt,

— o,
Fi:FF,:2\,

F: FF: T^

(40.) u w' v' p I/i
«/ v u' c, V,
v' u' w r Wt

p q r s T!
u, v, w, τ, *

= 0, ou bien, (41.) M! w,
w( vt

4 <
v[ U

V
W
T

U V W T

= 0.

Donc Tequation (40.) determine les points tfinflexion relatifs a F, et (41.)
ceux relatifs a G; et leur nombre est par consequent

(a.) aifi(2m-f3fi — 8) et (/3.) mn (3m -f 2n — 8).
comme l'a fait remarquer M. Hesse. Mais si iw = l, la fonction (41.) s'eva-
nouit identiquement, et Pexpression (/3.) n'a pas lieu. Les fonctioas (40.) et (41.)
sont en effet identiques avec celles P et Q du memoire de M. Hesse (tome41.
p. 283 de ce Journal).

Londres, Novbr. 1851.

Druck von G. Reimer in Berlin.
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