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9.
Lois de reeiprocite.

(Par Mr. G. Eisenstein Berlin.)

Nouvelle demonstration du theoreme fondamental sur les residus quadratiques dans la
theorie des nombres complexes. Demonstration du theoreme fondamental sur les
residus biquadratiques. Le theoreme le plus general sur les caracteres biquadratiques,
qui comprend, comme cas particulier, le theoreme fondamental.

*

\ilp unnombre premier reel 4n-f l, soient pL, p2 les deux nombres pPemiers
complexes de la forme a-\- i qui, ayant/ι pour norme commune, sont tels que
49!=;^ = i (mod. 2) et pip2 = p. Soit de plus r une racine de l'equation

—~ = Q9 et designons par le Symbole [=1 la puissance evidemment

unique de i qui satisfait la congruence

^P-') = j^=J (mod. ft).

Cela pose, on a comme Γόη sait, et comme nous l'avons dej prouve,

*[ ] r*) = T4 = p(a—6i?; a+bi = a — bi~l (mod. 2).

Je dis que Γόη peut poser a-\-bi=pit Nous avons prouve dans une autre
occasion*) que Γόη a

- «\ , .« = 2 = 1 = = , β-4ί= Σ L
σ=1 L ^ i J I - Ρι J e=l L/>

ce qui donne

"~ (mod. p,)i

α— βί=*ΐΓβ<τ**-»(σ^.ΐ)Κ^-« (mod. p,);
σ±=1

mais il a ete aussi demontre que ces deux dernieres sommes sont respectivement

*) Voir „Beitr ge zur Kreistheilung" cahier 3. YO!. 27. de ce Journal.
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§4 & Eisenstein^ loi$ de reciprocit

en designant par tu/ le produit 1.2. 3.... in. On a donc
«+« Ξ 0 (mod. ,0, a-bi ̂  _^/^__ (i od ,0.

Mais p2 n'etant pas divisible par p^ il faul que a-\-bi=p1. Cela etant,
on obtient encore a — bi=p2, parsuite

et de

ce que je remarque en passant.
Dans ce qui suit nous ferons surtout usage de ces deux equations:

Soit ^ u« »O ibre premier ΓΛ/ de la forme 4n-^3. En eievant les
deux membres de l'equation (1.) a la puissance i(^2+3) il vient

(3.) S'2+3 = (pplfi'9™.
D'un autre cote, on a aussi, comme Γόη gait,

En combinant cette equation, apres FavoirmultipliSe par S\ avec l'equation
(1.) on en tire

"(50 &Sq,= [£]ppl
Retranchant l'equation (5.) de celle (3.) il vient

(60
II est aise de vpir que le premier membre de cette derniere equation peut
prendre la forme

ou A, B, C, .... sont des entiers complexes. On a donc

(70 PPl{(PP^^-[=}\ = y(A + Br+Cr*i-....).
Comme cette equation subsiste quel que soit la valeur de la racine r, eile prouve
que Fenti p complexe qui compose le premier membre est divisible par q.
Si Γόη remarque encore que pp\ n^est pas divisible par le nombre premier q,
on a la
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9. Eisenstein, lois de re'cipr cite'. 55

(8.) („.jto-Os [f\
*-Pi J

et cela donne, 9* otant la norme de q,

Puisque evidemment [=1 «=s l, il vient

</

[ v l2

= 1 = l, ou = — l, selon que j^ est residu ou non-residu qua-
o

dratique de g (dans la theorie de nombres complexes), et 1=1 = -f l, ou
1/?Α J

·«= — l, selon que q est residu ou non-residu quadratique de pi; et comme

[ P i2
= 1 ne change pas de valeur en rempla<jant />! par — p^ Tequa-

tion que nous venons de trouver donne le theoreme suivant:
Theoreme L „Etant donne s deux nombres premiers complexes

qui sont respectivement de premiere et de seconde espece, et dont les parties
reelles sont impaires, le premier est ou n' est pas residu quadratique du se-
condy selon que le second est ou τι est pas residu quadratique du premier.

Soit maintenant Λ un autre nombre premier reel de la forme 4w-|-1,
different de p, et soient ΛΑ , A2 (que Γόη suppose ̂  l (mod. 2)) les deux nombres
premiers complexes conjug es qui ont h pour norme commune. En elevant
les deux membres de Tequation (1.) a la puissance ^(A-f^)? on aura

(10.)
D'un autre c te on a

A=in— l
(11.) 2 = :

tat 1/>,

Multipliant par /SJ et snbstituant la valeur de 8* donnee par (1.), il viendra

(120 s.s,= [i]W;.
Enfiu le» deux equations (10.) et (12.) donnent, en les retranchflnt l'une de Tautre:

(13.) S3 |«A - ) - ψψ\ {(PPV*^ - [j=]3} .
Le prenriet membre de cette equation etant d^veloppe, peut preftdre la forme

ou A, , C> .... sont des entiers complexes; de lorte que Γόη a
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56 9· Eisenstein, lois de reciprocito.

(14.) pp\\(pp\)*h-l)-[==[] = t(A+Br+Ci* +....).
Comme cette equation subsiste quel que soit la racine r, on en peut conclure
que le premier membre est divisible par A, et cela, p p] n'ayant pas de fac-
teur commun avec A, donne:

(15.) O^i)^-1' = [=]3 (mod. A).

On a donc a plus forte raison
Γ h Ί3

(16.) 0»jO4( ""1} ^ | = l (mod. AJ,l/?j J
d'o Γόη tire, A etant la norme de An

De meme, en echangeant entre eux les nombres premiers reels p et A de la
forme 4n-|-l, on a

™ Hfr-10
Donc

ce qui donne, en multipliant

[ff] - [7·] = '·
Cette equation fournit le theoreme suivant:

Theoreme II. „Des deux nombres premiers complexes de se-
conde espece, dont les parties reelles sont impaires, le premier est ou n' est
pas residu quadratique du second, selon que le second est ou n' est pas
residu quadratiqne du premier."

Si les nombres premiers q et q* sont tous deux de premiere espece, c'est
a dire = 3 (mod. 4), on a suivant le theoreme de Fermat ^/i^2""l)==(y/i(9+i)j9-i

^ l (mod. y), donc on a necessairement Γ=1 = l , et de m&ne Γ=1= ι,

et aussi dans ce cas j^=LJ = f=^:l, et Γ=] ==Γ=1, Α Taide de cette re-
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θ. Eisenstein, lois de redprodte. 57

marque nous pouvons reunir dans Penonce suivant les deux theoremes que nous
venons de trouver.

Theoreme III. „Oesignant par a-\- i, y-\-di (/? et d etant
pairs et reduisible ze'ro) deux ftombrcs premiers coniplexes quelconques,
le premier est ou n' est pas residu quadratique du second selon que le
second est ou liest pas residu quadratique du premier"

Ce theoreme remarquable qui embrasse presque tout ce qu'il y a a dire
sur la theorie des residus quadratiques est redevable a Mr. G aus s. II a ete
demontre pour la premiere fois par Mr. Dirichlet dans le 9ίέιηθ vol. de ce
Journal. La demonstration que donne ce grand geometre est fonde sur le theoreme
analogue dans la theorie reelle, generalement connu sous le nom „Loi de re-
ciprocite de Legendre," tandis que la notre est entierement independante de
cet autre theoreme.

Fassons aux residus biquadratiques. Toutes le& lettres ayant la mome
signification comme dans ce qui precede, si Γόη eleve Pequation (1.) a ia
puissance i(f— 1), on obtient

(20.) K/?2·"0 = pto*-') '̂-!).

La puissance *(<3fa~1} peut s'ecrire (jS74'1;^9"1^ L'expression Sg etant deve-
loppee suivant le theoreme polynomial, peut prendre la forme

o A, By C, ---- sont des entiers complexes. Or q = 3 (mod. 4), donc

[ir^rif, etpartant sF=lV = sfilW =L^,J L;,,.!' * L^.J L^,J L
Substituant, il vient

S" =

Multipliant par S et elevant la puissance ^(q-"- 1), on a

= g (A" 4- B"r 4- C" r1 4- . . . . ) + r (S T)J

o -4' etc. J'7 etc. sont egalement des entiers complexes. D suit de la et
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 8
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58 9. Eisenstein^ lois de reciprocite*

de Fequation ^20.), que la difference

ΜτΟ/*-1),^«-!) _ f"JL Γ07"1 ̂ 1(7-0 (_ i)i<
1 *~P \ -*

est dimsiblepar q. D'un autre c te, en se servant de la notation de Legendre, on a
,«,->==(.£.) (mod. 0,

donc, en remarquant que |(^r — 1) est impair, on a

(21.) H(^'} = [^""'(f)^"^- 1)40-·) Cmod. ff).

Cette congruence donne Tequation

Soit en premier Heu q de la forme 8n-}-3, on a £(y— 1) = l (mod. 4)
\(ff — 3) = 0 (mod. 2), donc

Soit en second lieu g de la forme 8»-j-7, on a ^(q— 1) ̂ 3 (mod. 4),
— 3) Ξ l (mod. 2), donc

Or /? etant de la forme 4»-j-l, on peut remplacer i— ) par (— )· Je dis

maintenant que l'on a (-£) = Π4"| *. En effet, (-2.) = (^i')*^« (mod. p),
\ J) / L |J \ f-f l

donc a plus forte raison \^-\ ̂  (ff '-*1'* (mod. pj, ce qui donne (-^-) =

[ i/2 T Γ f/ ~1^= = =t . Substituant cette valeur, il vient^,J L^.J

Les deux cas que BOUS venons de distinguer conduisant au meme re-
sultat, nous pouvons enoncer le theorerae suivant:

Theoreme IV. „D^signant par q un nombre premier reel et
positiv 4n-{-3, et par pL un nombre premier complexe de seconde espece9

dont la partie reelle est impuire, le caractere biquadratiqiie de — y par
rapport a p ι est toujours le mome que le caract re blquadrafnfne de p{

par rapport a q"
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9. Eisenstein^ lois de reciprocite. 59

Voila la premiere partie du theoreme fondamental sur Tes residus bi-
quadratiques.

Pour les recherches que nous aurons a exposer encore, il sera con-

venable de generaliser la signification du Symbole i=j=l. Ce Symbole, tel que

nous l'avans employe jusqu'ici, suppose que / soit un nombre premier com-
plexe impair, M etant un entier complexe quelconque non-divisible par /, et
nous avons designe par la la puissance evidemment unique de i qui satisfait a
la congruence

Mfc^-'>=>[=] (mod. i),
N (l) etant la norme de /,

Soient /, l1, l", — des nombres premiers complexes impairsnon-diviseurs
dejM, mais d'ailleurs egaux ou inegaux, et soit l V l" — == L, nous designe-
rons desormais par

rM-i
LirJ

le produit

L'exposant de la puissance de i qui .equivaut a [̂ 1 sera nomme le ca-
r dere biquadratique de M par rapport a Z/.

Par rapport a notre Symbole ainsi generalise, on aura les formules
suivantes dont la demonstration se presente d'elle meme et dont Fusage est
tres frequent:

equations qui supposent, la premiere, que M, tqujours sans diviseurs commun avec
rentier complexe impair L, est Ξ P (mod. I/); la seconde que Met M' sont
premiers a M, et la troisieme que M est premier aux entiers impairs L et L'.

Lemtne L „a-j-/3e et γ-\-δί etant deux entiers complexes quel-
oonques sans diviseur commua, on a toujours

*) Ici et dans tout ce qui va suivre on suppose tacitement que les denominateurs des
8*
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60 0. Eisenstein^ lois de reciprocite.

La verite du lemme sera evidente, si nous pouvons le verifier dans les cas
particulier ου γ-\-δί se reduit a un nombre premier. Avec cette restriction
on aura

[*~f·'] ΞΞΞ (α — /9i)i(y'+*2-o (mod. (y — Ji)),

c'est a dire

~f!l = (m + fitXy-JO-f (a- i^2^^ = P
— 0 $ J

ou m et n sont deux entiers reels. De la, en rempla9ant partout i par
— i, il suit

(—i)* = ] = (a + j^y'+a1-» (mod.

ce qu'il s'agissait de prouver.
Lemme II. „A et j etant deux entiers reels et'sans diviseur com-

Γ^4 Ίmun, on a toujours l== == I."

Soit d'abord q un nombre premier reel de la forme 4n-j-3 (abstrac-
_. Λ __ _ Λ _

tion faite du signe), on aura evidemment =1 = 1 9 puisque 1 = 1^ (^(9+1)^-»

^ l (mod. (f) , en vertu du theoreme de Fermat. Soient en second lieu pL et
Pf deux nombres premiers conjugues de seconde espece qui ύι&ρ pour norme
commune, on a (Lemme L), A etant reel,

Si donc on suppose = q q*q" . . . . p p' p" . . . . , ^ ̂  y^ ____ etant des nombres
premiers rekfo 4n-j-3, /?, ^7, p'/, . . . . des nombres premiers r^efe 4n-j- 1> on a

Lemme III. ??Designant par A un entier reel qui avec son signe est
= l (mod. 4) , et par L un entier %complexe quelconque, je dis qu'on a Pequation

L'entier reel A etant ^ l (mod. 4.) , il peut otre decompose dans un
nombre de facteurs premiers reels y de la forme 4 n -[-3 pris chacun avec

symboles [=] sont impairs et qu' s n'ont pas de diviseur commun avec les numerateurs.
On suppdfee aussi que tous les entiers complexes impairs sont pris tels, que leur parties
reelles soint impaires.
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θ. Eisenstein^ lois de reciprocite. 61

le signe moins, et dans un nombre de facteurs premiers reels p de la forme
4 u -(-l Prte chacun avec le signe plus. A Faide de la seconde et de la troi-
sieme des equations (24.) tout se reduit donc a prouver que

[=] = ra - [=] - m
En se servant toujours de la seconde et de la troisieme formule de decomposition
(24.), la premiere proposition resulte immediatement du Theoreme IV. et du
Lemme II. Quant a la seconde, eile se deduit de roqualion (18.), c'est a dire

de Pequation P=^=M = Γτ=1? o p, h sont des nombres premiers reels 4w-|-l,L pl J LnlJ
et o p=p1p2, h — hji^ pl9 ρΊ) hl9 h2 elant des nombres premiers com-
plexes de seconde espece ayant resp. p, h pour normes communes. En eifet
hl , 2 etant conjugues et p etant reel 9 le Lemme I. donne

[̂ 7] = L^J9 h;] = \T^
donc il vient

rVir^Ll _.Γ*ιΊ — ΓΑΊL^JL^J ~ LyJ ~ Li;J·
Or designant par B le plus grand entier reel qui divise L, et par Α2, Α2, Α2 etc.
les autres facteurs simples de seconde espece de L, on aura

L· = B hi A2 2 . . . . ·)

n·^ - de p'»s ] - ft]' [ ] = tf J
= etc. en vertu de ce que nous venons de trouver: donc aussi

Lemme IV. „Designant par m un entier reel impair positif ou ne-

gatif, on a Γ^Ί^Ι Pour »*^197 (mod. 8) et [=\ = — l pour m =

3, 5 (mod. 8), ou, ce qui revient au mome, on a toujours P=J=(;^)· ^e ^
comme corollaire il suit que
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62 9. Eisenstein, lois de reciprocite.

f=Ll FJLl — l, lorsque m = m* (mod. 8), et

rilfjL] = — l , lorsque i*E=/»'4-4 (mod. 81."
L m J L m'Λ ' v

Soit p=pLp^ un nombre premier positif 4 n - f l 9 on aura (Lemme I.)

] = [~Γ; multipliant par [--] il vivient

donc Γ=1 ί= -f 1 ou = — l , selon que p = l ou = 5 (mod. 8) , et par con-

sequent [==] = -M ou = — * > se^on Φ16 /^^±1 ou p = ± 5 (mod.
c'est a dire selon que ± p Ξ l , 7 ou ±^ = 3^5 (mod. 8). Soit en second
Heu q un nombre premier positif 4 n -(-3, on aura

Quel que soit donc le nombre premier reel (a) on aura toujours Γχ=1 = (-χ—) ·
Cela etant, on peut toujours supposer

m =£= ±aa ' a"«.. .
o a, a\ a'7, .... sont les facteurs simples reels de m; il suit donc que

ce qu'il s'agissoit de prouver.

Nous considererons dorenarvant avec Mr. Gauss comme nombre pri-
maire parmi quatre entiers complexes impairs associes qui forment un meine
gro pe, celui a-\-bi, evidemment unique, pour lequel on a

ou n^l (mod. 4), et en mome temps b = Q (mod. 4),
ou «^3 (mod. 4), et en meme temps b ̂  2 (mod. 4).

Mais cette expression ne doit pas etre confondue avec ce que Mr. Dirichlet
appelle nombre primaire, Oa copdura lu-sement de la convention φΐβ nous
venons de poser, que le produit de deux, et par consequent d'un nombre
quelconque d'entiers primaires est lui meme un entier primaire. Tous les
entiers primaires peuvent etre distribues en daix classes dis ncbes, en com-
prenant dans la premiere classe tous ceux qui sont = l (mod» 4) et dans la
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θ. Eisenstein, Uis de re'ciprocite. 63

seconde tous ceux qui sont = 3-j-2* (mod. 4). Cette distinction est d'une
grande utilite dans la theorie des rosidus biquadratiques , et il sera bon de
l'appliquer a des exemples.

Les entiers reets impairs , pour etre .primaires, doivent otre pris avec
le signe plus^on avec le eigne moins, selon qu'ils sont, abstraction faite du
signe., = l (mod. 4) ou = 3 (mod. 4). Les enliers reels et primaires appar-
tiennent donc toujours a la premiere classe, puisque leur partie imaginaire est
zero , et partant = 0 (mod. 4).

Ces preliminaires poses, soient a~\-bi et c-\ di deux entiers com-
plexes primaires premiers entre eux dont les elements a et A, c et d riont
p s de diviseur commun. Cela etant, on aura evidemment la congruence

(A) c\a-\-di) = c*(ac + bd} (mod. c-\- αϊ).
En effet, la difference des deux membres est = a<?-\~bc*i — ac4 — bc*d =
bc*i — bc*d = bc*i(c-^-di) et parsuite divisible par le module c-\-di. Suivant
Thypothese admise sur les entiers c et d, c n'aura pas de diviseur commun
avec le module; mais a-\-bi etant egalement premier a c-\-di, le premier
membre de la congruence 04·} ? et par suite aussi le second, n'auront pas de
diviseur commun avec le module. On tirera donc de l l'equation

c n Λ rfLt*n _ Γ ° -]3rac+hd^
1 J Le + rf7J ~~ Ic-fdiJ L c+rfi J'

Les entiers a et b n'ayant pas egalement de diviseur commun. on aura de meme
r r '-Λ Γ £ _ ! 1 _ Γ α_ 1 r ^ £ 1
^ J L^fJiJ ~ la+bU l u + bi J

et partant (Lemme L)

+biJ U+ i J L e — 6i
Multipliant entre elles les equations (ΒΪ) et (#.), vient

-frfiJU-f-i
Pour pouvoir appliquer le tromeme Lemme au second membre de cette equa-

tion, il faut que les numerateurs des symboles qui y entrent soient = l (mod. 4).
Soit donc pour abreger $== 4- 1^ s = ± I 9 o les signes sont pris tels, qu'on ait

Λ = J (mod. 4), c ΞΞΞ £ (mod. 4).
Cela pose, on aura 6 0 Ξ Ξ Ι (mod. 4), da=\ (mod, 4), de(ac-}-6d) =
dzac=^l (mod. 4). Donnons donc au second membre de l'equation (E.)
la forme
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64 #· Eisenstein, lois de re'ciprocitd.

r p Ί Γ-1£18 Γ Ι Γ eac } _ i r _ « n r i .
v- *J U+i/iJ \^+bulac+bd+i(ad—bc)l\-a+bil\-c+d ·

forme dont la legitimite resulte de ce que $ 2 =€ 2 =t . Comme les numera-
teurs des trois premiers symboles . sont ici des enliers reels« et = l (mod. 4),
on pourra (Lemme III.) remplacer ces trois symboles respectivement par les
symboles inverses

rn~\ rc-frfn s r&+bn f-ac-\-bd-\-i(ad—bc}-\
C«.) L=J> |==J, L ac+bd l·

respectivement equivalents aux suivants:

trfn 3 _ r i i 3 _ r H r f tn _ r jH ri(ad— ftc
yJ ~LyJ ~LTJ' LTJ~~L^"J' L

de sorte que la valeur du produit des trois premiers termes qui entrent dans
Fexpression £f\~) se reduit a

II reste encore les deux derniers facteurs du produit (F*~)· Je dis que
le produit de ces deux facteurs se reduit toujours a l'unite prise positivement.
En effet, comme Γόη a e = (— l)Kc'~0, i = (— l)*^"1^ le produit dont il s' git
peut s'ecrire ainsi:

p —l Y(C~D - i -,K«-D
U+ftiJ U+rfiJ

Or

donc
( _ |jK«-OKe-i) e( _ 1)K«>-OK«-O = 4-1.

Toute la valeur du second membre de l'equation (15.) se reduit donc
a Pexpression (1Ϊ.)· Cherchons la valeur de cette expression. Lorsque les
entiers complexes primaires a-\-bi et c-j-tft n'appartiennent pas tous deux
a la seconde classe, le produit bd sera hecessairement divisible par 89 d'o
F n tire ac=ac-\-bd (mod. 8), et Fexpression (ff.) aura la valeur -fl.
Mais si les nombres n-\-bi et c-\-di appartiennent tous les deux a la seconde
classe, b et d seront de la forme 4n-j-2 et par consequent bd sera de la
forme £w-j-4, et parsuite ac= tfc-f *rf-f4 (mod. 8), et Fexpression ( )
se reduira a — l (Lemme IV.).

Or multipliant Fequation (JE.) de pari et d'autre par Γ^~41 et ob-
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. Eisenstein^ lois de reciprocite. 65

rc+di-r c - t . .servanl que =^ l = ' ? °n voit que les deux expressions

-C-f*

ou eyales ou opposees, selon que les deux entiers primaires qui y
entrent n'appartiennent pas ou appartiennent 1ous les deux ä la
seconde classe.

Pour generaliser encore le resultat que nous venons de trouver, soient

deux entiers complexes quelconques primaires premiers entre eux, et v
etant deux entiers reels que nous supposons tous les deux = l (mod. 4), et
n-j-Ai, c-\-di ayant la meme signification que dans ce qui precede; il n'existe
pas de nombre primaire, qui ne soit pas represente sous cette forme. Cela
pose, les equations (24.) donnerit

r A - - - \ _ r^_i \__^_ r " i
LCDi J L v J U - f r f i J L ~ iT~

_ _
LC+Di J L v -frf

[C-j-Di-i r v -i rc -\-di-i r v " ir^+^^l
A + ßU = LTJ LT^J LrtT^J LTTpT J '

[ ] = [=1.p
(Lemme III.), et enfin d'apres ce qne nous venons11 de trouver,

_ ou-c-^rfi -
selon que a-\-bi et c-\-di appartiennent ou n'appartiennent pas tous les deux
a la seconde classe, ou ce qui revient au meme, et v etant =1 (mod. 4),
selon que A-{-Bi et C-^Di appartiennent ou n'appartiennent pas tous les
deux a la seconde classe. II vient donc selon ces deux cas

c'est ä dire

Theoreme fondamental. „Designant par A-\-Bi etC~\ Di deux
„entiers complexes primaires sans diviseur commun, c'est ä dir% tels que
„fön ait, ou simultanement A=l, B = Q (mod. 4), ou simultanement
„JL^3, jß^2 (inod. 4), ou, ce qui revient au mgme, tels que Fön ait
„A-\-ßi=C-{-Di=l (rnod. 2-}-2i), lecaraclerebiquadratique dupremier

Crelle's Journal f. d. M, Bd. XXVIII. Heft 1. 9
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66 9· Eisenstein, lois de reciprocito.

„par rapport au second est egal au caractere biquadratique du second
„par rapport au premier, lorsque ou Tun et lautre ou du moins fun
„ des deux est = l (mod. 4); inais ces caracteres biquadratiques different
„de deux unites, lorsque A-\-Bi et C-\-Di sont tous les deux = #-|-2i
„(mod.4)."

On voit que ce theoreme comprend comme cas particiilier le theoreme
celebre de Mr. Gauss, que ce profond analyste a enonce dans le §. 67. de
ses recherches sur les residus biquadratiques. Voici donc la demonstration
rigoureuse et generale de ce theoreme celebre, laquelle Pillustre auteur que
nous venons de citer juge sujette a de si grandes diffieultes, qu'il la renvoie
aux plus profonds mysteres de rarithmetique transcendante *). Neanmoins il
y a d'autant plus lieu de s'etonner que personne n'a songe d'en exposer une
demonstration, puisque toute la theorie des nombres complexes parait etre in-
ventee, pour ainsi dire, en faveur de ce theoreme.

La demonstration que nous venons de presenter est tres simple, et quoique
eile parait etre un peu longue, on remarquera que nous n'avons presque rien
suppose connu, excepte quelques formules fort simples que nous avons prouvees
dans un autre lieu deja cite, et dont la demonstration repose sur ce seul principe
qu'un Systeme de residus, multiplie par un entier premier au module, reproduit
un Systeme de residus. Au reste je suis parvenu encore a une autre de-
monstration de ce theoreme excellent, que j'exposerai plus tard.

Parmi les consequences nombreuses du theoreme que nous venons
d'enoncer, nous ne citerons qu'une seule qui est surtout remarquable et dont
la demonstration se presente facilement.

„Designant par L· un entier complexe irapair donne, par z un entier
complexe variable: tous les facteurs complexes simples premier ä L qui divisent
la forme« 4 —L sont contenus dans nn nombre determine de formules lineaires
telles que bLy-\-b, oü y est un entier complexe variable et b un entier com-
plexe determine.

Remarque. Dans les recherches qui precedent nous avons souvenf
employe la conclusion suivante:

*) Vbici ses propres mots: „At non obstante summa hujus theoremalis simplicitate,
ipsius demonstratio inter mysteria arithmeiicae sublimioris maxirne recondita referenda est,
ita ut} saltem ut nunc res est, subtilissimas tantummodo investigatioiaes enodari possit,
quae limites praesentis comrnentationis longe Iransgrederentur." La troisieme partie de ces
rechercfces, ä laqueile Tilhtstr0 auteur renvoie sä demonstralion, n'a pas encore parue.
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θ. Eisenstein, lois de reciprocite. 67

„Le produit d'un entier complexe a et d'une fonction entiere de r a
coefficients entiers complexes etapt egal a un autre entier complexe , et

/ν-,ρ 4

cette egalite subsistant quelle que soit la racine r de Pequation T = 0,
OC -—- l

il suit de l que ft est necessairement divisibe par a."
La legitimite de cette conclusion peut tre demontree aisement comme

suit. Chaqiie fonction entiere de r, teile que nous venons de definir, peut
prendre la forme

A -[- B r -f CV +.... -f -Κι**,
A, B, C, .... K etant des entiers complexes; on a donc suivant l'hypothese

En multipliant ces equations resp. par r, r1, . . . . r?"1, et les ajoutant, il vient

donc /? est divisible par α , ce qu'il s'agissait de prouver.
Berlin, Juin 1844.
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