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: 9.
Lois de réciprocité.
(Par Mr. G. Eisenstcin a Berlin.)

- Nouvelle démonstration du théoréme fondamental sur les résidus quadratiques dans la
théorie des nombres complexes. Démonsiration du théoréme fondamental sur les
résidus biquadratiques. Le théoréme le plus général sur les caractéres biquadratiques,
qui comprend, comme cas particulier, le théoréme fondamental.

Soit p un nombre premier réel 4n--1, soient p,, p, les deux nombres premiers
complexes de la forme o - 3i qui, ayant p pour norme commune,. sont tels que
pr=p.=1 (mod. 2) et p,p,=p. Soit de plus » une racine de I'équation

xP—1 L. k . ‘e
——1 — 0, et desxgno\ns par le symbole [;T-l-] la puissance. évidemment

unique de ¢ qui satisfait la congruence
Je-n — [__] (mod. p,).

Cela posé, on a comme l'on sait, et comme nous I'avons déja prouve,

(R = 8 = patairs @hbde—si =,

k=1
k—p—l -
( > ] r*) = T"* = p(a—bi)*; a+}bi=a—bi=1 (mod.?2).
1
Je dis que 'on peut poser a-{-bi=p,. Nous avons prouvé dans une autre
occasion *) que I'on a

1| s N

ce qui donne

a-|bi ="3 o't(P‘"(a-[—l)“"'" (mod. p,),

o _.l
a—bi= 3% al(”"”(o-}-l)*(’"” (mod. p,);
o=1
mais il a été aussi démontré que ces deux derniéres sommes sont respectivement

—1N!
= 0 (mod. p), = — (%(p—ﬁ()’;!(i()z—l))! (mod. p):

*) Voir ,,Beitriige zur Kreistheilung” cahier 3. vol. 27. de ce journal.
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en désignant par m! le produit 1.2.3....m. On a donc
P = 9)) —bi = G —1)! -
atbi =0 (mod.p), a—bt= —Gr_TyrGG—ny (mdp).
Mais p, n'étant pas divisible par p,, il faut que ¢4-bi = p,. Cela étant,
on obtient encore @a—bi=p,, parsuite
Gp—1)!

P: = Qo= )G e—iyr med- ),
et de méme , a 01
—_— 3(p—1)
PL= GG Go—1pyr  (med-p),

ce que je remarque en passant.
Dans ce qui suit nous ferons surtout usage de ces deux équations:
L k= p— 4
. ) (Z'[F]) = =pn,
k—p—l 4
k) = T* = 2
@) ( E, [’fo_,]r> PP,
Soit ¢ un nombre premier réal de la forme 4n--3. En élévant les
deux membres de I'équation (1.) a la puissance }(¢°-}3) il vient
(3) S+ — (m,:)%(q’ﬂ).
D’un autre coté, on a aussi, comme l’on sait,
kep—-1gp | . q
, = 9% — 2 = |=}.8
@ = [pl]r s, [p.] S
En combinant cette équation, aprés I'avoir multipliée’ par S° avec I'équation
(1.) on en tire
(G) S'S; = [i’—]ppl

Betranchant I'équation (5.) de celle (3.) il vient
©) S(E7-8) = prifero- [

1l est aisé de voir que le premier membre de cette derniére équation peut

prendre la forme _
g(A+Br{-Cr 4 ...)
ou A, B, C, .... sont des entiers complexes. On a donc

@) ppi{(ppiioe— [——] = (44 BrCri+..
Comme cette équation subsiste quel que soit la valeur de la racine 7, elle prouve
que Dentier complexe qui compese le premier membre est' divisible par g¢.
Si Pon remarque encore que pp; nest pas divisible par le nombre premler g,
on a la congruence
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2
@) (ppire = [L] (mod. g),
et cela donne, ¢° étant la norme de ¢,
rpi 9
bk
Puisque évidemment [%] == 1, il vient
7% R A
5 =15

Mais [l'—‘-] =1, ou = —1, selon que p, est résidu ou non-résidu qua-

dratique de ¢ (dans la théorie de nombres complexes), et [_] 41, ou

= —1, selon que ¢ est résidu ou non~-residu quadratique de p;; et comme
. 2

I’expression [%l] ne change pas de valeur en remplagant p, par — p,, I'équa-

tion que nous venons de trouver donne le théoréme suivant:

Théoréme 1. , Etant donnés deux nombres premiers complexes
qui sont respectivement de premicére et de seconde espéce, et dont les parties
réelles sont impaires, le premier est ou nwest pas résidu quadratique du se-
cond, selon que le second est ou nest pas résidu quadratiqgue du premier.

Soit maintenant 4 un autre nombre premier réel de la forme 4n--1,
différent de p, et soient &,, &, (que I'on suppose = 1 (mod. 2)) les deux nombres
premiers complexes conjugués qui ont & pour norme commune. En élévant
les deux membres de I'équation (1.) a la puissance }(%A--3), on aura

(10) 8™ = (,,pz)-}(h+a)
D’un autre c6té on a

1) z —'.i—] Mo S, = [;’i'-_]ss.

1

Multipliant par S° et subshtuant la valeur de S'* donnée par (1.), il viendra
(12) &8, = [—]m
Enfin les deux équations (10.) et (12.) donnent, en les retranchant I'une d¢ I'autre:
(13) &' =8} = ppi{ppiie —[2]).
Le premier membre de cetie équation étant développé, peut prendre la forme

h(ALBr+Crt...),

ou 4, B, C, .... sont des entfiers complexes; de sorte que I'on a
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) ppi{ppii— ]} = a4 Bricr ).

Comme cette équation subsiste quel que soit-la racine », on en peul conclure
que le premier membre est divisible par %, et cela, pp? n’ayant pas de fac-
teur commun avec /%, donne:

(15)  (ppRit— = [pi] (mod. &).
On a donc a plus forte raison
mo-n — [AT
(16) et = [=]  (mod k),

1
d’ou l'on tire, % étant la norme de 4,

ppr: he
17. —__ == [:—‘ .
17) [ h, ] 7),]
De méme, en échangeant entre eux les nombres premiers réels p et 4 de la
forme 4n--1, on a
o L4 [ef_
P h 3

54 =6« B =55

ce qui donne, en multipliant, -

(18) [

Donc

r r [h‘h ].
Or _}_,—:: = :g:: = 1, donc
(19 —%:] — :;‘;:]2

Cette équation fournit le théoréme suivant:

Theoréme II. ,,Des deux nombres premiers complexes de se-
conde espéce, dont les parties réelles sont impaires, le premier est ou w'est
pas résidu quadratique du second, selon que le second est ou west pas
résidu quadratique du premier.”

Si les nombres premiers ¢ et ¢’ sont tous deux de premiére espéce, c’est
adire =3 (mod. 4), on a suivant le théoréme de Fermat (/‘*(‘7 D = (g“4e+D)ys—t

=1 (mod. ¢), donc on a nécessaxrement [=] =1, et de méme [%.] =1,
q

et aussi dans ce cas [%]:[7’."_7] [ ] [= . .A 'aide de cette re-
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marque nous pouvons réunir dans I'énoncé suivant les deux théorémes que nous
venons de trouver.

Théoréme III. » Désignant par o-(3i, y-4J9i (3 et 0 élant
pairs et réduisible 4 zéro) deux Mombres premiers complexes quelconques,
le premier est ou n'est pas résidu quadratique du second selon que le
second est ou nest pas résidu quadratique du premier.’

Ce théoréme remarquable qui embrasse presque tout ce qu'il y a a dire
sur la théorie des résidus quadratiques est redevable & Mr. Gauss. Il a été
démontré pour la premiére fois par Mr. Dirichlet dans le 9% vol. de ce
journal. La démonstration que donne ce grand géométre est fondé sur le théoréme
analogue dans la théorie réelle, généralement connu sous le nom ,,Loi de ré-
ciprocité de Legendre,” tandis que la notre est entiérement mdependante de
cet autre thégréme.

Passons aux résidus diquadratiques. Toutes les lettres ayant la méme
signification comme dans ce qui précéde, si I'on éléve I'équation (1.) a la
puissance %(¢°— 1), on obtient

(20) SN —= pw(q’—')p%l(q’—l)'
La puissance S¥9*=D peut s’écrire (89711, L’expression 879 étant déve-
loppée suivant le théoréme polynomial, peut prendre la forme

* k=p=tr k =9 X
g(A+Br+Crd .0+ = [7)—;.] i,
ou 4, B, C, .... sont des entiers complexes. Or ¢=23 (mod. 4), donc

[: = [ , et partant 2[;’%]%“ = 2[7,‘:-]37-'77‘ — [_p—"_l]T

Substituant, il v1ent o
= ¢(Ad+Br+Cri4 ....)+[%] T.
Multipliant par S' et élévant & la puissance }(¢— 1), on a
St — S%(q"'){q(A’+B’r+C"r’+ ...-)"I'[%]Kq_” T“q“)}
Hg-1)
= g4 B Crt 0+ [L] TS Ty
= g B Ot ) [L] pe-n(— apenie,

ou A’ etc. A" etc. sont également des entiers complexes. II suit de la et
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 8
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de Péquation ¥20.), que la différence

ig-1

pROD D ;)‘_LJ PHI=D (— )i =D
1

est divisible par ¢. D’un autre coté, en se servant de la notation de Legendre, on a

A — (%) (mod. ¢),
10g2—} —1)\ X [ Jp— % )
praTY = (TR = (.ﬁ,) “ (mod. ¢),

- donc, en remarquant que }(¢—1) est impair, on a
3(g-1) }(g—3)
1= — [ PN* 1(p—1) )
(1) phon = [T».] (.,) (— LA (mod. ¢)

Cette congruence donne l’équation

i(q—-1) %(q—S) Voo
(22) ]_[ ] ( Y (— e,
Soit en premier lleu q de la forme bn+ 3,ona f(qw—l)__.l (mod. 4)
+(¢—3)==0 (mod. 2), donc

[p.] [ ]( 1D op  (— 1D = [____z] done [ﬂ _ [—'I
Soit en second lieu ¢ de la forme Sn-}-7, on a }(¢—1)=3 (mod. 4),
$(¢g—3) =1 (mod. 2), donc

2= GO

Or p étant de la forme 4n--1, on peut remplacer (—Z}) par (;—f) Je dis

maintenant que I'on a (;—Z)z[;’—(-’_—]a En effet, (%)E(q*)%("“) (mod. p),
1

donc a plus forte raison (%) = (D (mod. p,), ce qui donne (—Z—) =

[ ] [ ] Substituant cette valeur, il vient

L] =[] = 52

Les deux cas que nous venons de dlstmguer conduisant au méme ré-
sultat, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme IV. ,, Désignant par ¢ un nombre premicr réel et
positiv 4n-|-3, et par p, un nombre premier complexe de seconde espece,
dont la partie réelle est impaire, le caractere biquadratique de — g par
rapport & p, est toujours le méme que le caractére bequadram/ue de p,

par rapport @ (/
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Voila la premiére parlie du théoréme fondamental sur fes résidus bi-
quadratiques.
Pour les recherches que nous aurons a exposer encore, il sera con-

venable de généraliser la signification du symbole [%I] Ce symbole, tel que

nous l'avons employé jusqu’ici, suppose que ! soit un nombre premier com-
plexe impair, M étant un entier complexe quelconque non-divisible par ¢, et
nous avons désigné par la la puissance évidemment unique de ¢ qui satisfait a
la congruence

MAVO=) = [:—]‘li_] (mod. 1),
N(l) étant la norme de /.

Soient 4, ', I/, .... des nombres premiers complexes impairs non - diviseurs
de M, mais d’ailleurs éganx ou inégaux, et soit {{'l'.... = L, nous désigne-
rons désormais par )

L

@) [£]=[FFF

L’exposant de la puissance de ¢ qui équivaut a [ -] sera nommé le ca-

le produit

ractére biquadratique de M par rapport a L.

Par rapport a notre symbole ainsi généralisé, on aura les formules
suivantes dont la démonsiration se présente d’elle méme et dont P'usage est
trés fréquent:

@) [Z]=[+] [MM' [“][ 2 el =
(] =+ [f] =1

équations qui supposent, la premiére, que M, tqujours sans diviseurs commun avec
entier complexe impair L, est =P (mod. L); la seconde que M et M’ sont
premiers a M, et la troisiéme que M est premier aux entiers impairs L et L.

Lemme 1. 03¢ et y-|Jdi étant deux entiers complexes quel-
conques sans diviseur commun, on a toujours

e+ fi a—pFi,,
[,igi]: [7_0‘;]' ")

#) Ici et dans tout ce qui va suivre on suppose tacitement que les dénominateurs des

8*
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La vérité du Yemme sera évidente, si nous pouvons le vérifier dans les cas
particulier ou y--J¢ se réduit a un nombre premier. Avec cette restriction
on aura

[5= B2] = (a— iy (mod (y —8i),

c’est a dire

[2=£] = mdniy— 0} (e—pipr=0 = &

y—0i

ou m et n sonl deux entiers réels. De la, en remplagant partout ¢ par
—1, il suit

— ) — Bi 3G +9—)

(—i) = [7 (,l] (ed-Bij (mod. y 4 i),
ce quil sagissait de prouver.

Lemme I1. , A et B étant denx entiers réels et sans diviseur com-

A
mun, on a toujours [?] = [.”
Soit d’abord ¢ un nombre premier réel de la forme 4n--3 (abstrac-
. . - 4 . 4 s -
tion faite du signe), on aura évidemment [7] =1, puisque [_'—I—_]E (Aia+nya=t

=1 (mod. ¢), en vertu du théoréme de Fermat. Soient en second lieu p, et
p. deux nombres premiers conjugués de seconde eSpece qui ont p pour norme
commune, on a (Lemmel.), 4 etant réel,

2] = [2]. ane AT = [2]= 2] -

Si donc on suppose B=gq¢q'q" ....pp'p" ...., 4,45 ¢", . ... étant des nombres
premiers réels 4n—{—3 P r's pYy. ... des nombres premiers réels 4n—|— 1, on a

[F =[5 ]H[,,u - BIEE] =

Lemme I1I. ,Désignant par 4 un entier réel qui avec son signe est
=1 (mod. 4), et par L un entier.complexe quelconque, je dis qu’on a I’équation

L A. kAl
(7] =[Z] .
L’entier réel A étant = 1 (mod. 4.), il peut éire décomposé dans un
nombre de facteurs premiers réels ¢ de la forme 4n--3 pris chacun avec

symboles [=] sont impairs et qu’ils n’ont pas de diviseur commun avec les numérateurs.
On suppdde aussi que tous les entiers complexes impairs sont pris tels, que leur parties
réelles soint impaires.
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le signe moins, et dans un nombre de facteurs premiers réels p de la forme
4n--1 pris chacun avec le signe plus. A I'aide de laseconde et de la troi-
sieme des équations (24.) tout se réduit donc a prouver que

L L P
=== « Gl=[£]
En se servant toujours de la seconde et de la troisiéme formule de décomposition

(24.), la premiére proposition résulte immédiatement du Théoréme IV. et du
Lemme I Quant ala seconde, elle se déduit de I'équation (18.), c’est a dire

de I’équation [ J [ , ou p, h sont des nombres prémiers réels 4n-1,

et ou p=p,p,, Iz_lz,h2, P1s P2s Ry, k, élant des nombres premiers com-
plexes de seconde espéce ayant resp. p, & pour normes communes. En effet
by, h, étant conjugués et p étant réel, le Lemme I. donne

1= 15]=[F)
G5 ==

Or désignant par B le plus grand entier réel qui divise L, et par &,, A, &; elc.
les autres facteurs simples de seconde espéce de L, on aura

L — BhREE ....,

[2] - [ZIAEIE] -
(] = BRI
e P25 om0, ot (3] 2. 1]
[”"] [/T] ete. en vertu de ce que nous venons de trouver: donc aussi
(2] =[4]

Lemme 1V, ,,Désignant par s un entier réel impair positif ou né-

gatif, on a [.__]—-1 pour m=1, 7 (mod. 8) et [_]=-_1 pour m=

donc il vient -

3,5 (mod. 8), ou, ce qui revient au méme, on a toujours [—J ( ) De la

comme corollaire il suit que
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i —L—/ = 1, lorsque m=m' (mod. &), et
m =L
[Zz’—:] [%_,] = —1, lorsque m=m'+|4 (mod. 8).”

Soit p = p,p, un nombre premier positif 4n- 1, on aura (Lemme I.)
] - ] 3 . . ) . 3
[i]:[ﬁ ; multipliant par [—2—] il vient

(4= G - 2 = oo

donc [i-] =41 ou=—1, selon que p =1 ou =5 (mod. &), et par con-

sequent[ ] +1 ou————1, selon que p=+1 ou p= 15 (mod. 8),
c’est a dlre selon que +p=1,7 ou +p=3,5 (mod. 8). Soit en second
lieu ¢ un nombre premier positif 4n-4-3, on aura

/ 4 .
) et — 1q™=1 1. (.2
—3 = ({—1) dO]] = |==f{—-——]).
*q (=D ? ¢ +q ] (+ q )

. . . . i 2
mbre premier réel (a) o = | =(-%).
Quel que soit donc le no P (a) on aura toujours [ ia] ( ¥ a)
Cela étant, on peut toujours supposer
m =— +aa'a’....

ou a, a', a”, .... sont les facteurs simples réels de m; il suit donc que

(2] = T = Q@) - = ),
ce qu'il s’agissoit de prouver.

Nous considérerons dorénavant avec Mr. Gauss comme nombre pri-
maire parmi quatre entiers complexes impairs associés qui forment un méme
groupe, celui a- i, évidlemment unique, pour lequel on a

ou u==1 (mod.4), et en méme temps b=0 (mod. 4),

ou a=3 (mod.4), et en méme temps b=2 (mod.4).

Mais cette expression ne doit pas étre confondue avec ce que Mr. Dirichlet
appelle nombre primaire. On copclura aisément de la convention que nous
venons de poser, que le produit de deux, et par conséquent d’un nombre
quelconque d’entiers’ primaires est lui méme un entier primaire. Tous les
entiers primaires peuvent étre distribués en deux classes distinctes, en com-
prenant dans la premiére classe tous ceux qui sont = 1 (mod. 4) et dans la
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seconde tous ceux qui sont =3 27 (mod. 4). Celte distinction est d’une
grande utilité dans la théorie des résidus biquadratiques, et il sera bon de
I'appliquer a des exemples.

Les entiers réels impairs, pour étre .primaires, doivent étre pris avec
le signe plm, ou avec le signe moins, selon qu'ils sont, abstraction faite du
signe, =1 (mod 4) ou =3 (mod. 4). Les entiers réels et primaires appar-
tiennent donc toujours a la premiére classe, puisque leur partie imaginaire est
zéro, et partant =0 (mod. 4).

Ces préliminaires posés, soient a-}-bi et ¢-|-di deux entiers com-
plexes primaires premiers entre eux dont les éléments « et b, ¢ et d wont
pas de diviseur commun. Cela étant, on aura évidemment la congruence

(4) c(atbi) = *(ac}-bd) (mod. ¢ di).
En effet, la différence des deux membres est = ac*t-beti—act—bc’d =
beti—bd=0bc*i(c-}-di) et parsuite divisible par le module ¢--di. Suivant
I’hypothése admise sur les entiers ¢ et d, ¢ n’aura pas de diviseur commun
avec le module; mais @ bi étant également premier & ¢} di, le premier
membre de la congruence (A4.), et par suite aussi le second, n’auront pas de
diviseur commun avec le module. On tirera donc de la I'équation
a+tbi ac+bd
(B.) [cide] - [c-I—de] [c-:—dz ]
Les entiers @ et b n’ayant pas également de diviseur commun, on aura de méme
¢ +di ac-+bd
‘ CC) [a+bz] = (¢+bz] [a+bz]
et partant (Lemme I.)

et+diqd a qrac+bd
(D) [a-l-ba] T [(a-{-bi][ a—bi ]
Multipliant entre elles les équations (B.) et (D.), il vient

atbi di actbd
(£.) c+dc][;:_|-t5—e] = [c—}—dt] [(z+b¢][(c+di)(c4—bi)]'

Pour pouvoir appliquer le troisi¢ine Lemme au second membre de cette équa-
tion, il faut que les numérateurs des symboles qui y entrent soient = 1 (mod. 4).
Soit donc pour abréger d = + 1, e = + I, ol les signes sont pris tels, qu’on ait
a=20J (mod. 4), ¢=¢ (mod.4).
Cela posé, on aura ec =1 (mod. 4), de=1 (mod. 4), Jds(actbd)=
deac=1 (mod. 4). Donnons donc au second membre de I'équation (E.)
la forme '
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de(ac+bd ’ J 1.
(F) [c+dc] [a-l-bz][ac-}—bdt-z}—i(ad—)-bc)_l[a-:-bi][c-l-di]'

forme dont la legitimité résulte de ce que 0° =& =1. Comme les numéra-
teurs des trois premiers symboles sont ici des entiers réels. et = I (mod. 4),

on pourra (Lemme III) remplacer ces trois symboles respectiv.ement par les
symboles inverses ‘

8 bi ac+b i(ad—be)
@ [, [ [

respectivement équivalents aux suivants:

di —b i

[ =[T=[2) E1=[2] (=)
de sorte que la valeur du produit des trois premiers termes qui entrent dans
Iexpression (F£.) se réduit a

¢ ¢
(H.) [azc][ac+bd ’
Il reste encore les deux derniers facteurs du produit (F.). Je dis que

le produit de ces deux facteurs se réduit toujours a l'unité prise positivement.
En effet, comme I'on a & = (—1)¥“D, §=(—1)¥*—D, le produit dont il s’agit

peut s’écrire ainsi:
He-1) ia—1)
[a-}-bc] [c-}—d a] ’

[;_Fb_; == (‘-‘ 1 )“a_l)o [ch}-—-;i—t] = (“" 1)%(?-‘),

(— DIV HE-D (_)e-D e — L,

Or

donc

Toute la valeur du second membre de I'équation (.) se réduit donc
a lexpression (H.). Cherchons la valeur de cette expression. Lorsque les
entiers complexes primaires @--bi et c-di n’appartiennent pas tous deux
a la seconde classe, le produit &d sera nécessairement divisible par 8, d’ou
Pon tire ac = ac--bd (mod. 8), et I'expression (H.) aura la valeur -1,
Mais si les nombres a-}-bi et c-}-di appartiennent tous les deux a la seconde
classe, b et d seront de la forme 4m-|}2 et par conséquent bd sera de la

forme 8n--4, et parsuite «c= «c-+bd+44 (mod. 8), et I'expression (H.)
se réduira a —1 (Lemme IV.).

Or multipliant I'équation (E.) de part et d’autre par [ et ob-
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4
servan que [———— == 1, on voit que les deux expressions

atbi ctdi
@ [H5] @ 25
sont ou égales ou opposées, selon que les deux entiers priunaires qui y
entrent n’aPpartiennent pas ou appartiennent tous les deux ¢ la
seconde classe.
Pour généraliser encore le résultat que nous venons de trouver, soient
A+Bi=p(a+tbi), C+|+Di=v(c+tdi)
deux enliers complexes quelconques primaires premiers enire eux, w et »
étant deux entiers réels que nous supposons tous les deux =1 (mod. 4), et
a-+bi, c-}-di ayant la méme signification que dans ce qui précede; il n’existe
pas de nombre primaire, qui ne soit pas représenté sous cette forme. Cela
posé, les équations (24.) donnent

gﬁlkﬂﬁMWM$}
e [ e

o[£ [2] om0, [ — [, [ 2] — [£21

(Lemme IIL.), et enfin d’aprés ce que nous venons' de trouver,

[%f%% - [0+dl — etdi

atbi o = atbid’

selon que a+b¢ et ¢ di appartiennent ou n’appartiennent pas tous les deux
a la seconde classe, ou ce qui revient au méme, w et » étant =1 (mod. 4),
selon que 4 Bi et C+ Di appartiennent ou n’appartiennent pas tous les
deux a la seconde classe. Il vient donc selon ces deux cas

A+Bi _ [ C+Di
| “—G_?DT?] = m‘i]’
c’est a dire

A4+ Bi wa-1 yc-n p C+Di
[‘r?%ﬁ] = (=1 '[_A—]L;BT]'

Théoréme fondamental. ,,Désignant par A+ Bi et C+ Di deux
, entiers complexes primaires sans diviseur commun, cest i dirg tels que
Hlon ait, ou simultanément A=1, B=0 (mod. 4), ou simullanément
»A=3, B=2 (mod. %), ou, ce qui revient au méme, lels que lon ait
wAd+Bi=C+Di=1 (mod. 2+ 24), le caraclére biquadratique du premier
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wpar rapport au second est égal au caractére biquadratique du second
npar rapport au premier, lorsque ou lun et lautre ou dw moins l'un
ndes deux est =1 (mod. 4); mais ces caractéres biquadratiques différent
»de deux unités, lorsque A4 Bi et C- Di sont tous les deua = 3121
» (mod. 4).”

On .voit que ce théoréme comprend comme cas particulier le théoréme
célebre de Mr. Gauss, que ce profond analyste a énoncé dans le §. 67. de
ses recherches sur les résidus biquadratiques. Voici donc la démonstration
rigoureuse et générale de ce théoréme celébre, laquelle lillusire auteur que
nous venons de citer juge sujette a de si grandes difficultés, qu’il la renvoie
aux plus profonds mystéres de I'arithmétique transcendante *). Néanmoins il
y a d’autant plus lieu de s’étonner que personne n’a songé d’en exposer une
démonstration, puisque toute la théorie des nombres complexes parait étre in-
ventée, pour ainsi dire, en faveur de ce théoréme.

La démonstration que nous venons de présenter est trés simple, et qumque
elle parait étre un peu longue, on remarquera que nous n’avons presque rien
supposé connu, excepté quelques formules fort simples que nous avons prouvées
dans un autre lieu déja cité, et dont la démonstration repose sur ce seul principe
qu'un systéme de résidus, multiplié par un entier premier au module, reproduit
un systeme de résidus. Au reste je suis parvenu encore a une autre dé-
monstralion de ce théoréeme excellent, que j’exposerai plus tard.

Parmi les conséquences nombreuses du théoréme que nous venons
d’énoncer, nous ne citerons qu'une seule qui est surtout remarquable et dont
la démonstration se présente facilement.

., Désignant par L un entier complexe impair donné, par z un entier
complexe variable: tous les facteurs complexes simples premier a L qui divisent
la forme 2* — L sont contenus dans nn nombre déterminé de formules linéaires
telles que 4 Ly -}, ou y est un entier complexe variable et 4 un entier com-
plexe déterminé.

Remargque. Dans les recherches qui précédent nous avons souvent
employé la conclusion suivante:

*) Weici ses propres mots: ,, At non obstante summa hujus theorematis simplicitate,
ipsius demonstratio inter nysteria arithmeticae sublimioris maxime recondita referenda est,
ita ut, saltem ut nunc res est, subtilissimas tantummodo investigaliones enodari possxt
quae Timites praesentis commentationis longe lransgrederentur.” La troisiéme partie de ces
recherches, & laquelle lillustre auleur renvoie sa démonsiralion, n’a pas encore parue.
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s Le produit d’un entier complexe « et d’une fonction entiére de » a
coéfficients entiers complexes étant égal a un autre entier complexe /3, et

cette égalité subsistant quelle que soit la racine » de I’équation 2_11 =0,

il suit de la que /3 est nécessairement divisibe par o.”

La légitimité de cette conclusion peut éire démontrée aisément comme
suit. Chaque fonction entiére de r, telle que nous venons de définir, peut
prendre la forme

A4+Br4-Crit.... - Kr,
4, B, C, .... K étant des entiers complexes; on a donc suivant hypothése
o(A4-Br +Cr+....+ Kri') = f3,
o(A+Br{Crif... 4+ Krt)= g,

o(A+Brrt +Cr*¢- 4 4 KrP—D') = 3.
En multipliant ces équations resp. par 7, 7% .... 7, et les ajoutant, il vient
o(—4—B—-C—....+(p—1)K) = —§,
donc 3 est divisible par &, ce qu'il s’agissait de prouver.
Berlin, Juin 1844.

g%



