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On salt depuis longtemps que la plus petite surface de rdvolution, 
termin6e par deux bases circulaires donndes, est celle qui est engen- 
drge par une chainette tournant autour de sa directrice, surface ~ la- 
quelle M. P l a t e a u  a donng le nora de catdndide. Plus tard on a 
reconnu que cette propri6t6 de minimum n'appartient ~ la surface 
dont il s'agit, qu'entre eertaines limites, qu'on n'avait pourtant d6ter- 
min6es que pour le Gas tr~s-simple off les extr6mit6s de la courbe md- 
ridienne se trouvent ~ distance 6gale de la directrice ou de l'axe de 
r6volution. Dans nos lei~ons de calcul des variations (Paris 1861) nous 
avons trait6 cette question d'une mani~re plus g6n6rale qu'on ne l'avait 
fair jusqu'alors, et nous avons d6montr6 (p. 209) que pour un arc de 
chainette, dont l'une des extrdmitgs A est prise ~ volont6, le mini- 
mum de la surface de rdvolution cesse d'avoir lieu, lorsque la seconde 
extr6mit6 B,  en s'61oignant suivant l a  courbe, arrive h une position 
telle que les deux tangentes mendes ~ la chainette en A et en B se 
rencontrent en un point de l'axe de r6volution. C'est 1~, il nous 
semble, un des rgsultats les plus remarquables qu'on air pu tirer jus- 
qu'ici d'un examen de la variation seconde, dans les cas extr~mement 
rares ofl un pareil examen a 6t6 possible*). 

Ces r6sul~ats thgoriques acqui~rent une signification mat6rielle en 
vertu du rappor~ intime qui existe entre les surfaces minima et les 
figures d'6quilibre des fluides soustrai~s ~ l'action de la pesanteur, rap- 
por~ d6velopp6 par M. P l a t e a u  et mis au jour par ses belles expd- 
riences. C'es~ pourquoi, en lisant le m6moire**) ok le c61~bre physicien 

*) En traitant du probl~me de la braehistoehrone (Legons de eale. des var. 
p. 231) novas avons donn~ un autre exemple d'une recherche semblable. 

**) Reeherches exp~rimentales fit th~oriques sur les figures d'~quillbre d'mm 
masse liquide sans pesanteur, S~rie X (dans les M~moires de l'Acad~mie g o y a l e  
de Belgique, T. XXXVI1). 
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vient de rendre compte des rgsultats obfenus par les gdom~tres au 
sujet de la thgorie de ces figures, et oil il cherche ~ faire soigneuse- 
ment la part de chacun, j'ai 6t6 un peu 6tonn~ de ne voir aucune 
mention faite du thdor~me ggngral que je viens de signaler. En trai- 
rant de la stabilit6 d'un catgno~de laminaire rgalis6 au moyen du li- 
quide glycgrique, M. P l a t e a u  se contente, en effet, de citer un cal- 
cul par lequel M. G o l d s c h m i d t  a dgterming le plus grand 6carte- 
ment possible entre les deux bases du catgno~de, lorsqu'elles sont 6ga- 
les. Mais il ne dit rien de la stabilit~ d'un cat6noide dont les bases 
sont inggales, hors du cas extreme oil l'une des bases coYncide avec 
le cercle de gorge, dans lequel il trouve (Sdrie XI ,  No. 26) que la 
figure n'a point de llmite de stabilit6, c'est-.~-dire que la seconde base 
peut s'61oigner (en s'agrandissant convenablement) aussi loin de la 
premiere qu'on le veut, sans que la figure tende ~ s'altgrer spon- 
tangment. 

Cette omission, sans doute involontaire, m'engage .~ revenir en- 
core une fois sur le thgor~me dgj'~ 6nonc6, pour en tirer des formules 
ggn6rales et des hombres exacts relatifs "~ la limite de stabilit6 d'un 
catgno'ide liquide ~ bases quelconques. Les considgrations employges 
dans le calcul des variations grant ngcessairement un peu abstraites~ 
on nous saura gr6 de les laisser de c5t6, pour le moment, et de montrer 
qu'on arrive au m~me rgsultat par le seul emploi de la mgthode ordi- 
naire des maxima, en cherchant directement le plus grand 6cartement 
possible des deux bases d'un catgndide, lorsque ces bases sont donnges 
hrbitrairement. ~Nous commen~ons par rdsoudre ce dernier probl~me. 

Soit 

:) y 1 -d .q t_e -  
a 2 

l'6quation d'une cha~nette rapport6e ?~ un systbme de coordonndes 
rectangulaires, off la directrice est prise pour axe des x et l'axe des y 
passe par le sommet de la courbe. On en ddduit succe~sivement 

(t 

et par suite 

x 

Y + VY~W~ = e 
a 

_~ x = log y + V'u~-a~ 
g a 

Dans toutes ces formules il faut prendre le signe sfipdrieur ou infd 
rieur suivant que l'abscisse x est positive ou nggative. 

Soient, xl, Yl et x2, Y2 les coordonnges de deux points A e t  /3 
M a t h e m a t i s c h e  Anna l en  I I .  11 
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pris sur la chalne~te des deux cStds du sommet et d6signons par 2 l  
la partie de l 'axe des x comprise entre les ordonndes de ces points; 
on aura 2 1 - - - x  2 - - x ~ ,  ou en substituant ]es valeurs de x t et x., 
d'apr~s la formule prgcgdente, 

( l )  ~l ~___ log y' + V y ?  - a~ -4- log Y~--~V-Y':~-~--a~. 
a a a 

Si les ordonndes Yt et y~ sont donndes et qq'on fasse varier le 
param~tre a ,  la longueur ~ deviendra fonction de • et l'on pourra de- 
mander quelle est la valeur de a pour laque]lc / devient maximum. 
Pour la d6terminer, nous diffdrentions l'dquation (1), en regardant a 
et / comme seules variables, et dans le rdsultat nous faisons la d6rivde 

d/ 
da - -  O; 

nous trouvons ainsi la condition 

2~ - y ,  _ _  _f_ y~ . . . .  
(2)  -~- = V y ,  _ _  . ~  V y~ - a'- 

Or il est facile de voir que 
ay 

est l'expression ggndrale de la sous-tangente;  cette condition exprime 
donc que la somme des sous-tangentes aux points A e t  B e s t  6gale 

la portion de l'axe des x comprise entre ces points~ c'est-~-dire que 
les tangentes aux extrdmitds de l'arc vont se couper en un point de 
la direetrice. 

La valeur de 2l ddterminge par les 6quations (1) et (2) est la 
plus grande hauteur que puisse avoir un catdno'ide dont les bases ont 
les rayons Yt et Y2. Mais elle reprgsente aussi~ nous le savons par 
le caleul des variations: la limite 'X ]aquelle le catdnoMe cesse d'6tre 
une surface minima, ou sa limi~e de stabilitd lors~u'il est rdalis6 par 
une lame liquide. Ainsi le eatdnoMe laminaire ne cesse d'6tre stable 
que lorsqu'il cesse d'etre gdomdtriquement possible par suite de l'61oigne- 
ment des bases. 

Nous allons maintenant ddvelopper les formules ngcessaires pour 
calculer la hauteur 2 l  du catdi~dide limite, lorsque les rayons Yl~ Y~ 
des deux bases sont donnds. Si l'on fair 

1 Y2 1 
(3) ~ = ain(pt , u = s~n r 

les dquations (2) et (1) deviennea~ simplement 

2l 1 1 
(4) a cos ~1 cos ~ 

21 
-- ~ cot r e ~ ----- cot -2- ~ " 

Admet~ons que Y2 < Yl, ou sin~2 > s in~ l ,  et posons, pour abrdger, 
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nous  a u r o n s  r ~ ~r ~ v 

(4) d e v i e n d r a  

l cos qPt + cos r 
a 2 cos  (p~ c o s  r 

ou b i e n  

(5) 

d'oit  

r + opt 
2 

r ~ qh  - - - - - - - - - V ;  
2 

, r = u + v ,  e t  l a  p r e m i e r e  g q u a t i o n  

C 0 8 t r  OOSq) 

c o s ~ u  c o s  ~ v ' ~  s i n ~ u  s i n ~ v  ' 

+ 0 COSr COS~) ----- a 

L a  s econde  dqua t i on  (4) se t r a n s f o r m e  de l a  m a n i ~ r e  s u i v a n t e :  

~ '  ~ s in  ~p~ s in  ~2 cos ~-- cos -ff ~ ~ c o s u  c o s y  
l i l Z l t 

e-h- e . e~  ~ e - ~ -  e~  "4- e-- 

cosu eu  - -  e ' - a  
( 6 )  - -  -=- = c o s ~ ,  

COB ~ I I 
e a  - l l - e  a 

e n  f a i s a n t ,  p o u r  a b r g g e r ,  
I 

a _.~. e~-" ( 7 )  c o t  

Les  6 q u a t i o n s  (5) e t  (6 ) ,  e o m b i n g e s  t o u r  ~ tou r  p a r  m u l t i p l i c a t i o n  e t  

p a r  d i v i s i o n ,  d o n n e n t  

Z c o s a  (cos~u -{- c o s %  - -  1 ) ,  COS2Ct ~--- a 

1 s e c a  (cos~u 3 t- cos~v - -  1 ) ,  COS2V ----- ~ -  

e t  ces  f o r m u l e s  p e u v e n t  s ' de r i r e  

COS 2 ~ COS 2 

1 l 
- -  cos a - -  s e t  g 
a a 

1 - -  cos2u 

L s e t  ~ - -  1 
a 

d'ofi  i l  r g su l t e  i m m 6 d i a t e m e n t  

c o s ~ u  + cos~v ~ 1 

1 - -  cos~v 
= 1 

a 

1 s e c  a ~ i  
1 - -  c o s  ~ u a 

t a n g ~ u  ___-- __~ , 
cOS~$t _l c O S a  

a 

l 
1 - -  cos 2 v a cos a - -  1 

- m n g ~ v  ----_ _~ , 
c o s ~ v  t 

s o c  a 
a 

11" 
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ou en restituant les valeurs de u et v, 

/ ~ d  sec a - -  1 
tang ~2 ~+ . . . .  ~ '  z . . . . . .  ' 

~- COS a 
(s)  

/2co  . . . . . . . . . . . .  _ 1 
tang r - ~' ] /  . . . . . .  

Ajoutons q u e s i  l'on fair encore 

Y i mn ~2 
on trouvera sans peine 

(9) I + m tang ~ + ~ '  
- - - -  - - - ~  . . . .  2- - - -  ~ s e c  [% 

I - -  m t a n g  ~ - -  ~ '  
2 

~ _  k _ _  

)~- sec ~ - -  1 

i~ cos a - -  1 " 

Ces formules sont assez commodes, lorsqu'il s ' a~ t  de calculer les 

valeurs de -y~ et Y-~ correspondant '~ une valeur donn6e de l_.  Par  la 
a a a 

formule (7) on gvalue d'abord l'angle auxiliaire a ,  puts ~l et r par 

Y' et Y2 par les 6quations (3). Des rgsultats les formules (8), et enfin ~d a 

alnsi obtenus on peut d6dulre les valeurs Y2 et 12 exprim6es en Yi 
comme uni td  Mats si l'on se donne au contraire les valeurs de Y2 et 
Yl, ou leur rapport m,  et qu'on veuille calculer la valeur correspon- 
dante de l, on est oblig6 de procgder par des approximations succes- 
styes. 11 convient alors de d6terminer d'abord par les 6quations (7) 

1 + m  1 de mani~re que la quantit6 ~ m regoive la et (9) la valeur de a 

valeur qu'elle dolt avoir. Ce calcul indirect est ndcessairement un peu 
laborieux~ parce qu'il exige des t~tonnements plus ou moins nombreux, 

1 
avant qu'ou pulsse s'aider par des interpolations. De la quantit6 a 

on d6duit ensuite~ comme nous l'avons dit,  les valeurs de Y~ et ~t~. 
a a 

J'ai effectu6 ce ealcul pour ies dixi~mes de m depuis m ----- 1 jus(lu'.~ 
m ~ 0. Les r6sultats se trouve~t consignds dans le tableau suivant. 
En fair d'explication, j 'ajouterai encore que la quantit6 m~ qui serf 
d 'argument,  n'est autre chose que le rapport des diam~tres des deux 

1 x 2 
bases du cat6noide limite. Les rapports ~ ~ ~ , a ' ~-a' qui figurent 

�9 ~ la t~te des colonnes suivantes, repr6sentent~ en d'autres termes, les 
diam~tres des deux bases, la hauteur du catgno'ide et la distance de 
la plus petite base au cercle de gorg% le diam~tre de ce cercle 6tant 
pris pour unit6. 
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1,0 
0,9 
0,8 
o,7 
0,6 
0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

1,81017 1,81017 1,19968 ()~59984 
1,91158 
2,04043 
2,20890 
2,43733 
2,76251 
3,25806 
4~09590 
5,79109 

10,91075 
oo 

1,72042 
1,63234 
1,54622 
1,46240 
1,38125 
1,30323 
1,22877 
1,15822 
1,09107 
1,00000 

1,20114 
1,20622 
1,21631 

. 1,23351 
1,26120 
1,30508 
1,37602 
1,49865 
1,75220 

oo 

0,56897 
o,53622 
o,5o134 
0,46400 
0,42381 
0,38015 
0,33207 
0,27768 
0,21181 
0,00000 

L'aspect de ce tableau donne une idge de la variation des bases 
etzde la hauteur d'un catdno~de limite, lorsque le param~tre a e t  par 
suite la cercle de gorge restent invariables. On volt en particulier 
qu'~ mesure que rune des bases s'approche du cercle de gorge, l'autre 
s'en 61oigne indgfiniment, ainsi que M. P l a t e a u  l'avait ddj~ remar- 
qu6, et qu'en m6me temps les dimensions de ceUe-ci croissent avec 
la distance des bases, mais beaucoup plus rapidement. 

Mais si l'on veut soume~tre les rdsul~ats du calcul ~ nee vdrifica- 
Lion exp6rimentale, il vaut mieux de consid6rer l'une des bases comme 
fixe et le catdno'fde m6me, ou son param~tre a, comme variable avec 
la seconde base. Le tableau suivant est construi$ sur ce principe. 
Nous y supposons le catgno'ide vertical et le diam~tre de la base in- 
fdrieure 6gal '~ l'unitd. 

Tableau des dimensions d'un eatfnff/de limite. 

(Diambtre de la  base infdrieure = 1). 

Diam6~re 
de la base 
supdrieure 

1,0 
0,9 
0,8 
0,7 
0,6 
0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
o,1 
0,0 

H~uteur 
du 

cat6no'ide 

0,66274 
0,62835 
0,59116 
0,55064 
0,50609 
0,45654 
0,40057 
0,33595 
0,25878 
0,16059 
0,00000 

Diam@r 
du cerele de 

gorge 

0,55243 
0,52313 
0,49009 
0,45271 
0,41028 
0,36199 
0,30693 
o,24415 
0,17268 
0,09165 
0,00000 

eercle de 
gorge ~ la 
base sup. 

0,33137 
0,29765 
0,26280 
0,22696 
0,19037 
0,15341 
0,11668 
0,08107 
0,04795 
0,01941 
0,00000 
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En terminant ee petit travail, j'ose exprimer le d~sir clue M. 
P I a r ea  u veuille bien v6rifier, par ces experiences d61icates auxquelles 
fl a su donner un si haut degr~ de pr6eision, quelques-uns des hom- 
bres contenus dans ce tableau. Ce serait une confirmation importante 

la fois de notre analyse et de sa th~oHe de l'~quilibre des lames 
liquides. 


