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In der vorliegenden Arbeit verallgemeinere ich meine fiir die Fouriersche

Reihe gefundenen Resultate auf die Laplacesche Reihe.

Fiir die Fouriersche Reihe habe ich die arithmetischen Mittel erster
Ordnung der Partialsummen untersucht und sie zur Behandlung ver-

schiedener Fragen benutzt.

Bei den Laplaceschen und Legendreschen Reihenentwicklungen spielen

nun die arithmetischen Mittel sweiter Ordnung eine analoge Rolle,
diejenigen von der ersten Ordnung hei der Fourierreihe.
Dies darzutun ist der Zweck dieser Arbeit.

wie
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Ich setze nur die Kenntnis der elementarsten Eigenschaften der Kugel-
funktionen voraus.*) Die Konvergenztheorie der arithmetischen Mittel
zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe ist viel einfacher und durchsichtiger
als die Konvergenztheorie der Partialsummen selbst.*¥)

§ 1.
Die Hilderschen und Cesaroschen Mittelwerte einer beliebigen
unendlichen Reihe.
Es sei

(1) Uy + Uy + g o U,

eine beliebige unendliche Reihe.
Es sei ferner
S, =ty + U+ + Uy,
s =so+sl+”'+sn
n n+1 ’

g Btad ot
» n+41 ’

Die Folgen
Sor Syy Syt vy Spy v
4 4 4 4
(H) 80) sl} 32, . o’ sﬂ’ « s e

4 4 ’7 r7
80, 817 82’ . ., sn, .

nenne ich, der Reihe nach, Hildersche Mittelwerte nullter, erster, zweiter, etc.
Ordnung der unendlichen Reihe (1).
Voriibergehend werde ich auch die Cesaroschen Mittelwerte einer un-
endlichen Reihe (1) betrachten. Diese sind folgendermafen definiert.
Es sei
6n=u0+u’1+°“+u'n7
&, =6, + 6,4+ 0,
Gy =0p+ 61+ + On,

*) In bezug auf die Literatur verweise ich auf die Encykloptidie der Mathe-
matischen Wissenschaften, Bd. II1, Heft 5: Theorie der Kugelfunktionen etc. von
A. Wangerin.

** Diese Arbeit ist ein (umgearbeiteter und erweiterter) Teil einer in ungarischer
Sprache. geschriebénen Abhandlung, die am 6. April 1908 der Ungarischen Akademie
der Wissenschaften vorgelegt wurde. Eine kurze Zusammenfassung habe ich in den
Comptes Rendus (3 février 1908) verdffentlicht.
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Damn sind die Folgen

Gy, Oyy Ggy *+ 5 Oy,
% o o ,
1 9 g ' w17
© Yoo o0 oy 7,
17 37 6 L) (nt-2)’
1-2

s s e

der Reihe mach die Cesaroschen Dittelwerte nullter, erster, sweiter, ete.
Ordnung der Reihe (1).
Es wird zweckmiBig sein, auch den Folgen

0y, 6,, G;, Tty Oyt

' 7 ' 4
0/0, Gy, G2, -y Gpy ++°
(4 (4 ” '
0/0; 6’1, B2, vy Gyy

einen Namen zu geben. Ich nenne sie die zur Reihe (1) gehtrigen o-Sum-
men nulller, erster, zweiter, etc. Ordnung.

Aus den Definitionen folgt, daf im Schema (H) in den ersten zwei
Zeilen der Reihe nach dieselben Zahlen stehen, wie im Schema (C) in den

ersten zwei Zeilen. Hingegen sind schon die Zahlen der dritten Reihen
im allgemeinen voneinander verschieden. Z. B. ist

4o u.
S'1,= o:‘ 1’

wihrend das entsprechende

5y _ 84 + Uy
8 3
ist, ete.

Es habe die Potenzreihe
P(8) =ty + Uy 8 + Up?® + - 4y 2" +

einen von Null verschiedenen Konvergenzkreis. Dann soll die Funktion
@(#) die erzeugende Funktion der Zahlenfolge

Ugy Uy Ugy * = vy Upy = v - vy
oder auch der unendlichen Reihe
Ug Uy + g+ oo w, -
heiflen. Aus dieser Funktion ist es (nach einer Bemerkung von Dirichlet)

sehr leicht, die erzengenden Funktionen der zur Reihe Zu gehdrigen o-
Folgen herzuleiten. Es ist némlich einfach n=0
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2)
2= 2 0t
n=0
P (2) _ ’ am
(1 — 2)? "‘2 Tn
Q@ (Z) ’
1=2)" 2 6n "

Ich mache in bezug auf die o-Summen nur noch folgende einfache
Bemerkung.
Es sei

(2) Ug + Uy + thg + o T Uy oo
eine unendliche Reihe, und
Uo: U17 Ugs » Un: ’
seien ihre ¢-Summen nullfer Ordnung.
Es sel

) Vot v tvt o, F
eine andere unendliche Reihe, und
Vo', 'V'l’, Vg” ceey V':...

n?
seien ihre 6-Summen erster Ordnnng.
Es sei weiter

4) an =ty + (Uo®y + 1y 0g) + + - 4 (U0, + -+ U, 0) + - - -
n=0

das Cauchysche Produkt der Reihen (2) und (3), und es seien
Wy’ W, Wy, - Wn”; e

die ¢-Summen zweiter Ordnung dieser Reihe (4).
Dann besteht folgende Identitit:

) Wy =UVi+UVis+-+ U, V5.

Beweils. Da

T (3 (3
o Surmits (Sne) o (5)

n=0
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oder

Z W) 2" = (g U, z”) - (g Vn’z">.

=90

Daraus folgt schon ersichtlich die Identitdt (J)*).

§ 2.
Untersuchung der Holderschen Mittel zweiter Ordnung fiir die

spezielie Legendresche Reihe Z (2n+1) P, (cos p).
n=0

Fir die folgenden Untersuchungen sind grundlegend gewisse Eigen-
schaften der unendlichen Reihe
(5) Py(cos p) + 3P, (cos p) -+ -+ + 2u+1)P,(cos p) 4 - - -.

Hier bezeichnet P, (z) das zum Index n gehdrige Legendresche Polynom.
Die Folge dieser Legendre-Polynome ist durch die erzeugende Funktion

| - »
}ijﬂ?=£§mwy

definiert. Im Nenner soll jener Zweig der Quadratwurzel genommen
werden, der fiir 2 =0 gleich +1 wird.

Unter p verstehe ich eine reelle Variable, die sich im Intervalle

OLy<La

bewegt.

Zur vorldufigen Orientierung bemerke ich gleich, daB die Reihe (5)
in der Theorie der Laplaceschen Reihe eine analoge Rolle spielt, wie
die Reihe

(6) ";‘+0037+0082'y+--.+cosny+...

in der Theorie der Fourierschen Reihe.

*) Seit dem Erscheinen meiner Arbeit in den Math. Annalen Bd. 58, 1904, sind
tiber die HoOldersche und Cesarosche Summabilitit einer allgemeinen Reihe

ty sy ety
und tber den Grenzwert der fir > 0 konvergenten Reihe

U fo &)+ u L)+ 4wy (8 4 -+
(=1, fir n=0,1,2, ..

fiir lim #==-- 0 verschiedene, den Gegenstand wesentlich fordernde, Arbeiten erschienen.
Tch erwihne diejenigen von T.J.T'a. Bromwich, G.H. Hardy, K. Knopp, C. N.Moore,
M. Riesz, W.Schnee.
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Von der Reihe (6) habe ich folgende zwei Eigenschaften bewiesen®):

1. Die Holderschen Mittel erster Ordnung s,(p) der Reihe (6) sind
fiir jedes reelle y und fiir jeden Wert des Index n wnichinegativ.

2. Es ist lims,(y) =0, wenn 0 <y <=. AuBerdem, wenn ¢ eine

beliebige innere Stelle des Intervalles (0, =) bedeutet, so konvergiert s,(3)
fiir lim # = oo gleichmdfig zu Null im Intervalle ¢ <y < x.
Ganz analog gelten nun fiir die Reihe (5) folgende zwei Sitze:
Theorem 1. Die Holderschen Mittel zweiter Ordnung s,(y) der
Reile (D) sind fiir jedes reelle y und fiir jeden Wert des Index n nichinegativ.
Theorem II. Es 4st lims,(y) =0, wenn 0<y Lw. Auferdem

konvergiert die Folge der s,(y) gleichmifiig au Null in jedem Intervalle
e<y<m, wo ¢ eine beliehige innere Stelle des Intervailes (0, x) bedeutet.

Die in den Theoremen 1, II gegebenen Rigenschaften der Holder-
folgen s, (y) der Reihe (5) sind fiir das Folgende sehr wichtig.*¥)

Um diese Theoreme zu beweisen, stelle ich die Reihe (5) als
Cauchysches Produkt zweier unendlicher Reihen dar.

Bekanntlich ist die erzeugende Funktion der Reihe (5)

00

1—2 2(2%—!—1) P, (cos y) 2™

(1—2zcosy -I—z’)% =0

Diese zerlege ich nun folgenderweise in zwei Faktoren:
1—2” _ 1 1— 2
(1—--2zcosy-q]--,z2)’?r "~ Y1—2zcosy+ 2 "1 —2zcosy + 2%
Es ist aber
1
VY1 —2zcos y 4 2*
und

= P,(cos ) + P,(cos )z + - -+ + P,(cos p)2" + - - -,

lmzz , 1 cee n )
1—2zcosy+zs=2(*2"+30087+ + 2" cos ny + )

Ich erhalte also folgendes Resultat:
Die zu untersuchende Reihe

(5) P,(cos p) 4+ 3P, (cos p) + -+ -+ (2n+1) P, (cos ) 4~ - -
ist_das Couchysche Produkt der beiden umendlichen Reihen

(1) P, (cos p) + Py (cos y) + -+ P, (cos y) + - -,
(8) 2(%+cosy+---+cosny+---).

*) Comptes Rendus, 1900, 2iéme semestre; Math. Annalen Bd. 58, 1904.
**) Im § 7 werde ich zeigen, daB die Holderfolgen nullter und erster Ordnung
diese Eigenschaften der s (y) micht besitzen.
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Ich beweise die Theoreme I und II zunichst fir die Folge der
Cesiroschen Mittelwerte zweiter Orduung der Reihe (5). Die Giiltigkeit
der Theoreme fiir die Holderschen folgt dann nachtriglich sehr leicht.

Bs bezeichne

(9) UZ)(V)) Ul(?”)) Y Un(?’); T
die e-Summen nullter Ordnung der Reihe (7), und
(10} VOI(V)) V1’(7>) Y an(T)) T

die @-Summen erster Ordnung der Reihe (8).
Weiter bezeichne

(11) 60 (7), G (¥)y -y Oulp), -

die @-Summen zwoeiter Ordnung der Reihe (5).
Dann erhalten wir, mit Benutzung der Identitit (J),

(12) /()= () Vi(») + Ci(p) Viea(p) + -+ - 4+ Ua(2) Vi ().

Ich behaupte num, daf3 simtliche Glieder der Folgen (9) und (10) nicht-
negativ sind, welchen reellen Wert die Grife y auch habe. Darans folgt
dann, mit Riicksicht auf (12), dasselbe fiir die Folge der o ().

Um diese Eigenschaft der Folgen (9) und (10) zu beweisen, schicke
ich eine Bemerkung voraus. Sie bezieht sich auf eine merkwiirdige
Eigenschaft der Summe

(13) Ao(%) =sin & + sin 3z + - - - + sin (2n+ 1) 2.
Multipliziert man die beiden Seiten der Gleichung (13) mit 2 sin #,
80 erhilt man, mit Riicksicht auf
2sing sin(2k+ 1)z = cos 2kz — cos 2(k + 1)z,
2sinz -4, (2)=1—cos2x +cos2 4 — cosdz+ .-+ cos2nz — cos2(n+1)z
=1—cos2(n+1)z.
Folglich®) ist
(14) 1(@) = SOV

sinz
Die Gleichung (14) zeigt, dag i (x) dieselbe Vorzeicheneigenschaft
hat, wie sin z selbst; nimlich 4, («) ist im Intervalle (0, =) nichtnegativ,
im Intervalle (m, 2#) nichtpositiv etc.

*) Die Relation (14) kaun man vielleicht am leichtesten in der Form

sin sin3m+ _ +sin(2n+1)xh(sin(n+1)x)2
gin z o sin %

sin sin
behalten.

Sie ist eine Verallgemeinerung der folgenden Relation, in welche sie fiir £ =10

tthergeht
1434+ @ud 1) =t 1)
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Dies vorausgeschickt, wende ich mich zur Folge (9). Ich will, wie
schon bemerkt, zeigen, daf

U, (y) = Py(cos y) + P, (cos ) + - -+ + P, (cos )

fiir jeden Wert des Index n und fiir jeden veellen Wert des Argumentes y
nichtnegativ 1st.
Nach der bekannten Formel von Mehler ist nimlich
7

9 *sin (2% + 1) —;— at
P, (cos 7) = E3 V2 (cos y — cos t) -

7

Diese Formel ist fiir
%===O, 1) 2:"’7
und fiir
O<y<=
giltig. Die Quadratwurzel des fiir » <t <z positiven Radikanden
2(cos p — cos t) ist positiv zu nehmen.
Es ist daher

P, (cos p) + P, (cos ) + -+ - + P, (cos )

n
sin ? —|—sin3j—~—|—---+sin(2n+1)-t—
-2 2 2 2 dt
" V2 (cos y — cos t) '

Wenn ich nun Gleichung (14) in Betracht ziehe, so erhalte ich folgen-
des Resultat:

(15) U,(y) = P, (cos y) + Py (cos ) + - - - + P, (cos p)

4

9 (sin (n+1) —%—)%dt
S sin % V2 (cos y — cos t)

Y

Da der Integramd im Integrationsintervalle nichtnegativ ist, so ist U,(»)
fir 0 <y < positiv. Da weiter U,(p) fiir jeden Wert von p stetig ist,
so habe ich bewiesen, daf U,(y) fiir jedes n und 0 Ly < m nichtnegativ
ist. Ubrigens liBt sich die Frage fir die Endpunkte y =0 und y ==
auch leicht direkt erledigen. Fiir diese Punkte geht niimlich die Reihe

P, (cos y) + P, (cos y) + - -+ P, (cosp) + - --
1+1+1+4---,

n

resp. in
6*
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1—14+1—--

iber. Simtliche Partialsummen dieser Reihen sind nichtnegativ.*)
Ich wende mich jetzt zur Folge (10). Da bekanntlich

sin (2n+1)~’2’—

)

Vn(y)=2(—;—+cosy+»--+cos ny)= 7
2

so ist, mit Riicksicht auf (14),

. ¥y 2
sin (n-- 1) 5

(16) V.@y=Vy@) +- -+ V() =

T 4
sin —
\ n2

Die Glieder der Folge (10) sind also auch nichinegativ.

SchlieBlich ist also, mit Riicksicht auf (12), bewiesen, daf die &, (p)
der Reihe (5) nichtnegativ sind, womit der Beweis des Theorems I fir
die Cesirosche Folge zweiter Ordnung der Reihe (5) geliefert ist.

Nun gehe ich zum Beweise des Theorems IT iiber. Fiir die Cesarosche
Folge zweiter Ordnung formuliert, lautet dieses Theorem folgendermaBen:

. 6,
lim o = O
1.2

O<y<Lm)

*) Im Briefwechsel zwischen Hermite und Stieltjes (Correspondance d'Hermite
et; de Stieltjes, publiée par les soins de B. Baillaud et H. Bourget, 1905, Gauthier-
Villars, 2 Béinde) findet man auch eine Formel fiir die Summe der ersten (n-1)
Legendre-Polynome. In einem vom 9. Mai 1890 datierten Briefe (Bd. IT, pag. 43 dér
genannten Ausgabe) gibt Hermite fiir die fragliche Summe eine Formel, die in
meiner Bezeichnung folgendermaBen lautet:

Y

Un(y)=—1— gin (n 1)t dt

T

sin é— V2 (cos t — cos y)
0

Er findet diesen Ausdruck, indem er fiir P,(cosy) die, ebenfalls von Mehler her-
rithrende, Formel
Y

cos(2n+1)%-dt

P, (cosy) = —
n(0037) g V2 (cos t — cos y)

0
zugrunde legh. Die Eigenschaft der U,(y), fiir jeden Wert von y nicht negativ zu
sein, kommt aber bei der Hermiteschen Formel nicht zur Evidenz. Der Integrand
des Hermiteschen Integrales hat nimlich im Integrationsintervalle ein veréinderliches

Vorzeichen, 80 daB man aus seiner Formel tiber das Vorzeichen von U, (y) — wenigstens
unmittelbar — nichts schlieBen kann.
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und zwar gleichmifiig im Intervalle
ESYET,

wo ¢ eine beliebige innere Stelle des Intervalles (0, #) bedeutet.

Wir beachten wieder die Gleichung (12) und beschiftigen uns, dieser
gemiB, wieder mit den Folgen U,(y) und V.(»).

Da nach (16)

(sin (1) )2

Valy) =

(sin %—)2 ’
so 1st
, , , 1
(17) Vi = Vi) € L,

(sm ?)
( O<y L, )
n=0,1,2,-...

Die Kurve ist daher im Intervalle (0, ) eine Majorante sémtlicher

1
. 7\2
(sm —2“)
Kurven V,(y). Die Ordinate dieser Majorantenkurve ist fiir y == gleich 1.
Wenn y von z an abnimmt, so wichst die Ordinate der Kurve monoton

und konvergiert zu + oo, wenn » zu Null konvergiert.
Andererseits ist, wie ich gleich beweisen werde,

(18) 10,0 = U,0) £ ——,
(sin—';—
O<y<a,
<n=0, 1, 2,-.-)'

Die Kurve J——% stellt also eine Majorante simtlicher U,(y) dar.
.7
(Sln *é“)
Sie ist #hnlich gebaut wie die Majorantenkurve der V,(p).

Es sel nun & eine beliebige, aber bestimmte Zahl im Innern des
Intervalles (0, #). Dann ist nach den Ungleichungen (17) und (18)

U0 € ——
. &
sin ~§~)
und
Vi) £ —



86 L. Fesér.

fiir
ey <,
n=012"---.
Auf Grund von (12) erhalte ich daher
rr I4 2 1
len (7| = 0w () < (0 +1) T
(sin —f—) (sm 'é_)
2
oder
o, (7) 4 1
(19) GEYID=6Fs g
1-2 (Sm ‘2‘)
fiir
ESy S,
n=0,1,23, ..

SchlieBlich habe ich also auch das Theorem II fiir die Cesarosche Folge
zweiter Ordnung der Reihe (5) erwiesen, da doch aus der Ungleichung (19)
unmittelbar

: S
Im gy =0
1-2

folgt, und zwar gleichméBig im Intervalle (e, m).
Ich habe nur noch den Beweis der Ungleichung (18)

U,(») = Py (cos y) + P, (cos y)+ -+ P,(cos p) g‘—g“"

%
T
(O<rsm ) (sn £).
n=0,1,2 ...
nachzuholen.
Zur Abschitzung von U,(p) benutze ich meine Formel

t 2
sin(n-+1) =) d¢
(15) U,() =~ / ( )

gin —;— V2 (cos y — cos f)

4
Eier bedeutet y eine innere Stelle des Intervalles (0, ).
Nun ist
2 1 § dat
U =U0@pL=- -
U = U, £ —5 fva@osy_cos =
2 7

oder auch ”

2 1 at
npst gty et
sin -— s ¥
) V4sm 3 sin 5
Y
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Da aber 0 < y < m, so ist, wie auch geometrisch leicht ersichtlich, fiir
jedes ¢, das der Ungleichung

O0<yLig
geniigt, einerseits
sin “5 2 21,
und andererseits )
sin t————+7 51—;1-
Daher ist »
2 1 at
AOPE: / ~
=7 .7 t—y siny
inf ) Vel
¥
_2 1 V= 1 f L
sinl V2 Vsing . Vi—y
2 1 % — Y
. r\? v’
V (sm-;—) 085
oder
2
U0 < ——,
(sin—y—)
2
O<y <m).

Daraus endlich, zufolge der Stetigkeit von U,(y),
2
Un(?) é RN

(sin %—)—5
<y L)
Damit ist Ungleichung (18) bewiesen.

Im Vorhergehenden habe ich die Theoreme I und II fiir die
Cesarofolge zweiter Ordnung der Reihe (5) bewiesen. Jetzt zeige ich mit
Leichtigkeit, wie aus dem Bewiesenen die Giiltigkeit derselben Theoreme
fiir die Holderschen Mittel zweiter Ordnung folgt.

Fiir eine beliebige unendliche Reihe ist

o

. ) Sn = n+ 1
Nun ist aber weiter
6 = of.’,

5 = o} — o,

’ r {4
Gp =0y — Op—y,
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folglich ist

6(’1, - 60 61 6;’: - 6;1’—1
.1 -I- -l— +o 4+ = Fi
S == n —{-— 1
Es ist daher fiir eine beliebige unendliche Reihe
74 oy . LA o,
"~1'2+2'3+ +’n(n—l—1)+n+1_
Sn = n41

Wendet man diese Identitdt*) auf die Reihe (5) an, so erhilt man, da

63(7)’ 61’(7’): Tt 6;%,(7)7 Tt
alle nichtnegativ sind, daB anch die Glieder der Folge
K@)y 5@y - @),
alle nichtnegativ sind.
Weiter ist

7’ V{4 "4

6 ¢ (A
,, 1-02+2-13+'”+n(n+11—§ o
§n = n+1 + (mF D
Da aber fir e<y <z gleichmibig
ll m n-—l () = lim (?) =0 ,

TR e O S L
so ist fiir die Reihe (5) auch
lim s, (p) =0

n=00

u. 7. gleichm#Big im Intervalle ¢ <y < ax. Hier bedeutet & wieder eine
beliebige innere Stelle des Intervalles (0, zr).*¥)

Damit sind die Theoreme I wnd II fir dic Holderschen Mittel
mweiter Ordnung der unendlichen Reihe

D @n+1) P,(cos p)

vollstindig erwiesen.

*) Diese Identitét hat, ungefihr zur gleichen Zeit mit mir, auch Bromwich
gefonden. 8. Math. Annalen, Bd. 65, pag. 265.
™) Das letzte Ergebnis folgt anch aus einem allgemeinen Satz von W. Schnee,

demzufolge die Holderschen und Cesiroschen Grenzwerte aller Orduungen einander
gleich sind. (Math. Annalen, Bd. 67.)
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§ 3.
Die allgemeine Laplacesche Reihe.

Die Punkte des Raumes seien durch die rechtwinkligen Descartes-
schen Koordinaten z, y, # bestimmt. Man betrachte jene Kugelfliche K,
deren Mittelpunkt im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegt und
deren Radius gleich 1 ist. Ein Punkt der Kugelfiiche K wird, in iblicher
Weise, durch seine geographischen Koordinaten charakterisiert. @ be-
zeichne die Poldistanz, ¢ die geographische Linge irgend eines Punktes.
,Strahl des Punktes (6, @) nenne ich jenen geradlinigen Halbstrahl, der
vom Anfangspunkte des Koordinatensystems ausgeht und durch den Punkt
(9, @) fiihrt. '

Es sei nun f(6, ¢) eine fiir jeden Punkt der Einheitskugel K ein-
deutig definierte Funktion, die die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

a) sie bleibt dem absoluten Betrage mach auf der ganzen Kugel
kleiner als eine positive Zahl M,

b) sie ist fiir die ganze Kugelfiiche im gewdhnlichen (Riemannschen)

Sinne integrierbar; d. h.
St 0,9 ao
K

existiert, wo do das Flichenelement der Kugel K bedeutet.
Zu einer solchen Funktion f(0, ) gehort eine ganz bestimmte un-
endliche Reihe, die sog. Laplacesche Reihe. Diese lautet folgendermaBen:

Y 20+ 1 . :
(20) > TG 10,8 Pafeosy) ao
n=20 K
Hier bedeutet (8", ¢') irgend einen Punkt der Kugelfiiche, do’ das
zugehdrige Flichenelement. Weiter bedeutet p jenen Winkel, den die
Strahlen der Punkte (¢, ") und (6, ) miteinander bilden.¥) Folglich ist

cos y = co8 6 cos §' + sin 0 sin 6" cos(¢p'— @)
= cos @ cos @' + sin 8 cos @ sin 6 cos @” + sin 6 sin @ sin #' sin @',

P,(cos p) bedeutet, wie friiher, das zum Index » gehorige Legendresche
Polynom.

Es sei nun (9, @) eine solche Stelle der Kugel, wo die Funktion
f(6, @) stetig ist. Dann gilt folgender Sataz:

Die awr Funktion (0, @) gehirige Laplacesche Reihe (20) dst im
Stetigheitspuntite (0, @) wm Holderschen Sinne summierbar, u. z. von der

*) Dieser Winkel kann stets der Bedingung 0 <y <= gemiB gewahlt werden.
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zweiten Ordnung, und ihre Summe ist gleich f(0, ¢). In Formeln aus-

gedriickt :
31 3,7:(07 (P) = f(e; ®),
38’(0’ (P>’ 3;,(97 (P), Tt 37,;(01 (P>7 e
die Holdersche Folge zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe (20) bedeutet.
Beweis: Zunichst ist evident, daB

(0, 9) = ,; [ 16, ) () o,

wo

o s,(y), wie friher, das zum Index n gehtrige Holdersche Mittel
zweiter Ordnung der Reihe

3 @nt 1 P sy

n=«0

bedeutet.

Man beschreibe um den Punkt (6, ¢) auf der Kugelfiiche K einen
kleinen Kreis mit dem sphirischen Radius & Dieser kleine Kreis teilt
die Kugelfiiche K in zwei Teile. Der eine Teil, welcher den Punkt
(0, @) enthilt, heile K, der andere K,.

Dann ist

50,9) = 35 [ 10,9) ) 2o

+z~;fff(9,rp) n(y) 4o

= Ju + Jé’.

Das Integral J, konvergiert fiir lim % = 0o zu Null. Das folgt aus
Theorem II des § 2, nach welchem s,(y) fir lim n = oo gleichmiBig
zu Null konvergiert, wenn ¢ <y <.

Es sel nun 0 eine beliebig kleine, aber bestimmte positive GroBe.
Dann 148t sich, zufolge der Stetigkeit von f(0, ), der sphiarische Radius &
gewifl so klein wihlen, daB stets

16, 9)—1(6,9)| <9,
wenn (6, ¢") einen beliebigen Punkt von K, bedeutet. Ich denke mir
nun ¢ dieser Bedingung gemiB gewdhlt.
Da nun laut Theorem I des § 2 das Holdersche Mittel s,(y) niemals
negativ ist, so kann ich auf J, den ersten Integralmittelwertsatz an-
wenden und erhalte

Iu= (0, 9) + m.)é [ s (y) do,
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wo gewil
|7.| < 0.
Da aber (laut Theorem II des § 2)

: 1 44 14
i 1)) 5@ =0,
K
so kann ich auch folgende Gleichung schreiben:
44 4 1 4 4
$u(0, @) = (F(0, @) + 1a) - f;;ffsn(?) do,
KX

7| < 29,
wenn nur # geniigend grof ist.

Nun ist aber
1 ’r ’
H—ff&,(}’) do’ = 1.
s

Laut Definition von s,(p) ist nimlich

$u(@) =14 ¢ Py(eos p) + - - + ¢, P, (cosy),
WO €, Cy, - ,C, (Ubrigens positive und rationale) Konstanten bedeuten.
Weiter ist nach der Grundeigenschaft der Kugelfunktionen

IfP,‘(cosy) do =0,
X
(k=172: 37)

1 {4 ’ 1 r
Z;ffsn(y) do =~4-;ffdo =1.
K K
Ich erhalte also schlieBlich

|5:(6, ) — £ (6, 9)| < 29,
wenn nur # gehorig groB ist.

Damit ist die Konvergens der Holderschen Mittel zweiter Ordmung der
Laplaceschen Reihe (20) au £ (0, p) dargetan.™®)

Ist die Funktion auf der ganzen Kugel ausnahmslos stetig, so konver-
gieren die aur Laplaceschen Reihe (20) gehidrigen Holderschen Mittel sweiter
Ordnung s,(0, @) auf der ganzen Kugel gleichmifig zu f (8, @) ols Grene-
funktion.

wo gewil

Folglich 1ist

*) Das Theorem ist auch giiltig fiir das Cesarosche Mittel zweiter Ordnung. Mir
erscheinen sber die Holderschen Mittel insofern interessanter, als sie durch mechanische
Wiederholung des einfachen, anschaulichen und allgemein wichtigen Prinzips des
gewdhnlichen arithmetischen Mittels — ohne irgendwelche rechnerische Willkiirlich-
keit — entstehen. Unstreitig sind aber die Holderschen Mittel hoherer Ordnung
praktisch schwerer zu berechnen als die Cesaroschen.
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Dies ist aus der soeben gegebenen Argumentation leicht ersichtlich.
Ist (6, ) blop ouf einem Teilgebiete T der Kugel stetig, so konver-
giert s,(0, @) gleichmifig 2u [ (8, 9) in jedem Gebiete T, welches voll-

sténdig im Innern von T liegt.
Diese Sutze enthalten einen neuen Beweis des Weierstrafschen Satzes

diber die gleichmafige und beliebig feine Approximation einer stetigen Funltion
zweier Variabeln (0, @) durch analytische Funktionen (oder Polynome)

derselben Argumente.

Ich kehre jetzt zu den s,(0, @) zuriick. Die Holderschen Mittel
zweiter Ordnung s,(0, ¢) der Laplaceschen Reihe haben eine merkwiirdige
Eigenschaft, die im allgemeinen den s,(6, ) und den s,(6, @) nicht zu-
kommt. Es sei wieder f(0,9) auf der ganzen Kugel endlich und inte-
grabel. Ks bezeichne M die obere Grenze und m die untere Grenze von
(0, @) auf der ganzen Kugel. Dann ist

m g 3/":(0) 90) <M,
und swar fiir
n=20,1,2,3 ..

und fir beliebige Werte von 6 und .
In der Tat ist

$:(0, 9) = o f ff((?’, @) sy (p) do’
X
Da aber s,(y) 2 0 fiir jeden Index » und fiir jedes 7, so ist
me - {/‘szm 40 < S0, 9) S M- o [[i(y) do'
K
Nun ist aber, wie ich schon bemerkt habe,

-f;ffsii(?) do’ = 1,
X

m < 8,(0,9) < M. W. z. b. w

Dieser Satz tiber die s,(, ) der Laplaceschen Reihe ist analog
einem Satze, den ich iiber die s, (z) der Fourierschen Reihe einer im
Intervalle (0, 27) endlichen und integrabelen Funktion f(z) gegeben
habe. Ich habe nimlich bemerkt, daB

m < Su(x) < M

folglich erhdlt man

fiir
n=0,1,2,...
und ) J )

0<z< 2.
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Wihrend also fiir eine im Intervalle (0, 2x) endliche und stetige Funktion
die Folge der Fourierschen Partialsummen

80(37), 81<x): T Sn(‘”)) )

sogar zwischen — oo und + oo oszillieren kann, liegen die Holderschen
Mittel erster Ordnung s, (%) der Fourierschen Reihe alle zwischen #2 und JL.

Analoges gilt nun, wie ich eben bewiesen habe, fiir die Holderschen
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe einer auf der Kugel
definjerten, endlichen und integrabelen Funktion.*®)

) Auf pag. 36—51 meiner friher zitierten ungarischen Arbeit habe ich die
Holderschen Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe, und die Holderschen
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe auf Fragen angewendet, die Landau
und Carathéodory im Zusammenhange mit dem Picardschen Satze aufgeworfen
haben. Dabei kommt gerade die im Texte bewiesene Ungleichheitseigenschaft der
Holderschen Mittel in Betracht, und nicht etwa ihre allgemeinere ,Darstellungskraft:
(oder ,Konvergenzfahigkeit*).

Ich will hier nur den Gedanken mitteilen. Es sei

w{r, @) = a, + (a, cosp + b, sing)r 4 - - + (@, cos np + b, sin ng)r”+ - - -
die Entwicklung emner harmonischen Funktion zweier Variabeln in Polarkoordinaten.
Ich denke mir nur
aovaub 1y T Ay b

v

gegeben, und frage nach einer unteren Schranke von Max wu(r, @), und nach einer oberen

Schranke von Min u(r, @). p=0 -27
p=0- -27m

Die durch die Daten bestimmten Partialsummen

(21) s, (r, @) = a, + (a, cos @+ b, sin @) + - -+ 4 (@, cos np -, sin % p)r”*
(#==0,1,2,---, %)

sind zur Beantwortung der Frage direkt michi geeignet, hingegen sind es die durch

die Daten ebenfalls bestimmten Holderschen Mittel

s, (r, @)= ::: L% -+ + -(a; cos g 4 b, sing)r -+ ” i . (@, cosxp 4D, sinxg)r”,

(%=0,1,2,-- ','ﬂ)
wohl, Nach dem Satze des Textes ist n#imlich

Ml(!)l u(r, )<L ) < Max %(r, P).

¢ .

Diese Ungleichung ist fiir jedes ¢ giiltig, und fur jedes r, das kleiner ist als der
wahre Konvergenzradius der Reihe (21).

Die harmonische Funktion dreier Variabeln a8t sich analog behandeln, indem
man die Holderschen Summen zweiter Ordnung ibrer Laplaceschen Entwicklung zu-
grunde legt. Mit Leichtigkeit ergibt sich, unter anderem, der Satz, dab eine, im
ganzen Raume (z, y, #) reguliire, reelle harmonische Funktion dreier Variabeln jeden
reellen Wert annimmt. Aus den ersten Entwicklungskoeffizienten ihrer Laplaceschen
Reihe 1ipt sich auch ein Radius R angeben, so dap innerhald der Kugel mit dem
Mittelpunkte (0, 0, 0) und dem Radius R ein vorgeschriebener Wert A auch wirklich
angenommen wird.
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Im vorhergehenden war die Funktion f(6, @) stets als endlich
vorausgesetzt.

Ich gehe jetzt zu dem Falle tber, in welchem die Funktion f(6, ¢)
an einzelnen isolierten Stellen der Kugel umendlich wird.

Wie sind die Konvergenzverhiltnisse bei der Fourierschen Reihe
wenn die Funktion unendlich wird?

Riemann gab das Beispiel

a , 1
f(x)——-—&-a;(x’ cos ;),
0<eL2m, 0<v<y-

b4

Die Funktion f(xr) wird in diesem Beispiele an der Stelle z = 0
integrabel unendlich und ist sonst regulir amalytisch. Ihre Fouriersche
Reihe existiert, ist aber, wie Riemann nachgewiesen hat, im ganzen
Intervalle (0, 27x) divergent. Hingegen konvergieren die Holderschen
Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe*) innerhalb des ganzen
Intervalles (0, 2x).

Die Riemannsche Funktion ist an der Stelle £ =0 (an welcher sie
unendlich wird) zwar integrabel, aber nicht absolut integrabel. Hingegen
ist fiir eine im Intervalle (0, 2x) analytische, und an einer endlichen
Anzah] von Stellen dieses Intervalles absolu? integrabel unendlich werdende
PFunktion die Fouriersche Reihe (mit Ausnahme der Unendlichkeitsstellen)
iiberall konvergent.

Bei der Laplaceschen Reihe sind nun die Verhiltnisse sozusagen
noch etwas unglinstiger. Selbst wenn die Funktion f(6, ¢) an einer
Stelle der Einheitskugel absolut integrabel unendlich wird (und sonst
z. B. iiberall analytisch regulir ist) kann die Laplacesche Reihe dieser
Funktion auf der ganzen Kugel divergieren. Diese Tatsache hat Darboux
entdeckt. Die Funktion

£6,9) = ——
(1 — cos 6)5
wird am Nordpol der Einheitskugel absolut integrabel (matiirlich im
zweidimensionalen Sinne) unendlich, ist sonst auf der Kugel iiberall
regulir analytisch, ihre Laplacesche Reihe aber ist auf der ganzen Kugel
divergent. *¥)

Hingegen sind die Holderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplace-

schen Reihe von —-—«i——é_— auf der ganzen Kugel (mur den Nordpol
1 — cos )%
ausgenommen) kon(vergent.) Xs besteht néimlich folgender allgemeiner Satz:

*) Math. Annalen, Bd. 58, pag. 59, Hauptsatz.
** Der Beweis wird in § 6 gegeben.
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Es sei (0, @) eine auf der ganzen Einheitskugel iniegrierbare Funktion,

die an den Stellen
(01} ‘pl)) (02) (pZ)’ Tty (07:7 q)/)

der Kugel absolut integrierbar unendlich wird, sonst aber endlich bleibt.
Bedeutet dann (0, @) irgend eine Stelle der Kugel, wo (8, ) stetig ist, so
kowvergieren die Holderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe
dieser Fumktion an der Stelle (0, @) zu f(0, ¢) als Grenzwert.

Ich schlage wieder um den Punkt (6, @) einen Kreis mit dem Radius &.
Dieser teilt die Einheitskugel K in zwei Teile. Der eine Teil, derjenige,
der den Punkt (8, @) enthilt, heiBe K,, der andere K,. Ich wihle
tibrigens ¢ so klein, daB die Unendlichkeitspunkte

(01: ®;), (O ®3), - 0., ®.)

alle innerhalb des Gebietes K, liegen. Dann zerlege ich entsprechend:
4 1 ’ " o ’
(0, 9) = z,,—fff(of @) su(y) do

foo
+ —f;fff(ﬂ', ') su(y) do’
X,

=dJ,+ Ja.
Die Gleichung
lim J, = (9, ¢)

habe ich schon erwiesen. Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daB
lm J, = 0.

s»(¥) L0,
(eLy<m),

Da fir n> N

so ist fiir n > N
T <o 11890 st () do < - [ [1£(6) ) o
Nach Vorauss&tzun;’{z ist aber :
LS, ¢ a0 =6
ein bestimmter, endlicher Wert; folglich ist
721 <%8 fr w>N

Da ¢ beliebig klein angenommen werden kann, ist der obige Satz scho:
erwiesen.
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§ 4.
Die allgemeine Legendresche Rethe.

Die Legendresche Reihe ist ein spezieller Fall der Laplaceschen Reihe.
Die Laplacesche Reihe einer Funktion £ (6, ¢) lautet

2 2”+1ff 2(cosp) [ (0, ¢)sind' d dy’.

Es sei nun speziell f(0, @) von ¢ unabhéingig, d. h. es sei

£ (6, @) = ¥(cos 0).
Von der Funktion w(cos@) setze ich voraus, daB sie im Intervalle
0 £ 0 <= im Riemannschen Sinne integrabel ist. Dann ist

n2n

2”+1f‘]1’(cosy)f(0 ¢’)sin@ db’' do’

en
2 1 . ,
- ”4': .oftp(cos ¢) sin ¢’ d& -.Of.Pn(cosy) do'.
Da aber bekanntlich

2n
f P, (cosy)dg’ = 2x P, (cos8) P,(cos§),
0

8o lautet fir f(8, @) = ¥(cos §) die Laplacesche Reihe folgendermaBen:

ST (foteos )P, (eos ) sn 00) . P (o0 ),

n=0

SchlieBlich fithre man cos 6 = 2 als neue unabhiingige Variable ein. Da-
durch geht man vom Intervalle (0, ) zum Intervalle (—1, +1) iiber.
Die Laplacesche Reihe lautet dann

ch,. P,

na=(0

(22) Tc” 2n+ 1‘[1"({”) (@) dw

-1

\ #=0,1,2 ...

Diese Reihoe nenne ich ,die zur Funktion v¥(x) gehdrige Legendresche
Reihe,
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Da sie eine spezielle Laplacesche Reihe ist, so gelten in bezug auf ihre
Hélderschen Mittel zweiter Ordnung dieselben Theoreme, welche ich friiher
fiir diejenigen der allgemeinen Laplaceschen Reihe ausgesprochen habe.

Ist speziell y¥(z) eine im Intervalle (—1, + 1) iiberall stetige Funk-
tion, so konvergieren die Holderschen Mittel zweiter Ordnung ihrer
Legendreschen Reihe im ganzen Intervalle (—1, + 1) gleichméBig. Ich
habe also dadurch einen neuen Beweis des WeierstraBschen Satzes tber
die Approximation einer beliebigen stetigen Funktion durch Polynome
gewonnen. Da mir einerseits dieser Beweis, andererseits die approxi-
mierenden Polynome besonders interessant scheinen, so mdchte ich diesen
Beweis noch etwas niher beleuchten.

§ 5.

Beweis des WeierstraBschen Satzes iiber die Approximation einer
beliebigen stetigen Funktion durch Polynome mit Hilfe ihrer nach
Legendreschen Polynomen fortschreitenden Reihenentwicklung.

Es sei y(z) eine im Intervalle (— 1, + 1) definierte beliebige stetige
Funktion. ¥)
Die WeierstraBsche Aufgabe besteht darin, eine ganze rationale Funk-
tion g(z) der unabhingigen Variabeln z zu finden, fiir welche
|¥(®) — g(x)| <e
fiir
—1<z< 41,
wo & eine vorgeschriebene und beliebig kleine positive Zahl bedeutet.
Zur Loésung der Aufgabe bestimme ich zunéchst jenes Polynom n'e
Grades g,(z), fiir welches die ,Abweichung®, im Sinne der Methode der
kleinsten Quadrate,

+1
< f (¥ (@) —g, @) d=z
-1

ein Minimum ist. Dieses, ganz bestimmte, Polynom ist bekanntlich

gn(x) =G+ 01P1($) + -+ c”P_(a:),

*) Die Grenzwerte f(— 1 4 0), f(1 — 0) sollen auch existieren und endlich sein,
brauchen aber nicht etwa einander gleich zu sein. Ist die stetige Funktion filr das
Intervall @ < 2z <b definiert, so filhrt man statt # die unabhingige Variable x ein,

die mit z dnrch .
—a b+4a
p="" 2T

verbunden ist.
Mathematische Aunalen. LXVIL 7
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WO

+1
2 1
¢, = ";" [w(x)Px(x)dx
(%==0,1,2,---,%).

Hier bedeutet "P,(z) das x* Legendresche Polynom.
Zu jedem Index # gehdrt ein solches Minimumspolynom g,(z), und
ich bin in solcher Weise zu einer ganz bestimmten Folge von Polynomen

(23) 90(2), 9,(2); -+, 9,(), - - -
gelangt, fiir welche der Fehler

+1
= _j: W@ —g,@) dz

mit wachsendem #, wie bekannt¥®), gewif zu Null konvergiert.

Daraus folgt aber natiirlich in keiner Weise, daB die Glieder der
Folge (23) zu ¢ (x) konvergieren, oder gar, daB sie gleichmiBig zu ¢(z)
konvergieren. Ich vermute, daB fiir geeignete stetige Funktionen die
Folge (23) zwischen — oo und + oo oszillieren kann.

Bilde ich aber (wieder eigentlich wnach dem Prinzipe der Kleinsten

Quadrate)

g;(x) — 9o (%) ","91(:)_:"'1' : '+gn<w),

und dann

g (%) = go (@) + 91(:)_:-1* 1 9,®) ,

so besitze ich (mit Riieksicht auf die Theoreme des § 4) in der Folge

gg(x): gi’("”% ) g;z,(x)’ tee
eine solche Folge von gamz bestimmien Polynomen, die mit wachsendem %
fir —1 <« <+ 1 gleichmifig eur Funktion y(x) kowvergieren.
Die eventuelle Oszillation der g,(z) wird also durch zweimalige An-
wendung des Prozesses des arithmetischen Mittels gewiB ausgeglichen, und

wir erhalten eine Folge von Polynomen g, (%), fiir die nicht nur die Ab-
weichung

+1
1 77
5 ':_/17 (W @) — g @))?dx

zu Null konvergiert, sondern fiir die in bezug auf die’ Ordinate eine
gleichmifige Konvergenz zu v (z) stattfindet.

*) Mit Hilfe der Besselschen Identitit (s. Erhard Schmidt, Math. Annalen,
Bd. 68, pag. 489) 1aBt sich das, mit Riicksicht anf § 4, leicht beweisen.
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Ubrigens ist g, («) eine ganz bestimmte rationale ganze Funktion
nten Grades, die noch die merkwiirdige Kigenschaft besitzt, daB
m< @) < U
fiir
n=20,1,2,8,..
—1 g Z é + 1,
wo M das Maximum, m das Minimum von #(x) fir —1 <2<+ 1
bezeichnet.*)

§ 6.
Fortsetzung des § 4.

Das Theorem iber die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung einer
Legendreschen Reihe gestattet viele Anwendungen. Ieh mdchte nur eine
sehr einfache erwihnen. .

Bekanntlich muf die stetige Funktion f(x) identisch verschwinden,
wenn fiir sie die Konstanten

(24) _/;;“ (%) 2" de,

n=0,1,2...
alle gleich Null sind. (Theorem von Lerch.)

Das beweise ich mit Hilfe meines Theorems folgendermaBen. Da die
Konstanten (24) alle Null sind, so verschwinden auch alle Konstanten

+1
2@1&@h@m,

n=0,1,2,--,

da doch P, (2) eine ganze rationale Funktion von z ist. Folglich sind
die Holderschen Mittel zweiter Ordnung der Legendreschen Reihe von
f(z) alle identisch Null. Also ist auch ihr Gremzwert fiir lim# = oo
gleich Null, d. h. f(x) =0.

Ich kann auch das Theorem aussprechen: Kine ¢m Intervalle (—1, +1)
stetige Funktion ist durch ihre Konstomten (24) vollstindig bestimms.

Ich wende mich jetzt zur Untersuchung der Legendreschen Reihe einer
Funktion («), die an einer Stelle des Intervalles (—1, +1) unendlich
wird. Darboux**) hat zuerst darauf hingewiesen, daB aus der absoluten

n

*) Uber den Weierstragschen Satz sind neuerdings interessante Aufsitze von
Landau, Lebesgue, F. Riesz, Mollerup und de la Vallée Poussin erschienen.
)  Mémoire sur Vapproximation des fonctions de trds-grands nombres, et sur
une classe étendue de développements en séries'. Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 3itme série, tome IV, 1878.
7 *
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Integrabilitit der Funktion ¢(x) noch nicht die Konvergenz ihrer Legendre-
schen Reihe folgt. Z. B. wird die Funktion

1
(1 —ayt

an der Stelle # =1 absolut integrabel unendlich, wihrend ihre Legendresche
Reihe im Intervalle (—1, + 1) tiberall divergiert.

In bezug auf diese Frage mache ich hier auf eine interessante Mit-
teilung aufmerksam, die Stieltjes an Hermite machte. Im Band II
der friiher zitierten Ausgabe findet man im Briefe Nr. 249 (pag.46) die
explizite ausgerechnete Entwicklung der Funktion

20)
1—2)®
nach den Legendreschen Polynomen P,(x)*). Hier bedeutet @ eine positive
Zahl, fiir welche 0 < o < 1. ‘
Die Formel von Stieltjes lautet

(25) o= 6T aP@) o+ G P@) + o,
wo
. ow+1)(0+2) - (04+n—1)
=0+t e =)
Es ist also -
. 1 . L) i
b=1"¢g> 4= l—a)2—a)’ ete.

Da Btieltjes in seinem Briefe iiber die Herleitung seiner Reihe keine
Andeutung gibt, kann ich vielleicht den Beweis hier kurz anfiihren. Es ist

+1
2 1 2@
¢, = 2t ,[(1—90)‘" P, (2)d.

Nun ist aber bekanntlich
P, (z) =

1
2% ;!

D) —1)m,
folglich ist

2.9%. !

+1
1 7 7
EntD e % =f G—ap D@ =1 da.
-1

Auf das rechtsstehende Integral wende ich nun eine partielle Integration
an. Ich erhalte

*) Diese Entwicklung gibt schon Franz Neumann in seinem Buche ,Beitrige
zur Theorie der Kugelfunktionen*, (1878), pag. 133, ohne aber die Konvergenzfragen
zu erdrtern.
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+1
(26) [ =a)yDm(@s~1yda
~1

= ((1—z)*Dr=9(z2— 1)} ¥1 — oaf(l 2)-°= 1. Dr=1(g2 1y dy.

Diese partielle Integration ist statthaft. In der Tat verschwindet
Da-1) <x2__ l)n
an der Stelle x = 1 von der ersten Ordnung. Da nun, wie vorausgesetzt,

O0<w<1, so wird
(1—z)~o=1. DB=D (32 —1)"

an der Stelle # =1 von der Ordnung » unendlich. Das Integral auf der
rechten Seite der Gleichung (26) existiert also gewiB. Da weiter
(1—z)~2 . D= (a2 —1)"
an den Grenzen (—1) und (+ 1) verschwindet, so erhilt man die Formel
+1 +1

f(l——w)—“’D(")(xg—-l)"dx = — wf(l-——x)"‘*"ch("‘l)(xL—l)“dx.
-1 —1

Durch Wiederholung dieses Verfahrens bekommt man schlieflich
+1
S (o) D (@ —1)da
=1
+1

= (=1ra(@+1)--- (m_}_n__l)f(l—-m)-w-”(x“‘——l)”dw.

Nun ist aber .
@P—=1 = (11— 1 +2)
folglich S

+1 +1
JS =2y D@~ 1) de = a(@+1) - - - (@-+n—1) [ (1~2)*(1+2)ds.
-1 -1
Fithrt man

als neue Integrationsvariable ein, so erhilt man
+1

f(l——x)““’D(“)(x”—-l) dz=0(w41)(0+n—1).2.27.2-0 ft‘“’(l—-—t)”dt.
Mithin ist

nle,

1
sapi = 0@+1) - (@+n—1) [o@1—1ydt.
0

Das rechtsstehende Integral ist ein Eulersches Integral erster Gattung.
Folglich ist
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1
ft_w(l__ty,dt - M—o+1)Mn+1) .
0

M—o-+4+n42)
Man erhdlt daher fiir ¢, die Formel

§n—+—i—ﬁ)(ﬁ‘)+1) ((D*{—% 1) F—

M{—o+1)
ofnf2)

Da aber
M—0+24+2) = (—o+1) (—o+2) - - - (—o+r+ DI (—o+1),

80 ist

_ @41 - (@fn—1)
=@t D) T a—w - nFi—a)
Des ist der Wert von Stieltjes.
Durch Gammafunktionen ausgedriickt hat ¢, die Form

M—o) @Crt+)In+o)

| % = "y e+ 2 —a)
Da aber nach der Stirlingschen Formel
M(z) = V2az (1 + &(2)),

(Lim a(x 0),

x=+x
80 ist
o )
WO

lim 8, = 0.

Ist @ eine positive Zahl, die 0 <w <1, so ist die Funktion

o

- absolut integrabel, und ihre Legendresche Reihe ist durch die

(1 — )

Stieltjessche Reihe (25) gegeben. Sie ist aber allemal divergent, wemn
-2— <o<l.
In der Tat, es sei 2 eine beliebige innere Stelle des Intervalles (—1, + 1).

Man betrachte das allgemeine Glied der Reihe (25)

¢, P, (x) = ¢, P,(cos p).
Da

2rQ
¢, = (r( )00)‘ Bu-1(144),

und da nach Laplace

P, (cosy) = 'nn:iny {cos [(n + -;—) y— %] + (1)}

wo
lim 8, = hm 17, (p) =

n=00
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80 1ist _
2r{— L N, = 208
¢, P, (cosy) = __<r_@:i’2 . V’m prpe {GOS [("+ 2) Y 4] +8,,(9’)} w2,
wo
lim &,(7) = 0.
Wenn also

20— 220
d h wz%, 50 werden die Glieder der Stieltjesschen Reihe mit wachsendem
» nicht unendlich klein, und folglich divergiert dz'e3 Reihe.
Wiihrend nun die Stieltjessche Beihe, wenn - <o <1, fir jedes z
divergiert, konvergieren nach meinem Satze die Holderschen Mittel sweiter

Ordnung fiir jeden Wert von x, welcher
—1<2 <.

Die Konvergenz dieser Mittel ist sogar eine gleichmdfige fiir
—1ZLz<La,

wo a eine belichige innere Stelle des Intervalles (— 1, 4 1) bedeutef.
Ich habe die Konvergenzverhiltnisse der Stieltjesschen Reihe fiir

O<m<~i—

nicht genauer untersucht. Soviel steht aber fest, da an der Stelle — 1
auch noch fiir
7Se<y

Divergenz herrscht. Das zeigt mit Leichtigkeit die asymptotische Formel

27) fir ¢,. Fir = geht die Stieltjessche Reihe in die bekannte
Reihe
1

VeYi—z
tiber, die ich in dieser Arbeit genau untersucht habe. Diese Reihe geht
fir 2 =—1 in die Reihe

1—14+1—1+4--.

iber und ist also an der Stelle 2 = — 1 in der Tat divergent. An einer
inneren Stelle des Intervalles (— 1, - 1) ist sie aber konvergent.*)

Po(2) + Py(a) + -+ Po@) + -

*) Sehr instruktiv ist es, die Stieltjessche Reihe

_r _1 N o(@+1) - (0+n—1)
A—z)® 90 =20(2 7% -4 1) A—o)G—a) - nFi—a) P,(x)
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§ 7.
Uber die Hélderschen Mittel nullter und erster Ordnung der Reihe

2‘) (2n+1) P, (cosy).

In diesem Paragraphen mochte ich auseinandersetzen, warum ich im
Falle der Laplaceschen Reihe gleich zu den Holderschen Mittel der zweiters
Ordnung iibergehen muBte.

Ich will also jetzt die Summen

8,(7) = 6,(7)
und die Summen

() = 52
der Reihe
2 (2n+1) P, (cosp)
n=0
untersuchen.

Ich stelle fiir ¢,(y) und 6, (y) asymptotische Formeln auf und be-
nutze zu diesem Zwecke die berithmte Darbouxsche Methode. [Loc. eit.]
Um diese Methode anwenden zu konnen, muB ich zunichst die

erzeugenden Funktionen der Folgen ¢,(y) und 6, (y) herstellen.
Da

(4

1— 22

= 2n +1) P,(cos p) 2"

(1—2z008y+zﬂ)% g( + ) n( 7) y
so ist

1 1— 2 %
. _ p o
1—2z (1-2zcos;:+zz)'§ g n(?’)

und

1 1—22 2” 0';(7/) 2n.

=9 (1—22cosy —l-z’)% -~ =0
Die erzeugende Funktion der Folge 6,(y) ist also

142
A(z) =
@ (1—2zcos;z+z2)“§’

mit der Binomialreihe
[-
1 ___'Zw(w—]-l)---(m-{—n—-—l)xn

A —a)” 1.2...;

n=90
in Bezug auf die Konvergenz im Intervalle —1 <2 <C1 zu vergleichen.
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und die der Folge 6,(p) ist

142 .
(1—2) (1 —2zcosy + z")%

u(e) =

Ich beschiiftige mich zuerst mit der Herleitung einer asymptotischen

Formel fir ¢.(3)- .
Es sei y eine beliebige, aber bestimmte Stelle im Innern des Inter-

valles (0, 7). Die erzeugende Funktion

142
A(z) =
) 1 — eiyz)% (1—-—e"‘"'z)%

ist nach Potenzen von 2z entwickelbar und hat den EKinheitskreis als
wahren Konvergenzkreis. Sie hat am Einheitskreise die beiden alge-

braischen singuliren Stellen
= p—t — pt
y =€ W’ 8y = € Y,

Um den ,Hauptteil“ von @,(y) zu bekommen, habe ich nun, nach der
Darbouxschen Methode, einfach

1477 1 1467 1
1— e‘%”)’% (1— e"”z)’% a— ew")% (1— e"”':a)’ZL

A7) =
(

nach Potenzen von z zu entwickeln. Der Koeffizient von 2 gibt den
gesuchten Hauptteil von ¢,(p).
Nach dem Binomialsatze ist aber

1 8:5-7T---(2n41) ,;
R — Y an s
(1-“3&’72)% 1+ +2“4‘6°" 2% ¢ z +
und
1 3:.5-7--2n41)
A ———————————— LI ) — y” .
@—ei7gt L+ Fegem aw ¢ 7T

Die gesuchte asymptotische Formel lautet daher

8.5-7---@n41)f 146" 1467
(O R R {(1 -e*”"’)%en o Q -—e”*'r)*}e Tt n,,(y)} ’

wo

lim 5,(y) = 0.

N=00

Ordne ich 'in der Klammer und fithre trigonometrische Funktionen ein,
so erhalte ich schlieBlich, mit Riicksicht anf die Wallissche Formel



106 L. Frsér.

- (2n—1

BT ) 1
.4-.6.-.. 2on =m(1+5n)

(lim ¢, = 0),

(28)  s,(7)=4a,(y)

_ Scos—g 3
———V% m)—%—'OOSI:(%-I—l)?‘—T +6n(7) )

wo 0,(y) fir limn =00 in jedem Intervalle : <y <zw—¢, (2>0),
gleichm#Big zu Null konvergiert.

Die asymptotische Formel (28) zeigt, daB die Folge der Partial-
summen s,(y) der Reihe

j (2n+1) P,(cos p)

fir jede innere Stelle des Intervalles (0, #) zwischen — oo und + oo
oszilliert. An der Stelle y =0 geht die Reihe in

14345+ +@nt1)+-

iber und die Partialsummen konvergieren zu + co. Fir y = x geht
gie in
1—34+5—-T+...

tiber und ihre Partialsummen oszillieren wieder zwischen — oo und -+ oo.

Die s,(y) der Reihe (5) haben also kein konstantes Vorzeichen im
Intervalle (0, x); sie haben veréinderliches Vorzeichen, und die Anzahl
der Vorzeichenwechsel wichst mit » iiber jede Grenze.

Ich wende mich jetat zu der Folge &, (). Die erzeugende Funktion
lautet

142 .

1—2) (1 — e"”z)% a— e‘”’z)%

Sie hat auf dem REinheitskreise die singuliren Stellen
g=e"', go=1¢7% g =1,

u(e) =

Der Pol z; =1 kommt aber, nach Darboux, bei der Frage nach dem
Hauptteil des Koeffizienten von 2* nicht in Betracht, weil hier die
Funktion y(#) von niedrigerer Ordnung unendlich wird als an den Stellen
24, 23, Man hat jetzt also

_ 1 —I—e"i" 1
2) = '
y’( ) (1— e—iy) a— e-—ﬂiy)% (1— 3“’5)%
n 14 ¢ 1

1—eéNd— e’“y)‘} . 1 — e“‘”z)%
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nach Potenzen von # zu entwickeln. Dies liefert die asymptotische Formel
@) () =

n-+1

4 cos e

- 1_— 2 cos[(n-l‘-;;“)?’—%’f]-[- 6:.(7)),

Vn V= sin _2’2__ . (2 gin y)%

wo
lim 6,(y) =0
fiir
eSySm—g, (e>0).
Diese asymptotische Formel fiir die Holderschen Mittel erster Ord-
nung s,(p) der Reihe (D) zeigt, daB auch die s,(y) veréinderliches Vor-
zeichen haben im Intervalle (0, x). Die Anzahl der Vorzeichenwechsel
wichst mit # ins Unendliche.
Ist 0 <y <wm, so zeigt Formel (29), daB

lim s, () = 0;

d. h. die Reihe (B) ist im Innern des Intervalles (0, x) tiberall einfach

summierbar und ihre Summe ist gleich 0. Diese Eigenschaft hort aber

an der Stelle y =z auf Dort geht die Reihe (5) in
1—34+5—-T+4---

iiber, die nicht einfach summierbar ist. In der Tat ist eine notwendige
Bedingung fiir die einfache Summierbarkeit einer unendlichen Reihe

0

:;u'n?

daB B
lim || =0
NnN=0od n
Hier ist aber
n=w M n=o n

Es ist interessant, mittels der Darbouxschen Methode einen asympto-
tischen Ausdruck fiir &7 (p) zu suchen. Die erzeugende Funktion dieser
Folge ist

1 1— 2 142

v(e) = 1—2)?

(1—2zcosy -+ z’)‘% - (1—2)2(1 —e“’z)’Ir 1— e"""z)% .

Diese hat am Einheitskreise die singuliren Stellen

2’1=6—W, 52='-8W, za= 1.
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Jetat fallen aber die Stellen 7, #, als Unendlichkeitsstellen niedrigerer
Ordnung neben #;=1 weg. Die zu entwickelnde Funktion ist jetst

einfach

o) 2 oy v 1
v(e) = (1—6”)% 1 — e""”)% a—2° 4 (sin-g—)3 (t—2?
Da nun )
D) = v ) (1 1)
4(8111'—{) n=0
so 1ist
6%(‘)’) _ 2 1 ’
(30) 1) (0 F2) ’“n+2(4(sinl)s+0'n(7)):
1.2 D)
wo
lim 0, (») =0
fiir )

Ly —¢ £>0).
Die asymptotische Formel (30) zeigt, daB die a7 (y) schon wesentlich anderen
Charakter haben als die 6,(y) und -6,(p).

Leider kann man aber durch diese asymptotische Formel die ¢/ (y)
nur fiir ein Intervall (¢, # —s&) beherrschen.*) Deswegen war ich ge-
gendtigt, bei Ableitung der Theoreme I und II des § 2 fiir ¢, () den-
jenigen Weg einzuschlagen, den ich eben in § 2 gezeigt habe.

Jedenfalls aber kommi durch die Anwendung der Darbouzschen Methode
die Tatsache sum Vorschein, daf bei der Laplaceschen Reihe die Holder-
schen Mittel zweiter Ordnumg eine ausgezeichnete Rolle spielen miissen.

§ 8.
SchluBbemerkungen. Probleme.

Die Holderschen Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe habe
ich, in einigen Arbeiten, zur Losung verschiedener Fragen angewendet.
Mit Hilfe der Holderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe
lassen sich nun gewisse analoge Fragen behandeln, die ich aber bei einer
anderen Gelegenheit auseinandersetzen méochte.

Weiter habe ich in dieser Arbeit die Konvergenz der (6, ¢) nur an
einer solchen Stelle (4, ¢) bewiesen, wo die Funktion f (0, @) stetig ist.
Die Folge s,(0, ¢) ist aber auch an solchen Stellen (6, @) der Einheits-
kugel konvergent, wo die Funktion eine Diskontinuitit aufweist, welche

*) Hier ist zwar ¢ eine beliebig kleine positive Gr6Be. Aber mit abnehmen-
dem & mub n vergroBert werden.
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der Diskontfinuitit des ,gewShnlichen Sprunges bei einer Funktion
einer Variabeln entspricht. Dies ist leicht zu beweisen.

Zum Schlusse mochte ich noch einige Fragen formulieren, die sich
dem Leser dieser Arbeit gewif von selbst aufdringen. Diese lauten
folgendermafen:

a) Existiert eine Funktion f(8, ¢), die auf der ganzen Einheitskugel
stetig ist, und fiir welche die Holderschen Mittel nullter Ordnung ihrer
Laplaceschen Reihe

(0, 9), 5.(0,9), -, 5,(0,9),
an einzelnen Stellen der Einheitskugel eine divergente Folge bilden? *)
b) Existiert eine Funktion f(0, @), die auf der ganzen Einheitskugel
stetig ist und fiir welche die Holderschen Mittel erster Ordnung ihrer
Laplaceschen Reihe

86(0; (P>, 3’1(07 90), Y 32(0) 9’), e
an einzelnen Stellen der Einheitskugel eine divergente Folge bilden?*¥)
Uberhaupt sollte neben der Konvergenztheorie der Hélderschen Summen
nullter Ordnung der Laplaceschen Reihe auch diejenige der ersten
Ordnung entwickelt werden. [Diejenige der zweiten Ordnung gibt vor-
liegende Arbeit.]

¢) Existiert eine Funktion f(0, ¢), die an einer Stelle (6,, ¢,) der
Einheitskugel absolut integrabel unendlich wird und sonst {iberall regulir
analytisch ist, fiir welche die Folge §,(8, @) tberall divergiert?

d) Existiert eine Funktion, die an einer Stelle (6,, p,) der Kugel
integrabel (aber nicht absolut integrabel) unendlich wird und fiir welche
selbst die Folge s,(0, @) iiberall divergiert? **¥)

Um diese Fragen zu losen, wird es gewiB zweckmiBig sein zu ver-
suchen, Legendresche Reihen (d. h. spezielle Laplacesche Reihen) der ver-
langten Eigenschaft zu bilden.

Klausenburg, den 17. September 1908.

* Die analoge Frage fiir die Fouriersche Reihe wurde bekanntlich zuerst von
Du Bois Reymond geldst.

*) Fir diese Frage gibt es bei der Fourierschen Reihe kein Analogon, weil fir
sie schon die s, (x) gleichmiBig zu f(z) konvergieren. (Math. Annalen, Bd. 58.)

#+) Bei der Fourierschen Reihe sind die Verh#ltnisse im Falle einer unendlich
werdenden Funktion geklirt. Ist f(x) an & = x, unendlich (sonst regulir analytisch),
dann ist die Folge s,(x) konvergent, wemnn f(x) absolut integrabel ist. Die Folge
8,(®) kann divergieren, wenn f(x) bedingt integrabel ist [Riemann]. Die Folge s,(z)
konvergiert aber immer, es sei f(x) an der Stelle # = x, absolut integrabel oder
nur bedingt integrabel. (Math. Annalen, Bd. 58.)




