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Einleitung. 

In der vorliegenden Arbeit verallgemcinere ich meine ffir die Fouriersche 
Reihe gefundenen Resultste auf die Laplacesche Reihe. 

Ptir die Fouriersche Reihe habe ich die ari~hmetischen Mit~el r  
Ordnung der Par~ialsummen un~ersuch~ und sie zur Behandlung ver- 
schiedener Fragen benu~zk 

Bei den Lap]aceschen und Legendreschen Reihenen~wicklungen spielen 
nun die arithmetischen Mi~el Cwei~r Ordnung eine analoge Rolle, wie 
diejenigen yon der ers~en Ordnung bei der Fourierreihe. 

Dies darzu~un is~ der Zweck dieser Arbeik 
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Ich seize nur  die Kenntnis der elemen~arsten Eigenschaften der Kugel- 
funl~ionen voraus.*) Die Konvergenztheorie der ari thmetischen Mittel 
zweiter 0 rdnung der Laplaceschen Reihe ist viel einfacher und durchsichtiger 
als die Konvergenztheorie der Part ialsummen selbst.**) 

w 

D i e  H ~ l d e r s c h e n  u n d  C e s ~ r o s c h e n  M i t t e l w e r t e  e i n e r  b e l i e b i g e n  
u n e n d l i c h e n  R e i h e .  

Es  sei 

(1) 
eine beliebige unendliche Reihe. 

Es  sei ferner 

, So -F- 8, -t- �9 �9 �9 -t- 8, 
S .  = n-{- 1 ' 

t t* 

. 8 o + S , + . . .  +s ; ,  
S. = =  n +  1 ' 

�9 �9 $ , �9 �9 

Die Folgen 

Uo + U,  + u ,  + . . . + u,, + . . . 

so, sl, s~, " ', S~, " "  

(H) l so, sl, ., 
I F  I F  F /  I I  

80, 81, S2~ "~ 8n, 

nenne ich, der .Reihe nach, H~ldersche Mittelwerte nulIter, erster, ~weiter, etc. 
Ordnung der unend~ichen t~eihe (1). 

Voriibergehend werde ich auch die Ces~roschen Mittelwer~e einer un- 
endlichen Reihe (1) betrachten. Diese sind folgendermal3en definiert. 

Es sei 
~ = % + u~ + . . .  + u , ,  

a;, = ao + a ~ + . . .  + ~ ,  
~o+~+ +~., 

*) In bezug auf die Literatur ver~eise ich auf die Enoyklop~die der Mathe- 
ms~ischen Wissenschaften, Bd. II 1, Heft 5: Theorie der Kugelfunktionen etc. yon 
A. Wanger in .  

**) Diese Arbeit ist ein (umgearbeiteter und erwei~er~er) Teil einer in ungarischer 
Sprache. geschriebenen Abhandlung, die am 6. April 1908 der Ungarischen Akademie 
tier Wissenschaften vorgeleg~ wurde. Eine kurze Zusammenfassung habe ich in den 
Comptes Rendus (3 f~vrier 1908) ver~tfentlicht. 
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Dann sind die Folgen 

'%, ~:t, r ~ , , " "  
4 61 O~ fin 

T ' - F '  - f ' ' ' "  n + i '  "'" 
( C )  , ,  , ,  , ,  , ,  o o 61 o~ o'~ 

T' -~ 6' "'" i~-i)(~+~)' "'" 
1.2 

dec Reihe nach die Oes~rosc]~ Mittelwerte nu~lter , erster , cweiter , etc. 
Ordnun 9 der tbihe (1). 

Es wird zweckmil~ig sein, auch den Folgen 

~o, ~i, ~,, "", ~,"" 
p p ~, 

01~ 6~ "''~ ~n~ "'" 
d(~ t n' �9 ~r*" 

~ O~ . . . .  

einen Namen zu geben. Ich nenne sie die zur Reihe (1) geh~rigen o-Bum- 
men nu~lter, erster, mweiter, etc. Ordnung. 

Aus den Defini~ionen folgt, dal~ im Schema (H) in den ers~en zwei 
Zeilen der Reihe nach dieselben Zahlen stehen, wie im Schema (C) in den 
ers~en zwei Zeilen. H/ngegen sind sehon die Zahlen der dri~bn Reihen 
ira allgemeinen voneinander verschieden. Z.B. is~ 

wghrencl das entmprechende 

is~, etC. 
Es babe die Po~enzreihe 

t! 

8 S 

q~(~) = % + ~ + ~ §  § ~m + . . .  

einen yon Null verschiedenen Konvergenzkreis. Da~n sell die Funktion 
~(e) die erzeugende Funktion der Zahlenfolge 

Uo, ~ ,  u2, " . ,  u~ ,  . . . .  , 

oder such dot unendlichen Reihe 

%§247247247 

heil~en. Kus dieser Funktion is~ es (nach airier Bemerkung yon Dirichle~)  
O0 

sehr leicht, die erzeugenden Funk~ionen der zur Reihe ~ Z ~= geh6dgen ~. 

Folgen herzulei~en. Es is~ n~imlich einfach ~=o 
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i-z~(~--2) = ~ a. r ,  
n----0 

0 0  

~(z) ~ , 
(I 2Z-~)~ = a. Z", 

n = O  

n = O  

Ich mache 
Bemerkung. 

Es sei 
(2) 

in bezug auf die a-Summon nur noch folgendo einfache 

uo + ul + us + " "  + u .  + . - -  

eine unendlicho Reflae, und 

~o, Vi, U~,..., U~,... 
seien ihre a-Summon nu//ter Ordnung. 

Es sei 
(3) Vo + vl +-v~ + . - .  + ~ + . . -  
eine andere unendliche Reihe, und 

t , �9 �9 �9 Vo, V1", V;,. ., V~', 
scion flare a-Summon erster Ordnnng. 

Es sei weiter 

(4) ~w.-~uovo+(%v~+u~vo)+...+(%v,+...+u.%)+... 
das Cauchysche Produkt der Reihen (2) und (3), and es solon 

Wo", W/', W~", W~', 
die a-Summon zweiter Ordnung dieser Reihe (4). 

Dann besteht fdgende Identit~t: 

(z) w; ' - -  Yor '+  ~iv;-1 + . . . +  y.ro'. 
Boweis. I)a 

so is~ 

~ w ~ z ' - ~  u ~  ~ �9 v , ,~ , 
n--O \ n = O  / 

2 1 1 1 
�9 w i i  - -  

'~=0 ~----O 
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oder 

L. F~.J~R. 

Daraus folg~ schon ersichflich die Iden~itiit (J)*). 

w  

Untersuchung der H~lderschen ~ittel zweiter 0rdnung fiir die 
GO 

spezielie Legendresche Reihe X (2n + 1) P~ (cos ?). 
n = 0  

Fiir die folgenden Untersuchungen sind grundlegend gewisse Eigen- 
schaf~en der unendlichen Reihe 

(5) to(cos ~) + 3~(~os ~)+ �9 �9 �9 + (2n+ l) P.(cos ~) +.... 

ttier bezeichne~ P~(x) das zum Index n geh~rige Legendresche Polynom. 
Die Folge dieser Legendre-Polynome is~ dureh die erzeugende Funktion 

1 r.  @) Z n 

n = 0  

definier~. Im Nenr:er sell jener Zweig der Quadra~wurzel genommen 
werden, der fiir z = 0 gleieh + 1 wird. 

Under ? verstehe ich eine reelle Variable, die sieh im Intervalle 

beweg . 
Zur vorl~ufigen 0rien~ierung bemerke ieh gleich, dab die Reihe (5) 

in der Theorie der Laplaceschen P~eihe eine analoge Rolle spielS, wie 
die Reihe 

1 (6) -~ + cos r + cos 2?  + . . .  + cos n ?  + �9 . .  

in der Theorie tier Fourierschen Reihe. 

*) Self elem Erschelnen meiner Arbeit in den 1Vfath. Annalen Bd. 58, 1908, sincl 
tiber die H~ldersche und Ces~,rosche Summabilit~t einer allgemeinen Reihe 

~ o + ~ + . . . + ~ , + . . .  
und tiber den Gre~zwert det f ~  t > 0 konvergen~en 1Reihe 

~o f~(t) + u~ f~ (t) + . . .  + ~.f.(t) + . . .  
(f,, co) ----- 1, f~r ~ = o, 1, 2, ...) 

fiir lira t~-+-0 verschleflene, den Gegens~and wesenflieh f6rdernde, Arbeiten ersohienen. 
Ich erwi~ne diejenigen yon T.J. I'a. Bromwich ,  G. H. Ha rdy ,  K. Knopp ,  C. 1W. Moo~e, 
M. Riesz ,  "W. Behnee. 
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V o n d e r  Reihe (6) habe ieh folgende zwei Eigenschafbn bewiesen*): 
1. Die HSlderschen Mittel erster Ordnung s~(~,) der Reihe (6) s ind 

fiir jedes reelle r u n d  fiir jeden Wert des Index n nichtnegativ. 
2. Es ist lim s'n(7) ---- O, wenn 0 < 7 _--< z. _h_u$erdem, wenn ~ e i n e  

beliebige innere Stelle des Intervalles (0, =) bedeubt, so konvergieri s'~(7) 
fiir lira n = oo gleichmLiflig zu Null im lntervalle ~ <= 7 <= ~. 

Ganz analog gel~en nun fiir die Reihe (5) folgende zwei S[itze: 
T h e o r e m  I. Die H61derschen Mittd zweiter Ordnung s'~'(7 ) der 

l~eihe (5) sind /iir jedes reelle ? und fiir jeden Weft des Index n nichtnegativ. 
T h e o r e m  II. Es ist lims~(7)----0, wenn 0 < 7 < = ~ .  Auflerdem 

~ o o  

konvergiert die Folge der s'~'(7 ) gleichm~flig zu _hTull in jedem Intervalle 
e ~ 7 <= ~, we e eine beliebige innere SteBe des IntervaBes (0, ~) bedeutet. 

Die in den Theoremen 1, II gegebenen Eigenschaflen der H~ilder- 
folgen s~ (7) der Reihe (5) sind ftir das Folgende sehr wich~ig.**) 

Um diese Theoreme zu beweisen, sblle ich die Reihe (5) als 
Cauchysches Produkt zweier unendlicher Reihen dar. 

Bekannflich is~ die erzeugende Funktion der Reihe (5) 

1 - ~ ,  = ~ ( 2 ~  + i ) P ,  (r ~)~". 
(i- ~z cos r + ~')~ ~=o 

Diese zerlege ich nun folgenderweise in zwei Faktoren: 
1 --  z ~ 1 1 --  z ~ 

( i_~zcosT+z~)~ l / i _  ~z cos~,+z, i - - 2 z c o s T + z '  

Es ist aber 

1 = /:)o( cOs 7) + /9~( cOs ~')~ + ' ' "  + /~ COs ~') zn + ' "  "' 
V1 - -  2zoos ~ , +  z' 

u n d  

) l _ ~ z c o s v  + z ,  :=- 2 + z c o s T + ' ' ' ' 4 - ~ " c o s n T 4 - ' ' "  . 

Ieh erhalb also folgendes Resultat: 
D~ zu unbrsuehende l~eihe 

/st, ,/as 
(~) 

(s) 

i% (~o~ ~) + ~Pi (~o~ ~) + . . .  + (~+ i) ~. (~o~ ~) + . . .  
Gauchysche Produ~ der beiden unendlichen Beihen 

Po (cos ~,) + P~ (cos ~,) + . . .  + P,, (cos ~,) + . - . ,  

~ (~- + cos ~ + . . .  + cos ~ ,  + . . . ) .  

*) Comptes Rendus, 1900, 2i~me semes~re; ]~Iath. Annalen Bd. 58, 1904, 
**) Ira w 7 werde ich zelgen, dal~ die H(ilderfolgen nulI~er und ers~er 0 rdnung  

diese Eigenschaf~en der s'~ (7) nicht besi~zen. 

Mathematische ~unalela. LxxrIL 6 



Ich beweise die Theoreme I und II zungchs~ fiir die Folge der 
Ces~.roschen Mi~telwer~e zweiter Ordnung der Reihe (5). Die Gtil~igkeit 
der Theoreme fiir die Hiilderschen foIgt dana nachtriiglich sehr leicht. 

Es bezeichne 

(9) Uo(7), UIO'), "" ", U,(7), " . .  
die 6-Summen nullter Ordnung der Reihe (7)~ und 

(10) Vo'(~), L'(r), '" ", L'(r), "'" 

die ~'-Summen erster 0rdnung der Reihe (8). 
Weiter bezeichne 

�9 , . ( ~ / t  ~ �9 �9 . ( 1 t )  ~'(~'), ~;'(~,), , ~ ( r )  

die o'-Summen ~eiter  0rdnung der Reihe (5). 
Dana erhalten wit, mit Benutzung der Identit~i~ (J), 

(1'~) ~'(r) ~ V-o(~) v;(~) + r]l(~) v,:_~(r) + . . .  + ~ ( r )  Vo'(r). 
Ich behau2te nun, daft sgmtliche Glieder der Folgen (9) und (10) nieh# 

negativ sind, welchen reelle~ Weft die Gr6fle 7 auch babe. Daraus folg~ 
dann, mit Rttcksicht auf (12), dasselbe ftir die Folge der a~'(7). 

Urn diese Eigensehaft der Folgen (9) und (10) zu beweisen, schicke 
ich eine Bemerkung voraus. Sie bezieht sich auf eine merkwtirdige 
Eigenschaft der Summe 

(13) s = sin x + sin 3x + . . .  + sin ( 2 n +  1)x. 

l~ulliloliziert; man die beiden Selden der Gleichung (13) mit; 2 sin x, 
so erh~il~ man, mi~ Rficksicht auf 

I~ sinx s in (2k+  1 ) x ~  cos 2]cx -- cos 2 ( k +  1)x, 

2 sin x. I~ (x) ---- 1 -- cos 2 x + cos 2 x -- cos 4 x + .. + cos 2 nx  -- cos ~ (n + 1)x 
= 1 -- cos 2 ( n +  1)x. 

Folglieh*) is~ 

(14) ~.(x) = ("~ (~+~)~)' 
s i n  x " 

Die Gleichung (14) zeigt, dag 1~(x) dieselbe Vorzeicheneigenschaf~ 
ha~, wie sin x selbst; n~imlich l~(x) ist im Intervalle (0~ g)nichtnegaliv, 
im Intervalle (~ 2~) nich~ositiv etc. 

*) Die Relation (14) kaun man vielleizht am leichtesten in der Form 

sinx sinSx sin(~n+l)x [sin (n+ 1)x~S 
sin X -t- sin x F ' ' "  ~ sin ~ -~- \ - ~ - n  x / 

behaI~en. 
Sie is~ eine Yerallgemeinerung der folgenden Relation, in welche sle ffir $ ~ 0 

~ibergeh~ 
1 + 3 --i . . . .  + (~n+  l ) = } ( ~ +  1)~ 
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Dies vorausgeschicki, wende ich reich zur Folge (9). Ich will, wie 
schon bemerk~, zeigen, daft 

~;~(r) = ~0 (cos ~) + ~ (cos r) + . . .  + P~ (cos r) 
fiir jeden Weft des Index n und fiir jeden ~'eellen Weft des Argumentes 7 
nichtnegativ ist. 

Nach der bekannten Formel yon Mehle r  ist n~mlich 

2 / * s i n  (2n+ 1) ~ dt 

Diese Formel ist ffir 
n = 0, 1, 2 , . . . ,  

und f~r 
0 < 7 < ~ r  

gtiltig. Die Quadratwurzel des ftir 7 < t ~ ~r 
2(cos ~,--cos t) is~ positiv zu nehmen. 

Es is~ daher 

positiven 

/~0 (cos r) + r~ (cos r) + " '  +/',~ (cos 7) 

2 _ / s i n  

V~ (cos r --  cos t) 

t t 2 + sin 3 -2- + . . .  + sin (2n+ 1) -~ 
dr. 

Radikanden 

Wenn ich nun Gleichung (14) in Betracht ziehe, so erhalte ioh folgen- 
des Resultat: 

(15) b: (r) ffi Po (cos r) + ~ (cos r) + . . .  + p~ (cos r) 

Ve (cos cos ~i s in  -2- 7 
$ 

Integrand im Integrationsintervalle nichtnegativ ist, so v~(r) 

6* 

i n  

resp. in 
1 + 1 + 1 + . - . ,  

Da der ist 
ftir 0 < ~, < x positiv. Da weiter U,(y) ffir jeden Weft yon ~, s~e~ig is~, 
so babe ich bewiesen, daft U~(7) fi~r ~edes n und 0 ~ 7 ~ ~r nichtnegativ 
ist. "~brigens l~Bt sich die Frage ffir die Endpunkte 7 ~ 0 und 7 ~ ~r 
auch leieh~ direki erledigen. Fiir diese Punkte gehi n~mlich die Reihe 

~o (cos r) + P1 (cos r) + . -"  + ~ (cos r) + . . .  



tiber. 
Ich wende reich jetzt zur Folge (10). 

1 - - 1 + 1  . . . .  

SiLmtliche Partialsummen dieser geihen sind nichtnegativ.*) 

i sin <n+ I) { - )  ~. 
(16) 17'(~,) = ~r0(y ) + . . .  + V n ( 7 )  = ,. sin 

Die Glieder der Eolge (10) sind also auch nichtnegativ. 
Schliet~li~h ist also, mit gticksich~ auf (12), bewiesen, dal3 die ~ ( r )  

der geihe (5) nichtnegativ sind, womi~ der Beweis des Theorems I fiir 
die Ces~rosche Folge zweiter Ordnung der Reihe (5) geliefert ist. 

Nun gehe ich zum Bewoise des Theorems II fiber. F(ir die Cesgrosche 
Folge zweiter Ordnung formuliert, lautet dieses Theorem folgendermai~en.: 

so ist, mit Rii~ksicht auf (14), 

Da bekanntlich 

sin (2 n + 1) 

sin Y- 
2 

lira g~ (}') = O, ~__. (~+  i ~ N +  ~.) 

*) Im Briefwechsel zwischen Hermi~e und S t i e l t j  es (Correspondanco d'Hermi~e 
eh de S~iel~jes, publide par les soins de B. B a i l l a u d  et H. B o u r g e t ,  1905, Gauthier- 
Villars, 2 Bgnde) fin4e~ man auch eine Formel fiir die Summe der ersten (n+ l )  
Legendre-Polynome. In einem yore 9. Mai 1890 datierten Briefe (Bd. 11, p~g. ~3 der 
genannten Ausgabe) gibt Hermite fiir die fragliche Summe eine Formel, die in 
meiner Bezeichnung folgendermal~en lautet: 

7 

i //'s sin(n+l)tdt 

G(~) = -~ in ~ V~ (oos ~ - cos ~) 
o 

Er finde~ cllesen Ausdruok, indem er ftir Pn(cos 7) diet ebenfalls yon Mehler her- 
ziihrende, Formel 

y 

2 [ c o s  (,r -~- 1) ~ .d~ 

o 
zugrunde legK Die Eigonschaf~ der Un(~,), ftir jeden Wer~ yon 7 nich~ negativ zu 
sein, kommt abet bei der Hermiteschen Formel nieht  zur Evidenz. Der Integrand 
des Hermi~eschen In~eg~ales hat ni~mlich im Integra~ionsin~ervalle ein verttnderliches 
Yorzeichen, so dal~ man aus seine~ Formel tiber das Vorzeichon yon Un (7) ~ wenigs~ens 
umniti~elbar - -  niches schlieBon kann. 
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und zwar gleichmi$ig im Intervalle 

wo ~ eine beliebige innere Stelle des In~ervalles (0, g) bedeubK 
Wir beachten wieder die GMchung (12) und besch~if~igen uns, dieser 

gem~i$, wieder mit den Folgen U,(7) und V'(7). 
Da nach (16) 

~)~ sin (n+ I) -2 

so ist 

(17) 1 r;(r)l = r;(y) < 7)~' 
sin ~- 

d 

0 < r _ < x  

n =  0, 1 ~ ,  .'..)" 

Die Kurve i ist daher im Intervalle (0, x) eine Majoranb s~imtlicher 

Kurven V~(~,). Die Ordinate dieser Majorantenkurve is~ fiir 7 ~ z  gleich 1. 
Wenn ~, yon x an abnimmt, so wiichst die Ordinate der Kurve monobn 
mid konvergierl zu + c~, wenn 7 zu Null konvergiert. 

Andererseib ist~ wie ich gleich beweisen werde, 

2 
(is) i G(r)l = G(~) < ~, 

(sin ---~ ) 

Die Kurve 2 

sin -~)~ 

n o < y g ~, 
_-o, 

sbll~ also eine Majoranb siimtlicher U~(~) dar. 

Sie b~ iitmlich gebau~ wie die Majoranbnkurve der V~(7). 
Es sei nun ~ eine beliebige, aber bes~immte Zahl hn Innern des 

Intervalles (0, ~). Dann ist nach den Ungleichungen (17) und (18) 

mid 

G(r)_S 

r~(~) =< (~n i 
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ftir 
~ 7 ~ ,  

n ~ 0, 1, 2, �9 . . .  

Auf Grund yon (12) erhaRe ich daher 

],~,' (r)] = o'~ (r) < (~ + i) 

oder 

(19) 

2 1 

(sin 2 ) ~  " (sin 2 )  ' '  

f l i t  

n ~ O, 1, 2, 3, . . . .  

Schliel~lioh habe ich also such das Theorem II fib die Ces~rosche Folgo 
zweiter Ordnung der Reihe (5) erwiesen, da doch aus der Ungleichung (19) 
unmRtelbar 

I t  

lim % (7) = 0 
.=~ (n+l)(n+2) 

1-2 

folg~, und zwar gleichm~l~ig im Int.ervalle (e, ~). 
Ich habe aur noch den Bowels der Ungleichung (18) 

~.(r) = Po (cos r) + P1 (~os r) + . . .  + P~ (cos r) =< 

nachzuholen. 
Zur Abschitzung yon U~(7) benu~ze ich meine Formel 

( 1 5 )  ~ "  ( r )  ~ * ] ]' 

sin ~- ]/2 (cos 7 ~ cos $) 

E ior bedeub~ 7 e ine innere  Stolle des Intervalles (0, ~). 
Nun ist 

oder such 

2 . 1 f ] /  dt 
2 r 

- -  7 ~ - 7  + 7  

Y 
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Da ~ber 0 < ~, < ~, so ist, wie auch geometrisch leicht ersichtlich, ftir 

O < ~ , < t < _ ~  
jedes t, das der Ungleichung 

genfigt, einerseits 

und andererseits 

s i n - - g - ~  ~ ~ -  ~' t - -  

sin t --{- ~, > sin r .  
2 2 

Daher ist 

oder 

7Z 

g 

}, 

2 1 . . ] / ~ . .  _ 1 

sin 
2 

sm 
2 

u,,(r) < s 

(o<~<~). 

Dsraus endlich, zufolge der Stetigkeit yon U,(y), 

(o<r___~). 
"Damit ist Ungldehung (18) bewiesen. 

Im gorhergehenden babe ich die Theoreme I und II fiir die 
Ces~rofolge zweiter Ordnung tier Reihe (5) bewiesen, aetzt zeige ich mit 
Leichtigkeit, wie aus dem Bewiesenen die Gtiltigkeit derselben Theoreme 
fiir die HSldersohen Mittel zweiter Ordnung folgt. 

Yilr eine beliebige unendliche Reihe ist 

4 +d  4 
,, T" T + ' K + " ' + n + - - - ' ~  

S n  == ~ - { - 1  - -  " 

Nun ist sber weiter 

�9 r l  I I  
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folglich ist 

8 ~ -  

g t II II It tl 

1 2 g n + i  

Es ist daher fib eine beliebige unendliche Reihe 

II Ff gg f f  

6o ~_ + " "  + ~ ( ~ + i )  + ~ + l  . 1 �9 2 
8n 

Wendet man diese Iden~i~ii~*) ~uf die Reihe (5) an, so erhiilt man, On 

4 ( r ) ,  4 ( r ) ,  �9 � 9  o "  ( r ) ,  �9 �9 �9 

alle nich~nega{iv sind, dab aaeh die Glieder der Folge 

s~(r), si'(r),..., < ( r ) , . . .  
alle nieh%negativ sine 

Weibr  ist 
t t  

60 
, ,  1 ' 2 

8n 

Ip 

~ + ~ . 8 + . . . +  

n + i  

Da aber ftir , ~ ~, _<_ z gleichmiLtiig 

lira ~-~(7) 
,_~ n ( n +  l) 

I I  

an-1 
n(n + i) + 6;~ 

(n + 1)' 

nt~') ~ O, = lira (n + 1) ~ 

so is~ fiir die Reihe (5) aueh 

lira s~(r) ---- 0, 

u. z. gleiehmlil~ig im Iutervalle e =< 7 ~ z.  Hier bedeu~et e wieder eine 
beliebige innere Stone des Intervalles (0, z).**) 

1)amit sind die Theoreme I und I I  fiir die H6lderschen Mittel 
mweiter Ordnun# der vmendliche~ l~eihe 

O~ 

n=O 

volls~'ndi# er, oiesen. 

*) Dieme Identitf~ hat ,  ungei~hr zur gleichen Zei~ mit mi:r, ~.ueh B ~ o m w i c h  
gefunden. S. Ma~h. Annalen, Bd. 65, pag. 265. 

**) Das le~z~e Ergebnis folgt auch aus einem allgemeinen Sa~z von W. Schnee ,  
demzufolge die H~lderschen und Ces~rosohen Grenzwer~e aller Ordnungen einander 
gleich sin& (iYIa~h. Jnn~len, Bd. 6q.) 
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w 

D i e  a l l g e m e i n e  L a l ) l a c e s c h e  R e i h e .  

Die Punkte des Raumes seien durch die rechtwinkligen Descartes- 
schen Koordinaten x~ y, z bestimmt. Man betrachte jene Kugelflilche K, 
deren l~Iittelpunkt im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegl und 
deren Radius gleich 1 ist. Ein Punkt der Kugelfl~che/C wird, in iiblicher 
Weise, durch seine geographischen Koordinaten eharakterisiert. 0 be- 
zeichne die Poldistanz, r die geographische Liinge irgend eines Punktes. 
,,S~ahl des Punktes (0, (p)" nenne ich jenen geradlinigen HalbstrahI, der 
yore Anfangspunkte des Koordinatensystems ausgeht und (lurch den Punk~ 

Es sei nun f(O, ~) eine ftir jeden Punkt der Einheitskugel K ein- 
deutig definierte Funktion, die die beiden folgenden Eigenschaften besitzt: 

a) sie bleibt dem absoluten Betrage naeh auf der ganzen Kugel 
kleiner als eine positive Zahl M, 

b) sie ist fiir die ganze Kugelfliiche im gewiihnlichen (Riemannschen) 
Sinne integrierbar; d. h. 

. ( f  f (o, do 
l l  

existier~, wo do das Fli~chenelement der Kugel K bedeutet. 
Zu einer solchen Funktion f(O, qp) gehii1% eine ganz bestimmte un- 

endliche Reihe, die sog. Laplacesche Reihe. Diese lautet folgendermaSen: 
mo 

(2o) f f  f(o', r 
n = O  .,r/" 

Hier bedeutet .(0", r irgend einen Punkt der Kugelfliiche, do' das 
zugehSrige Fli~chenelement. Weiter bedeutet y jenen Winkel, den die 
Strahlen der Punkte (0', q~') und (~, r miteinander bilden.*) Folglich ist 

cos ~, = cos 0 cos O' -f- sin 0 sin O' cos (r (p) 

= cos 0 cos O' + sin O cos r sin O' cos (p' + sin 0 sin q sin ~' sin (p'. 

P.(eos ~,) bedeutet, wie frfiher, das zum Index rt geh~rige Legendresehe 
Polynom. 

Es sei nun (0, r eine solehe S~elle der Kugel, wo die Funk~ion 
f(O, ~) stetig ist. Dann gilt folgender Satz: 

Die ~ur 2'unktion f(O, ~) geh6rige La~lacesche l~eihe (20) ist im 
Stetig~its~un~e (0, (p) im tTdlderschen Sin~e summierbar, u. ~. yon der 

I)ieser Winkel kann stets der Bedingung 0 _~ ~ _~ x gemhB gew~hlt werden, 



90 L. F ~ .  

zweiten Ordnung, und ihre Summe ist gleich f(O, ~). 
gedriicl~t " 

~m s" (o, ~) = f (o, ~) ,  
7 ~ o 0  

WO 

In Formeln aus- 

s;'(o, ~), si'(o, ~),  . . . ,  s:'~e, ~),  . . .  

die tJFdldersche Folge zweiter Ordnung der La2laceschen Beihe (20) bedeutet. 
Bewei s :  Zua~ehs~ is~ evident, d~13 

K 

we s~(7) , wie frtther, das zam Index n gehiirige ft61dersche Mi%tel 
zw.ei~er Ordnung der Reihe 

ao 

(2 .  + 1) P~(eos r) 

bedeu~e~. 
Man beschreibe urn den Punkt (0, ep) auf der Kugelit~iche K einea 

kle inen Kreis mit dem sph~irischen Radius ~. Dieser kJeine Kreis ~eil~ 
die Kugelfliiche K in zwei Teile. Der eine Teil, welcher den Punkt 
(0,  ~)  enth~l~, heine ~ ,  der andere g , .  

Dana ist 

xl 

+  ,flff(o', 
x ,  

= org + J~'. 

Das lmtegral J~' konvergiert ftir lira n ~ ~ zu Null. Das folg~ aus 
Theorem II des w 2, n,eh wdehem s:(7) ftir lira n = c~ gleichmiigig 
zu Null konvergier~, wenn e ~ 7 ~ ~r. 

Es sei nun 6 eine beliebig kleine, aber bestimm%e positive GrSfie. 
Dann  liil~% sich, zufolge der S~etigkeit yon f(O, ~), dot sphiirisehe Radius 
gewil~ so klein wiihlen, dab stets 

I f(o; ~') - f(O, r ~ $, 
wenn (0', r einen beliebigen Punk~ yon K~ bedeutel. Ich denke mir 
nu~  e dieser Bedingung gemiiB gewiihlt. 

Da nun laut Theorem I des w 2 ads HSldersche )Iittel s~(7) niemals 
negat iv  ist, so kann ieh auf J~ den ersten Integralmittelwertsatz aa- 
wenden und erhalte 

)ff ( s;: j~ = i f (o ,  ~) + ~ 7) do', 
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wo gewil~ 

Da aber (laut Theorem II des w 2) 

so kann ich 

wo gewit~ 

wenn nur n genfigend 
Nun ist aber 

auch folgende (}Ieichung schreiben: 

,, 1 / ~ p  ,, s,,(o, q,) = (f(o, q,) + ,i~) . - - ~ M s , , ( r )  do', 
K 

grol~ ist. 

Laut Definition yon s~(r) 

i / ' ~ i  ~ ,, 

K 

ist n~mlich 

= 1 .  

s"(r) = 1 + c~,(co~ ~) + . . .  + c~P.(co~ r), 
wo q ,  c , , . -  , c. (iibrigens positive und rationale) Konstanten 
Welter ist nach der 

Folglich ist 

Grundeigenschaft der Kugelfunktionen 

,(fi~(cos ~) do' ffi o, 
K 

( k =  ~, 2, 3 , . . . ) .  

bedeuten. 

1 / ~ P I ,  1 f f  ~ j  j s~(~) do' = ~ do' -- 1. 
K K 

ich erhal~e also schlieBlieh 

I<(o, ~) - f (o ,  ~)1 _-< ~ ,  
wenn nur n geh~rig groB ist. 

Damit ist die Konvergenz der tt6~derschen Mittel zweiter Ordnung der 
Zaplaceschen l~eihe (20) zu f(O, ~) dargetan.*) 

Ist die Eunktion auf der ganzen Kugd ausnahmslos stetig, so konver- 
gieren die zur Laplaceschen igeihe (20) gehiSrige~ tTSlderschen Mittd zweiter 
Ordnung s~(O, ~) auf der ganzen Kugd gleichm~iflig zu f(O, r als Grenz- 
function. 

*) Das Theorem is~ ~uch gtil~ig ffir das Ces~rosche Mi~el zweiter Ordnung. Mir 
erseheinen ~ber die HSldersehen Mittel insofern interessanter, als sie durch mechanische 
Wiederholung des einfachen, ansch~ulichen und aUgemein wichtigen Prinzips des 
gewShnlichen ari~hme~ischen Mittels ~ ohne irgendwelche rechnerische Willkiirlich- 
kei~ ~ en~stehen. Uns~reitig sind aber die H01derschen Mi~tel h0herer Ordnung 
praktisch schwerer zu berechnen als die Ces~roschen. 
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Dies is~ aus der soeben gegebenen Argumentation leicht ersich~lich. 
Ist f(O, q~) blofl auf einem Teilgebiete I '  der Kugel stetig, so konver 

giert sT,(O, Cp) gleichmdfiig zu f(O,(p) in jedem Gebiete I'1, welches voll- 
st~indig im Innern yon T liegt. 

Diese Si~tze enthalten einen neueu Beweis des Weierstra/Jschen Satzes 
~ber die gleichm~/3ige und beliebig fei~e Approximation einer stetigen Funktion 
zweier Variabeln f(O, cp) dutch analytische Funktionen (oder Polynome) 
derselben Argumente. 

folglich erh~l~ man 

" / 0  Ich kehre jetzt zu den s~[ ,  (p) zuriick. Die HSlderschen Mittel 
zweiter Ordnung s~(O, 9) der Laplaceschen Reihe haben eine merkwfirdige 

' 0 Eigenschaf~, die im allgemeinen den s,(O, 9~) und den s,( , q~) nicht zu- 
kommt. Es sei wieder f(O, ~) auf der ganzen Kugel endlich und inte- 
grabel. Es bezeichne M die obere Grenze und m die untere Grenze yon 
f (O ,  ~f) auf der ganzen Kugel. Dann ist 

m ~ s~(O, ,~) ~ M, 
und zwar fiir 

n = O, 1, 2, 3 , . .  �9 

und fiir beliebige Werte yon 0 und qJ. 
In tier Tat ist 

. 1 f y  
s,(O, ~) = ~ f (O', ~') s: (7) do'. 

K 

Da abet s~(7)~ 0 ftir jeden Index n und ftir jedes 7, so ist 

K K 

Nun ist abet, wie ich sehon bemerkt babe, 

1 ,t 
~ f f  s.(r) ~o'= 1, 

1( 

m < s:(O, ~) <= M. W . z . b .  ~. 
Dieser Satz fiber die s~(O, ~) der Laplaceschen Reihe is~ analog 

einem Satze, den ich fiber die s'~(x) der Fourierschen Reihe einer im 
Intervalle (0, 2z) endlichen und integrabelen Funktion f (x)  gegeben 
habe. Ich babe n~mlich bemerkt, dab 

~i r  

und 

m _< s~ (x) =< M 

n = 0 ,  1 ,  2 ,  . . .  
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Wiihrend also flit eine im Intervalle (0, 2z) endliche und stetige Funktion 
die Folge der Fourierschen Par~ialsummen 

8 0  ( x ) ,  �9 �9 - 

sogar zwischen --~x~ und § cx~ oszillieren kann, liegen die HSlderschen 
Mithel erster Ordnung s:~ (x) der Fourierschen Reihe alle zwischen m und M. 

Analoges gilt nun, wie ich eben bewiesen habe, fiir die HSlderschen 
Mit~el zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe ether auf der Kugel 
definierteu, endlichen und integrabe]en Funktion.*) 

~) Auf pag. 36--51 meiner fr(iher zi~ierten ungarischen ArbeR babe ich die 
Hblderschen 1Vlittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe,  und die HSlderschen 
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen t~eihe auf Fragen angewende~, die L a n d a u  
und C a r a t h 6 o d o r y  im Zusammenh~nge mit dem Picardschen Satze aufgeworfen 
haben. Dabei komm~ gerade die im Tex~e bewiesene Ungleichheitseigenschaft  der 
H51derschen Mittel in Betracht,  und nicht  etwa ihre allgomeinere ,,Darstellungskraf~" 
(oder , ,Konvergenzf~higkeit"). 

Ich will hier nur den Gedanken mitteilen. Es set 

u(r, r ---- a o ~- (al cosq0 ~ b 1 sin r ~- . . .  ~- (% cos nqo ~ b n sin hop)r" ~ �9 �9 �9 

die Entwicklung emer harmonischen Funktion zweier Variabeln in Polarkoordina~en. 

Ich de~ke mir n~r 
a o ,  t~ l ,  b l ~  . . . ,  r b y  

gegebe~, ~tnd f'r~tge nach ether unteren 5chranke yon Max u(r, qJ), und nach einer oberen 
Sc]~ranke yon Min u (rl cp). r = o .2 tt 

(p = O . . '2 t t  

Die dutch die Daten bestimm~en Darbialsummen 

(21) sr(r, q~) -~- ao ~- (al cos q~-b l  sin q~)r -~ . . " -~- (ay. cos uq~-~by, sin uq~) ry" 

(z ~- 01 1, 2, �9 �9 ~) 

sind zur Beantwortung der Frage direk~ ~icht geeigne~, hingegen s i n d e s  die dutch 
die Daten ebenfalls best immten HSlderschen Mittel 

s'z(r , cp) x ~ 1 u 1 (azcosuq~_~_btsinuq~)ry., = ~ + 1 ao + ~ _~-~ (a, cos ~ + b~ ~in q~)~ + - . .  + ~ 

(x = 0, 11 2,. �9 ~) 

wohl. Nach dem S~ze  des Texles ist ni~mlich 

Min u (rl q~) ~ s~. (rl r ~ Max u (r, r 
( p = 0 . . . 2 7 t  - -  --~---0...2~ 

Diese Ungle ichung ist ffir jecles r g~iltig, und ffir jedes r, das kleiner is~ als 4er 
wahre Konvergenzradius der Reihe (2@ 

Die harmonische Funk~ion dreier V~riabeln ]i~l~t sich analog behandeln,  indem 
man die H~ilderschen Summen zweiter Ordnung ihrer L~pl~ceschen Entwicklung zu- 
grunde leg~. Mi~ Leich~igkei~ ergibt sichl unter  andereml der Satz, da5 eine, im 
ganzen I4aume (x, y, z) regulate ,  reelle harmonische Funktion dreier Variabeln jeden 
redle~ Wef t  annimmt. Aus  den ersten ~ntwicklungskoeffizienten ihrer Laplaceschen 
Y~eihe ~5fit sich auch ein I~adius t~ angeben, so daft innerha]b der Kugel mit dem 
_Mittelpunkte (0, O, O) und dem ICadius t~ ein vorgeschriebener Weft  A auch wirklich 

angenommen wird. 
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Im vorhergehenden war die Funktion f(O, ~) ste~s als endlich 
vorausgese~zt. 

Ich gehe jetzt zu dem Falle fiber, in welchem die Funktion f(O, ~) 
an einzelnen isolier~en S~eUen der Kugel unendlich wird. 

Wie sind die Konvergenzverh~ltnisse bei der Fourierschen Reih% 
wenn die Funktion unendlieh wird? 

Riemann gab das Beispiel 

f ( x )  = c o s  , 

1 0<x~2~, 0<v<-ff. 
Die Ftmktion f(x) wird in diesem Beispiele an der Stelle x = O 

integrabel unendlieh und ist sonst regulKr analytisch. Ihre Fouriersche 
Reihe existiert, ist abet, wie Riemann naehgewiesen hat, im ganzen 
Intervalle (0, 2=) divergenk Hingegen konvergieren die HSlderschen 
Mitt~l erster Ordnung der Fouriersehen Reihe*) innerhalb des ganzen 
Int;ervalles (0, 2z). 

Die Riemannsehe Funktion ist an der Stelle x = 0 (an weleher sie 
unendlieh wird) zwar integrabel, aber nicht absolut integrabel. Hingegen 
ist fiir eine im Intervalle (0, 2g) analytische, und an einer endlichen 
Anzahl yon S~ellen dieses IntervaUes absolut integrabel unendlieh werdende 
Funk~ion die Fouriersehe Reihe (mit Ausnahme der Unendliehkeitsstellen) 
liberall konvergen~. 

Bei der Laplaeeschen Reihe sind nun die Verh~ltnisse sozusagen 
hoeh eSwas ungiinstiger. Selbst wenn die Funktion f(O, ~) an einer 
Stelle der Einheitskugel absolut integrabel unendlich wird (und sonst 
z.B. tiberall analytisch regular ist) kann die Laplacesche Reihe dieser 
Funktion auf der ganzen Kugel divergieren. Diese Taisache hat Darboux  
entdeekt. Die Funktion 

1 
f (O , cp) _~ 4 

(1  - co s  0 )5  

wird am NordpoI der Einheitskugel absolut integrabel (natiirlieh im 
zweidimensionalen Sinne) unendlieh, ist sonst auf der Kugd tibera11 
regular analytiseh, ihre Laplacesche Reihe aber ist auf tier. ganzen Kugel 
divergent.**) 

ttingegen sind die H51dersehen Mittel zweiter 0rdnung tier Laplaee- 
schen Reihe yon 1 auf der ganzen Kugel (nur den Nordpol 4_ 

(1 - cos 0) 5 
ausgenommen) konvergent. Es besteht niimlich folgender a11gemeiner Satz: 

*) Math. innalen,  Bd, 58, pag. 59, Haup~sa~z. 
**) Der BeweJs wird in w 6 gegeben. 
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Es sei f(O, ~) eine auf der ganzen Einheitskugel integrierbare Eunktion, 
die an den SteUen 

(ol, ~1), (0. ~), . . . ,  (o~, ~.) 
tier Kugel absolut integrierbar unendlich wixd, sonst abet endlich bleibt. 
l~edeutet dann (0, q~) irgend eine Stelle der Kugel, wo f(O, q~) stetig ist, so 
~nvergieren die H61derschen Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen l~eihe 
dieser Funktion an der Stelle (0, q~) z~ f(O, r als Grenzwert. 

Ich sehlage wieder um den Punkt (0, r einen Kreis mit dem Radius e. 
Dieser teil~ die Einheitskugel K in zwei Teile. Der eine Teil, derjenige, 
der den Punk~ (0, cp) en~h~R,, heifle /s der andere /~ .  Ieh w~ihle 
tibrigens e so klein, dab die Unendhchkeilspunkte 

(0,, ~) ,  (o~, ~) ,  . . . ,  (o,, ~.) 
alle innerhalb des Gebietes K~ liegen. Dann zerlege ich entsprechend: 

~(o, ~) --- ~ f f f(o', ~') ~;(r) a o' 
Xx 

+  ffz(o', ao' 
x~ 

.+J~.  
Die Gleichung 

babe ich schon erwiesen. 

Da ffir n > A  T 

lira J,~ = f(O, g~) 
n~- - - r  

Es bleibt noch tibrig zu zeigen, dab 

lira J "  0 

s: (~) < ~, 
(~<__ r < ~ ) ,  

so ist fttr n > N 

la;" <  fflf(O',r f flr(o', do,. 
K~ K 

Nach Voraussetzung ist aber 

f f lf(o', ~'l ao'= ~ 
K 

ein bestimm~er~ endlicher Weft;  folglieh is~ 

IJ~' l< e 'G ftir n > N .  

D a d  beliebig klein angenommen werden kann, ist der obige Satz scho: 
erwiesen. 
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w 

Die allgemelne Legendresche Rethe. 

Die Legendresche ReLhe ist ein spezieller Fall der Laplaceschen Reihe. 
Die Laplacesehe Reihe einer Funktion f ( O ,  q;) lautet 

y~ ~",,,.+ ~ f f  t,, (~o~ r) f (o', +3 ~i~ o" do" d~'. 
n = O  0 0 

Es sei nun speziell f(O, qJ) yon cp unabhiingig, d. h. es sei 

f(o, 9,) = ,(cos o). 
Von der Funktion ,(cos 0) setze ich voraus, dag sie im 
0 ~ 0 ~ ~ im Riemannschen Sinne integrabel ist. Dann ist 

1 ~"+4,~ - f J P.(r ~,) f(o, #)  ~i~o" dO' d~' 
O 0  

==S~+ 

0 0 

Da aber bekm~mtlich 

Imtervalle 

f~.(co~ r) a,r 
0 

= ~,, P. (~o, o) t,. (~os o'), 

so lautet ffir f ( O ,  q~) ~ , (cos 0) die Laplacesche Reihe folgendermaBen: 

2n--F- 1 , (f~(cos ~) ~'.(cos 0") sin O'dO'). P.(cos 0). 
0 

Schlieglich flthre man cos 0 ~ x als neue unabhiingige Variable ein. Da- 
duzch geht man vom Intervalle (0, ~) z u m  ]ntervalle (--1,  + 1) fiber. 
Die Laplacesche Reihe lautet dann 

(22) 

c. P. (.) 
'~----0 

+ 1  

~"+ f ,(x) c. = ~ PAx) dx 
2 

- -1  

n .= O, 1, 2, . . . .  

Diese Reihe nonne ich ,die zur Funktion , (x )  geh~rige Legendresehe 
Reiho". 
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Da sie eir~e spezidle Laplacesche t~eihv ist, so gdten in beaug auf ~r 
tTdlderschen Mittel ~weiter Ordnung dieselben Theoreme, we~he ich friiher 
fiir diejenigen der allgemeinen Laplav~chen t~eihe ausges~ochen babe. 

Ist speziell f (x)  eine im Intervalle ( - -1 ,  + 1) iiberall stetige Funk- 
tion, so konvergieren die" HSlderschen Mittel zweiter Ordnung ihrer 
Legendreschen Reihe im ganzen Intervalle (-- 1, + 1) gleichmiii3ig. Ich 
habe also dadurch einen neuen Beweis des WeierstraJ3schen Satzes fiber 
die Approximation elner beliebigen stetigen Funktion dutch Polynome 
gewonnen. Da mir einerseits dieser Beweis, andererseits die approxl- 
mierenden Polynome besonders interessant scheinen, so mSchte ich diesen 
Beweis noch etwas n~iher beleuchten. 

w  

Beweis des Weierstral~schen Satzes iiber die A p p r o x i m a t i o n  e iner  
b e l i e b i g e n  stet igen Funkt ion  durch Polynome mi t  Hilfe i h re r  nach 

L e g e n d r e s c h e n  P o l y n o m e n  for t schre i t enden  R e i h e n e n t w i c k l u n g .  

Es sei ~p(x) eine im Intervalle (--1,  + 1) definierte beliebige stetige 
Funktion. *) 

Die Weierstral~sche Aufgabe besteht darin, eine ganze rationale Fnnlr- 
tion g(x) der unabhiingigen Variabeln x zu finden, ftlr wdche 

I*(~) --  g(x)l  < 

fiir 
- 1 < x < + 1 ,  

wo ~ eine vorgesohriebene und beliebig kleine positive ZaM bedeutet. 
Zur L~isung der Aufgabe bestimme ich ztmiichst jenes Polynom n un 

Grades g,,(x), ffir welches die ,,Abweichung", im Sinne der Methode der 
kleinsten Quadrate, 

+I 

--1 

ein Minimum ist. Dieses, ganz bestimmte, Polynom ist bekanntlich 

g.(x)  = Co + c,Z'~(x) + . . .  + c.Z'.@), 

*) Die Grenzwerte f ( - -1  ~-0), f ( 1 -  O) soUen such existieren und endlich sein, 
brsuchen abet nicht etwa einsnder gleich zu Jein. Ist die stetige Funktion flit das 
Intervsll a _~ z~ b defmiert, so ffihrt man start # die unsbhltngige Variable x ein, 
die mit z dutch 

b - - a  b + a  

ve~:bunden ist. 
Mathematisohe Ann&fen. I, XYXL 7 
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WO 

C~f  ~ m 

+1  

~ + ~ f ~(z) ~(~) dx 
--1 

(~ -~ 0, 1, 2 , .  --, n). 

Hier bedeuie~ "/~(x) das zte Legendresche Polynom. 
Zu jedem Index n gehCir~ ein solches Minimumspolynom g,(x), und 

ich bin in solcher Weise zu einer ganz bestimmten Folge yon Polynomen 

(~3) g0(~), g~ (~),.. . ,  g~(~),. . .  
gelang~, fiir welche der Fehler 

+1  

• f (~(x)--g~(x))~d~ 
- 1  

mit waehsendem n, wie bekanni*), gewit~ zu Null konvergier~. 
Daraus folgl abet natiirlich in keiner Weise, dab die Glieder der 

Folge (23) zu r konvergieren, oder gar, dab sie gleichmggig zu O(x) 
konvergieren. Ich vermu~e, dab ffir geeignete stetige Funktionen die 
Folge (23) zwischen - o ~  und + ~ oszillieren kann. 

~ilde ich aber (wieder eigentlich nach dem Prinzi~e tier tdeinsten 
Quadrate) 

g" (x) = go (z) + g~ (x) + . . .  + g~ ix) 
n-~ l 

und dann 
g~ (x) = g~(x) + gl (x) + , . .  + g;~(x) 

~-yl 

so besitze ich (mi~ Riicksich~ auf die Theoreme des w 4) in der 2"olge 
r: :: t:/X~ go (x), . . .  g~ ~ ) g~ ( x ) ,  , , . . .  

eine solche t~olge yon ganz bestimmten Potynomen, die mit wachsendem n 
fiir -- 1 ~ x ~ + 1 gleichm~flig zur Funktion ~p(x) konvergieren. 

Die eventuelle Oszillation der g~(x) wird also durch zweimalige An- 
wendung des Prozesses des ari~hmetischen Mittels gewil~ ausgeglichen, uad 
wir erhalten eine Folge yon Polynomen g~(x), far die nicht nur die Ab- 
weichung 

+1 

- -1  

zu Null konvergiert, sondern ffir die in bezug auf die" Ordinate eine 
gleichmi~l~ige Konvergenz zu r s~a~tfinde~. 

*) Mit Hilfe der Besselschen Identit~t (s. E r h a r d  Schmid~, Math. hnnalen, 
Bd. 68, pag. 439)'1i~Bt sich das, mi~ Rficksicht auf w 4, leich~ beweisen. 
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Do * t l  

brigens ist g~(x) eine ganz bestimmte rationale ganze Funktion 
n ~n Grades, die noeh die merkwfirdige Eigenschaft besitzt, dab 

m _< (x) < 
flit 

n = O, 1, 2, 3, . . . ,  

wo M das Maximum, m das Minimum yon O(x) f f i r -  1 ~ x ~ +  1 
bezeichnet.*) 

w 
Fortsetzung des w 4. 

Das Theorem fiber die HSlderschen Mitbl zweiter Ordnung einer 
Legendreschen Reihe gestattet viele Anwendungen. Ich m6chte nut eine 
sehr einfache erw~hnen. $ 

Bekanntlieh mut~ die stetige Funktion f(x) identisch verschwinden, 
wenn fiir sie die Konstanten 

+1 

(24) / f (x )  x~' dx, 
--1 

n---- O, I, 2, �9 .., 

alle gleieh Null sind. (Theorem yon Lereh.) 
Das beweise ich mit Bilfe meines Theorems folgendermaSen. Da die 

Konstanten (24) alle :Null sind, so verschwinden auch alle Konstanten 
+1 

2n-+- 

- - 1  

n = O, 1, 2, �9 " ,  
da doch P~(x) eine ganze rationale Funktion yon x ist. Folglich sind 
die ttSlderschen Mitbl zweiter Ordnung der Legendreschen Reihe yon 
f (x)  alle identiseh Null. Also ist auch ihr Grenzwert ffir lira n = oo 
gleich Null, d. h. f ( x ) -~  O. 

Ieh kann auch das Theorem aussprechen: Eine im Intervalle (--1, -f-l) 
stetige Funl~ion ist dutch ihre Konstanten (24) vollst~ndig bestimmt. 

Ieh wende reich jetzt zur Untersuehung der Legendreschen l%eihe einer 
Funktion e(x) ,  die an einer Stelle des Intervalles (--1,  + 1) ~tnendlich 
wird. Da rboux  $*) hat zuerst darauf hingewiesen, dab aus der absoluten 

*) ~ber den WeierstxaSschen Satz sind neuerdings interessante Aufsitze yon 
L a n d a u ,  L e b e s g u e ,  F. R iesz ,  M o l l e r u p  und de Ia Va l l~e  P o u s s i n  erschienen. 

**) ,,M~moire sur l'approximation des fonctions de tr~s-gr~nds hombres, et sur 
une classe ~tendue de d~veloppements en s@ries". Journal de Math6matiques pures 
et appliqudes, 3 i~me s~rie ,  tome IV, 1878. 

7* 
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Integrabilitiit der Funktion r noch nicht die Konvergenz ihrer Legendre- 
schen Reihe folgt. Z.B. wird die Funktion 

1 

(1 - x )  ~ 

(25) 

W O  

an der Stelle x----1 absolut integrabel unendlich, w~ihrend ihre Legendresehe 
Reihe im Intervalle (--1, + 1) fiberall divergiert. 

In bezug auf diese Frage mache ich hier auf eine interessante Mit- 
teilung aufmerksam, die St ie l t jes  an Hermi t e  machte. Im Band II 
der frtiher zitierten Ausgabe finder man im Briefe Nr. 249 (pag. 46) die 
explizite ausgerechnete Entwicklung der Funktion 

2o~ 
(1 - x F  

n~r d~n L~g~ndr~o~o. Poly.om~n l~ Hi~r b~d~ut~ ~ ein~ posm~ 
Zahl, ffir welche 0 < e < 1. 

Die Formel yon Stieltjes lautet 

2 ~ 
(,_~)~ = Co + ciP~(~) + . . - +  ~,v~(~) + . . . ,  

E s  ist a l s o  

c, = ( 2 n +  1). ~(~+i) ( ,o+2) . . .  ( ~ + ~ - l )  ~ 5 ~ : - - ~ ) :  .(~-~:--%~ " 

Nun is~ aber bekanntlich 

1 3~ 
etc. '~o = 1 - -  co ' c l  ----" (1 - -  ~ )  (s  - -  ~ )  ' 

Da Stiel~jes in seinem Briefe fiber die Herlei~ung seiner Reihe keine 
Andeutung gibt~ kann ieh vielleicht den Beweis hier kurz anfiihren. Es ist 

+ 1  

~ , ~ + l f  ~ (~_ ~)o, -P,,(x) dx. 
- -1  

folglich ist 

P.(x)= 1 D(,,)(x2 1)n ' 

2.2~* �9 n! 
+ 1  

f 1 D(.)(x~_l),,dx" �9 c~-- ii-xF 
--I 

Auf das rechtss~ehende Integral wende ich nun eine partielle Integration 
an. Ich erhal~e 

*) Diese Entwicklung gibt schon F r a n z  N e u m a n n  in seinem Buche ,Beitr~ge 
zur Theorie der Kugelfunktionen", (t878), pag. 133, ohne sber die Konvergenzfzagen 
zu er~rtern. 
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+ 1  

(~6) f(1 - .)-~ ~)(~)(x,- i)- ax 
--I 

,-bl 

= {(1--x)-~,D(,,-~)(x~--l),,}+l- eo,((1--x)-'-l.1)('~-l)(x~--l)"dx. 
- -1  

Diese p ar~ielle Integration ist statthaf~. In der Ta~ verschwinde~ 

D( ~- ~) (x ~ -  1)" 
an der Stelle x = 1 yon der ersbn Ordnung. Da nun, wie vorausgesetzt, 
0 < ~ < 1 ,  so wird 

(1 - . ) -o -~ . / ) (~ -~) (~ ' -  1) ~ 

an der Sblle x = 1 yon der Ordnung co unendlich. Das Inbgral auf der 
rechbn Seite der Gleichung (26) exis~ier~ also gewig. Da welter 

(1 - ~)- o. ~)(-- l) ( ~ -  1)~ 
an den Grenzen ( - - 1 ) u n d  (+  1) verschwinde~, so erhiil~ man die Formel 

+1 + 1  

f ( 1 - ~ ) -  ~ / ~ ) ( x , -  1)~e~ = - ~ , f ( 1 - ~ ) - . , - ~ . / ) ( - - ~ ) ( , , - 1 ) -  d~. 
- -1  - - 1  

Durch Wiederholung dieses Verfahrens bekomm~ man schlieglich 
+ 1  

- -1  
+ 1  

= ( -  1)~.~(~+ 1) . . .  ( ,o+n--1) f (1- -x) -~-%x~-- l ) ,dx .  
- - 1  

Nun is~ aber 
(x ' - i ) "  = (- l)~(i--x)- (i +x)", 

folglbh 
+1 +1 

f(i-x)-'D(")(x'--i)"dx-- ~(~+ i ) . . .  (~ + ~ - i ) f ( 1 - . ) - o ( i  +.)-ax.  
- -1  - - I  

Ffihr~ man 
1 - - X  

t = ~  
2 

als neue Inbgra~ionsvadable ein, so erh~il~ man  

+ 1  1 

f (1-x)-~l)(~)(x'--l)"dx--~o(~+l)...(o~+~--l).2.S,~.~-~. f ~-,,(l_~),d~. 
- - 1  0 

l~i~in isg 
1 

~'% = ~ ( ~ + l ) . . . ( ~ + ~ - l ) f t  O-O'at. 
0 

Das rech~ssbhende Integral ist ein :Eulersches Inbg ra l  e~sbr 
Folglioh ist 

Ga~ung. 
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r ( - - ,~+ 1) v (n+ l )  
r ( - -~ ,+n+~)  

Ist ~ eine positive Zahl, die 0 < ~  <: 1, so ist die Funktion 
2 ~ 

absolut integrabel, und ihre Legendresehe Re[he ist dutch die 
(t -- x) ~ 
8tieltjessehe Re[he (25) gegeben. Sic ist abet allemal divergent, wean 

'at(1 -- ~) n~,_ 1(1 + 6n), c~ ----- r@,) 

lira 8,, = 0. 

a < ~ < 1 .  

In der Tat, essei x eine beliebige innere Stelle des IntervaUes (--1,  + 1). 
Man be~rachte das allgemeine (]lied der Re[he (25) 

Da c. ~ ( x )  = c~ ~t  (cos r). 
~ r ( 1 -  ~) , ~  ~.), 

e ~ -  r @ )  : - ~ ( : t +  
und da naeh Lap lace  

W o  

l i ra  el,, = lim v,,(~,) = o, 

so ist 

(27) 

W O  

o 

Man erhiilt daher ftir v~ die Formel 

~n_bl = r o ( ~ + l ) . . .  (~ + n _  1 ) r(--~-t- 1) 
r ( - o + n + 2 )  

Da abet 

r ( - ~ , + , + 2 )  = ( - ~ , +  1) ( - ~ + 2 )  �9 �9 �9 ( - - ~ , + n +  1 ) r ( - ~ , +  1), 

so ist 
~@,+l) ... ( ~ + n - 1 )  

c,, = ( 2 n +  i) (i ~ ~=~,) .:: ( . +  1-~)" 

Das ist der Wer~ yon Stieltjes. 
Dutch Gammafunktionen ausgedrfickt hat c~ die Form 

r (1 - -  ~) (2,~ + l) r ( .  + ~) 

Da aber nach der 8tirlingschen Formel 

rcz) = r ~  '- '=" --v; C1 + ,(z)>, 

(lim ~(z) = 0),  
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so ist 

c./t (c~ = 

WO 

W e n n  also 

~r(i ~) " ~ . --  '-" V ~ - s i n ~  { C O S [ ( ~ ' t + l ) ~ ' - - - ~ ] + e " ( ~ ' ) }  n ' ' - ~  
r(~) 

lira s.(~') ---- 0. 

3>0 .2to -- -F -- 

d.h .  co ~ ~ ,  so werden die Glieder tier Stiel~jesschen Reihe mi~ wachsendem 

n nicht unendlich klein, und  folglich divergiert die Reihe. 
3 

W~hrend nun die Stieltjessche l~eihe, wenn -y <= to < 1, f//r jedes x 

divergiert, konvergieren nach meinem Satze die H61derschen Mittel zweiter 
Ordnung fiir jeden Weft  yon x ,  welcher 

- - l < x < l .  

1)ie Xonvergenz dieser Mitte~ ist sogar eine gleichmiiflige fiir 

wo a eine beliebige innere Stelle des Intervalles (-- 1, + 1) bedeutet. 
Ich habe die Konvergenzverh~l~nisse der S~ieltjesschen Reihe fiir 

3 

nicht genauer untersuchts. 
aueh noch ffir 

Soviel s~eht aber lest, da6 an der SteRe -- 1 

(27) f i i rc , .  
Reihe 

i <co< s -F= ~- 

Divergenz herrscht. Das ze ig t  mit  Leich~igkeit die asymptotische Formel 

1 geh l  die Stieltjessche Reihe in die bekannb Ffir co = y 

1 
Po(X) + + - . .  + P.(x) + . . .  

fiber, die ich in dieser A r b e i t  genau untersucht babe. 
ffir x = - - I  in die Reihe 

1--1+1--1+... 

Diese Reihe geht 

tiber und ist also an der Ste l le  x = --  1 in der Tat divergent. An einer 
inneren Stelle des Intervalles ( - - 1 ,  -5 1) isl~ sie aber konvergent.*) 

*.) 8ehr instruk~iv is~ es, 4ie 8tieltjessche Reihe 

( l - - x ? "  = ~ (2 n + l )  (1 - -  ~) ~ - -  ~) �9 -. <-n--++ ~ ~) 
n-"O 



104 L. F ,~ , .  

w  

~ b e r  d ie  H ~ l d e r s e h e n  Mit te l  n u l l t e r  u n d  e r s t e r  0 r d n u n g  der  R e i h o  

Z 
n = O  

( 2 ~ +  i)/~(cos r). 

tn  diesem Paragraphen mSchb ich auseinanderse~zen, warum ich im 
Falle der Laplaceschen Reihe gleich zu den H~ilderschen Mi tb l  der zweiterb 
Ordnung iibergehen muBb. 

Ich will also jotz~ die Summen 

und die Summen 

der Reihe 

s,,(~,) ffi a. (~,) 

, ~ (r) 
s,,(r) = ,, + i 

oo 

(2n + i )  P,,(cos 7) 
n----O 

un~ersuchen. 
Ich stelle fOx a~(~,)und ~ (7) asympbtische Formeln auf und be- 

nutze zu diesem Zwecke die bertihmte D a r b o u x s c h e  Methode. [Loc. cir.] 
Um diese Methode anwenden zu k~nnen, muB ich zunichst die 

erzeugenden Funk$ionen der Folgen a~(?) und a'~(?) hersteUen. 
Da 

(1 - 2 ~ cos ~ q- ~*)~ ~--o 

so ist 

mid 

1 1 -- z s 
r 

i ~ (i--S~cosr+z*)~ 

O0 

n = O  

Oo 

I i --z~ = Z 
(* - 4 "  (i - ~ ~o~, + ~,)~ o'~ (r) ~". 

n----O 

Die erzeugende Funktion der Folge a~(?) ist also 
i-{-z z(~) = 

(1 - -  2Z COS ~, ~- Z~) ~ ' 

mit der' Binomiabeihe 

1 
(1 - -  x) ~ 

in Bezug auf die Konvergenz im In~ervalle - - 1  _~ x ~ 1 

o0 

2 r m (m-k 1)" ' ' 1 �9 s �9 �9 �9 n (o -b ~--  1) x~ 
~-----O 

zu vergleichen. 



Laplaeesche Reihe. 105 

und die der Folge d~(~) is~ 

, ( ~ )  - -  

Ieh besch~f~ige reich zuers~ mit der Herleitung einer asymptotischen 

Formel f~ir a~(7)- 
Es sei 7 eine beliebige, abet bes~immte S~elle im Innern des Inter- 

valles (0, z). Die erzeugende Funktion 

z ( ~ )  - -  
(1 - -  eir ~)~ (1 - -  e -  ~ r ~)~ 

is~ nach Potenzen yon ~ entwickelbar und ha~ den Einheibkreis ats 
wahren Konvergenzkreis. Sie hat am Einheitskreise die beiden alge- 
braisehen singul~ren Sbllen 

z~ i = e - ~ ' ,  ~ .  ---. e~r. 

Um den , ,Haupt~bil" yon ~(~,) zu bekommen, habe ieh nun, nach der 
Darbouxsehen Methode, einfaeh 

5 ( ~ )  _-- 1 + e - ~ r  1 1 + e ;r  1 

(1 - e-~i~')  4~ ( t  - e~'z) ~ "b (1 - -  e~r) ~" (1 - e - ~ r z )  ~ 

nach Potenzen yon z zu entwiekeln. 
gesuehten Hauptbil  yon a,(7). 

Nach dem Binomialsatze ist abet 

Der Koeffizient yon z" gib~ den 

und 

1 a. 5 . 7 . . .  @n + l) e,,~r~,, ~ q _ . . .  

1 + . . .  -b ~ ' 5 " 7 " ' ' ( ~ n 6 - 1 )  e_,,~yz,~_k " �9 �9 
2 -~ 6 ~n 

Die gesuchte asymptotische Formel lautet daher 

8.5 .7 . . .  ( ~  + ~) / ~--+~Z ~ + ~'~ ~-~', + ~(r)}  

wo 

l i ra  ~ , ( ; , )  ~ O .  

Ordne ich in der Klammer und fiihre trigonome~rische Funktionen ein, 
so erhalte ich schlieBlich, mi~ Riicksicht auf die Wallissche Formel 
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(~8) 

~.5.7. . . (~n-- i )  1 (1+.~,,.) 
2 . 4 . 6 . . .  2n ~ - ~ n  

(lim ~---- 0),  

~ (~) --  ~ ( r )  

l + e -~r 1 g(~) = e 

(i - e -~r) (I - ,- ~Y)~ (i - dry)�89 

1 + e ~r 1 + 
(i-- gr) (i_d~r)~ (i--e-%)~ 

wo ~ ( 7 )  f ' ~  lira n ---- oo in jedem I ~ a U ~  , =< e ~ ~ --  *, (* > 0), 
gleichmiiBig zu Null koavergier~. 

Die asympbtische Formel (28) zeigt, dab die Folge der Partial- 
summen s,(r)  dot Roihe 

n----O 

ftir jede ilmere Sblle des Inbrvalles (0, ~) zwischen - - o o  mid + oo 
osziUiert. An der SMle 7 = 0 geht die Reihe in 

1 + 3 + 5 + . . . + ( 2 n + 1 ) + . . .  

iiber und die Partialsummen konvergieren zu + co. Fiir 7----~ geh~ 
sie in  

1 - - 3 + 5 - - 7 + . . .  

fiber mid ihre Par~ialsummen oszillieren wieder zwischen - -oo  und + co. 
Die s~0, ) der Reihe (5) haben also kein konstanbs Vorzeichen im 

Intervalle (0, ~); sic haben ver~nderliches Vorzeichen, und die Anzahl 
der Vorzeichenwechsel wichst mit n fiber jede C~renze. 

Ich wende mich jetzt zu der Folge a'~ (7). Die erzeugende Funktion 
lautet 

~,(~) __ ~ + ~  
(1 --  ~) 0 -- d b ) ~  (z - -  e-~b)~ 

Sie hat auf dem Einheibkreise die singuliren SMlen 

~I = e-~r, ~s = e ~r, ~8 = I. 

Der Pol ~s-----1 kommt abet, nach Darboux, bei der Frage nach dem 
Hauptteil des Koeffizienten yon z ~ nicht in Betracht, weft hier die 
Funktion f~ (~) yon niedrigerer,0rdnung unendlich wird als an den Stellen 
~I, zs. Man hat jetzt also 
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nach Potenzen yon z zu entwiekeln. Dies liefer~ die asymptotische Formel 

, 6;~ (~) 
(29) sn(r)=n§ 

WO 

f~ir 

�9 (s si~ r)~" cos § ~, § ~ 0')  
] /n  ~ sin 

l ira ~ ( r )  = 0 

o). 
Diese asympbtische Formel ffir die HSldersohen Mitbl  ersbr Oral- 

hung s~(?) der Reihe (5) zeig~, dab auch die s~(y) verJinderliches Vor- 
zeichen haben im Inbrvalle (0, z). Die Anzahl der Vorzeichenweehsel 
w~iehs~ mit n ins Unendliche. 

Ist 0 < ? < ~, so zeigt Formel (99), dab 

s; (r) *- o; 

d .h .  die Reihe (5) ist im Innern des Intervalles (0, ~) tiberall einfach 
summierbar und ihre Summe is~ gleich O. Diese Eigenschaft h~r~ abet 
an der Sblle ? = ~ auf. Deft geht die Reihe (5) in 

1 - - 3 + 5 - - 7 + - . .  

fiber, die nicht einfach summierbar ist. In der Tat ist eine notwendige 
Bedingung ffir die einfache Summierbarkei~ einer unendlichen Reihe 

dab 

Hier ist aber 

lira I~!,. = O. 

lim J~'~l = lim 9n § i = 2. 

Es ist interessant, mitbls der Darbouxsehen Methode einen asympto- 
t isehen Ausdruek far a'~ (r)  zu suehen. 
Folge ist 

1 1 - -  z s 

v(~)  = (l - ~)8" ( 1 - 2 ~  oos~ + z')~ = 

Die erzeugende Funktion dieser 

(1 - -  ~)' (1 - -  e~Y~) ~ (1 - -  e-~r.) �89 

Diese ha~ am Einhei~skreise die singuliren Sbllen 

Zl =e--i?~ g2 =dr, ~s ~ 1. 
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Jetz~ fallen aber die Stellen z~, z~ als Unendliehkei~sstellen niedrigerer 
Ordnung neben z~-~ 1 weg. Die zu entwiekelnde Funktion is~ jetz~ 
einfaeh 

Da nun 

1 1 1 

Oo 

so is~ 

(3o) 

WO 

fiir 

, + 
(~'4-1)l.2(~-lt- 2) ~ ~ 4 (sin~-) 

lira #~ (7) = 0 

t>O). 
.Die asymptotische t~ormel (30)zeigt, daft die ~(7) schon wesentlich anderen 
Charakter haben als die ~(7) und'd~(7). 

Leider kann man aber durch diese asymptotische Formel die d'(7 ) 
nur ffir ein Intervall (t, z - - t )  beherrschen.*) Deswegen war ich ge- 
genS~igt, bei Ableitung der Theoreme I und II des w 2 ffir g: (7) den- 
jenigen Weg einzuschlagen, den ich eben in w 2 gezeig~ habe. 

Jedentalls abet kommt dutch die Anwendu~g der Darbouxschen Methode 
die Tatsache zum Vorschein, daft bei der La2laceschen l~eihe die H'61der- 
schen Mittd zweiter Ordnung eine ausgezeichnete Rolle spielen miissen. 

w 

Sehlufibemerkungen. Probleme.  

Die HSlderschen Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe habe 
ich, in einigen Arbeiten, zur LSsung verschiedener Fragen angewendet. 
Mit Hilfe der HSlderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe 
lassen sich nun gewisse analoge Fragen behandeln, die ich abet bei einer 
anderen Gelegenheit auseinandersetzen mSchte. 

Weiter babe ich in dieser Arbeit die Konvergenz der s'~(O, 9 ~) nur an 
einer solchen Stelle (8, 9~) bewiesen, wo die Funktion f(O, cp) stetig ist. 
Die Folge s~(O, q~) ist aber auch an solchen Stellen (8, q~) der Einheits- 
kugel konvergent, wo die Funktion eine Diskontinuit~i~ aufweist, welche 

*) Hier ist zwar ~ eine beliebig kleine positive Grille. Abet mit abnehmen- 
dem s mul~ ~ vergr~Ber~ werden. 
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der Diskontinuitiit des ,,gewiihnlichen Sprunges" bei einer Funktion 
einer Varisbeln entspricht. Dies ist leich~ zu beweisen. 

Zum Schhsse miichte ich noch einige Fragen formulieren, die sich 
dam Leser dieser Arbeit gewiB yon selbs~ aufdriingen. Diese lauten 
s 

a) Existiert eine Funktion f (0 ,  r die auf der ganzen Einheitskugel 
stetig ist, und fiir welche die HSlderschen Mittel nuUter Ordnung ihrer 
Laplaceschen Reihe 

So(O, . . . ,  s A O ,  . . . 

an einzelnen Stellen der Einheitskugel eine divergente Folge bilden?*) 
b) Existiert eine Funk~ion f(0,  ~), die auf der ganzen Einhei~skugel 

stetig is~ und ffir welche die Hiilderschen Mittel erster Ordnung ihrer 
Laplaceschen Reihe 

s (O, s'(O, �9 �9 �9 

an einzelnen SteHen der Einheitskugel eine divergenle Folge bilden?**) 
Uberhaup~ soll~e neben der Konvergenz~heorie der HSlderschen Summen 
nullter 0rdnung der Laplaceschen Reihe aueh diejenige der ersten 
Ordnung entwickelt werden. [Diejenige der zweiten 0rdnung gibt vor- 
liegende Arbei~.] 

c) Existiert eine Funkti~n f(O, ~), die an einer Stelle (0o, (Po) der 
Einheitskugel absoht integrabel unendlich wird und sonst iiberall reguliir 
analytisch ist, s welche die Folge s;,(O, cp) tiberall divergiert? 

d) Existiert eine Funktion, die an einer Stene %) der Kugel 
inte~abel (aber nicht absolut integrabel) unendlich wird und fiir welche 
selbst die Folge s'~(O, ep) iiberall divergiert?***) 

Um diese Fragen zu Risen, wird es gewil~ zweckm~iBig sein zu ver- 
suchen, Legendresche Reihen (d. h. spezielle Laplacesche Reihen) der ver- 
langten Eigenschaft zu bilden. 

K l a u s e n b u r g ,  den 17. September 1908. 

*) Die analoge Frage fiir die Fouriersche Reihe wurde bekanntlich zuers~ yon 
Du Bois Raymond gelSs~. 

**) Fiir diese Frsge gibt es bei der Fourierschen Reihe kern A~logon, wail ffir 
sie schon die s~(x) gleichm~ig zu f(x) konvergieren. (Math. Annelen, Bd. 58.) 

***) Bei der Fourierschen Reihe sind die Yerh~l~nisse im Falle einer unendlich 
werdenden Funktion gekl~rt. Ist f(m) an x = m o unendlich (sons~ regular analytisch), 
dann is~ die Folge s~(x) konvergent, wenn f(m) absolut integrsbel ist. Die Folge 
sn(m ) kann divergieren, wenn f(x) bedingt in~egzsbel is~ [Riemann]. Die Folge s~(x) 
konvergier~ abet immer, es sei f(x) an der S~elle x = x  o sbsolu~ integrabel odez 
nur beding~ in~egr~bel. (Ma~h. Annalen, Bd. 58.) 


