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~ber die Darstellung definiter Funlr~ionen 

Von 

EDMUND LANDAU in Berlin. 

durch Quadrate. 

Es sei 
Erster Tell. 

eine ganT, rationale Funktion 2k t~ Grades yon x 
koeffizienten. Diese Funktion sei definit, d. h. es 

f ( x )  = aox ~k + a l x  ~ - ~  + . . .  + a ~  

mit ra~ionalen Zahlen- 
sei fiir alle reellen x 

oder jede reelle Wurzel in 

anders ausgedrtickt, es sei 

und f(x) habe entwoder keine 

f(x) 7> 0; 

a o > O  
reelle Wurzel 

gerader Vielfachheit. Dann fbl~ aus der Zerlegung yon f (z)  in Linear- 
fak~oren otme weiteres eine Darstellung yon f(x) als Summe yon zwei 
Quadraten ganzer rationaler Funktionen yon x mit reellen Koeffizient, n. 
Denn wenn f(x) r Paare reeller gleicher Wurzeln*) und s Paare kon- 
jugiel4-komplexer Wurzeln**) besitzt, so erh~lt man durch Zusammen- 
fassung aller LinearfakCoren in drei glassen***) eine Zerlegung 

f(x) = 52(x) (f~(x) + fs(x)i) (f~(x)--fa(x)i), 
wo fl (x), /~(x) mid f3(x) reelle Koeffizienten haben mid fl (x) den Grad r, 
f~(x) + fs(x)i den Grad s besitzt, und hieraus folgt weiter 

f ( x )  = = 5r  + a,'-(x) + 
Die Zahlenkoeffizienten in gl(x) and g~(x) sind reeD, brauchen aber 

nicht rationM zu sein. 
Eine Darstellung yon f(x) durch Quadrate rationalzahliger Funktionen 

*) Eine 2~-fache reeile Wurzel wird dabei als u Paare gleicher Wurzeln auf- 
gefa6t. Es kann auch r = 0 sein. 

**) Ein Paar ~-facher konjugierb-komplexer Wurzeln wird dabei als e~ einfache 
Paare angesehen, s kann auch ~--0 sein. 

***) Hiexbei kommt jeder reeUe Linearfak~r in die erstr Klasse, and jedes Paar 
konju~er~komplexer IAneaxfaktoren wird auf die beiden anderen Klassen ver~efl~. 
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hat zuers~ Herr  H i l b e r t * )  angegeben. Er  hat niimlich bewiesen, daft f(x) 
stets Ms Quotient zweier Summen yon Quadraten der verlangt~n Art  Jar- 
stellbar ist. 

Darauf habe ich**) den weitergehenden Satz bewiesen: ,,Jede de,  hire 
ganTe rationale Funktion yon x mit rationalen ZahlenkoeffiTAenten l ~ t  
sich als Summe yon Quadraten d ~ .  tellen, so dab die s~mtlichen Basen 
dieser Quadrate ganze rationale Funktionen yon x mit rationalen Koef- 
fizienten sind." 

In ether spiiteren Arbeit***) babe ich die Frage aufgewo~en and 
fiir die kleinsten Werte yon n = 2k in An~i f f  genommen: Ftir jeden 
Grad n diejenige Zahl N =  N(n)  zu bestimmen, welche dutch folgende 
beiden Eigenschaften charakterisiert ist: 

1) Jede definite l ~ m ~ i o n t )  n ~ Grades l~ft  sich in NQuadra te  zerlegen. 
2) Nicht jede definite 

Quadrate zerlegen. 
Ich bewies a. a. O., dab 

Funktion n ~ Grades l~ft  sich in N - - 1  

iv(o)  = 4, 

N(2 )  = 5,  
< 6 

ist. 
hl~dann zei~e  Herr F leck-~-) ,  an meine 

der biquadratischen FunkCion anknfipfend, dab 

N ( 4 )  = 5 

Methode zur Dislmssion 

ist. 
Trotzdem nan N(4)  nicht g~Sfer ist als N(2) ,  wiirde man woM 

erwarten, daft N(n)  mit n fiber alle Grenzen w{ichst. Merkwfirdigerweise 
g i l t t t j "  ) jedoch der allgemeine Satz, dessen Herleitang den Gegenstand 
des ersten Tefles der vorliegenden Arbeit bildet: 

,fIede definite ganze Funktion n t~ Grades yon x mit rationalen Zahten- 
koeffizienten liiflt sich als Summe v o n ~ r a t e n  ganzer rationalzahliger 
.Funktionvn yon x darstellen, u 

*) ,,Grtmdlagen der Geometrie", Festschrift zur Feier der Enthfillung des Gau~ 
Weber-Denkmals in GSt~ngen, Leipzig, 1899, S. 82--85. 

**) ,,~Tber die Darstellung defmiter bin~rer Formen dutch Quadrate", Mathe- 
matische Anualen, Bd. 57, 1903, S. 53--64. 

*~) ,,l~ber die Zerlegung de6nlter Fnnktionen in Quadrate", Archiv der Mathe- 
matik and Physik, 3 ~ Reihe, Bd. 7, 1904, S. 271--277. 

t) Im ersten Teile dieser Axbeit ist dvxchweg nut yon ganzen r a t i o ~ e n  
Funkt~onen die Rede, ohne dal~ dies trainer besonders bemerkt wird. 

TJ') ,,Zur Daxstellung definiter bin~rer Formen als Summen yon ~ gunzer 
rationaJzahliger Formea", Archly der M'~thematik und Physik, 3 ~ I~.ihe, Bd. 10, 1906, 
S. 23--38. 

TTJ') Es set gleich bier der Leser aaf S. 278, Z. 17--25 a~-merksam gemacht. 



also 

Mit anderen Worten, es ist ste~s 

=< s, 

m~d, da offenbar*) 

ist, so existiert;. 

lira sup =< s,  

lim _N(n) 

und ist ~ 8"*). Welche der vier Zahlen _R r = 5, 6, 7, 8 die Eigenschaft 
hat, d ~  jedes f(x) in N Quadrate, abet nicht jedes in 3"- -  1 Quadrate 
zerlegbar ist, muB vorliiufig dahingestellt bleiben. 

Um nun den oben ausgesprochenen Satz fiber die Zerlegbarkeit yon 
f(x) in aeht Quadrate zu beweisen, nehme ieh zun~chst f(x) irreduzibel 
im KSrper der rationalen Zahlen an. Darauf wird dann der allgemeine 
Fall leicht zurfickfi'ihrbar sein. Wenn die definite Funktion f(x) irreduzibel 
ist, so hat die Gleichung 

f(x) = 0 

keine mehrfachen Wurzeln, also kehle reelle Wurzel, und bestimmt daher 
einen algebraischen ZahlkSrper n t~ Grades, der mit siimtlichen konjugierten 
KSrpern imagin~r ausfiillt. Daraus folgt, wie Herr Fiilberr gezeigt 
hat, dab f(x) in der Form darstellbar ist 

(1 )  f(x) = ~ + ~ ( ~ ) } '  + / ~(x)~ -" + { ~(~) I ~ + I o(~) ~ -" 
f, (x) 

wo ~p(x), ~,(x), Z(x), O(x) ganze rationalzahlige Fu ,~ ionen  hSchst, ens 
n -- 1 ~ Grades sind, also f~ (x) eine definite Fn~l~ion hSchstens n -- 2 ~ 
Grades. 

Es set zun~hst  angegeben, wie Herr Hilbert zur Gleichung (1) gelangt. 
Er  benutzt folgenden Satz ohne genauere Ausfiihnmg seines Beweises, 
der erhebliche Schwierigkeiten bietet und wesenflich auf Herrn Hilber~s 
Theorie der relativquach~atischen ZahlkSrper~) bemht: 

*) Denn wenn die definite FunCtion n ~~ Grades f(x)--~aox '~ 27 ...27 a~ (ao~O) 
nicht in ~V(n)--1 Quadrate-zerlegbar ist, so ist offenbar die definit~ Funktion 

2 7 2 t~ Grades xt f (x)  ~- aox•+" 2 7 . . .  27 anx ~ gleichfaUs nicht in ~V(n) - -  1 Quaclx~te 
zerlegbax. 

**) Mit anderen Worten_, fiir alle hinreichend gro•en n hal _~r(n) efiaen und 
demselben Weft,  der ~_~ 8 ist. 

***) l c., S. 84--85. 
t) ,,~Foer die Theorie der relativquadratischen Zabl~Srper", Jahresbericht der 

r)eutschen Mathematiker-Vereinigtmg , Bd. 6, 1899, S. 88--94; , , ~ e r  die Theorie des 
relatSvquz~lratischen Zah!~Srpers", MathematS~che Annalen, Bd. 51, 1899, $. 1--127; 
,,17ber die Theorie der rela~iv-Abel'schea ZahlkSrper", Nachrichten de~ K6niglichen 
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,,Jede ~o~ ~si~e Zaht eines algebraise~n ~ ,  d..k. je& 
Zahl des KSrpers, deren konjugierte Werte in den ree l len  konjugierten 
KSrpern posit'iv sind, / ~  sieh als Summe yon vier Quadra~n geudsser 
Zahlen des K'drt~ers darstellen".*) 

lm vorliegenden Falle sind alle dureh die Gleiehtmg 

(2) f (x )  = O 
bestimmten KSrper imagin~r; jede Zahl des KSrpevs k(~), wo ~ eine 
Wurzel yon (2) ist, ist also total positiv; daher gibt es insbesonder~ff~r 
-- 1 eine Zerlegtmg 

-- 1 = a s q- fl~ q- 7 ~ q- ~, 

wo a, fl, 7, ~ ganze oder gebroehene Z~hlen in k(e) sind. Diese shad als 
ganze ra~ionalzahlige Funktionen ~(,~),.~p(O), Z(a), q(O) yon ~ darstell- 
bar, deren Grad ~ n -  1 ist. Aus 

1 + {~(o)} -~ + {~(~)}~ + Iz(o)}.~ + { e ( o ) } '  = o 

fo]~, da f (x)  irreduzibel ist, dab die gauze rationalzahlige Funktion 

F(x) = 1 + {~(x) } ~ + {,@)}~ + {Z@)} ~ + {0(x)} ~ 
dureh f(x) teilbar ist: 

F(~) = t'(x) f~ @), 
und dies liefert die Gleichung (1). 

Nachdem nun Herr ttilber~ auf diesem Wege die Gleiehung (1) 
erhalten hat, zieht er daraus dttrch volls~iindige Induktion die Folgertmg: 
Es sei schon bewiesen, dab jede definite Funktion n - - 2  m oder niedrigeren 
Grades ats Quotient zweier Quad~ratsummen darstellbar ist. ]Man gil~ 

�9 dies nach (1) ~ r  jede irrednT.ibele definite Funktion n m Grades, a l~  fftr 
jede definite Funktion n ~ Grades (d% wie leicht gezei~ wird, jode 
reduzibele definite Funktion, abgesehen yon einem konstanten Fakt~r, ein 
Quadrut ist oder als Produkt eines Quadrates**) und einer oder mehrerer 
irreduzibler definiter Funktionen niedrigeren Grades darstellbar ist). 

Ich lege den folgenden Schlfissen auch die Gleiehung (1) zagrande, 
schlieBe jedoch folgendermaBen weiter: Es ist, wenn 

ea(x ) = 1, a~(x) = ep(x), ~ ( x )  = ~p(x), a,(x) = g(x), u~(x) = e(x),  

~o(~) = o, ~(~) = o, ~(x) = o 
gese~zt wird, 

GeseUschaft der Wissenschaften zu G~ttingen, m~thematisch-phys~k~l~he Klasse, 
1898, S.. 370--399 und Acta mathematica, Bd. 26, 1902, S. 99--131. 

*) Diesen Satz erw~hnt Herr ~i}bert auch in seinem Artikel ,,Theorie der 
algebraischen Zahlk~rper" in der ,Encyklop~iie der mathematischen Wissenschaften ~, 
Bd. 1, S. 696. 

**) welches eventuell = 1 ist. 
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(3) f ( x ) =  .~ , (x )+~ , , (~ )+ . , , ( x )+ . , , (~ )+  , " 
h(~) 

(4) e~(x) + - . - , +  as~(x) = f(x)f~(x), 
~o f~(x) ~ae~r~n a ~ d  h~t  , ~  f(x)*). 

Nun dividiere ich, wenn f~(x) nicht konstant ist, jede der ach~ Basen 
im Z~ihler yon (3) durch f~(x); dies ergibt ein Gleichungssystem 

~(~)  = q~(x)f~(x) + ~,(x), 
(~) . . . . . . . .  

~ ( ~ )  = ~ ( ~ ) f ~ ( x ) >  ~(x), 

wo ~1(~), . . . ,  r g~ring~'~n Grad hab~n al~ f~(~). ~ ( x ) , - . . ,  ~(~) 
sind nicht sg~nthch ----0, da sonst 

f(x) = f~(z) (~?(x~ + . . .  + ~?(x)), 
also f(x) reduzibel wiire.**) 

Aus (4) und (5) folg~ modulo f~ 

//~' + - - "  + ~ - -  ~q~ + .  �9 �9 + ~ = ff~ --- O, 
also 

(6) fll ~ + "  + f18 ~ -~ fl f2, 

wo f~ eine ganze rationalzahlige definite Funkfion is~, die geringeren Grad 
hat als fl und nicht identisch verschwindet. 

Nun besteht die bekannte Identitiit 

(7) ( , q ~ + ~ , ~ + ~ + , , , ~ + ~ + ~ j + ~ % ~ )  ( ~ 1 % ~ + ~ ? + & ~ + ~ 2 + t ~ J  
�9 - ~ + t ~ - ' )  �9 

= ( ~ + ~ , / ~ + % & + ~ J , + ~ t ~ + % ' ~ + ~ + ~ )  ~ 

+ ( -  ~ ~ + ~ t~ +,~ & -  ~ + ~ ~ . -  ~ t~ + ,~ ~ -  ~ ~)~ 
+ ( -  ,h & -  ~ ~ + ~t~l + ~J~ + ~t~ - ~0 ~ - ~  ~ + ~ ~)~ 
+ ( - , h &  + ~o. t~ - , ,~  ~ + ~ , t ~ -  ~5 ~ -  ~, t~ + ~ & + ~ t~) ~ 

+ ( - , q  ~ -  ~ . - % t ~  + ~ +  %~ + ~ . ~ +  ~ & - ~ & ) ~  
+ ( -  ,~ & + ~ + ~ ~ + ~,r ~ + ~. t ~ - , ~ / ~ -  % &)~ 
+ ( -  ~ t~ - ~ t~ + ~ ~ - ~, & -  ~ & + % ~, + ~ t~. + ,~ ~)~ 
+ ( -  ,h~ + ~ - %t~ -  ~, ~ + %& + % ~ . -  ~ ~.~ + ~ t~) ~. 

Diese I d e n f i ~  wende ich auf die vorliegende Bedeutung der Zeichen 

*) M.it andereu Wort~n, ich benu~e gar nicht den Itilbertschen Satz 

in vollem Umfange, sondern nur die eventuell leichter zu beweisende Tatsache, dag 
sich - - 1  im K~rper k(l~) als Snmme von s~ben Quadratzahlen darstellen lgd3t. 

**) Ubrigens ist bier ~1 (x)-= 1; doch babe ich ffir die in tier Folge notwendige 
Wiederholung des Schlul~verfahrens die Begrtindung des Textes angegeben. 



stelle das Produkt nach (7) als Summe yon ach~ Quadraten dar. 
t~rachtung der Basen dieser acht Quadrate zeigt, da~ jede 
durch fl teilbar ist; z. B. ist modulo fl 

~t 2 + ~ + as ~ + a~ + a5 ~ + a6 ~ + a7 ~ -t- as ~ = ff~ ~ 0, 

- ~ +  ~ + ~s~,-~,t~ + ~s&-  ~& + ~ -  " ~  
: ~ + a2a~ + ~ a ~ - - ~ . ~  + a~a6 -- ~6~ + a~8 - -  ~ = 0. 

Wenn daher die Basen mit y l f~ , .  "',~'8f~ bezeiclmet werden, so sind 
71 , ' "  ", 78 ganze rationalzahlige Fnnk~ionen~ und man erhglt 

7 t 2 +  " ' "  + 78 ~ = f f~,  

f = ~', ~ + " "  "4- ~'8" 
,f~ 

wo f~ Meineren Grad hat als f~. 
Ist dieser Grad noch nicht 0, so wiederhole man da~selbe Ve~ahren. 

Man gelangt alsdann schliel~lich zu einer Gleichung 

f =  ~,' + . . .  +,~8, C 

wo c eine positive Konsgante ist, ~ l ( x ) , - - . ,  (ls(x) ganze rationale Funk- 

tionen yore Grade ~ -~. ) Daraus folgr wenn die ganzen rationalza]xligen 

a_2,.. ", ~- mit ~t, �9 " ", es bezeiehnet werden, Fnnk4ionen 

f =  c + . - .  + = c(~x ~ + - . -  + ~s~). 

Da nun die Zahl c in vier Quadrate zerlegbar ist**), so ergibt sich 

f ( x )  = (bl ~ + b~ 2 + ba ~ + b, ~ + 0 ~ + 0 ~ + 0 ~ + 0 ~) (~l~(x) + . . .  + ~8~(x)), 

also dutch Anwendung yon (7) 

f(x) = a/(x) + ~ ( x )  + ~ ( x )  + a~(x) + ~(~)  + ~2(x) + a~(x) + ~2(x). 

Nachdem nun die Zerlegbarkeit in acht Quadrate fiir irrodazibele 
definite Ftmktionen bewiesen ist, so folgr sie leicht fiir aUe de6nigen 
Funldzionen. Denn jede definite reduzible Fanktion ist yon der Gestalt 

�9 ) Mindestens eine derselben hat nat~rlich den Grad ~-~- 
2 

�9 *) Mit dean bek~nnten Beweise dioses Bachet-Lagrangeschen Satzes hat  das 
ganzo Verfahren grol~e Ji.hnlichkeit. 

DsrsbeUnng defmif~r F~nkCionen durch Quadrate. ~ 7  

an, d. h. ieh raultipliziere die Gleichungen (4) mad (6) and 
Die Be- 

derselben 
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f ( x )  c ( F ( x ) ) '  PI( ) �9 �9 - 

wo ~'l(x), �9 �9 F_(x) definit und irreduzibel sind; da nach dem Obigen 
die Faktoren .FI ~x),..., Fe(x ) in je acht Quadrate zerlegbar sind, so 
ergibt die wiederholte Anwendung der Identit~t (7), da{~ f(x) als Summe 
yon acht Quadraten darstellbar isk 

Bekanntlich hat Herr Hurwi t z* )  bewiesen~ dab Ftir ~ 8 (und 
~ 3, 5, 6, 7) das Produkt zweier Summen yon ~ Quadraten nicht als 

Snmme yon v Quadraten darstellbar ist. Das Gelingen d~s Nachweises, 
dab f(x) in eine feste (yon n unabh~ingige) Anzahl yon Quadraten ganzer 
rationa]zahliger F~m~tionen zerlegbar ist, ist also nur dem glficl~]ichen 
Umstand zu verdanken, da~ durch den Hilbertschen Satz die Zerlegbar- 
keit yon 1 in sieben Quadrate gewiihrleistet ist. Wiirde man z. B. nur 
beweisen kSnnen, daft - -1  stets in acht Quadrate zerlegbar ist, so Wiirde 
das oben eingeschlagene Verfahren iiberhaupt keine yon n unabh~in~ge 
obere Schranke ffir die Anzahl der zur Darstellung yon f(x) erforderlichen 
Quadrate ergeben**). 

Es ist nun sehr zu wfinschen, dab Herr Hilber~ den Beweis seines 
Satzes ver5ffentlicht. Der Satz scheint mir dadurch noch an Bedeutung 
gewo--en zu haben, dal~ er die Erledigung unseres nur auf rationale 
Zahlen beztiglichen Problems nach sich ziekt. 

Die im Vorangehenden auseinandergesetzte Methode gestattet also, 
fiir jeden KSrper, in welchem --1 als Summe yon sieben Z~hlenqua~traten 
darstellbar ist, das zugehSrige f(x) als Summe yon acht Qua~tmten ganzer 
rationa]~hliger Funl~ionen darzustellen; nach Herrn Hilbert gilt dies also 
fiir jedes definite f(x). Ich mache abet besonders darauf aufmerksam, 
dab die obige Reduktionsmethode in allen F'~llen, f/it welche --1 in drei 
Quadrate zerlegt werden kann, sogar die Zerlegbarkeit yon f(x) in vier 
Quadrate ergibt; man braucht ja nut auf die Gleichung 

f, (x) 

dieselben ScMtisse anzuwenden wie oben auf (3) and dabei fortw~hrend 
yon der Identit~t 

*) ,~ber die Komposition der quadratischen Formen yon beHebig vielen 
Var~abeln", Nachrichten der K6niglichen GeseUschaft der Wissenschaften zu GSttingen, 
mathematisch-physikalJsche Klasse, 1898, S. 309~316. 

*~) Dez Hilber~sche Satz, dab ~ 1 stets in vier Quadrate zerlegbar ist, ergibt 
nicht mehr als die blo~e Kenntnis; dab --1 in sieben Quadrate zexlegbar ist; das 
Produkt zweier $ummen yon je ~nf Quadraten kann ja mit Sicherheit nut als 
Summe yon acht Quadraten dargestellt werden. 
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+ 

Gebraueh zu maehen*). 
Es is~ vielleicht yon Interesse, fiir eine sl0ezielle Klasse yon KSrpern 

in elementarer Weise die Zerlegbarkei~ yon - - 1  in vier Quadra~ dar- 
zu~un. Ieh verdanke meinem Freunde J. S e h u r  einen solchen Nachweis 
ffir den Kreist~flungskSrper der m ~ Einhei~swurzeln (m ~ 3) mad ~eile bier 
diesen Beweis'in unwesentlieh modifiziert~r Form mi~ 

0hne Besehr~nkung der Allgemeinhei~ k~nn m ~ls ungerude Pr im~hl  
oder = 4 nngenommen werden. Denn wenn der Nuehweis hierfar erledig~ 
is~, so ergibt sieh far jedes m ~-3, falls p einen ungeraden Primfak~r 
yon m bezw. die Zahl 4 (flu" m = 2e) bezeiehne~, im KSrper de2 
Einheitswurzeln eine Zerlegung 

- -  1 ---- a ~ + ~6 ~ + 7 5 + , ~ ,  

und diese is~ gleiehzei~ig eine Zerlegung im KSrper 
wurzeln. 

Es handel~ sieh also, 

~ ~ 

der ~ F.~e1~s- 

da offenbar im KSrper der 4 ~ Emheitawurzeln 

ist, nut nm den dutch die G!eiehung 

f ( x )  = 1 + x + . . .  + x2 -1 = 0 

bes~imm~en KSrper, wo p eine ungerade Primzahl is~. 
1) p babe die Form 8 ~ + 3  oder 8 v + 5 .  Dann is~ 

p- -1  

2 2 t ~ )  = -  1 (rood ~), 

also 

2 3 + l = , ~ p .  

(1 + x + . . .  +x2  -~) (1 +x~  +x~p + . . .  + ~n-1)~) 

= 1 + x +  --  �9 + x2 -1  + x 2 + . . .  + x ~ p  - '  

p--1  

_ _ l + x + . . . + z a ~  -~+~_~ 

( 
�9 =(: +x)(: + x,) (: +e). �9 �9 ,I + 

also, wenu far x eine Wurzel @ yon f(x)= 0 eingese~zt wird, 

Nun isg 

*) Dal~ analog fiir jeden KSrper, in welchem -- t Quadra~dal ist~ d~ h. welchex 
die Zahl i entJa"~lt,, f(x) in zwei Quad_rat~ zerleg~ werden kama, ist tafvi~ 
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also, da 

p -  1 -1) 
O = ( l + ~ ) ( l + a ~ ) ( l + ~ ) . . .  lea ~ ~ + a - ~ ,  

[ p+i~2 

is~ and jeder der P - - i  Faktoren des Produl~es eine Summe yon zwei 
2 

Quadrabn ists, 
0 = a ~ + fl~ + a - ' ,  

[ p+1\~ 

- -1  ist also in zwei Quadrate zerlegbar und folglich nach meinen all- 
gemeinen Bemerkungen auf S. 278--279 f(x) in vier Quadrate*). 

2) Die ungerade Primzahl 2 sef beliebig. Dann l~iBt sich jedenfMls 
eine Primzahl q so bestimmen, da$ q die Form 8v + 3 hat lind dab q 
Nichtrest modulo p is t  Dann ist 

p- -1  

q~ ----(q-)- --1 (modi~), 

- - - i )  + x ~p-i. 

also 
p- -1  

q ~  + 1 = h p ,  

(9) ( l + x + . . . + x 2 - ' ) ( l + x 2 + . . . + x ( " - i ) p ) = l  + x + . . . + x ~  -1 
p - - 1  

= 1 + x + . - - + x q  ~ - l + x h v - 1  

= 0  +x+x~+...+ xg-~) (1 +x~+x~q+ . . .+x (~ - l )9 . .  

t p-1 p-1 p-i 
. .  l+xq- ~ 1 + x ~  ~ +...+x~q-~)~ "~ 

Nun ist naeh 1) 

i + + + . . .  + E (x) + . . .  + 

*) Ubrigens folg4 f ib p -~-8~  Jr  3 die Zerlegbaxkeit yon f ( x )  in  vier Quadrate 
mad ebenso flu- p-~- 8 v ~ 7 die Zerlegbarkeit  yon f ( x )  in ffmf Quadrate direkt  daxaus, 
da$ bekannflich fiir p ---- 3 (rood. 4) 

x v - -  1 
4f(x) ~- 4 - - -  = X,  ~ + p X ~ "  

X - - 1  

is~, wo X 1 und X~ ganze ganzzahlige Fn_nlctionen yon x sin& Denn, da ffir ~ - - 8 ~ - 1 - 3  
bezw. p ~ 8 v -~ 7 eine Gleichung p ~ a s nt- b ~ -4- c-* bezw. p -~ a-* -{- b ~ q- c ~ Jr  d -~ be- 
sf, eh~, so i s t  f ( x )  in vier bezw. ffmf QuaArate zerlegbar. Nut  der Fal l  p ~  By-+-1 
i ~  schwieriger zu behamdeln, etwa wie oben unter  2) im AnscMu$ an die Mit- 
teflungen yon tte~-a Schur,  wobei tier Dirichletsche Satz yon der ari~hme~ischen 
Progression angewendet  wir& 



Dar~llung definiber Funk~isnen dutch Quadrate. ~8t  

also 

1 + xq + x~q + . - -  + x(q-~)q = F~(xq) + . - -  + F ~ ' ( ~ ) = G t ~ ( x ) + . . . +  G, ' (x) ,  

p--1 

1 + ~  ~ 

Daher hat nach (8) die rechte 
yon vier Quadraten plus x ~-~. 

der Gleichung 

, , - ,  ( ) - -  - 1 ?_-- 1 t 1 

-{-x ~'q ~ - x  . ~  . .  . . .~ ~b,(q_l) q 2 = F1 ~ xq 2 + . . . +  

= Kl ' (x)  + . . .  + X 2 ( x ) .  

Seite yon (9) die Gestalt einer .Summe 
Setzt man nun in (9) fiir x eine Wurzel 

ein, so ergibt sich 
f(~) = o 

0 -~- t~ 2 "Jl- ~2 Jr- ~,2 ..IL. ~2 jr .  ~.-1, 
/ p + h  ~ 

- 1 = (~  + ~ + 7~ + ~ )  ~a-z-] = ~ + ~ + n~ + ~,. 

Zweiter Teil. 

Die im ersten Teil angewendete Reduktionsmethode fiihrt auch in der 
Theorie der definiten ganzen rationalen Funlrtionen zweier Variabeln 

f (x ,  y) = ao "+" alo x + aoly + a2o x~ + " "  + ao,,Y". 

mit beliebigen reellen Zahlenkoeffizienten zu einem neue~ Result~t. Bisher 
ist darfiber folgendes bekannt. 

Herr Hilber~*) hat zuerst den Nachweis der merkwtirdigen Tatsache 
geftihr~, dab f (x ,  y) ira allgemeinen nicht als Summe yon Quadraten gan~er 
rationaler Funk~ionen yon x und y mit reellen Koefiizienten darstellbar 
ist. Sp~iter hat Herr Hilbe~**) bewiesen, dag sich f ( x ,  y) stets als 
Quotient zweier solcher Quadra~summen darstellen l;41~t. Er beweist zu 
diesem Zwecke unter Anwendung der Theorie der Abelschen Funk- 
t i o n e n -  zuniichst den Satz***): ,Jede beliebige terniixe definite For int )  
F yon der n t~ Ordnung ist in der Gestalt darstellbar 

r + ~2 + X ~ 
(10) F =  H 

wo O, V, X Formen mit reellen Koeftlzienten yon der n -  2 ~ Ordnung 
sind und H die n -  4 ~ Ordnung besitzt." 

*) ,,[Tber die Darstelhmg definiter Formen als S,mme yon Formenquadraten", 
Mathematische Ann~len, Bd. 32, 1888, 8. 342--350. 

**) ,,~rber temgre  definite Formen", Acta matlaematica, Bd. 17, 1893, S. 169--197.  
***) 1. c. ,  S. 196. 

t) D. h. jede definite ganze rationale homogene Flanktion dre]er Variabeln. 



Aus (10) schlieBt nun Herr Hflbert weiter: H ist eine def;nite Form, 
l~Bt sich also in der Gesfal~ 

B, 

darstellen, wo n - - 8  der Grad yon H 1 ist. Die Wiederholung dieser 
Schlrfl3weise ffihr~ seblielMich zu einem Bruch~ dessen Nenner eine positive 
Konstanf~ oder eine Cluuclratische definite Form ist. Da letztere eine 
Summe yon Formenquadraten ist, so ergibt sich durch Ausffihrung der 
Multip]ilrationen f'tir 2 '  eine Dars~llung als Quotient yon zwei Quadraf,- 
S U m m e I 1  

(II) f =  r 1 6 2  ~ + . . - + ~  

Jede definite tern~re Form oder, was dasselbe besagt, jede definite FunK- 
tion zweier Variabeln ist also als Quotient yon zwei Quadratsnmmen 
darstellbar. 

Dies Hflbertsche Resultat l~iBt sich ohne Mfihe dahin erg~nzen, dali 
f (x ,  y) als Quotient zweier Summen yon je vier Quadraben dars~ellbar ist; 
denn es werden stets Summen yon je drei, also yon je vier Quadraten 
mibinander multipliziert, and es greif~ die Identit~t (8) Platz. Aus 

(12) f ( x ,  y)  = 

l~nn man noeh schlieSen: 

%~+ ... + 0,-" 

(13) f (x ,  y) = 
(% '+- - -  + o,~ (~ , '+- -  �9 + ~d) % ' + - - . + v , ~  

(~x ~ + - . .  + ~4~) 2 T ~ 

Aber d~mit ist nicht viel gewonnen. Sowohl .in (11), al~ auch in (12) 
und (13) wachsen die Grade der auftre~enden Funktionen in bezug auf 
jede Variable sehr an; sie haben die GrSBenordnung n ~. 

Nun schlieBe ich abet, v'on (10) ausgehend, anders welter mid 
werde - -  unter der Voraussetzung, dab in der definibn Funkt-ion n ~ 

�9 Grades f ( x ,  y) das Glied mit y~ nicht den Eoeffizienten Null hat*) w 
zu folgendem Satz gelangen: 

, , f (x ,  y) l~iflt sich als Summe yon v ier  Quadraten 

f = %~ + . . .  + %~ 

darstellen, wo ~1 , ' "  "~ ~ g a n z e  rationale Funldionen yon y mit rationalen 
remllen teunktionen yon x als Koeffizienten sin&" 

*) Dutch eine g~r~ lineare Transformation der Yariabeln l ~ t  sich bekanntlich 
bei einer Funktion mehrerer Variabeln sbe~s erreichen, dab der Grad in jeder Variabeln 
gle ich  dem Grade der F n n k ~ o n  ist. 
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Dieser Sats ist offenbar richtig flit Funlrtionen 0 ~ und 2 m. GraAes. 
Dean fftr 

f(~, y) = 
ist 

ffir 
= 

f(x, y) =. Ao(x)y ~ + A~(x)y + A~(x~), 
wo naeh Voraussetzung A o eine positive Konstanto and fiir alle reellen x 

4 ' ( x ) -  4Ao(x)A~(x ) =< 0 
ist, ergibt sich 

a,(x) ~*~_ 4ao(x) a,(x) - a,,(x) f(x, y) = ao(X) (y + 2.Ao (x)] 1 -  4 Ao (x) 

= (~u + ~(x))~ + r + ~ ( ~ )  

= o?(x ,  v) + , ~ ( ~ ,  v) + v~(x,  v). 
Der Satz m6ge ftir Funl~ionen 0 t~ 2 t~", ..., n - - 2  t~ Grades MS bewiesen 

angenommen werden. 
Nach (10) ist die Funktion n ~ Grades f ( x ,  y)*)  in der Gestalt dar- 

stellbar 

(14) f = * " +  ~ ' " + "  + "  f, 

(16) 

'~, = q, fl  + &, 
wo i l l , ' "  ", fl~ ganze rationale Fnnl~tionen yon y sind, in denen die Koef- 
fizienten der Potenzen yon y (ganze oder gebrochene) rationale reelle 
Fun~ionen yon x sind. Flierbei haben ~ , . - - ,  f14 in y kleineren Grad 
MS f~, also a fortiori MS f. 

1) Wenn die vier Reste fl~, &, fls, & identisch Null sind, ergibt 
sieh ans (15) 

*) f(x, y) kann j s  als definite texn~re Form F(x l ,  x~, x~) geschrieben werden. 
**) Ffir die ~p~tere Wiederholung des folgenden Schlu~verfahrens is~ e8 wichtig 

zu bemerken, ~ Bur yon tier Tatsache Gebr~uch gemacht wird, daft fz in y geringeren 
Grad hat als f, nicht davon, daft dies auch ffir den Grad in x und y gilt. 

wo eq, ~ ,  %, r fl ganze rationale Fmakr yon x mad y mit reellen 
Koeffizienten sind mad" fl in x und y, M.~o auch in y allein, gerizLgeren 
Grad hat Ms f**). (14) l;4i~t sich auch so schreiben: 

(15) f f l  = a~ ~ + " "  + a, ~'. 

Ich dividiere nun, wean fx(x, y) nicht schon yon y maabh~gig is~, 
unter Bevorzugung der Variabeln y die vier Funktionen eq,-.-, a 4 dutch fl- 
Dies gibt 

~ = qlf~ + ~ 1 ,  
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wo fl und f~ g~u~.e Funktionen yon y sind, mit rationalen Funktionen 
yon x als Koeffizienten. Der Grad k yon f1 in y hegt zwischen 0 (exkL) 
~ d  ~ ( e ~ . ) ,  d~r Grad ~ -  k yon ~ ~ o  g ~ b f ~ s .  Na~h d~r b~k~nn~  
Vera]]gemeinerung eines GauBschen Satzes ist also die ganze rationale 
Funktion f (x ,  y) in zwei Fak~oren F~ (x, y) und .F~(x, y) zerlegbar, die 
in x and y ganz sind uad in y die Grade k und n - - k  haben. In 

f(x, y) = ~'1 (x, y) F~(x, y) 
sind auch die Grade yon Fl(x ,  y) und 2'2(x , y) in beiden Variabeln be- 
ziehlich k and n -  k, d~ ja f(x, y) in beiden Variabeln auch den Grad n 
hat. Die Koeffizienten yon y~ bezw. y~-k in F~(x, y) bezw..F~(x, y) sind 
Konstanten, yon denen ers~ere ohne Beschr~inkung der Allgemeinbeit ----1 
angenommen werden k a n n . . F I ( x  , y) und .F~.(x, y) sind ferner definit, da 
F~(x, y) aus einer definiten Fnnl~tion fl(x, y) durch Division mit einer 
defmiten rationalen Funktion yon x (niimlich dem Koeffizienten yon yr 
in f~(x, y)) entsteht. ~ ( x ,  y) = d  F~(x, y) sind ~ o  Fu~ktionen yon 
und y, welche genau dieselben Voraussetzungen erfiillen wie f(x, y), abet 
geringeren Grad haben als f(x, y); fiir solche Funktionen war der Satz 
als bewiesen angenommen worden, so dab sich fiir f(x, y) eine Zerlegung 

f(x, y) = (~2  + . . .  + r  (Zl 2 _~_... + z42) = ~])12 + . . . . . ~  ,~p42 

olme :Nenner in y ergibt. 
2) Wenn ill, f12, fla, fl~ nicht s~mtlich identisch 0 sind, so ist 

fl~ + f12 + f12 + fl~ nicht identisch O, und es folg~ aus (15) und (16) 
modulo f1 

~1~ + . . .  + . 8  2 = ~ 2 + . . .  + a4~ = f f l  =-- O, 

d. h. der Quotient 

f, =f~ 

ist in y ganz and nlcht identisch 0, in x rational, f~ hat in y kleineren 
Grad als fl- Aus (15) und 

folgt durch Multiplikation unter Benutzung der Identi~t (8) 

+ ( - , ~ - , ~ ,  + , ~  + , ~ ) ~  + ( - , ~  + , ~ - , ~ 2  + ,~,~)~. 

Jede der vier Basen rechts ist durch f~ teilbar, and man erh~lt 

f f~ = ~, 2 + . . .  + 7 2, 

(17) f =  v ' ' + +  n '  
f, 

WO ~'1,"" ", ?4, f~ in x rational, in y ganz si'nd, und wo f~ in y geringeren 
Grad hat als fl. 
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Dutch Erweiterung des Bruches (17) mit einer gewissen ganzen 
rationalen l~m~tion yon x nimmt (17) die Form an 

f = ~ , ' +  . . .  + a , '  F, 

wo r "" ", 5~, F~ ganzo ragionale reelle F nn~ionen yon x und y sind, 
und wo F~ in y kleineren Grad ha~ als fl und a fortiori ~l~ f. 

Ist dieser Grad yon F~ in bezug auf y noch nicht 0, so l~i~t sich das 
Verfahren wiederholen, his man schlieBlich zu einer Gleichung kommt 

( lS)  f(x, y) = ~"(~ '  Y) + " ' +  ~,,(x, y) 
VCx) 

wo im Nenner eine (definite ganze ree]le) Funktion yon x allein steht. 
f(x, y) I~B~ sich also mi~ einer so]chen defini~en ganzen Fuu~ ion  

yon x allein multiplizieren, dab das P r o d u ~  als Snmme yon vier Quadraten 
gan~er reeller Funktionen yon x und y daxstellbax ist. 

Aus (18) folgt scMieBlich wegen 

~(x)  = z / ( x )  + z / ( x )  

f(x, y) = (z,'(~) + z,'(~)) (~,:(~, y) + - - .  + r  u)) v'(x) 

= v / ( x ,  u) + -  �9 + v / ( ~ ,  ~), 
wo ~(x ,y ) ,  . . . ,  ~4(x;y)ganze rationale Fnnl~ionen yon y sind, deren 
Koeffizienten rationale reelle Funktionen yon x sind. 

Dies wax die auf S. 282 ausgesprochene Behauptung. 

Den 31. August 1905. 


