219 E. Laypav.

Uber die Darstellung definiter Funktionen durch Qﬁadrate.

Von

Epmunp Lanpavu in Berlin.

Erster Teil.
Es sei
(@) = ay2** + aq2®* " + - - - + a,,
eine ganze rationale Funktion 2%'* Grades von z mit rationalen Zahlen-
koeffizienten. Diese Funktion sei definit, d. h. es sei fiir alle reellen z

f(z) = 0;

a, >0

und f(x) habe entweder keine reelle Wurzel oder jede reelle Wurzel in
gerader Vielfachheit. Dann folgt aus der Zerlegung von f(2) in Linear-
faktoren ohne weiteres eine Darstellung von f(x) als Summe von zwei
Quadraten ganzer rationaler Funktionen von 2 mit reellen Koeffizienten.
Denn wenn f(z) r Paare reeller gleicher Wurzeln*) und s Paare kon-
jugiert-komplexer Wurzeln**) besitzt, so erhilt man durch Zusammen-
fassung aller Linearfaktoren in drei Klassen®*) eine Zerlegung

(@) = fi*(@) (f;@) + f@7) (@ —f,@)9),
wo f,(%), fy(2) und fy(z) reelle Koeffizienten haben und f,(z) den Grad 7,
f2(@) + f;(%)7 den Grad s besitzt, und hieraus folgt weiter

f(@) = *@) (FP@O+ @) = (L@ @) + (@ (@) = 9,°(@) + 95°(@)-
Die Zahlenkoeffizienten in g, (z) und g,(x) sind reell, brauchen aber

nicht rational zu sein.
Eine Darstellung von f(z) durch Quadrate rationalzahliger Funktionen

anders ausgedriickt, es sei

* Eine 2«-fache reelle Wurzel wird dabei als « Paare gleicher Wurzeln auf-
gefaBt. Es kann auch r =0 sein.
*) Ein Paar «-facher konjugiert-komplexer Wurzeln wird dabei als « einfache
Paare angesehen. s kann auch =0 sein.
*¥) Hierbei kommt jeder reelle Linearfaktor in die erste Klasse, und jedes Paar
konjugiert-komplexer Linearfaktoren wird auf die beiden anderen Klassen verteilt.
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hat zuerst Herr Hilbert*) angegeben. Er hat nimlich bewiesen, daB f(x)
stets als Quotient zweier Summen von Quadraten der verlangten Art dar-
stellbar jst. ‘

Darauf habe ich*¥) den weitergehenden Satz bewiesen: ,Jede definite
ganze rationale Funktion von # mit rationalen Zahlenkoeffizienten 1iBt
sich als Summe von Quadraten darstellen, so daB die siamtlichen Basen
dieser Quadrate ganze rationale Funktionen von z mit rationalen Koef-
fizienten sind.“

In einer spiteren Arbeit*¥) habe ich die- Frage aufgeworfen und
fir die kleinsten Werte von » = 2% in Angriff genommen: Fiir jeden
Grad » diejenige Zahl N = N(n) zu bestimmen, welche durch folgende
beiden Eigenschaften charakterisiert ist:

1) Jede definite Funktion{) n*® Grades 146t sich in NV Quadrate zerlegen.

2) Nicht jede definite Funktion »%® Grades 1iBt sich in N—1
Quadrate zerlegen.

Jch bewies a. a. O., daB

N(©O) = 4,
N(2) = 5,
N4 <6

18t.

Alsdann zeigte Herr Fleck+{t), an meine Methode zur Diskussion

der biquadratischen Funktion ankmiipfend, daB
N4)=5
ist.

Trotzdem nun N(4) nicht groBer ist als N(2), wiirde man wohl
erwarten, daB N(») mit » iiber alle Grenzen wichst. Merkwiirdigerweise
gilti) jedoch der allgemeine Satz, dessen Herleitung den Gegenstand
des ersten Teiles der vorliegenden Arbeit bildet:

wJede definite ganze Funktion n'** Grades von x mil rationalen Zahien-
koeffizienten 1ipt sich als Summe von achi Quadraten ganzer rationolzahliger
Funktionen von x darstellen.

*) ,Grundlagen der Geometrie*, Festschrift zur Feier der Enthiilllung des GauB-
Weber-Denkmals in Gottingen, Leipzig, 1899, S. 82—85.

#*) Uber die Darstellung definiter binirer Formen durch Quadrate“, Mathe-
‘matische Annalen, Bd. 57, 1903, S. 53— 64.

#+  Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate*, Archiv der Mathe-
matik und Physik, 3 Reibe, Bd. 7, 1904, S. 271—277.

1) Im ersten Teile dieser Arbeit ist durchweg nur von ganzen rationalzahligen
Funktionen die Rede, ohne daB dies immer besonders bemerkt wird.

1) ,,Zur Darstellung definiter bindrer Formen als Summen von Quadraten ganzer
rationalzahliger Formen*, Archiv der Mathematik und Physik, 3* Reihe, Bd. 10, 1906,
S. 23—38.

+i+) Es sei gleich hier der Leser auf S. 278, Z. 17—25 aufmerksam gemacht.

Mathematische Annalen. LXII. .18
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Mit anderen Worten, es ist stets
N() <8,

lim sup N(n) < 8,

also

und, da offenbar¥)
N(n) < N(n+2)
1st, so existiert .
lim N ()
und ist < 8%F). Welche der vier Zahlen N=5,6,7, 8 die Eigenschaft
hat, daB jedes f(z) in N Quadrate, aber nicht jedes in N — 1 Quadrate
zerlegbar ist, muf vorldufig dahingestellt bleiben.

Um nun den oben ausgesprochenen Satz iiber die Zerlegbarkeit von
f(#) in acht Quadrate zu beweisen, nehme ich zunichst f(z) irreduzibel
im Korper der rationalen Zahlen an. Darauf wird dann der allgemeine
Fall leicht zuriickfiihrbar sein. Wenn die definite Funktion f(2) irreduzibel
ist, so hat die Gleichung

f(z) =0

keine mehrfachen Wurzeln, also keine reelle Wurzel, und bestimmt daher
einen algebraischen Zahlkorper n** Grades, der mit simtlichen konjugierten
Korpern imaginir ausfillt. Daraus folgt, wie Herr Hilbert®**) gezeigt
hat, daB f(x) in der Form darstellbar ist
(1) @) = 1+ {o@)*+ {w(x’);}(;)—i— {z(@)}*+ {o(x)}g’
wo o(z), ¥(x), 1(z), o(x) ganze rationalzahlige Funktionen hochstens
n — 1** Grades sind, also f(z) eine definite Funktion hochstens n — 2"
Grades.

Es sei zundchst angegeben, wie Herr Hilbert zur Gleichung (1) gelangt.
Er benutzt folgenden Satz ohne genauere Ausfiihrung seines Beweises,
der erhebliche Schwierigkeiten bietet und wesentlich auf Herrn Hilberts
Theorie der relativquadratischen Zahlkdrper+) beruht:

*) Denn wenn die definite Funktion n%" Grades f(z) = a,2" + ---+ a5 (@, >0)
nicht in N(n) —1 Quadrate -zerlegbar ist, so ist offenbar die definite Funktion
n -+ 2% Grades z*f(x) = a,27*? 4 .- - 4+ a,x?® gleichfalls nicht in N(n) — 1 Quadrate
zerlegbar.

*) Mit anderen Worten, fiir alle hinreichend groBen »n hat N(n) einen und
denselben Wert, der <8 ist.
= 1 ¢c., S. 84—85.

$) ,,Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkdrper“, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 6, 1899, S. 88—94; ,,Uber die Theorie des
relativquadratischen Zahlkorpers®, Mathematische Annalen, Bd. 51, 1899, $. 1—127;
»Uber die Theorie der relativ-Abel’schen Zahlkorper, Nachrichten der Koniglichen
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Jede total positive Zahl eines algebraischen Zahlkiorpers, d. h. jede
Zahl des Korpers, deren konjugierte Werte in den reellen konjugierten
Kérpern positiv sind, l@p¢ sich als Summe vom vier Quadraten gewisser
Zahlen des Korpers darstellen®.*)

Im vorliegenden Falle sind alle durch die Gleichung

@) f(z) =
bestimmten Korper imaginir; jede Zahl des Korpers k(9), wo 9 eine
Wurzel von (2) ist, ist also total positiv; daher gibt es insbesondere. fiir
— 1 eine Zerlegung

— 1 =a? 4 B2+ 3% 4 0%
wo «, f8, 7, 0 ganze oder gebrochene Zahlen in k(&) sind. Diese sind als
ganze rationalzahlige Funktionen @(9), ¥(#), 1(9), o(¥) von & darstell-
bar, deren Grad <z — 1 ist. Aus

L+{o®)}* +{v®)) +{2(®)}* + {e(®}? =
folgt, da f(z) irreduzibel ist, daB die ganze rationalzahlige Funktion

Flz)=1+{e@) P +{2@}* + {1(@)}* + {e(@)}*
durch f(z) teilbar ist: Fla) = F)f, @)

und dies liefert die Gleichung (1).

Nachdem nun Herr Hilbert auf diesem Wege die Gleichung (1)
erhalten hat, zieht er daraus durch vollstindige Induktion die Folgerung:
Es sei schon bewiesen, daB jede definite Funktion n — 2*“® oder niedrigeren
Grades als Quotient zweier Quadratsummen darstellbar ist. Dann gilt
_dies nach (1) fiir jede irreduzibele definite Funktion %' Grades, also fiir
jede definite Funktion #*® Grades (da, wie leicht gezeigt wird, jede
reduzibele definite Funktion, abgesehen von einem konstanten Faktor, ein
Quadrat ist oder als Produkt eines Quadrates®*) und einer oder mehrerer
irreduzibler definiter Funktionen niedrigeren Grades darstellbar ist).

Ich lege den folgenden Schlissen auch die Gleichung (1) zugrunde,
schlieBe jedoch folgendermaBen weiter: Es ist, wenn

o@) =1, 4@ =09, &)= w(x), o, (z) = 1(2), «(2) = e(2),

% (@) =0, a(2)=0, ex)=0
gesetzt wird,

Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klaase,
1898, S. 370—399 und Acta mathematica, Bd. 26, 1902, S. 99—131.

*) Diesen Satz erwahnt Herr Hilbert auch in seinem Artikel , Theorie der
algebraischen Zahlkérper* in der ,,Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften,
Bd. 1, S. 696.

**) welches eventuell =1 ist.
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‘@)t ot @)ta’ @)+’ @) ot @)+ o ($)+¢s’($)
3) fl@)="5 @)+ 5" @)+ e * (@)t xfl (x? (
) 0’(Z) + - -+ g’ (2) = F(@) [, (2),
wo f;(x) kleineren Grad hat als f(z)¥).

Nun dividiere ich, wenn f;(z) nicht konstant ist, jede der acht Basen
im Zihler von (3) durch f,(z); dies ergibt ein Gleichungssystem

(x) = ¢ (x)f 1 (@ + ﬂ1 (@7

(3)
g (x) = s (x)ﬂ (x) + ﬂs (x),

wo B,(x), - - -, Bg(x) geringeren Grad haben als f,(z). B,(2), ---, ()
sind nicht simtlich = 0, da sonst

f@) =fi(@) (@*@ + - - - + ¢ @),
also f(x) reduzibel wire.*¥)

Aus (4) und (5) folgt modulo £,

al Bt A=ttt =ff,=0,
SO0

(6) ﬂ12+"'+ﬂ82=flf2)

WO f, eine ganze rationalzahlige definite Funktion ist, die geringeren Grad
hat als f; und nicht identisch verschwindet.
Nun besteht die bekannte Identitit

(M (“12+“22+“32+“42+“52+“s2+“72+“82) B>+ B2+ B+ B2+ B2+ B5°
-l:ﬁq2+ﬁ %)

= ( ey Byt Bet s B+ ey B4+ oty By + g B+ ety By + 05 B )

+ (— &y o+t By + et By —ey By + o5 B — g B+ ety Bg— g 7 )

+ (_“1.33—“2134‘*‘“351"}'“462‘(‘“5137“‘“eﬂs“%ﬂs"'“sﬁs)z

-+ (‘“1134+“2ﬁs—“3132+“4ﬂ1““558—“6137+“7ﬁs'*‘“sﬁs)?

+ (“'“155““256—“357+“458+“5}31+“652+“753‘““8ﬁ4)2

+(— oy B+ et By + 5 B+ o0y By — 0t By + et By — ety B, — et B

T (_0‘1137—“2568+“3135—“4ﬁ6"’“5ﬁs+“6ﬁ4+“7/31 + ety )

+ (‘—“1!38+“2/37‘"“3/36““4135+0‘5ﬂ4+“6!33"‘“7.32+“8ﬂ1)2'
Diese Identitit wende ich auf die vorliegende Bedeutung der Zeichen

*) Mit anderen Worten, ich benutze gar nicht den Hilbertschen Satz
—1=ai iyt
in vollem Umfange, sondern nur die eventuell leichter zu beweisende Tatsache, daB
sich —1 im Korper k(&) als Summe von sieben Quadratzahlen darstellen 148t.
=) Ubrigens ist hier g, (x) = 1; doch habe ich fiir die in der Folge notwendige
Wiederholung des SchluBverfahrens die Begrindung des Textes angegeben.
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,*+ B an, d. h. ich multipliziere die Gleichungen (4) und (6) und
stelle das Produkt nach (7) als Summe von acht Quadraten dar. Die Be-
trachtung der Basen dieser acht Quadrate zeigt, daB jede derselben
durch f, teilbar ist; z. B. ist modulo f;

o By + ofe + ogfs + ayfy + s + @ fs + By + a5 fs
Ed12+d22+d32+d48+d52+d62+d72-1'a82=ff150
- “ﬂ%‘*‘ e fy + agf, — B + a5 By — 55 + a4 fg — ey
= — o0+ ooy + gy — a0 + a0ty — Gty + g0y — gy = 0.

Wenn daher die Basen mit y,f,, - - -, 3/, bezeichnet werden, so sind
P15 * s Vs ganze rationalzahlige Funktionen, und man erhilt

)P+ -+ () =21

ity =fhy
F=T +",';'+}'s“’
wo f, kleineren Grad hat als f].
Ist dieser Grad noch nicht O, so wiederhole man dasselbe Verfahren.
Man gelangt alsdann schlieBlich zu einer Gleichung
f=6‘12+"’+dez

¢ H

wo ¢ eine positive Konstante ist, §,(z), - - -, 65(x) ganze rationale Funk-
tionen vom Grade < — 5 ) Daraus folgt, wenn die ganzen rationalzabligen

. é )
Funktionen %, .- -* mit &, -, & bezeichnet werden,

f=6((8c—‘>2+'”+ (%)2) = (e 4 -+ -+ &),

Da nun die Zahl ¢ in vier Quadrate zerlegbar ist**); so ergibt sich
F(@) = (b2 + b2+ b+ b2+ 024 0% 024 0%) (&,2(2) + - + &2(@)),

also durch Anwendung von (7)

(%) = 9.%(2) + 95*(@) + 95*(2) + 9,*(2) + 95*(2) + 96° (2) + 9:.*(2) + 95* (2).-
Nachdem nun die Zerlegbarkeit in acht Quadrate fiir irreduzibele

definite Funktionen bewiesen ist, so folgt sie leicht fiir alle definiten
Funktionen. Denn jede definite reduzible Fanktion ist von der Gestalt

*) Mindestens eine derselben hat natiirlich den Grad % .

**) Mit dem bekannten Beweise dieses Bachet-Lagrangeschen Satzes hat das
ganze Verfahren grofe Ahnhchkelt



- 278 E. Laxvav.
f(z) = c(F@)* F\(z) Fy() - - - F(2),

wo F,(2),:--, F,() definit und irreduzibel sind; da nach dem Obigen
die Faktoren F, Z)x), +++, Fy(2) in je acht Quadrate zerlegbar sind, so
ergibt die wiederholte Anwendung der Identitdat (7), daB f(z) als Summe
von acht Quadraten darstellbar ist.

Bekanntlich hat Herr Hurwitz*) bewiesen, daB fiir » > 8 (und
v=3,5,6,7) das Produkt zweier Summen von » Quadraten nicht als
Summe von » Quadraten darstellbar ist. Das Gelingen dss Nachweises,
da8 f(z) in eine feste (von » unabhingige) Anzahl von Quadraten ganzer
rationalzahliger Funktionen zerlegbar ist, ist also nur dem gliicklichen
Umstand zu verdanken, daB durch den Hilbertschen Satz die Zerlegbar-
keit von — 1 in sieben Quadrate gewihrleistet ist. Wiirde man z. B. nur
beweisen kénnen, daB — 1 stets in acht Quadrate zerlegbar ist, so wiirde
das oben eingeschlagene Verfahren iiberhaupt keine von » unabhingige
obere Schranke fiir die Anzahl der zur Darstellung von f(z) erforderlichen
Quadrate ergeben*¥).

Es ist nun sehr zu wiinschen, daB Herr Hilbert den Beweis seines
Satzes verdffentlicht. Der Satz scheint mir dadurch noch an Bedeutung
gewonnen zu haben, daB er die Erledigung unseres nur auf rationale
Zahlen beziiglichen Problems nach sich zieht.

Die im Vorangehenden auseinandergesetzte Methode gestattet also,
fiir jeden Korper, in welchem —1 als Summe von sieben Zahlenquadraten
darstellbar ist, das zugehorige f(z) als Summe von acht Quadraten ganzer
rationalzahliger Funktionen darzustellen; nach Herrn Hilbert gilt dies also
fiir jedes definite f(x). Ich mache aber besonders darauf aufmerksam,
daB die obige Reduktionsmethode in allen Fillen, fiir welche — 1 in drei
Quadrate zerlegt werden kann, sogar die Zerlegbarkeit von f(z) in vier
Quadrate ergibt; man braucht ja nur auf die Gleichung

_ 9 t@) + e? (@) + e @) + o ()

dieselben Schliisse anzuwenden wie oben auf (8) und dabei fortwahrend
von der Identitat

* ,Uber die Komposition der quadratischen Formen von beliebig vielen
Variabeln“, Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
mathematisch-physikalische Klasse, 1898, S. 309—316.

**) Der Hilbertsche Satz, daB — 1 stets in vier Quadrate zerlegbar ist, ergibt
nicht mehr als die bloBe Kenntnis, daB — 1 in sieben Quadrate zerlegbar ist; das
Produkt zweier Summen von je finf Quadraten kann ja mit Sicherheit nur als
Summe von acht Quadraten dargestellt werden.
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(8) (e +e’+e+ef) (BP+B + B +B7) = (e fr+afo+ o By +,8)°
+(—oy Byt ep By o By—eey Bs) + ("""153"‘“20644'“35_1 +a,5)?
+(“ﬁ“1ﬁ4+“2133““3ﬂ2+“4ﬂ1)2

Gebrauch zu machen¥).

Es ist vielleicht von Interesse, fiir eine spezielle Klasse von Korpern
in elementarer Weise die Zerlegbarkeit von — 1 in vier Quadrate dar-
zutun. Ich verdanke meinem Freunde J. Schur einen solchen Nachweis
fiir den Kreisteilungskbrper der m™® Einheitswurzeln (m 2> 3) und teile hier
diesen Beweis ‘in unwesentlich modifizierter Form mit.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann m als ungerade Primzahl
oder =4 angenommen werden. Denn wenn der Nachweis hierfiir erledigt
ist, so ergibt sich fiir jedes m >3, falls p einen ungeraden Primfaktor
von m bezw. die Zahl 4 (fir m = 2¢) bezeichnet, im Korper der p*
Einheitswurzeln eine Zerlegung

— 1=+ +9"+ 5
und diese ist gleichzeitig eine Zerlegung im Korper der mP™ Einheits-

wurzeln.
Es handelt sich also, da offenbar im Korper der 4** Einheitswurzeln

—1 ==’
ist, nur um den durch die Gleichung
f@=1+z+ - -+a2#7'=0

bestimmten Korper, wo p eine ungerade Primzahl ist.
1) p habe die Form 8v + 3 oder 8» + 5. Dann ist

p—1

— 2
22 E(};):—wl(modp),
also
p-1
2% 4+1=hrp.
Nun ist

A+z+-- +22) (I +aP 224 -« +at-D)
=142+ P ap 4 it

21
=1+a+--+a2 " P et
=(1+2)(1+27)(1+29 - (H—x“’2 )+x"P'1

also, wenn fiir x eine Wurzel & von f(z) = O eingesetzt wird,

*) Da8 analog fiir jeden Korper, in welchem — 1 Quadratzahl ist, 4. h. welcher
die Zahl ¢ enthalt, f(z) in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ist trivial
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0=(1+8)(1+%2)(1+84)---(1+a‘)2 )—{-8"1
also, da
_pj—_l_
g—orri(a7)

—1 . .
p 5 Faktoren des Produktes eine Summe von zwei

ist und jeder der
Quadraten ist,
O=0C2+ﬁ2+'3'_1,
__ '3""1 — a‘2 + ﬁ27
pHi?
— 1= @ =@ 077 ) =t

—1 1st also in zwei Quadrate zerlegbar und folglich nach meinen all-
gemeinen Bemerkungen auf S. 278—279 f(z) in vier Quadrate®).

2) Die ungerade Primzahl p sef beliebig. Dann LBt sich jedenfalls

eine Primzahl ¢ so bestimmen, daB ¢ die Form 8» + 3 hat und daB q
Nichtrest modulo p ist. Dann ist

p=t
2 =(L) = —
¢ F =(%)=—1(modp),
also
p—1
? +1=kp7
(9) (1+x+--~+xp‘1) (1+xp+...+x(h—1)p)=1+x+...+xhp—1
p~1

=142+ -t ? -1y ghe-t
=(1+x+x2+---+x9‘1) (1+x«z+x2q+...+x(q—1)q) -

p-—l_l p—l
. (1+x9 2 L 222 2 + e 1)9 2 ) + -1,
Nun ist nach 1)

1+2+22+-- -+ ' =F22)+ -+ Fi(z),

*) Ubrigens folgt fiir p=8v | 3 die Zerlegbarkeit von f(z) in vier Quadrate
und ebenso fiir p = 8» + 7 die Zerlegbarkeit von f() in fiinf Quadrate direkt daraus,
daB bekanntlich fir p=3 (mod. 4)

4f(x) =

¥ —1
— =X +pX?

ist, wo X, und X, ganze ganzzahlige Funktionen von « sind. Denn, da fir p=8v»-43
bezw. p = 8v -} 7 eine Gleichung p=a®- b*+ ¢® bezw. p=a®*+ b2-{-¢c? 4 d? be-
steht, so ist f(x) in vier bezw. fiinf Quadrate zerlegbar. Nur der Fall p=8v 41
ist schwieriger zn behandeln, etwa wie oben unter 2) im AnschluB an die Mit-
teilungen von Herrn Schur, wobei der Dirichletsche Satz von der arithmetischen

Progression angewendet wird.
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also
1 +xq+x2q+...+$(9—1)Q=F12(x9)+---+F42(x“’)=G12(x)+°"+ Gf(‘”))

p—l_1 p-1 -1 -1
1422 2% %  4...pge-be? =F?Qﬂ2 +ot FA2 )
=K}2)+-- -+ K2(2).

Daher hat nach (8) die rechte Seite von (9) die Gestalt einer Summe
von vier Quadraten plus 2*#~1. Setzt man nun in (9) fiir £ eine Wurzel
9 der Gleichung

f(z)=0

ein, so ergibt sich

O=(¥2+ﬂ2+72+62+'ﬁ‘—1,
P+

n2
—1= (a2+ﬁ”+y2+62)(8 2 ) =’ + B+’ + 0%

Zweiter Teil.

Die im ersten Teil angewendete Reduktionsmethode fiithrt auch in der
Theorie der definiten ganzen rationalen Funktionen zweier Variabeln

(&, Y) = @+ 010% + @y + 207 + -+ - + 2,y -
mit beliebigen reellen Zahlenkoeffizienten zu einem neuen Resultat. Bisher
ist dariiber folgendes bekannt.

Herr Hilbert*) hat zuerst den Nachweis der merkwiirdigen Tafsache
gefiihrt, daB f(z, ) im allgemeinen nicht als Summe von Quadraten ganzer
rationaler Funktionen von z und y mit reellen Koeffizienten da.rste]lbar
ist. Spiter hat Herr Hilbert*) bewiesen, da8 sich f(z, ) stets als
Quotient zweier solcher Quadratsummen darstellen liBt. Er beweist zu
diesem Zwecke — unter Anwendung der Theorie der Abelschen Funk-
tionen — zuniichst den Satz***): Jede beliebige ternire definite Form)
F von der n*® Ordnung ist in der Gestalt darstellbar
¢2 +q}2 + X?

H )
wo &, ¥, X Formen mit reellen Koeffizienten von der » — 2*® Ordnung
sind und H die » — 4* Ordnung besitzt.“

(10) F=

*\ Uber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten“,
Mathematische Annalen, Bd. 32, 1888, S. 342—350.
#) | Uber ternire definite Formen“, Acta mathematica, Bd. 17, 1893, S.169—197.
=¥ 1. c., S. 196.
) D. h jede definite ganze rationale homogene Funktion dreier Variabeln.
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Aus (10) schlieBt nun Herr Hilbert weiter: H ist eine definite Form,
IiBt sich also in der Gestalt
¢+ VX"
H,

darstellen, wo n—8 der Grad von H, ist. Die Wiederholung dieser
SchluBweise fiithrt schlieflich zu einem Bruch, dessen Nenner eine positive
Konstante oder eine quadratische definite Form ist. Da letztere eine
Summe von Formenquadraten ist, so ergibt sich durch Ausfiihrung der
Multiplikationen fiir ¥ eine Darstellung als Quotient von zwei Quadrat-
summen

O+ O
(11) R

Jede definite ternire Form oder, was dasselbe besagt, jede definite Funk-
tion zweler Variabeln ist also als Quotient von zwel Quadratsummen
darstellbar.

Dies Hilbertsche Resultat 148t sich ohne Miihe dahin ergéinzen, da8
f(z,y) als Quotient zweier Summen von je vier Quadraten darstellbar ist;
denn es werden stets Summen von je drei, also von je vier Quadraten
miteinander multipliziert, und es greift die Identitit (8) Platz. Aus

_ ¢12+ +¢42
(12) f(x) ?/)_q,12+,_,+q)42

kann man noch schlieBen:

@ -+ (9 +---+o) _ WPtV

(13) f(x) y) @+ +09,5° Y2 ‘
Aber dgmit ist nicht viel gewonnen. Sowohl .in (11), als auch in (12)
und (13) wachsen die Grade der auftretenden Funktionen in bezug auf
jede Variable sehr an; sie haben die GréBenordnung n»?

Nun schlieBe ich aber, von (10) ausgehend, anders weiter und
werde — unter der Voraussetzung, daB in der definiten Funktion =n'"
- Grades f(z, y) das Glied mit % nicht den Koeffizienten Null hat*) —
zu folgendem Satz gelangen:

of (@, Y) lapt sich als Summe von vier Quadraten

f=1/)12+~-+¢'42

darstellen, wo ¥, - - -, ¥, ganze rationale Funktionen von y mit rationalen
reellen Funktionen von x als Koeffizienten sind.“

*) Durch eine ganze lineare Transformation der Variabeln 148t sich bekanntlich
bei einer Funktion mehrerer Variabeln stets erreichen, daf der Grad in jeder Variabeln
gleich dem Grade der Funktion ist.
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Dieser Satz ist offenbar richtig fir Funktionen 0%® und 2 Grades.

Denn fiir
. flz,y)=c¢
ist

f(x7 ?/) = (VE)2;
fiir

(@, 9) = 4,(2)y* + 4,(2)y + 45(),
wo nach Voraussetzung 4, eine positive Konstante und fiir alle reellen z

: S A,*(2) — 44,(2) Ay (2) £ 0
ist, ergibt sich ,

4, g 4 — 4,2
far3) = 44(@) (3 + 55 2) + LAOLE -4

= (ay + 9, @) + 9,*(2) + ¢5°(2)
=¥}z, 9) + ¥, (2, 9) + ¥’ (2, 9).
Der Satz moge fiir Funktionen 0%, 2% ... 5 —2t%® Grades als bewiesen
angenommen werden.

Nach (10) ist die Funktion %" Grades f(z,y)*) in der Gestalt dar-
stellbar \ , \
2 «
(14) f=°‘1 + @ }’:“s + <, ,
WO @, 0, 04, ¢, f; ganze rationale Funktionen von z und y mit reellen
Koeffizienten sind und f; in # und y, also auch in y allein, geringeren
Grad hat als /**¥). (14) 148t sich auch so schreiben:

(15) fhi=a’+- -+l
Ich dividiere nun, wenn f;(z, y) nicht schon von y unabhingig ist,

unter Bevorzugung der Variabeln y die vier Funktionen «,---,«, durch f,.
Dies gibt

(16)

& = ¢ify + B,

oy = q.f, + By,

wo f,,---, B, ganze rationale Funktionen von y sind, in denen die Koef-
fizienten der Potenzen von y (ganze oder gebrochene) rationale reelle
Funktionen von z sind. Hierbei haben 8,,---, §, in y kleineren Grad
als f;, also a fortiori als f. ]

1) Wenn die vier Reste 8, f,, B5, B, identisch Null sind, ergibt
sich ans (15)

f=h(’+ &'+ &* +9°) = hifs
* f(z,y) kann ja als definite ternire Form F(z,, z,, Z,) geschrieben werden.
“*) Fir die spatere Wiederholung des folgenden SchluBverfahrens ist es wichtig

zu bemerken, da8 nur von der Tatsache Gebrauch gemacht wird, da8 £, in y geringeren
Grad hat als f, nicht davon, daB dies auch fiir den Grad in z und y gilt.
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wo f; und f, ganze Funktionen von y sind, mit rationalen Funktionen
von z als Koeffizienten. Der Grad % von f; in y legt zwischen O (exkl)
und 7 (exkl), der Grad » — k von f;, also gleichfalls. Nach der bekannten
Verallgemeinerung eines (GauBschen Satzes ist also die ganze rationale
Funktion f(z, y) in zwei Faktoren F(z, y) und F,(z, y) zerlegbar, die
in z und y ganz sind und in y die Grade £ und %» — % haben. In

f(z, f’/) = Fl(‘% ?/) Fz(x: ?/)
sind anch die Grade von F,(z,y) und F,(z,y) in beiden Variabeln be-
ziehlich % und » — %, da ja f(z, ) in beiden Variabeln auch den Grad »
hat. Die Koeffizienten von y* bezw. y*—* in F\(z, y) bezw. F,(z,y) sind
Konstanten, von denen erstere ohne Beschrinkung der Allgemeinheit =1
angenommen werden kamn. Fj(z,y) und F,(z, y) sind ferner definit, da
F,(z,y) aus einer definiten Funktfion f,(z, y) durch Division mit einer
definiten rationalen Funktion von z (nimlich dem Koeffizienten von 3
In f,(z,y)) entsteht. F,(z,y) und F,(z, y) sind also Funktionen von z
und y, welche genau dieselben Voraussetzungen erfiillen wie f(z, y), aber
geringeren Grad haben als f(z,y); fiir solche Funktionen war der Satz
als bewiesen angenommen worden, so daB sich fiir f(z,y) eine Zerlegung
fz,9) = (@ + -+ o)L+ +2d) =v+ - +9}

ohne Nenner in y ergibt.

2) Wenn B,, B;, Ps, f. nicht sdmtlich identisch O sind, so ist
B2 + B2 + Bs° + B, nicht identisch O, und es folgt aus (15) und (16)
modulo f;

B+ - +Bi=e+--+eal=ff=0,

d. h. der Quotient

ﬁl +'f:1'+64 _____f‘2

ist in y ganz und nicht identisch O, in 2z rational. f;, hat in y kleineren
Grad als ;. Aus (13) und

f1f2=ﬂ12+"‘+ﬂ42
folgt durch Multiplikation unter Benutzung der Identitit (8)
ffife = ( ey + By +esBs+aB)® + (— oy By + 0 fy + o5 By — et B3)?
+ (e By — oyt By + 0y o) + (— ey By + ey By — o5 By + @ B
Jede der vier Basen rechts ist durch f, teilbar, und man erhilt
flo=v+-+72
(17) f=71‘+'f:2'+7427
WO 9., -, s, f, i « rational, in y ganz sind, und wo f; in y geringeren
Grad hat als f;.
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Durch Erweiterang des Bruches (17) mit einer gewissen ganzen
rationalen Funktion von 2 nimmt (17) die Form an
8+ - +42
N
wo 0,,---, 0,, F, ganze rationale reelle Funktionen von z und y sind,
und wo F; in y kleineren Grad hat als f; und a fortiori als f.
Ist dieser Grad von F, in bezug auf y noch nicht O, so 148t sich das
Verfahren wiederholen, bis man schlieflich zu einer Gleichung kommt

@y +- -+ 90 Y)
(18) f(z, 3/) = () ’
wo im Nenner eine (definite ganze reelle) Funktion von z allein steht.
f(z,y) 148t sich also mit einer solchen definiten ganzen Funktion
von z allein multiplizieren, daB das Produkt als Summe von vier Quadraten
ganzer reeller Funktionen von z und y darstellbar ist.
Aus (18) folgt schlieBlich wegen

¥(2) = 1,*(2) + 1.’ (@)
f(a:, y) — 2@ + 2, @) (9, 1;?(’:5 g) + + 9.5, )
= wlg(x) y) +- -+ 1/142(:15, y))
wo ¥,(2,¥), - -, ¥,(x; y) ganze rationale Funktionen von y sind, deren
Koeffizienten rationale reelle Funktionen von 2z sind.
Dies war die auf S. 282 ausgesprochene Behauptung.

Den 31. August 1905.




