
Ueber  eine E igenschaf t  der  par t ie l len  Different ia lg le ichungen.  

Von 

LEO K(JNIGSBERGER in Wien. 

(1) 

oder 

(2) 

Sei eiue partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei 
unabhgngigen Variabeln gegeben 

f ( x ,  y, ~, ax'  ~v 

a , , ,  , 

worin die Funetionen fl, f2, "" "~ [~ rationale Functionen der GrSssen 

x ,y ,  z ~ a x  sind, und habe dieselbe ein particulgres Integral z I mit 

ether anderen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 

az ~z~ 
F ( x ,  y, z, 9-,g' 9-YJ = O, (3) 

oder 

( aCy'+ F, (x (4) ',ave , y , z ,  a x J ~ a y J  - - ' ' "  q - / v '  ~y,z , -ax-  -----0 

gemein~ so wird~ wenn man mit den linken Seiten der Gleichungen 

~z aufgefasst, nach der Methode der (2) und (4), als Polynome in ~y- 

Aufsuchung des grSssten gemeinsehaftlichen Theilers ~erfiihrt, die 
Operation entweder zu einen~ gemeinsamen Theiler fiihren, welcher 

ein ganzes Polynom in ~-~- ist~ dessen Coefficienten rational aus 
~z 

x, y, z~ ~ -  zusammengesetzt sind~ oder es wird sich ein Rest ergeben, 
0z 

(let selbst eine rationale Function yon x~ y, z, ~-7 ist. Im ersten Falle 

wtirdo, wenn it _~ 9 angenommen wird~ der Grad des grSssten gemein- 

schaftliehen Theilers in Bezug auf ~ -  kleiner oder gleich it seth, im 

zweiten Falle miisste, da z I ein den Gleichungen (~2) trod (4) ge- 
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meinsames Integral sein sollte, eben diese Function eine rationale 

0z verschwinden lassen d. h. das Integral einer Function yon x ,  y, z, bx- 

Differentialgleichung yon der Form sein 

(5) ~p (x , 'y ,  ~, ~ x )  = 0. 

Nehmen wir somit an, dass die Gleichung (2) in Bezug auf 0z_ 0y 
0z mit Adjungirung der GrSssen x, y, z,-b-x algebraisch irreductibel ist, 

und (lass ferner das den Gleichungen (2) und (4) gemeinsame Integral 
nicht schon einer gewShnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
in z und x geniigt, in welcher y nur als Parameter in algebraischer 
Verbindung erscheint, so wird bei der oben vol]zogenen Operation der 
Aufsuchung des grSssten gemeinschaftlichen Theilers das Polynom (2) 
ganz in dem Polynome (4) enthalten sein miissen, und somit jedes 
Integral der Differentialgleichung (1) auch der Differentialgleichung 
(3) geniigen. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn zwei ~artielle I)ifferentialgleichungen erster Ordnung mit 
zwei unabhiingigen Variabeln ein Integral gemein haben, und es ist 
einerseits die eine dieser beiden 1)ifferentialgleichungen in Bezug auf 
den Diffcrentialquotienten nach der einen Variabeln in algebraisclwm 
Sinne irreductibel, andererseits das gemeinsame Integral so beschaffen, 
dass es nicht einer gew6hnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
naeh der anderen unabMingigen Variabeln geniigt, in welcher die erste 
unabMingige Variable algebraisch enthalten ist, so wird die eine Diffe- 
rentialgleiehung alle Integrale mit der anderen gemein haben. 

So hat z. B. die Differentialgleichung 

0z ~z 
(6) ~x + ~ = z ,  

deren allgemeines Integral durch 
(7) z = e ~ (v - x)  

dargestellt wird, worin (p eine willkiirliche Function bedeutet, das 
durch SpeciaIisirung yon 

(y  - -  x )  = e - ( ~ - ~ )  

hervorgehende particul~ire Integral 
(8)  ~1 = e ~ - ~  

mit der partiellen Differentialgleichung 

(9) 0x 0.~ 

gemein; da aber das Integra ! (8) aueh schon der gewShnlichen Diffe- 
rentialgleiehung 
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dz ~ 2Z  
dx  

gentigt, so wird nicht jedes lntegral yon (6) auch (9) gentigen miissen, 
wie es z. B. in der That bet dem Integral z ~ e ' : ( y - - x )  nicht der 
Fall ist. Andererseits erh~ilt man durch passende Wahl der willkiir- 
lichen Function ~ das particul~ire Integral der Differentialgleichung (6) 

(10) z e - Y  ~ log z - -  x ,  

welches wegen o 
~z z ~z z~e - ~  

~x ze - y -  I ~ ~Y ze - u - 1  

auch der partiellen Differentialgleichung geniigt 

(11) \ay](az "~, _}_ az a--y- + ~ , a x /  

ax  

da nun aber z, als Function yon x in (10) aufgefasst, nicht einer in y 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung Geniige leistet~ well 

9z 9z 

oder 
z2 az ( ~ 3  

~z ist, ausserdem die Gleichung (6) in ~ algebraiseh irreductibel ist, so 

wird jedes Integral der Diffbrentialgleichung (6) auch der Gleichung 
(11) gentigen, wie dies z. B. fiir das Integral (8) der Fall ist; in der 
That l~sst sich die linke Seite yon ( l l )  a[s ein Produc~ in der Form 
darstellen 

(o.~, X 
0z z) 0z \ ~x/  / 

Behalten wir nun (lie Differentialgleichung (I) bet, und babe 
dieselbe mit ether Differentialgleichung m "~ Ordnung 

(12) f f  x ~ y , z ,  ~ x ~  B y '  " ' "  ~x  "~ ' ~ x m - l ~ y  ' " ' "  ~ y ' ~ /  

ein Integral z I gemein, so folgt aus (2) dutch Differentiation nach x 
und y 

\ ~ ,  -[- Q, - -  1) f, , ,~ - /  + " "  " + axa~ 

~' ~'~ ~ C ~ ~-~ + �9 , + . . .  

+ r y, z, Ox ' ~ / =  0 

lYlathematisehe Annalen.  XX. 39 



590 

und 

(~4)  

L. K~NI(I.SBE t(GE~. 

+ r  ~ x ,  a y '  ~ )x~y]x-~ jJ  + ' ' "  

oder mit Hiilfe yon (13) 

',aVJ + ( z -  1)f,,7~-, 4 - . . . +  ~v' 

( ~z a'z ~ ~ 0 + X x ,  y~ z, ~x ' axe-' 

worin cp, ~b~ g rationale Functionen bedeuten. Differentiirt man ebenso 
(13) und (15) nach x und y, so erh~ilt man 

' ,-~eV, + (z  - -  1) f ,  ~ , ,  + ' " " + ~x, ~v 

+ o j  x , y , z , ~ ,  am" a .  ~' a%] 

[ ,  ( ~z'~a-, . ( az u  . + f ~ _ , ]  aaz \ -~y] q-- (~. - -  1) ft ~,~9 ] -I- �9 ' �9 7 x a y '  
(16) 

( + %  x ' Y ' Z ' a x '  '~x'' a x "  ~ = 0 ,  

\~-] . J r -  ( i t  - -  1) ft ,,,-~y; + �9 �9 ' + av~ 

(x as a,, a , ) = o ,  
. + %  ~y~z~ a x '  ax ~ ax a~ ay 

worin ~ ,  e%, to a wiederum rationale Functionen vorstellen u. s. w. 
Setzt man nun die aus (13), (15), (16) u. s. w. "entuommenen 

Werthe  yon 
0~z a~ a~z a.~z a~z 

axa~y , av~ ' ~x'~-9-' axay~ , av ~ , "" " 

in die Gleichung (12) ein,  so geht dieselbe nach Multiplication mit 
ether entsprechenden Potenz des Ausdruckes 

(~) ~a-y-~ + (). --1) f, ~ ]  + . . . + f ~ _ ,  
in eine Gleichung yon der Form iiber 

(17) .F o x ,  y, z ,  gx- ,  ax' ' " " " ax" / k ay ] 

( ~z a,~ a"z___~ ( a z ~ , ' - ~ . a _ . . .  
+ F ~  x , y , z ,  a x '  a x ' ' ' ' "  ax '~] \ ~ ]  - -  

+.F~, x , y , z ,  a ~ '  a x ' " ' "  a x ' ]  
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und da die Gleichungen (2) und (12), also auch (2)und (17) ein Inte- 
gral gemein haben, so werden wir wieder iihnliche Schlilsse wie oben 
auf die beiden letzteren Gleichungen anwenden kSnnen. 

VerfShrt man n~imlich mit den linken Seiten derselben nach der 
Methode der Aufsuchung des gr(issten gemeinschaftlichen Theilers, so 
wird sieh entweder allgemein fiir jedes ~ ein Polynom yon der Form 

(t~) ~o x,  y,  z, ~x ,  ~x , ,  " " ", ~ \ ~ - ]  

+ ~ 1  x , y , z , ~ - ,  b ~ , ' ' ' " ~ :  ~ + " "  

-~-cp~ x , y , z ,  ~x~ 0m ~ ' ' ' ~  0ram/ 

ergeben, welches ein Theiler yon (2) und (17) ist, oder es bleibt bei 
der Fortsetzung der Division ein Rest yon der Form 

( Oz ~'z ~mz) 
(7) .co x, y, z, ~-x- ' ~:~" ' " " "' ~xm ' 

worin co eine rationale Function bedeutet. Nun kann aber alas Polynom 

in ~y- anf der linken Seite der Gleichung (2) im algebraischen Sinne 

keinen Theiler yon der Form (~) haben, indem einerseits die Ab- 
leitungen yon z nach x genommen in (2) nicht yon einer hSheren als 
der ersten Ordnung vorkommen, andererseits (2) als in Bezug auf 

Oz algebraisch irreductibel vorausgesetzt wird; ergiebt sich aber bei ~y 
der oben angewandten Operation ein Rest yon der Form (~), so wird, 
wenn z I ein den beiden Differentialgleiehungen (2) und (12), also 
auch -- yon Functionen, welche den Ausdruck (a) zu Null rSachen, 
ahgesehen ~ ein den beiden Differentialgleichungen (2) und (17) ge- 
meinsames Integral bedeutet, der Rest der Division, also der Ausdruck 
(~,), wenn z ~-~1 gesetzt wird, verschwinden, und nimmt man daher 
an, dass z I nicht ein Integral sei, welche~ einer gewShnlichen Diffe- 
rentialgleichung m t~ Ordnung mi~ der unabhiingigen Variabeln x ge- 
niigt, in welcher y algebraisch enthalten ist, so wird jene Operation 
einen der Null identischen Rest liefern miissen nnd somit jedes Inte- 
gral yon (2) auch (12) befriedigen. Wir erhalten daher die folgende 
Verallgemeinerung des oben aufgestellten Satzes: 

Wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit ~wei 
unabhiingigen Variabeln ~tit einer partiellen Differentialgleichung mt~r Ord- 
hung ein ]_ntegral gemein hat, und es ist jene Differentialgleichung erster 
Ordnung in Bezug auf  den Differentialquotienten nach der einen Faria- 
beln in algebraischem Sinne irreductibel, andererseits das gemeinsame 
Integral so beschaffen, dass es nicht schon einer gew6hnliehen Differential- 

39* 
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gleichung ~ter Ordnung nach der andcren unabhiingigen Variabeln ge- 
niigt, in welcher die crste unabhiingige Variable algebraisch enthalten 
ist, so wird die partielle Differentialgleichung ersler Ordnung alle Inte- 
grale mit derjenigen m re" Ordnung gemein haben. 

So wird z. B. die Differentialgleichung (6) mi~ der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

~x~y ~y 

das partieulitre Integral 

z, ~ e*[y - -  x + log(y - -  x) -a t- sin(y - -  x)] 

gemein haben, welches, wie leicht zu sehen, nicht einer gewShnlichen 
Differentialgleichung zweiter Orduung, sondern erst einer solchen 
drifter Ordnung yon tier Form geniigt 

dz d2z d3z '1 
co X~ y, Z~ dx ~ dx" ~ dx 3 / 0; 

es folgt somit aus dem eben bewiesenen Satze, dass jedes Integral 
" OP  der Glelchun~, (6) der Gleichung (18) geniigt, also z. B. das aus (7) 

specialisirte 
z2 = e * [(Y --  x) 2 -[- tang (y - -  x)],  

wie durch Einsetzen unmittelbar sich ergiebt. 
Man kann aber den oben bewiesenen Satz auch auf zwei beliebige 

partielle Differentialgleichungen ausdehnen, und es fiihrt eine einfache 
Ueberlegung, die der oben angestellten ganz analog ist, zu foigendem 
Theorem : 

Wenn eine partielle Differentialgleichung tr ~ Ordnung mit zwei 
unabhiingigen Variabeln rail einer partiellen Differentialgleichung vt~ Ord- 
nung, worin v ~ tt ist, ein Integral gemein hat, und es enthiilt die 
erstere Differentialgleichung den Differentialquotienten td ~" Ordnung naeh 
der einen Variabeln und ist in Bezug auf diesen in algebraisehem Sinne 
irreductibel, wiihrend das gemeinsame Integral der Bedingung unter- 
liegt, nicht einer partieUen .Differentialgleiehung v t~ Ordnung zu ge- 
niigen, in welcher die partiellen Differentialquotienten, naeh jener einen 
Variabeln genommen, die pt~ Ordnung nieht erreichen, so wird die 

partielle Differentialgleichung t~ t~* Ordnung alle Integrale mit der par- 
tiellen Differentialgleiehung vt~ Ordnung gemein haben. 

Wendet man endlich Betrachtungen an, wie ich sie in meiner 
Schrift: ,Allgemeine Unterstlchungen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen" fiir gewShnliche Differentialgleichungen eingehend erSrtert 
habe, so kommt man zu dem folgenden noch al!gemeineren Satze: 

]?,esteht ~wischen einem Integrale z~ einer partiellen Differential- 
gleichung t~ t~" Ordnung und einem Integrale z 2 einer partiellen Diffe- 
rentialgleiehung v te~ Ordnung, worin ~, ~ tt ist, eine algebraisehe Be- 
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ziehung, in wclchc auch die unabMingoen Variabeln eintreten diirfen, 
und enthiilt dic erstere Di/]brc~ntialglcichung den Differcntialquotientcn 
9t~ Ordnung ~ach dcr einen Variabcln und ist in l~ezug auf  diesen in 
algebr(dschem Sinne irreduclibel, wiihrend das Integral z I derselben dcr 
Bedingung untcrlicgt~ nicht eincr ~w~rticllcn Differentialgleichung v ~ Oral- 
hung zu geniigen, in welcher die partiellen Differentialquotienten, nach 
jener eincn Vari~beln genommen, dic u ~e Ordnung nicht crreichen~ so 
bleibt jene algebraische Iteletion erhalten, wenn man fiir z I ein will- 
kiirliches Integral der Dil~'erentialgleichung ~ Ordnung setzt, voraus- 
gcsetzt d~lss fiir z 2 ein passendes _Integral der ~iffercntialgleichung 
v t~ Ordnung substituirt wird, 

und dieser Satz bleibt giiltig, wenn in jene algebraische Beziehung 
auch noch die partiellen Differentialquotienten dev Illtegrale Zj und z 2 
eintreien~ und gestattet die gleichlautende Verallgemeinerung auf 
Systeme partieller Differentialgleichungen mit beliebig vielen unab- 
hSngigen Variabe]n~ zwischen deren Iutegralen algebraische Beziehungen 
stattfinden. 

I s c h l  im August 1882. 


