Ueber eine Eigenschaft der partiellen Differentialgleichungen.

Von
Leo KoniGSBERGER in Wien.

Sei eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei
unabhiéngigen Variabeln gegeben

dz 02
() (@ 9,2 520 45) =0
oder
"¢ 0z \ A—1
(2) ’i) +fa(x,?/;3, 318) ) + +fl(x7 Y, %, ox )=O
worin die Functionen f,, f,, - - -, f1 rationale Functionen der Grossen

Y, 2, az‘ sind, und habe dieselbe ein particulires Integral 2z, mit

einer anderen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
9z 9
3) . F(xi?/;z; az, a;) 0,
oder
-1 o0z
(4) ( )+F(x Y, %, aw)(g") + +T (x7y»z:’a;‘)=0
gemein, so wird, wenn man mit den linken Seiten der Gleichungen

(2) und (4), als Polynome in —2-; aufgefasst, nach der Methode der

Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Theilers werfihrt, die
Operation entweder zu einemh gemeinsamen Theiler fithren, welcher

ein ganzes Polynom in g—z ist, dessen Coefficienten rational aus
z . . . .
z, 4,7, —375 zusammengesetzt sind, oder es wird sich ein Rest ergeben,

der selbst eine rationale Function von x 2 Y, 2 —%— ist. Im ersten Falle
wiirde, wenn 4 < u angenommen wird, der Grad des grossten gemein-
schaftlichen Theilers in Bezug auf % kleiner oder gleich 4 sein, im

zweiten Falle miisste, da 2z, ein den Gleichungen (2) und (4) ge-
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meinsames Integral sein sollte, eben diese Funection eine rationale
. oz . .
Function von z, v, 2, e verschwinden lassen d. 1. das Integral einer

Differentialgleichung von der Form sein
9
®) (p(x,ry, 2, ”a_;)=0
Nehmen wir somit an, dass die Gleichung (2) in Bezug auf g;—

mit Adjungirung der Gréssen z, ¥, 2, g; alge&braisch irreductibel ist,

und dass ferner das den Gleichungen (2) und (4) gemeinsame Integral
nicht schon einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
in # und z geniigh, in welcher ¥ nur als Parameter in algebraischer
Verbindung erscheint, so wird bei der oben vollzogenen Operation der
Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Theilers das Polynom (2)
ganz in dem Polynome (4) enthalten sein miissen, und somit jedes
Integral der Differentialgleichung (1) auch der Differentialgleichung
(3) geniigen. Wir erhalten somit den folgenden Satz:

Wenn zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung mit
zwer unabhingigen Variabeln cin Integral gemein haben, und cs ist
einerseits die eine dieser beiden Differentialgleichungen n Bezug auf
den  Differentialquotienten nach der einen Variabeln in algebraischem
Sinne wrreductibel, andererseits das gemeinsame Integral so beschaffen,
dass es nicht einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
nach der anderen unabhingigen Variabeln geniigt, i welcher die erste
unabhéiingige Variable algebraisch enthalten ist, so wird die eime Diffe-
rentialgleichung alle Integrale mit der anderen gemein haben.

So hat z. B. die Differentialgleichung

. 0z .0

(6) e Ty =2
deren allgemeines Integral durch

o t=egy— )

dargestellt wird, worin ¢ eine willkiirliche Function bedeutet, das
durch Specialisirung von

Py — )= ¢
hervorgehende particulére Integral

(8) 8y = e¥—Y
mit der partiellen Differentialgleichung
02 92 __ o9,

gemein; da aber das Integral (8) auch schon der gewthnlichen Diffe-
rentialgleichung
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o = 2¢

geniigt, so wird nicht jedes Integral von (6) auch (9) gentigen miissen,
wie es z B. in der That bei dem Integral 2 ==e*(y — z) nicht der
Fall ist. Andererseits erhilt man durch passende Wahl der willkiir-
lichen Function ¢ das particulire Integral der Differentialgleichung (6)
(10) zev=loges —z,

welches wegen

auch der partiellen Differentialgleichung geniigt

2 - 22
INCR TN el e BE
a_x — 2
da nun aber 2, als Function von z in (10) aufgefasst, nicht einer in y
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung Geniige leistet, weil

02 _,__ 0%
9w T w7
oder
o*z
# gar=(52)
ist, ausserdem die Gleichung (6) in —3% algebraisch irreductibel ist, so

wird jedes Integral der Differentialgleichung (6) auch der Gleichung
(11) gentigen, wie dies z. B. fiir das Integral (8) der Fall ist; in der
That ldsst sich die linke Seite von (11) als ein Product in der Form
darstellen

(52)

set oy = et 5 —
oz
Behalten wir nun die Differentialgleichung (1) bei, und habe
dieselbe mit einer Differentialgleichung m'r Ordnung

‘ ) PYRY "z "z "z
(12) ¥ (x’y’z,%, %!;,..., aa;Wl’ az—lay’...’ aym)=0

ein Integral 7, gemein, so folgt aus (2) durch Differentiation nach =
und y

A Y ST S I
+ oz, 2, -35, &+

0 ot
+(P).(x, Y, 4, “55‘7 ﬁxiz) =0
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und

ay  [AEY e (EY T ] S

y‘Z
os 0z 0%z —1
+ ¥ (x, Y5 %) 55 by ()*pcay) éy) + -

d 0z o
+¢2(-’L’,?/, 2, gzi‘} dy’ ””” d )

0T 0y
oder mit Hiilfe von (13)

a5) (2T A= DAEY T+ ] B

6z 0’z 0z
+X(x;?hz; Px’ Gzt ay)=07

’

worin ¢, ¥, g rationale Functionen bedeuten. Differentiirt man ebenso
(13) und (15) nach z und y, so erhilt man

-1 -2 3
Y a—nn(EY T v ha] 0
i * 83z Vi
+ wl (x’ y’ Z, a:: ) axiv ama 2 aj) 'O;
A—1 zl—?
PG+ =R ] 5ok
0z o0tz 3z 0z

+ o, (x;?hZ,W’ FEE YL w) =0,

(1 ra—nn )T+ ha) 22

(16)

0z 'z ¢ az) 0

+ ws(x;?hz) 3.1:’ ’g"x'z’: axﬂ oy
worin ®,, @,, @, wiederum rationale Functionen vorstellen u. s. w.
Setzt man nun die aus (13), (1), {16) u. s. w. ®*entnommenen

Werthe von

B A S i S i

dxdy? Ty’ dwtoy’ omdy’ oy’
in die Gleichung (12) ein, so geht dieselbe nach Multiplication mit
einer entsprechenden Potenz des Ausdruckes

-1 9z \A—2
(@) T - 0AE) T A
in eine Gleichung von der Form iiber
oz e g2 \*
(17) Fo (x: Y,%, FrE T:z) Ty 358"‘)(—9)
o o2 oMz ] -1
+Fl()?/75;a;; 3$i775;ﬁ‘>(_z“) + .-

Yy
7 0z &z oMz 0
+ w\%, Y, %, am’ax““"—a—mﬁ =Y,
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und da die Gleichungen (2) und (12), also auch (2) und (17) ein Inte-
gral gemein haben, so werden wir wieder dhnliche Schliisse wie oben
auf die beiden letzteren Gleichungen anwenden kdnnen.

Verfihrt man nimlich mit den linken Seiten derselben nach der
Methode der Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Theilers, so
wird sich entweder allgemein fiir jedes 2 ein Polynom von der Form

oz a?z . amz az 3
(8) ‘Pu(v'v) Y92 5% Fa2r " 00 W)(W)
. oz 02z Mz bz J—1
+901 (‘7;3 Y, 2, Tw? Par D 8.'1)"”) (‘a?'/‘> + .
dz otz o™z
+‘Pd(x: Y, 2, Pz’ ‘a}}f’. <y 5—{;;];-) =0

ergeben, welches ein Theiler von (2) und (17) ist, oder es bleibt bei
der Fortsetzung der Division ein Rest von der Form
0z oz e
(7) G’(x;y,z» Px? 'W"":W)a
worin @ eine rationale Function bedeutet. Nun kann aber das Polynom

in g—; auf der linken Seite der Gleichung (2) im algebraischen Sinne

keinen Theiler von der Form (B) haben, indem einerseits die Ab-
leitungen von z nach 2 genommen in (2) nicht von einer hiheren als

der ersten Ordnung vorkommen, andererseits (2) als in Bezug auf
g—; algebraisch irreductibel vorausgesetzt wird; ergiebt sich aber bei
der oben angewandten Operation ein Rest von der Form (y), so wird,
wenn 2, ein den beiden Differentialgleichungen (2) und (12), also
auch — von Functionen, welche den Ausdruck («) zu Null machen,
abgesehen — ein den beiden Differentialgleichungen (2) und (17) ge-
meinsames Integral bedeutet, der Rest der Division, also der Ausdruck
(¥), wenn z = 2, gesetzt wird, verschwinden, und nimmt man daher
an, dass z, nicht ein Integral sei, welches einer gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung mt* Ordnung mit der unabhingigen Variabeln z ge-
niigt, in welcher y algebraisch enthalten ist, so wird jeme Operation
einen der Null identischen Rest liefern miissen und somit jedes Inte-
gral von (2) auch (12) befriedigen. Wir erhalten daher die folgende
Verallgemeinerung des oben aufgesteliten Satzes:

Wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei
unabhingigen Variabeln mit einer partiellen Differentialgleichung mter Ord-
nung ein Integral gemein hat, und es ist jene Differentialgleichung erster
Ordnung in Bezug auf den Differentialquotienten nach der einen Varia-
beln in algebraischem Sinne vrreductibel, andererseits das gemeinsame
Integral so beschaffen, dass es nicht schon einer gewihnlichen Differential-

30*
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gleichung w'r Ordnung nach der anderen unabhingigen Variabeln ge-
niigt, n welcher die crsie unabhingige Variable algebraisch enthalten
ist, so wird die particlle Differentialgleichung erster Ordnung alle Inte-
grale mit derjenigen m'e Ordnung gemein haben.

So wird z. B. die Differentialgleichung (6) mit der partiellen
Diﬁ'erentialgleichung zweiter Ordnung

ik 0z \?
(18) axay )(aﬁ - +Z)+(dwaj - 5’@}’) =0
das particulire Integral
2, =¢[y — 2z + logly — z) + sin(y — )]

gemein haben, welches, wie leicht zu sehen, nicht einer gewShnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung, sondern erst einer solchen
dritter Ordnung von der Form geniigt
dz d*z d%z
GJ(.’E, Y1 % Gu 1 dar dx3) =0;
es folgt somit aus dem eben bewiesenen Satze, dass jedes Integral
der Gleichung (6) der Gleichung (18) geniigt, also z. B. das aus (7)

specialisirte
2, = e [(y — 2)* 4 tang(y — )],
wie durch Einsetzen unmittelbar sich ergiebt.

Man kann aber den oben bewiesenen Satz auch auf zwei beliebige
partielle Differentialgleichungen ausdehnen, und es fiibrt eine einfache
Ueberlegung, die der oben angestellten ganz analog ist, zu folgendem
Theorem :

Wenn eine particlle Differentialgleichung u'e Ordnung wmit zwes
unabhdngigen Variabeln mit einer partiellen Differentialgleichung vier Ord-
nung, worin v > u ist, ein Integral gemein hat, und es enthdlt die
erstere Differentialgleichung den Differentialquotienten p'r Ordnung nach
der einen Variabeln und ist in Bezug auf diesen in algebraischem Sinne
trreductibel, wihrend das gemeinsame Integral der Dedingung unter-
liegt, wicht einer partiellen . Differentialgleichung v Ordnung zu ge-
niigen, wn welcher die partiellen Differentialquotienten, nach jener cinen
Variabeln gemommen, die p* Ordnung mwicht erveichen, so wird dic
partielle Differentialgleichung w'" Ordnung alle Integrale mit der par-
tiellen Differentialgleichung v Ordnung gemein haben.

Wendet man endlich Betrachtungen an, wie ich sie in meiner
Schrift: ,Allgemeine Untersachungen aus der Theorie der Differential-
gleichungen“ fiir gewGhnliche Differentialgleichungen eingehend erortert
habe, so kommt man zu dem folgenden noch allgemeineren Satze:

Besteht zwischen einem Integrale z, einer partiellen Differential-
gleichung p'er Ordnung und einem Integrale z, einer partiellen Diffe-
rentialgleichung vier Ordnung, worin v > w ist, eine algebraische Be-
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ziehung, in welche auch dic unabhdngigen Variabeln eintreten diirfen,
und enthilt dic erstere Differentialgleichung den Differentialquotienten
w' Ordnung nach der cinen Variabeln und ist in Beaug auf diesen in
algebraischem Sinne drreductibel, wilwend das Integral 2, dersclben der
Bedingung unterlicgt, nicht einer particllen Differentialgleichung vt Ord-
nung &u gendigen, in welcher dic particllen Differentialquotienten, nach
jener einen Variabeln genowmen, dic w' Ordnung nicht crreichen, so
bleibt jene algebraische Llelation erhalten, wewn man fir 2, ein will-
Liivliches Integral der Differentialgleichung g Ordnung setzt, voraus-
geselat dass fir z, ein passendes Integral der Differcntialgleichung
vter Ordnung substituirt wird,

und dieser Satz bleibt giiltig, wenn in jene algebraische Beziehung
auch noch die partiellen Differentialquotienten der Integrale 2, und z,
eintreten, und gestattet die gleichlautende Verallgemeinerung auf
Systeme partieller Differentialgleichungen mit beliebig vielen unab-
hiingigen Variabeln, zwischen deren Integralen algebraische Beziehungen
stattfinden.,

Ischl im August 1882,



