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Die Transformationsgruppen zerfailen nach ihrer Zusammense~zung 
in zwei grosse Abtheilungen, jenachdem sie Kegelschnit~sgruppen zu 
Untergruppen haben oder niche. Die Gruppen der letzteren Art haben 
eine sehr hervortretende Eigenschaf~, welche schon l~ngst yon den 
Herren Lie und E n g e l  erkannt worden is& Zu denselben gehSren 
diejenigen~ w elche ich als Gruppen yore Range null bezeichne~ und 
in w 9 (Bd. 31. S. 285--29t~) genauer untersucht habe. Diese bilden 
die eine Classe yon hierhergeh5rigen Gruppen. Wie sich im Folgenden 
zeigt, bestimmen alle weiteren Gruppen dieser Abtheilung eine zweite 
Classe, da sie eine Gruppe yore Range null zur Hauptuntergruppe 
haben. Die Gruppen der ersten Classe haben nur solche zweigliedrige 
Untergruppen, deren Transformationen mit einander ver~auschbar sind; 
dagegen kommen in den Gruppen der zweiten Classe auch zweigliedrige 
Untergruppen mit einer Haup~ransforma~ion vor; alsdann gehSren 
abet alle Haupttransformatfonen bereits einer Gruppe yore Range 
null an. 

In der zweiten Abtheilung, welche die Gruppen mi~ Kegelschnitts- 
Untergruppen umfasst, unterseheiden wit wieder zwei Classen. Zu 
der ersten Classe rechnen wit diejenigen Gruppen, welche ihre eigenen 
Hauptuntergruppen sind; die Gruppen der zweiten Classe haben die 
Eigenschaft~ dass sie zwar nich~ selbs~ ihre eigenen Hauptun~ergruppen 
sind, dass abet die wiederholte Aufsuchung der Hauptunt.ergruppe zu 
einer Gruppe yon dieser Eigenschaft fiihrt. Wenn wit die Gruppen 
der le~z~ren Art s~mmtlich derselben Classe einreihen, ohne zu be- 

*) Der erste Theil ist ver~entlicht in den Annalen Bd. 31, S. 252~290, 
der zweite Bd. 33, S. 1 - -48 ,  der dritte Bd. 34, S. 57~122.  
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rficksichtigen, wie of~ wit die angegebene Operation wiederholen 
mfissen, so nS~ig~ hierzu die grosse Aehnliehkei~ in der Zusammen- 
se~zung; in diesem Falle is~ n~mlich~ wie w 30 lehrt, die Hauptunter- 
gruppe en~weder einfach oder halbeinfach oder dutch Zusammensetzung 
einer einfachen (resp. halbeinfachen) mit einer solchen yore Range 
null gebilde~. Die ers~e Olasse theilen wit endlich noch in drei Schaaren: 
a) einfache, b) halbeinfache, c) solche, welche aus einer einfachen 
oder halbeinfachen mi~ einer invarianten Untergruppe yore Range null 
gebildet sind. 

Die Unt;erschiede der beiden Ab~heflungen werden in w 28 ge- 
nauer dargeleg~ Hier mSge es gestattet sein, auf einen mehr ~iusser- 
lichen Punk~ aufmerksam zu machen. Sucht man alle Gruppen der 
zweiten AI~ yon gegebener Gliederzahl, so erNi!~ man eine endliche 
Zahl yon verschiedenen Zusammensetzungen; man kann aber eine end- 
liche Zahl yon Typen aufstellen und weiss, dass jede Gruppe der be- 
zeichne~en Art und der angegebenen Gliederzahl einem dieser Typen 
holoedrisch isomorph sein muss. So sind ffir r ~ 4 alle zur zweiten 
Abtheflung gehSrigen Gruppen yon gleicher Zusammensetzung. Diese 
Eigenschaf~ besteh~ nich~ f~ir die Grnppen der ers~en Ab~heilung, wo- 
fern die Gliederzahl grSsser aIs zwei is~; vielmehr giebt es dann bei 
gegebener Gliederzahl immer unendlich viele Arten der Zusammen- 
se~zung. Lassen wit z. B. dutch die drei Gleichungen (X 1 X ~ ) ~  0, 
(X3X1) ~---Xj, (X ~X~)~  ~X 2 die Zusammensetzung einer drei- 
gliedrigen Gruppe bestimm~ sein, so daft bier a jeden reellen oder 
imagin~ren Wer~h annehmen. Zwar l~ss~ die Umwandlung yon a in 
seinen reciproken Werth die Zusammensetzung unge~indert; abet im 
altgemeinen en~sprich~ verschiedenen Wer~hen yon ~ auch eine ver- 
schiedene Zusammensetzung. 

Hiermi~ dfirf~e ein Unterschied zusammenh~ingen, welcher in meiner 
Arbei~ hervor~tt. Ffir die Gruppen der zweiten Art kSnnen in sehr 
vielen F~lten alle Coefficien~en c, durch.welche die Zusammensetzung 
bestimm~ is~, volls~ndig angegeben werden; jedenfalls aber lehren die 
gefundenen ResuItate, die grSssere Zahl dieser Coefficienten unmi~elbar 
niederzuschreiben und die fehlenden mi~ Leichtigkeit zu berechnen. 
Das ist mir f'tir die erste Classe nich~ mSglich geword'en; hier bietet 
vielmehr die explicite Darsteltung einige Schwierigkeit, wofern die 
Gliederzahl irgend beh~chtlich gross isL Ich beabsichtige jedoeh 
nicht, die Zusammensetzung der Gruppen der ersten Abtheitung n ~ e r  
zu untersue~nen, vielmehr gedenke ich, mit der vorliegenden Arbeit 
meine Ve~Sffentlichungen fiber die Zusammense~zung der Gruppen vor- 
l~u2lg zu schliessen. Ich glaube, dass die vorliegenden vier Theile 
aIs ein eiahei~Hches Gauze betrach~et werden kSnnen, wenngleich ich 
nicIr~ leu~en will~ class ieh an einzelnen Stellen kleine Aenderungen 
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vornehmen wfirde, wenn ich die ersten Theile jetzt in ihre definitive 
Form zu bringen h~tte. 

Auch auf die Lehre yon den Untergruppen gehe ich nicht nRher 
ein~ als es bereits im Verlauf der Arbeit selbst nSthig war. Diese 
Lehre ist~ wie Berr Lie l~ingst erkannt hat, mit tier Lehre yon der 
Zusammensetzung aufs engste verkn~pft~ und diese Verbindung/rift 
in meinen Untersuehungen sehr deutJJch hervor~ da mein Ausgangs- 
pun]~ durch das Problem gebildet wird~ alle zweigliedrigen Unter- 
gruppen zu finden, denen eine gegebene eingliedrige Untergruppe 
angehSrt. Dieselben Principien, welche ich in meinen Arbeiten an- 
wenden musste, ffihren mit besonderer Leich~igkeit zur LSsung des 
Problems~ alle Untergruppen einer gegebenen (~ruppe zu besfimmen~ 
denen eine gegebene Transformation angehSrt. Die LSsung dieser 
Aufgabe bietet nach den mitgetheilten Resultaten keinerlei Schwierig- 
keit, wenn die gegebene eingliedrige Untergruppe g~nz allgemeiner 
Natur ist. Aber auch die Wahl einer speciellen eingliedrigen Unter- 
gruppe ~inder~ die Untersuehungsmethode nich~ wesentlich. Ich glaube 
jedoch, es bei diesem Hinweis bewenden lassen zu sollen. 

Dagegen m5chte ich einige weitere Bemerkungen hier beii~gen. 
Mit Herrn Lie bezeichne ich mehrere Gruppen als gleieh zu- 

sammengesetzt (holoedrisch isomorph)~ wenn alle Coefficienten e,x~ 
dureh passende Wahl der bestimmenden eingliedrigen Un~rgruppen 
gleich gemacht werden kSnnen; in diesem Sinne wird die Zusammen- 
setzung durch die Coefficienten e bestimmL Ich habe mir nie ver- 
hehlt, dass dieser Name Naehtheile rail sich bringt, welche darauf 
beruhen~ dass die Gruppen in einfache und zusammengesetzte ein- 
getheilt, und doch yon der Zusammensetzung der einfachen Gruppen 
gesprochen wird. Dennoch glaube ich niche, dass der eingef~ihrte 
Name beseitigt ~verden kann. Aber es dfirfte sich empfehlen , einen 
zweiten Ausdruck fill" diesen Begriff zu haben. Desshalb spreche ich 
zuweilen yon der ,Gestaltung" der Gruppen und gebrauche ,gleich 
gestaltet" und ,gleich zusammengesetzt '~ als Synonyma. 

Vier Zahlen sind es~ welche in den jetzt absehliessenden Arbeiten 
steks in derselben Weise gebraucht werden. Einmal die Zahl r als 
die Gliederzahl der Gruppe; dann die Zahl p, welche .die Gliedezzahl 
ffir die Hauptuntergruppe angiebt. Hieran schIiessen sich zwei weitere 
Zahlen l und k, welche etwas nV~her besprochen werden sollen. D]e 
Zahl I ist (Bd. 31, S. 266) definirt als die kleinste Zahl derjenigen 
Functionen, dutch welche sich aUe Functionen ~1~ $• . . . .  ~ - 1  aus- 
drficken Iassen. (Wenn es nachher heisst~ class sich far ein belk~biges 

stets 1Functionen P!. . .P~ so w~hlen lassen, class sich die: ~ l . . . ~ _ z  
~rational dutch ~ . . . .P~ ausdrfieken lassen, so ist alas f ~ ] ~ .  : Herr 
Enge I  maehte midh daranf aufmerksam, dass diese Behauptung wahro 

11" 
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scheinlich unrichtig sei, wenigstens eines Beweises bed~irfe. Schon 
vorher hat~e ich Beispiele gefunden, wo eine solche DarstelIung nicht 
mSglich ist). Bezeichnet man 

so lassen sich ~ wie man leicht sieht und worauf ich an einer andern 
Stelle (Programm 1889) aufmerksam gemacht babe, alle ~, dutch 
Func~ionen 

und umgekehrt ausdrficken. Man kann daher die Zahl 1 aueh deft- 
niren als die kleins~e Zahl yon Functionen, dutch weIche alle Func- 
tionen (1) sich darstellen lassen. Dass diese Zahl namentlich fiir die- 
jen~gen Gruppen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, yon 
hervorragender Bedeu~ung ist, hat sich durch die frfiheren Unter- 
suchungen ergeben. Indessen hat in den drei ersten Theilen (abgesehen 
yon den w167 10 und 19, deren Zweek darin bes~nd, eine Classe yon 
Gruppen auszuschliessen) den Ausgangspunkt ffir die Untersuchung 
immer die Zahl k gegeben, welche definir~ wird als die grSsste Zahl, 
ffir welche alle Unterdeterminanten ( r - - -k  + 1) TM Grades in der 
c-harakteris~ischen Determinan~e iden~isch verschwinden. Diese Z~hl 
giebt die Gliederzahl ffir eine Untergruppe an, deren Transformationen 
s'~mmflich mi~ einander vertauschbar sind und der eine ganz allgemein 
gew~hlte Transformation angehSrt. Dieser Zahl kommt noch eine 
zweite Eigenschaft zu. Man weiss, dass alle Functionen (1) Invarianten 
der adjungirten Gruppe sind, and dass sich deren ZahI auf 1 wesent- 
liche Invarianten zurfickf~hren l ~ s t  Wenn aber k ~ Z ist, so hat 
diese Gruppe k -  1 wei~re Invarian~en oder es giebt ausser den l 
angef~ihrten noch weitere LSsungen der r Differen~ialgleichungen: 

----o 1 . . . r ) .  

Wenn die Gruppe in der speciellen Form gegeben is~, welche 
dutch die charakteristische Gleichung gewonnen wird, so is~ es nicht 
schwer, auch diese wei~eren Invarianten anzugeben; indessen ist es 
mir Msher nicht gelungen, eine allgemeine Form ffir diese Func~onen 
aufz~ellen. 

Der Un~rschied dieser beiden Arden yon Invarianten trit~ in w 4 
(Bd. 31, S. 268> nicht so deu~ch hervor, als ich-wfinschen mSchte; 
vieImehr kSnnen Angaben, welche dor~ gemacht sind, leicht Miss- 
vers~ndnisse hervorrufem Um dieseiben zu besei~igen, spreche ich 
fo'~gende S ~  ~ aus, ffir deren Beweis ich auf w 4verweise: 
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,,Wenn P(y) eine lineare Invarian~e der adjungirten Gruppe, also 
eine lineare LSsung der r Differen~;ialgleichungen (2)is~, so s~ll~ 
2(~/) ~ - 0  eine invariante Untergruppe der gegebenen Gruppe dar." 

,,Wenn die einer Gruppe adjungirie Gruppe gerade i yon ein- 
ander unabhiingige lineare Invarianten besi~zt, so ist die Hauptunter- 
grappe (r --  i)-gliedrig und wird dutch das Verschwinden der i linearen 
lnvarianten dargestellt." 

Wir bezeichnen noch die l Invarian~en~ welche dutch die Func- 
tionen (1) gegeben sind, als solche der ersten Classe, und die fibrigen 
k ~ 1 als solche zweiter Classe; daun kSnnen wit folgenden Sar 
beifiigen: 

,,Ftir eine invarian~e Untergruppe r -  1 t~n Grades, welche dutch 
das Verschwinden einer linearen Invariante der ersten Classe erhal~en 
wird, is~ der Rang um eins kleiner als der der gegebenen Gruppe; 
verschwindet aber eine Invariante der zwei~en Classe, so isi der Rang 
der Un~ergruppe ebenso gross wie f'tir die gegebene Gruppe selbsi." 

Nachdem mehrere Resultate meiner Arbeit: Zur Theorie der 
Lie'schen Transformationsgruppen, (Programm 1886)~ in der vor- 
liegenden kbhandlung erweiter~ worden sind, halte ich es f'tir an- 
gebrach~, die weiteren darin enthaltenen S~tze, soweit sie sieh aaf 
die Zusammense~zung, also auf die Coefficien~n c beziehen~ im 
folgenden zu wiederholen. Ich ffihre r unbeschr~nk~ ver'~nderliche 
und yon einander unabh~ugige GrSssen u ~ . . .  ~ ein und seize der 
Kiirze wegen: 

(~) = ~ c  

ebenso soll ( 0 u ) ~  u~, (u0 ) - - - - -  u~ sein. Je~zt sei aus der Reihe 
1 . . .  r irgead eine gerade Zahl 2e ~on Nummern a ~ 7 . . ,  e~ aus- 
gew~ihlt; dann is~ bekanntlich die Determinan~e 

(~)  (~#) . . .  (~) 

(~) (~t~). . .  (r162 
das Quadra~ eines husdrucks ( a f l T . . .  e~), der auch s e l ~ d i g  
definirt werden kann. Zugleich besteht die Gleichung: 

(3) e. (a#r-'-~) -~{~o~e(or-"~o)  + c~r ...  ~#Q) + 

wo in der Klammer auf der redhtea Seile e ( 2 e -  1) Producte stehen, 
deren jedes erhal~a wird, indem man aus den Nummern "a~6... ~; 
zun~chst zwei Markea a'j6' beliebig ausw~hl~ und dana die ttt)rigen 
2 e - - 2  Marken ~ . . .  ~" so hinzafag~, dass s  ~' a ~  a ~ 7 - . -  
dutch eine gerade Zahl yon Permut~a~ionea erha!~a wird. 
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W~hlt man aus der Reihe 1 . . .  ~ eine ungerade Zahl 2e -{- 1 yon 
Nummern a f t . . ,  s~9, so erhalten wit die Formel: 

(4) ~ {c ,~(r . . .  ~gq) + c ,~(~ . . .  r +--.} = 0, 

wo in der K]ammer e(2e-~- 1) Producte stehen, welche ganz iihnlich 
wie oben bes~immt werden. 

Die Bedingung, dass der Coefficient ~Pl (~) yon ~ - 1  in der charak- 
teristischen Gleichung idenfisch verschwindet, kann auch in der Form 
der r Gleichungen geschrieben werden: 

(5) ~ 0(~o) ~---0 ( a = l . . . r ) .  

Dana folgen aber auch, wenn a ,  f ,  ~, drei, a f t ,  de fiinf und 
a f . . .  9 irgend 2e -~- 1 verschiedene Marken der Reihe 1 . . .  r sind, 
die Gleichungen: 

Bildet man die Ausdriicke ( a f . . .  9) ftir die grSss~e Zahl r -  s 
yon Nummern, fiir welche dieselben nieht identisch verschwinden, so 
werden, wenigstens im allgemeinen, s Functionen (Pl . - - r  gefunden 
werden kSnnen, so dass, wenn a f t . . .  9, ~ r  eine gerade Per- 
mutation yon 1 . . .  r darstellt, die Func~ionaldeterminante 

:.) ( 
z . . .  = a f . . .  r 

ist. Zugleich sind ~ . . .  ~, Invariant~n der zwei~en adjungirten Gruppe 

In der bezeichneten Arbeit ha~t~ ich behaup~et, dass die Func- 
~ionen r . . .  (p, unt~r der Bedingung ~p~ -~-0 stets exis~iren. Ich er- 
kannte aber schon im Frfihjahr 1886, dass der Sa~ Ausnahmen er- 
1alder und steUte damals die Bedingungen fiir seine Gtiltigkei~ voll- 
s~.udig auf. Da ich jedoch den angegebenen Sat~ jetzt vollst~4ndig 
entbehren kann, babe ich diese Bedingungen nicht verSffentlicht. 

w 27. 

Ein a]]gemeiner Satz iiber invariante UntergruppeIL 

Eine Reihe yon S~4r l~ss~ sich leicht aus dem folgenden Theorem 
her~-'~en: 

D~i~ Hauptuntergruplae eider iawaria~ten U~ter~ruppe eir~r ge~ 
g e ~  Grutrpe ist sellast ~ eine invaxiante U~tergruloe derselbe~. 
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Zum Beweise nehmen wir an, die ffegebene Grappe G~ habe eine 
invariante Untergruppe Gi; le~ztere sei weder ihre eigene ttauptunter- 
gruppe, noch seien alle ihre Transformationen mit einander ver~auschbar, 
sie habe vielmehr eine unter G~ enthaltene tiauptunfergruppe Gk. Dann 
behaupte ich, class auch G~ eine invariamte Un~ergruppe yon G~ is& 
Die Herleitung ist ausserordentlich einfaeh und stiitz~ sich fast nut 
auf die bier benutzten Begriffe. Die infinitesimalen Tramsforma~ionen, 
dutch welche G~ bestimmt wird, mSgen mit X=, X#, Xr .,~. be- 
zeichnet werden; flit G~ mSgen zu den Marken a, fl, 7 .  �9 die Marken 
t, x, Z ... hinzukommen, und ebenso far G~ zu den a, #, ~, . . .  t, x, Z ... 
noch die Marken e, a, �9 . . . .  Wit deuten eine lineare Function der 
inf. Transformationen wieder dadurch an, class wir die entsprechenden 
Marken in eine eckige Klammer einschliessen. Damn sind durch die 
gestellten Bedingungen die Gleichungen gegeben: 

(x,~x~) = [,~,#,7...j, (xox,)---[,~,#,7.. .],  (x,x,~)=[,~,#,r. . .],  
(1) (x~xe)=[ ,~ ,# , r . . .~ ,~ , z . . . ] ,  (x, xQ)=[~,#,~,...~,~,z...]. 

Hier ist zu beweisen, dass (X~,Xr ~ [a,/~, ~ , . . . ]  ist. Zu dem 
Ende bilde man die Jacobi'schen Identitiiten (a, ~, e), (a, t, e), (t, x, #), 
welche die Gleichungen nach sich ziehen: 

= #, r .  . .], (x (xo x , ) )  = #,  .], 

(x,  (x, = #, r . . . t .  
Diese Gleichungen sagen aus, dass die Combinirung yon irgend 

einer inf. Transformation mit jedem Ausdruck, zu dem man dfirch 
die Operationen (X~X#), (X,~X,) und (X,X~) gelangt, zu Trans- 
formationen f~r~,  welche allein dutch X~, X#, X~ . . .  dargestellt 
werden kSnnen, also ddr G~ angehSren. Da aber G~ die Hauptanter- 
gruppe yon G~ ist, so miissen die s~mmtlichen Ausdr~ieke (X~,X#), 
(X~X,), (X ,X, , )  ebensoviele yon einander unabh~ngige Transforma- 
tionen liefern, als G~ Glieder hat; es l~sst sich also jede inf. Trans- 
formation yon G~ durch die (X,~X#), (X=X,) ,  (X ,X , , )  darstellen. 
Wenn man also irgend eine inf. Transformation yon Gh mi~ Xr com- 
binirt, so erhs man einen Ausdruck, welcher dutch die inf. Trans- 
formafionen dieser Untergruppe darstellbar ist; im Ausdruck yon 
(X~,Xe) sind also die X, ,  X , , . . .  nich~ enthal~en, oder G~ ist berei~s 
eine invariamte Untergruppe der gegebenen Gruppe G~. 

Wen~r G~ eine invariante Un~ergruppe yon G~ ist, so sind drei 
F~le mSglieh: entweder ist G~ iL~e eigene Hauptuntergruppe~ oder 
aUe Transformafionen yon G~ sind mit einamder vertauschbar, oder 
drittems Gi enth~lt eine Hau_p~untergrappe, welche yon d~ verschieden 
isf~ Im letz~en Falle ist die so erhaltene HauptxmtergTuppe far die 
gegebene Gruppe eine invarian~e Un~ergruppe; ffir diese kSnnen wit 
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wiederum dieselbe Unterscheidung machen und dami~ fortfahren, his 
wir entweder zu einer invarianten Untergruppe gelangen~ welche ihre 
eigene Haup~untergruppe is~, oder zu einer, deren Transformationen 
s-~nmtlich mit einander vertauschbar sind. In den le~teren Fall ist 
natfirlich eine eing|iedrige invariante Un~ergruppe einzuschliessen. 
Specielt kSnnen wit also die S~tze aufsteUen: 

Jede GruppG mit Ausnahme der einfachen Gru,trpen, hat .entweder 
minda~t~ms eZme invariante Untergrutoe, deren Transformationen mit 
einander vertauschbizr sind, oder mindestens eine, wetche ihre eigene 
Haulatuntergruppe ist. 

Jede G~uloe, we2che ihre eigene ttauptuntergruppe ist, mit Aus- 
nahme der einfachen und halbeinfachen Gruppen, besitzt eine invariante 
Untergru1~)e , deren Transformationen mit einander vertauschbar sind. 

Fiir den Beweis des letz~eren Satzes haben wir zu beriicksichtigen, 
dass jede solche Gruppe eine invariante Untergruppe yore Range null 
hat; bilde~ man deren Hauptuntergruppe und fiihrt damit fort~ so 
gelangt, man zu einer Untergruppe~ deren Transformationen mit ein- 
ander vertauschbar sind. 

Der Umkehrung des an die Spi~ze des Paragraphen gestellten 
Satzes geben wit folgende Form: 

Wenn G, eine invariante Untergrutrpe einer gegebenen Gruppe ist, 
abet keine Untergruploe unter sich enthglt, welche fiir die gegebene 
Crru~1oe invarianten Charakter besitzt, so miisse~ entweder aUe Trans- 
formationen yon Gi mit einander vertauschbar sein oder Gi muss ihre 
eigene Hau~tuntergruppe sein. 

Einen Theil des hier bewiesenen Satzes habe ich berei~ in w 6 
meiner Abhandlung: Zur Theorie der L i e' schen Transforma~ionsgruppen 
(Programm unseres Lyceums fiir den Sommer 1886) gegeben. Nur 
habe ich dort beim Beweise, aber nicht in der Fassung des Satzes 
darauf Riicksich~ genommen, dass eine invarian~ Untergruppe eine 
solche unter sich enthulten kann. Der dort angegebene Satz muss also 
folgende Fassung erhalten: 

Wenn anter einer invarianten Untergruppe Gi keine invariante 
Unt~rgruppe einer gegebenen Gruppe en~halten ist~ so muss der Coeffi- 
cient r yon ar -1 in der ftir G, gebildeten charakteristischen Glei- 
chung identisch verschwinden. 

Dor~ is~ das Verschwinden allgemein behaupte~, und nut beim 
Beweise darauf hingedeufi~t, dass der Satz nur fiir die niedrigs~ in- 
variante Unfi~rgruplae g~l~. 

Es sei g e s ~ ,  einige speeielle F~tle des im vorsCehenden be. 
wiesenea attgemeinen Satzes anzufiitL~en. Wenn eine Grnppe ~ eine 
zweiglJedrige invarianh~ Un~rgrappe bes i t~  so sind derea Trans- 
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forma~ionen entweder mit einander ver~auschbar, oder alas ttaupf~le- 
ment der Untergruppe is~ eine invariant~ eingliedrige Un~rgruppe f~r 
G~. Besitzt eine Gruppe eine invarian~e Untergruppe yon drei, aber 
nieht yon weniger Parametern, so ~s~ letz~ere entweder eine Kegel- 
schni~sgruppe oder ihre Transformationen sind s~mmffich mit einander 
ver~uschbar. Die Transforma~ionen einer viergliedrigen invarian~en 
Untergruppe einer Gruppe, wetche keine in der viergliedrigen ent- 
haltene Un~ergrul0pe zur invarian~en Untergruppe ha~, sind mi~ ein- 
ander ver~uschbar. 

w 2s. 
Kegelsc~rittsgruppen als Untergruppen. 

Aus den En~wicklungen des dri~ten Theiles (Annalen Bd. 34~ 
S. 107) folg~ dass jede Gruppe~ welche ihre eigene Hanptuntergruppe 
ist, einfache Gruppen zu Untergruppen hat; der zweite Theil lehrt 
aber~ dass jede einfache Gruppe yon beliebigem Range wiederum ein- 
fache Gruppen des Ranges eins enth~lt; somit folg~: 

Jede GrUelS, welche ihre eigene Hau~tuntergru~e ist~ enthtilt 
Keg elschn ittsgr uiopen. 

Dabei daft man jedoch im ailgemeinen eine Transformation der 
gegebenen Grnppe nieht ganz beliebig w~hlen, wenn sie einer in ihr 
en~haltenen Kegelsehnittsgruppe angehSren solL Das is~ vielmehr nur 
bei einer ganz bestimmten Classe yon solchen Gruppen der Fall~ 
n[imlich den in den w167 7 u. 8 (Bd. 31~ S. 278 u. S. 282) angegebenen 
Gruppen yore Range eins fiir welche die charakteris~ische Gleichung 
im Allgemeinen nut eine einzige verschwindende Wurzel besitzt. 
Welche weiteren Bedingungen bei den iibrigen Gruppen erfiill~ sein 
mtissen, soll uns bier nicht besch~f~igen. Wit wollen vielmehr jetz~ 
zu denjenigen Gruppen fibergehen, welche nichr ihre eigenen Haup~- 
untergrappen sind~ und annehmen~ eine solche enthalte Kegelschnitts- 
gruppen unier sich. Soil jetzt eine Transformation einer Kegelschnit~- 
gruppe angehSren~ welche Untergruppe zu der gegebenen ist~ so daft 
sie wiederunl nicht beliebig gew~hl~ werden~ sondexn sie muss zu- 
niichst der HauptunCergruppe der gegebenen Gruppe angeh5ren. Es 
gilt n~nlich der Sa~z: 

Jede Kegelschnittsgruppe, welche eine Untergru~e einer gegebene~ 
Gru~e ist, gehiirt ihrer ~up~untergrutoe an. 

Die gegebene Gruppe werde durch X ~ . . .  X~, die Kegelschni~[s- 

gruppe dureh ~, X,, ~, X,, ~, , besfimmt;. Wenn 

dann u, A, ~ irgend eine gerade Permutation der ZahIen I ,  2, 3 ist~ 
so muss sein: 



170 W. K~L~o. 

und die aus den 9 Coefficien~en a~, b~ c~ gebilde~e De~erminante 
muss yon null verschieden sein. Nach der Definition der Hauptunter- 
gruppe geh~r~ die rechte Seite von (1) derselben fiir ~t -~- 1, 2, 3 an 
und da die De~erminante 

at bl c i 

a~ b2 c 2 
a3 63 r 

nieht versehwindet, so muss auch jede in der Kegelsehnittsgruppe ent- 
hal~ne eingliedrige Un~ergrappe der Hauptun~ergruppe angehSren. 

Dieser Satz kann in folgender Weise verallgemeiner~ werden: 

W ~ n  ei~e in einer Gruplge G enthalbme Transformation einer 
Untergru~e U angehgrt, welche ihre'eigene ttau.19tuntergru~e ist, so 
muss sie zugleich der J:tau~tuntergru~e H yon G angeh~ren. 

Wieder sei G dutch X 1 . . .  X~, U dutch Yt-.- :Y,~ bestimmt, 
und es seien :Yj . . .  Y~ linear durch Xj . . .  Xr darstellbar. Zugleich 
muss jedes (Y,  Yx) dutch Xr t . . .  Y~ ausgedriickt werden kSnnen und 
umgekehrt mfissen alle 171--. Y~ sich durch eine passend gew~ihlte 
Anzahl verschiedener Ausdrficke (YL :Y~) darstellen lassen. Da H die 
tiauptuntergruppe yon G i s t ,  mfissen a!Ie Transformationen (Y~Y~) 
der Gruppe H angehSren, folglich auch Y l - - -  Xr~, was bewiesen 
werden sollte. 

Die Gruppen kSnnen in zwei Classen eingetheilt werden: die der 
ersten Classe besitzen solche Untergruppen, welche ihre eigenen Haupt- 
untergruppen sind~ die der zweiben besitzen soIche nicht. Speciell 
kSnnen wir auch sagen, die Gruppen der ersten Classe enthielten 
Kegelschnittsgruppen, die der zweiten Classe nicht. Es hande]t sich 
jetzt durum, zu entscheiden, wann der eine und wann der andere Fall 
einh4tt, und im ers~en Falle alle Untergruppen der bezeichneten Art 
zu bestimmen. Diese beiden Aufgaben werden in folgender Weise 
gelSst: Man suche zu der gegebenen Gruppe G die Hauptuntergruppe, 
d. h. diejenige Gruppe, welche dutch die Transformationen (X,X,,) 
bestimmt wird. Wenn diese Gruppe mit der gegebenen identisch ist, 
so gehSr~ die Gruppe der ersten Classe an. Im aadern Falle mSge 
H~ die Hauptuntergruppe sein; deren Hauptuntergruppe s e i / /~  deren 

u. s. w. l~un is~, wenn nichg H 2 mig H~ resp. lit a mit/~rz identisch 
is~, die Gliederzahl yon ~r 2 kleiner als die yon/ /1  und die yon /it s 
wieder mindestens um eins kleiner als die yon H 2. Somit fiihrg dieser 
Process naeh einer endlichen Zahl yon Wiederholungen entweder auf 
eine Gruppe Hm, die ihre eigene Haupt.untergruppe is~, oder auf eine 
solche, deren Transformationen mit einander ver~tauschbar aind. Im 
ers~n Falle is$ ~m selbs~ eine Un'~ergruppe der be~rachtegen Ar~, im 
zweigen Falle kSnnen sotche fiberhaupg nieht vorkommen. 
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Sobald man die l)arsteltung der AusdriM~e (X,.X~) dure~ die 
X 1 . .  . XT kennt, erfordert die ~ntscheidung der ~rage, ob die Grus 
.Kegelschnittsgru!~en enth~lt oder nicht, nut ganz einfache L-Timinationen. 

Wenn der eben angegebene Process auf eine Gruppe Bm fiihrt, 
welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss nach den voran- 
gegangenen Entwicklungen jede darartige Untergruppe ganz in H~ 
enthalten sein. Die Aufgabe, alle derartigen Un/;ergruppen yon G zu 
finden~ fiihrt also auf das Problem: 

In einer vorgelegten Grappe, welche ihre eigene Haup/;un/;ergruppe 
ist, alle Uniergruppen zu bes/;immen~ denen dieselbe Eigenschaf/; zu- 
kommt. 

Die LSsung dieses Problems gehSr~ nicht hierher, es genfige des- 
halb, folgendes Ergebniss anzugeben: 

Wenn eine Gruppe Kegelschnittsgru~pen entMilt, ohne ihre eigene 
Hauptuntergru~ape zu sein, so sind alle ihre Untergrupl~en ~ welche ihre 
eigenen Hau~tuntergruIoen sind, in einer ganz bestimmten Untergru~e 
enthalten, der dieselbe .Eigenschaf~ zukommt. 

Da wir uns im folgenden noch besonders mit den bier eharakCe- 
risir/~n Gruppen besch~tigen werden, so wird es night nothwendig 
sein, auf diejenige Dars~ellung dieser Gruppen emzugehen~ welche sieh 
aus den vorstehenden Entwicklungen ergiebt. Wit wollen jetzt zu dar 
zweit~n Classe yon Gruppen fibergehen; ffir dieselben liefer~ die voran- 
gehende Untersuchung folgenden Sa~z: 

Wenn eine Grul~e keine Kegelschnittsgrulope enthiilt, so muss ~re 
.~tau~tuntergruppe weniger Glieder enthalten als die gegebene Gruplae~ 
und deren Hauptuntergruppe wieder weniger Glivzler u. s. fi, 
oder in andern Worten: 

Zu einer Gruplge G, welche keine Kegelschnittsgruppe er~thtilt, suche 
man die Hau~tuntergr~ppe t t l ,  ~u dieser die Hauptuntergru~pe H~ u. s. w. 
Dann wird die Glieder~ahl jedesmal mindestens um ellis vermindert, 
und man gelangt schliesslich zu einer Untergruppe H~, deren Trans- 
formationen mit einander vertauschbar sin& 

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen is/; jede der so 
gefundenen Untargruppen Lrl, H e . . .  ~r~ eine invarian/~ Untergruppe 
der gegebenen Gruppe G. Um daher die Gestal~ung dar Gruppe G 
darzustellen, kann man, wean H,~ rl-gliedrig is~, ~'1 inf. Transforma- 
tdonen X,~, X ~ , . . .  zur Dars~ellung yon H~ benutzen. Zur Darstellung 
der r~-gliedrigen Gruppe //~_~ ffige man r ~ -  r 1 Transformationen 
X~, X~, . . .  hinzu u. s .w.  Endtich mSgen zur Bes/~immuag yon/ /1  
noch die inf. Transformationen X,~, X ~ . . .  hinzutretem Eine ganz 
beliebige inf. Transformation yon G mSge mit X e bezeietmet~ warden, 
und dabei mSge es gleichgfiltig sein, ob dieselbe einer der Unter- 
gruppen H ~ . . .  H~ an~ehSrt oder nicht. Wird diese Bezeichnung~zu 
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grancle gelegr so gel~en foIgende Rela~ionen, in denen die eckigen - 
Ktammern wieder lineare homogene Gleichungen bezeichnen: 

(x,, x , , )  = o,  (x , ,  xe)  = [~,, ~ , . . . ] ,  ( x ~  x , , )  = [~,, ~ , , . . . ] ,  

(X,. x ~  ----- G ,  ~ , . - .  '~, ~ - . . ] ,  ( x ~  X..) = [~,, ~ , , . . .  ~ ,  % . . . ] ,  

( x ~  xe )  = [,, ,  ~ , . . .  ~,, , , , . . .  ,~, % . . . ] , . . .  

( x ,~  X ,  2 = [~,, ~, . . .  ,~_,,  ~ _ ~ . . . ] ,  

(x ,~  x~)  - -  [~,, ~ , . . .  ,~, ~,~... ~ ,  ~ . . . 1 .  

Wenn man staff der Haup~untergruppen lieber invarianfe Un~er- 
gruppen einffihren will, so kann man folgenden Safz aussprechen, den 
bereits Herr Engel bewiesen hat: 

Jede r-gliedrige Gruploe, welche keine Kegelschnittsgruppe enthtilt, 
besitzt mindestens eine (r--1)-gtiedrige invariante Untergruppe Gr_~, 
diese wiedzr mindestens eine (r--2)-gliedrige invariante Untergruppe 
Gr-~ ~. 8. W. 

Wenn n~mlich die Hauptuntergruppe H l yon G gerade r ~ 1 
Glieder haL, so ist sie selbst die einzige (r--1)-gliedrige invariante 
Untergruppe. Ha~ aber H l nur r -  a Glieder, so ftige man zu H I 
noch a -  1;. yon einander und yon H~ unabhiingige inf. Transforma- 
tionen aus G hinzu; dann is~ die so gebilde~e Untergruppe sicherlich 
invariant. Diese is~ abet yon derselben Eigensehaf~; daher gelangt 
man zu G~_~ (~_~ . . . .  

Gruppen der zuletzt betrachteten Art sind zuerst yon Herrn Lie 
(Archly for MatJa. B. 3, S. 112--116, 1878) und dann yon Herrn Engel 
(Leipziger Berichte ]886 S. 83--94) untersucht worden. Die neuen 
Resul~a~e~ welche ich in diesem Parag-raphen hinzuffigen konnte, 
brauche ich wohl nieht besonders hervorzuheben~ da sie bei u 
gleichung der angegebenen Arbei~n mi~ den vors~ehenden Entwick- 
lungen sofor~ zu rage tre~en. 

w 

Welche 6rUpl~n ]~6nnau Haupi~mt~rAxuppen sein? 

Um die Haup~untergruppe einer gegebenen r-gliedrigen Gruppe 
zu un~ersuehen, nehmen wir zuvSMerst au~ die charak~eristisehe Glei- 
chung ha'~ f~ jedes beliebige System in der r-gliedrigen G~ppe 
miudes~ens k verschwindende Wurzeln und zugteich seien atle Un!mr- 
det~rminan~en ( r - -k-~r l )  t~ Grades in der chara_ldexis~ischen Deter- 
minan_~e idenfisch gleich null. Dann kann man den r -  k nicht ver- 
schwindenden Wurzeln, welche die Gleichung fiir eine ganz allgemeine 
inf. Trausfca~atdoa hat, ebensoriele yon einander unabh~agige inf. 
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Transformationen zuordnbn. ~Es ist selbsWerstiindlich, (lass diese der 
Hauptuntergruppe angehSren; aber es frag~ sich, unter welchen Be- 
dingungen die Hauptun~ergruppe nut (r - -  k)-gliedrig ist, also dutch 
diese r - -  k Transibrmationen vollsf~ndig bestimmt wird. Das ist nu t  
mSglich, wenn die Hauptuntergruppe yore Range null ist; es gilt 
n[imlich der Satz: 

Sucht man fiir irgend eine Transformation die Wur~eln der charakte- 
ristischen Gleichung und ordnet jeder nicht verschwindenden Wurzd  so 
viele infinitesimale Transformationen zu ,  als der Grad der Wurzel 
betr~gt, so geniigen die so erhaltenen Transformationen nut  dann zur 
17estimmung der Hauptuntergruppe, wenn letztere yore l~ange null ist. 

Die inf. Transformation allgemeiner Beschaffenheit, ffir welche die 
charaks Gleichung gebilde~ ist, m5ge mit Xr and die den 
nichtverschwindenden Wurzeln zugeordneten Transformas mit 
X~ . . .  Xr_~ bezeichnet werden; zugleich seien a,/~, 7 .  - - Marken der 
Reihe 1 . . . r - - ~ .  Dann wird jedes c,~z bestimmt verschwinden, wenn 
die letzte Marke A nicht gleich einer Nummer 1 . . . r - - k  ist. 

Aus den Entwicklungen der w167 7 und 12 ergiebt sich sofort, dass 
unter den gemachten Voraussetzungen c=az ~ 0 und ebenso 

0 

ist. Auf ~lem dort angegebenen Wege kann man weiter gehen und 
die beiden hingeschriebenen Formeln erweitern. Daraus folgt dann der 
angegebene Lehrsa~. ][ch ziehe es aber vor, einen andern Bewds zu 
liefern und nur dasjenige Gleichungssystem zwischen den Coefficienten 
c,~ zu benut;zen, welches in w 1 (Bd. 31, S. 257) aufgestell~ und zur 
Grundlage ftir die Untersuchung der charakteristischen G!eichung ge- 
macht worden ist. Um die allgemeine Gleichung dieser Ar~ aufzusteUen~ 
w~itde man aas den Nummern 1 . . .  r einmal s ~ 1 feste Marken 
a, ~1, ~62"--J6, aus und lasse dann weitere s ~ 1 Marken a, u~, u2-.-u, 
alle beliebigen Wer~he yon 1 . . .  r annehmen, und bilde die Summe: 

+ �9 �9 �9 + c~,#,,ct~,,,~,, c # ~ , . ~ , , , . . .  %_~,~ , )  c,~,~ ~- O, 

wo yon den s Produc~en, welche in der Ktammer sf~hen, jedes folgende 
aus dem vorangehenden durch cyklische Vert~uschung der Maxken 
~ . . .  $ erhalten wird. 

Zuniichs~ fiihren wit den Beweis nut  unter tier Vorausse~zung 
dutch, dass alle Elemenfar~heiler der charak~erigdschen Oleichung yore 
ersten Grade sin& Wenn dann a eine der Marken 1 . . .  r -  k is~, 

so is~ e,~t~ fiir a ~ / ]  gleich null ,  dagegen ffir a = / ~  gleich ea=. Da 
der Vorausse~zung naeh dureh die Marken 1 . . .  r - - k  eine Unter- 
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gruppe bestimmt wird und die Gleichung (1) f~ir jede Gruppe giiltig 
ist, so kSnnen wit Besonderhei~en der vorliegenden U n t e r ~ p p e  nut  
dadurch erhal~en, dass wir einige der festen Marken einen Werth  an- 
nehmen lassen, welcher zu einer mit X ,  vertauschbaren Transformation 
gehSr~, l~un wissen wit aber im allgemeinen nicht,  wie viele solcher 
yon einander unabh~ngigen Transformationen vorhanden sind, und 
unser Resulfat soll auch f~ir k ~--1 gelten. Demnach haben wir 
einige der Marken a ,  ~ 1 . - . / ~ ,  gleich r zu setzen, l?~r a = r folg~ 
aus (1): 

Jh.--~s 

so dass entweder der erste oder der zwei~e Factor verschwinden muss. 
Da es uns aber darauf ankommt, das allgemeineVerschwinden des zwei~en 
Factors zu beweisen, so miissen wit einen ziemlieh weitl~ufigen Weg  
einschlagen. Wir  setzen daher in (1) zun~chst/~1 = / ~  = " " =  ~, ~ r 
und erhalten: 

eaxx cox = -  O. 

Da diese Gleichung ffir jedes s gilt ,  so folgt: 

1 

wofern cox ~ co~ ~ c% ~ - .  �9  ist. 
Ebenso w~hle man jetzt fiir /~2,/~3 - .- ~ den Werth  r, lasse aber 

t~ und ~ ( =  ~) zwei beliebige Nummern der Reihe I . . .  r - / ~  sein. 
Dann muss im ersten Produe~ Xl ~-x~ ~ - - - . . - =  x~ ~ = x )  gesetzt 
werden, und wit erhalten jedes e ~  multiplicirt mit 

was nach dem Vorstehenden verschwindet. Die weiteren Producte 
tiefern: 

und da diese Gleichung wieder fiir jedes s gilt ,  folgt 

0 

wenn ist:  

L~ss~ man ~, ~ ,  /~ 
~3 ~ - ' ' "  ---~ ~ ~ ~ s e i n ,  
multiplicir~ mit  

Marken der Reihe 1 . . .  ~' ...... b ,  dagegen 
so wird im ersten Product in (1) das c~l, 
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im zwei~en das c ~ ,  mit 

welche beiden Produete berei~s a|s verschwindend nachgewiesen sind. 
Wi t  erhalfen somit die neue Gleichung: 

l { ~ s - - 3  ~ - 4  s - 4  s - -3  

xl, ~-2,z= 

Wenn man will, kann man hier andere Marken, etwa a, ~I, ~3 
der Reihe i... r- k a~gehSren laden und erh~It eine andere Glei- 
ehung. Jedenfalls gilt aber die hingesehriebene Gleichung ffir jedes s, 
und man schliesst wieder~ dass die Summe 

versehwindet, wofern die Summation nach x 1 nur  fiber alle Marken 
erstreek~ ist,  zu denen die einer fest~n % gleichen Wurzeln gehSren, 
w~ihrend die Summation naeh x~, x 3 sieh fiber 1 . . .  r -  k erstreekt. 

In gleicher Weise kann man beliebig forffahren; dann beweist 
man auf dem mehffach durchgeftihrten Wege,  dass die Gleichung 

(2) 2 c,,,,,,, % , , ~  c ~ , , ,  . . . c,~i_ ~,,~,, ~ 0 
g i . . .  x i 

nicht nur  richt~g ist, wenn man di~ Summation yon allen x I . . .  x~ fiber 
die Marken 1 . . .  r - - k  erstreckt, sondern auch, wenn man f~r x t 
nur  diejenigen Marken nimmt,  fiir welehe die zugeh5rige Wurzel  den- 
selben Wer th  hat. 

Wir  bezeiehnen die Summe 
9g 

~ 2 r  ce-~ mit C,~, 
1 

wenn die Summ~ion iiber alle Marken 1 . . .  r erstreck~ wird~ dagegen 
soll die Smnme 

~ e c e ~ t j  mit C~t~ 
I 

bezeichne~ werden, wenn die Summation na~h 0 auf die Marken 
1 . . .  r ~ k beschrii~kt wird. 

MuItipliciren wir nun die linke Seite yon (2) mit ~,  ~ ,  . . . .  ~ /~1  
und summiren ~.uch nach ~ fiber die Marken I . . .  r ~ k ,  so geht die 
Gleichtmg (2) tiber in 

(3) , ,  = 0 .  



Wit  sfellen ffir die Hauptuntergruppe die charak~eristische Gleichung 
auf, so ]assen sich deren Coefficienten als gauze Functionen yon 

darstelIen. Da die letzteren s~immtlich identisch verschwinden, mfissen 
es auch die ersteren than; in der vorausgesetzten Hauptuntergruppe 
sind also stets alle Wurzeln gleich null, was bewiesen werden sollte. 

Wit  haben jetzt den aufgestellten Satz noch fiir den Fall zu 
beweisen, class nieht alle Elementar~heiler veto ersten Grade sind. 
Wenn die Wurzel eo~ zu einem Elementar~heiler (Z + l) t~n Grades 
gehSr~, so bilden wit die zugeordneten inf. Transformationen so, dass 
die Gleichungen bestehen: 

(X,X~(~) = ~  X~iz~+ X[,(~-, ~ , ... ( X~X~,) = c o ~ X ' , +  X~ , ( X ~ X ~ ) =  o~X~.  

Die Ordnungszahl, in welcher, diesen Gleichungen entaprechend, 
eine ins Transformation zu ihrer Wurzel gehSrf, sell dadurch be- 
zeiahnet werden, dass man die Marke in ] } einschliesst, so dass unter 
Vorausse~zung der vorigen Gleiehung is~: 

I,~1 = 1, t,r } = 2 ,  . . .  J,~c~ ] = z + ~. 
Ferner sell, wean g irgend eine Marke ist, die zu derse|ben Wurzel, 
abet zu der um eins hShern Ordnung gehSrige Marke mit x" bezeichnet 
werden, so dass die Gleichungen bestehen: 

l , , ' l - - - l , , I +  1, ~.. = , o , ,  (x.x~.)~,o,x,.q- x.. 
Wit benutzen einen in w 8 (Bd. 31, S. 281) bewiesenen Satz. Deft 

ist n~imlich gezeigt worden, class, wenn X, in dem angegebenen Sinne 
eine Transformation ~t~ und X,  eine solche v t~ Ordnung ist, dann 
im Ausdruck yon (X,X, )  nur Transformationen vorkommen, deren 
Ordnungszahl hSchstens/,  + v -  1 betr~igL 

In (1) w~hlen wir a ,  j61, ~ . . .  /~-1 so, d~s die zugehSrigen 
Trunsformai~ionen yon der ersten Ordnung sind, und se~en 

~, = t~,+~ = ' " =  $ - - - r .  

Damn ist in (I) das erste Glied" 

Hier entsprechen x 1, x~, . . . .  ~i+~ x~+1 demselben Elementart~eiler~ 
zugleich geh6rea a ,  ~6 t . . .  f l , - 1  uad demnach auch ~ zu Transforma- 
~io~en erstex Ordnung; es muss ~lso sein: 

1~,1 =<_ f~',1 < " "  ~< [ ~ (  " " �9 _K t~, l, 
so dass die Ordnungszahl tiberall dieselbe ist. So~ni~ ist 
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und e,,t~ ~, wird mal~iplieir~ mi~: 

Z 8~i 
c ~ x ~  e f l ~ x ~  . . . c ~ _ 1 ~  eox~ . 

z l . . . ~  i 

Ebenso wird in (1) das (i-{-1) u Glied sein: 

t a ra  Z Caxlx~ Crz~zs �9 . �9 Cr z ~ _ i _ l Z s _  i C~xs_i~cs_izf. 1 �9 . �9 C~i_  1 x s x~ �9 

Bier gehSren wieder x 2 . . .  x,-~+l zu derselben Wurzel; zugleich sind 
die Ordnungszahlen dieselben. Deshalb erhalten wir c ~  mul~plicir~ 
mit der Somme: 

Z 8--i c~,~ % _ ~ . . .  c~_1,,, ~ co,, . 
u~'"~r 

Dieselben beiden Summen wiirde man aber erhalten haben, wenn die 
chaxakteristische Gleichung nur Elementar~eiler ers~r Ordnung ent- 
hielte. Demnach bleibt unter der gemach~en Beschriinkung die Glei- 
chtmg (2) bestehen. 

Wenn j e ~  e~ zu emer Transformation zwei~er Ordntmg gehSrt~ 
abet 161 . , .  fli-1 zu solchen ers~er Ordnung, so wird in (1) sowohl im 
ers~n Product ftir c~, wie im (i~-1) t~ ffir c~, das , entweder za 
Transformationen erster oder zweiter Ordnung gehSren. Fiir Trans- 
formaCionen erster Ordnung is~ bereits das Verschwinden der erhaltenen 
Summe bewiesen; wit k5nnen also yon diesen Summen ganz absehen. 
Von den welter hinzutretenden Summen werden gewisse ebenfalls ver- 
~chwinden, wenn wir annehmen, dass selbst fiir ]a I ~---2 nich~ nut 
die Gleichung (2), sondern auch die Gleichtmg 

0 

besteht, wofera i kleiner als im vorliegenden Falle gew~hll wird. 
Alsdann verwandelt sich (1)'in folgende Gleichtmg: 

Z I $ ~ i - -  ~-4--1 s - - i  

gx "" " ~ i  

Z [ $ - - i - - I  - -  - -  a'-4--t\ 

Da abet diese Gleichung ftir jeden Werth yon s gilt, so kann 
man wieder auf die aUgemeine Giiltigkei~ der Gleichtmgen (2) trod (4) 
schliessen. 

Man sight jetzt aber aueh, wie man forff~ren muss, wenn ent- 
weder mehrere der Marken a ,  ~ . . .  zu Transfozma~ionen zweiter 
Ordnung gehSren oder solehe yon drifter and h~herer Ordnang VOr" 

]~,athemati~ehe .&~r~en. XXXVL 12 
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kommen. In allen FKtlen zeig~ sich, dass ffir die vorausgesetz~ Haupt- 
un~ergruppe die Coefflcien~n der chara~eristischen Gleichung 

identisch verschwinden. Dami~ ist der aufgestell~e Satz ganz aUgemein 
bewiesen ~ und es er~ibrigt nur noch, den Fall n~her zu charak~erisiren, 
wo zu den angegebenen r -  k inf. Transformat~onen noch weif~re zur 
Bes~mmung der Haup~untergruppe hinzu~e~n. 

Wir lassen die frfihere Vorausse~zung bes~ehen, dass mi~ dem 
iden/dschen Verschwinden yon b Wurzeln der charakteris~ischen Glei- 
chung auch alle entsprechenden Unf~rdeterminanten (r ~ k -I- 1) t~ 
Grades iden~isch verschwinden. Die mi~ einer allgemeinen Trans- 
formation XT vertauschbaren Transforma~ionen sollen mit; X~-l. . .  Xr-l~-~ 
und die dutch die nicht verschwindenden Wurzeln erhal~enen mi~ 
X 1 . . .  X~_~ bezeichne~ werden. 8oll je~zt die Hauptuntergruppe mehr 
aIs r -  k Parameter besitzen~ so miissen in ihr gewisse Transforma- 
~ionen enthal~en sein~ die sich als homogene lineare Funetionen yon 
X~, X r - 1 . . .  X~_~+t ausdrficken lassen. Dazu is~ no~hwendig, dass 
die Gleichung entgegengesetz~ gleiche Wurzeln co, und --eo. besitz~. 
Wit bezeichnen wieder die zu ~ co, gehBrige Marke mi~ ~'. Wenn 
jetzt die Gleichungen bes~ehen: 

+ , (x,x,;)=- + 

~,~1 

0 

haben ~ir die beid~n F ~ e  zu uaterscheiden, o b ~  ~, ~ '~ -~ 0 oder SO 

=[= 0 is~, wo dem r ffir X , ~  die Wurzel ~ )  ent~richt~ Im ersten 
Fall muss auch ffir .jede Reihe einander zugeordnefer Wurzeln e~(~ 

se in:~t~,e~ '}  ~--- 0~ wie aus G1. (7) w 12 (Bd. 33, S. 16) f/Jr Elemenf~r- 
fl~eiler ers~n Grades unmi~telbar folg~ und allgemein auf dem in w 23 
(Bd. 34, S. 88~ 89) vorgezeichne~en Wege bewiesen wird. 

Ange~ommen jetz~ alle zur Bes~immung der Hauptunfergruppe 
hinzuh-ef~nden yon null verschiedenen (X, e X,'a) mSgen solche Aus- 

drficke ~ _ _  ~, X,~_~ liefern, ftir we lcheS ,  iv~ eo~) ~- 0 isK" Bezeichnen 
wit die yon einander unabh~ngigen derar~ig hinzukommenden inf. 
Transformatdonen als X~.~_~. . .  X,~-.~, so muss ftir alle inf. Trans- 
format~onen X ~ . . .  X,~_~ die chamk~r~s~che Gleichung nut ver- 
schwindende Wurzeln besi~zen. Je~t~ kann man die Gleichung ( 1 )  
derselben Beh:ach~ung un~rziehen~ wetche vorbin angestell~ w~rden 
i~'~ uud gelang~ zu dean Ergebniss, dass auch die auf die neue Weise 
e rhal+~ene H~p~unt~rgl'uppe vom Range null is~. Diese f~et~ach~ung 
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wird erleichtert, wenn man die beiden folgenden einfachen Bemerkunge~ 
beriicksichtigt. 

Wofer@~ eine oder mehrere der Marken f l i - - - f l s  sich als letzte 
Marke in nicht-verschwindenden Coefficienten c(r-~l-1} ~. . .  v(~.~) ~ finden, 
ersieht man unmittelbar, dass 

0 

ist~ Denn wenn z. B. (Xr_~X~) dutch X~, allein ausgedrfickt werden 
kann, w~hrend (X~_~X~)~-.- .~--(X~_~X~,)-~-0 ist, so seize man 
in (1) a ~ r - -  h, fll ~--- ~, ~2 ~- J62-., ~ ~- ~ ,  und erh~lt die auf- 
gestellte Gleichung. Nachdem dies bewiesen is~ kann man auf die 
Gfilfigkei~ derselben Gleichung auch in den weiter mSglichen F~Uen 
schliessen, wenn ~61 . . .  ~, hShere Marken sind, welche an letzter Stelle 
in einem c{~_~}, e vorkommen. 

Offenbar ist jedes Product 
c ~ , ~  c ~ _ ~ , . . ,  c ~ ,  - -  0, 

wean alle /~l-.-/~, der Reihe r -  k -~  1 . . .  r -  h angehSren; dean 
w~re dies Produc~ yon null verschieden, so mfissim 

sein, was unmSglich is~. 
Demnach seize man niemals a gleich einer Marke r - - k ~  r 1 . . . r - -h ,  

dagegen mSgen einige der ~ r k e n  fl~ ...fl, gleich r, andere gleich einer 
Marke r -  k - ~ - 1 . . ,  r -  h, und wieder andere gleich einer Marke 
der Reihe 1 . . . r ~ k  gesetzt werden. Die oben angestellte Betrachtung 
~nder~ sich dann nut insofern, als fiir manche Marken ~6 und ~ zu. 
weilen verschwindende Wurzeln hin~zutreten und solche Producte in 
der Summe ausfallen. Dadurch is~ aber kein wesenflicher Untexschied 
bedingt, weft nach beliebiger Wahl der oben benutzten Zahl i 
man eine Gleichung (i~tir s ~ - i )  erh~lt, in welcher die Wurzeln gauz 
wegfallen, w~hrend in allen wei~eren Gleichungen (s :> i )n icht  nur 
die Summationsbuchstaben auf die Marken 1 . . .  r -  k beschr~akt 
werden, sondern auch einzelne Produc~ fiir jeden Summa~ionsbuch- 
s~aben ausfaUen. Demnach bleib~ die Schlussfolgerung unge~.uder~, 
dass die Haup~uutergruppe yore Range null is~. 

Wean a-bet fin- ein (X,~ Xi'~) X,,..~ z u g l e i c h ~  ~, ~ )  :~=0 

ist, so entt~l~ die Gruppe nothwendig Kegelsch~ittsgruppen. Dies ist 
unmi~elbar k!~,  wean in der vorstehenden Gleichung 0 und ~ beide 
gleich Null shad, da alsdann X,, X~, (X,X,') eine solche Un~ergrutape be. 
s~immem Wenn aber die angegebene Bed~ ~ngun~g er~ ~dr ~ ~ e - ~ W e ~ h e  
yon ~ und ~ exffill~ ist, s~ kaun man die Ergebnisse des w 24 (Bd. ~4~ 

12. 
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S. 98--106) anwenden. Dann gieb~ es eine positive Zahl a, so dass 
jedesmal (X, e X/~) -~ 0 is~ ftir 0 + a < ~, aber (X, e X,~) @ 0 fiir 

0 -{- a ~  a; una ftir (X,,~X,'~)~---L:p, Xr_, ist L ~  eo~)=~=0; ausser- 

dem stellen die (X ,  e X,~) fiir alle Werthe yon e und 6 gerade a + 1 
yon einander unabhi~ngige inf. Transformationen dar. Deshalb kann 
man, wie dort n~,her gezeigt worden ist die X,a und X" so wiihlen, 
dass sie mit (X,~ X,~) einer Kegelschnittsgruppe angehSren, womit 
der aufgestellte Satz bewiesen isf. 

Unter denjenigen Gruppen, welche nicht ihre eigenen Hauptunter- 
gruppen sind, ist noch eine Classe zu erw~hnen. Es sind das die- 
jenigen, welche in den w167 10 und 19 (Bd. 33, S. 4--10 und Bd. 34, 
S. 59--66) auf eine allerdings etwas l~stige Art nnd Weise behandel~ 
worden sind; indessen ist es dort gelungen, die haupts~ichlichsten 
Eigenschaften dieser Classe aufzufinden. Die ihr angeh5rigen Gruppen 
sind durch die Eigensehaft bestimmt, dass in der charakt~ristischen 
Gleichung die letzten k Coefficienten r r �9 �9 �9 ~P~-~+I identisch ver- 
schwinden, w~-hrend nicht alle Un~erdeterminanten ( r - -  k + 1) TM Grades 
in der charakteristischen Determinante verschwinden. Indem wir dann X~ 
wieder als ganz allgemeine inf. Transformationen voraussetzen, k5nnen 
wit weitere k ~ 1 inf. Transformationen X ~ - I . . .  X~_~_I derartig hin- 
zuffigen, dass sie mit X~ eine Untergruppe yore Range null bestimmen. 
Fernere hiervon und unter einander unabh/ingige r -  h inf. Trans- 
formationen X t . . .  X~-t sollen den nichf verschw/ndenden Wurzeln 
der Gleichung fiir X~ zugeordnet werden. Damn mSge die Haupt- 
un~rgruppe durch X i . . .  X,_~, X~-7~-1... X~_a bes~immt sein, wo 
h yon null verschieden ist. Fiir jede dieser r ~ h inf. Transforma. 
fdonen hat die charakteristische Gleichung Muter verschwindende Wurzeln, 
wie am angegebenen Orte (Bd. 33, S 61. Gteichungen (3) und S. 63~ 
G1. 11) bewiesen is~. Diese Eigenschaf~ gentig~, um die Hauptun~er- 
gruppe zu charak~risiren. Wit kSnnen wiederum die Gleichung (1) 
zu grunde legen, darin einige der ~ r k e n  fl~ . . .  fl~ gleich r u n d  die 
Marke a nebst wei~eren /~, gleich solchen Marken setzen, deren Trans- 
formationen der/=Iaupfimtergruppe angehSren. Damn ~ndern sich die 
obigen Un~ersuchungen nich~ und alas Resultat bleibt dasselbe." Also 
is~ auch in diesem FalIe die Hauptun~ergruppe yore Range null. Somif 
sind wir zu dem aUgemeinen Resul~te getang~: 

Wenn die ltauptuntergruppe einer gegebenen Grul~e keine Kegel- 
schnittsgru2pe entMilt, so muss sie yore t~ange null sein. 

ttiermi~; h~gen  eiaige weitere S~tze eng zusammen, derea Beweis 
berei~s~ dutch die vorangehenden Untersuchungen geliefer~ ist~ niimlich 
uater andern folgende 8~ze: 
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Wenn t ) l . . .  P~ die ein/achsfza ]Functionen sind, dutch welche 
sich r Coefficienten der charakteristischen Gleichung darstellen lassen, 
and wenn unter ihnen sich ]Functionen vom 2 ~ und yon einem hShern 
Grade befinden~ so kann man es bei passender Wahl der bestimmenden 
inf. Trans[ormationen erreichen, dass sich die Coefficienten der charalzte- 
ristischen Gleichung f'gr die ttauptuntergrulype dutch dieselben ]Func- 
tionen 2 t~ und lq~hern Grades ausdri~c~n ~assen. 

Eine GruI~e enthiilt nut  dann keine Kegelschnittsgruppe, wenn 
sich age Coefficienten der charal~teristischen Gleichung dutch ~ineare 
]Functionen ausdriicI~en lassen. 

t~estimmen X 1 . . .  X~ die J~tauptuntergru~e einer gegebenen GruIoe 
~tnd bitdet man fiir dieselbe die charakteristische Gleic,~ung~ so i~t es 
nicht mSglich, aus deren Coefficienten eine lineare ]Function yon ~ 1 . . . ~  
herzustellen. 

Betreffs der Hauptunt~rgruppen haben wir zwei F~lle als mSglich 
erkannt: entweder sind sie yore Range null oder sis enthal~en Keget- 
schnittsgruppen. Nun trit~ die weitere Frage an uns heran, ob jede 
Gruppe dieser beiden Arten eine Hauptuntergruppe sein kSnne. Wenn- 
gleich es mir noch nicht mSglich ist, ganz erschSpfend die Bedingungen 
anzugeben~ denen eine Hauptmntergruppe geniigen muss~ so is~ es 
doch leichr zu sehen, dass die aufgestellte Frage vernein~ werden 
muss. Denn die Gleichung (1) fiir s -~- 1 lehrt, dass, wenn die Haupt- 
untergruppe p-gliedrig is~, der Coefficien~ yon ~ - ~  in der fiir sie auf- 
gestellten charakteristischen Gleichung identisch verschwindet~ oder 
mit andern Worten~ ~ dass, wenn dutch X 1 . . .  X~ die Hauptuntergruppe 

gegeben is~,L~ c~ee ~ 0 ist ffir a ~ 1 . . .  ~. 

Ausserdem tri~t jetzt ein zweiies Problem an uns heran: die 
Zusammensetzung aller Gruppen anzugeben~ ffir wetche die Gestaltung 
der Hauptun~ergruppe bekann~ ist. Die LSsung dieses Problems ist 
durch die vorangehende Entwicklung bereiCs wesentlich vorberei~e~ 
aber noch nicht vollst~dig durchgeffihrt; far den Fall, dass die Gruppe 
Kegelschni~ts~o-ruppen besitzt~ wird sich der folgende Paragraph mi~ 
dieser Aufgabe befassen. 

w 

6estaltung einer gewissen Klasse yon 6rupl~n, welcho nicht ihre 
eigenen Hauptuntergruppen sin& 

Wir wollen je~z~ diejenigen Gruppen bestimmen~ welche zwar 
nich~ ihre eigenen Haup~un~ergruppen sind~ abet mit denselben am 
n~chs~en verwand~ erscheinen, da ihre Hauptun~ergruppen fiir sich 
he~ach~et; die Eigenschafr haben 7 die eigenen Haup~ont~rgrappen zu 
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sein. Bezeichnen wit also r yon einander unabhi~ngige inf. Trans- 
formationen der gegebenen Gruppe n~t X ~ . . .  X~, so so~l ftir 
~ u, ~,, ~ ~- 1 . . .  r zwar nich~ die Gruppe (X, X~) mit der Gruppe 
X ~ . . .  X~, abet die Gruppe ( (X,X,) ,  (X~X~)) mit der dutch (X ,X , )  
bestimmten Gruppe identisch sein. 

!m AnschIuss an die frfiheren En~wicklungen sei X~ eine ganz 
allgemeine inf. Transformation. Man suche ffir dieselbe die Wurzeln 
der charakCeristischen Gleichung. Wenn in derselben k Wurzeln ver- 
schwinden, so erhiil~ man b -  1 Transformationen X~_I . . .  X~-~+I, 
welche un~r einander und mit X~ ver~auschbar sind; die tibrigen 
r - -  k inf. Transformationen X~ . . .  X~_~, welche zur Bestimmung der 
Gruppe dienen, kSnnen so gew~ihlt werden, dass sie den nicht ver- 
schwindenden Wurzeln entsprechen. In der Hauptuntergruppe treten 
zu X 1 . . .  Xr noch gewisse lineare Funetionen yon X ~ . . .  X~ t_ l  
hinzu. Auch zeig~ der vorige Paragraph bereits, dass in der Haupt- 
unh~rgruppe eine gewisse durch X ~ . . .  X~-~+I darges~ellte inf. Trans- 
formation ganz atlgemeinen Character hat und demnach eine solche 
Transformation Xp in gleicher Weise zur Aufsuch~g der Warzeln 
der charakteristischen Gleichung geeignet ist, wie X~ in der gegebenen 
Gruppe. Um dies noch welter zu erkennen~ kann man entweder auf 
die Unters'achungen des w 11 (Bd. 33, S. 9--11) zurtickgehen, oder 
man kann fiir beide Gruppen die charakteris~ische Gleichung bilden. 
Daraus ergieb~ sich der Satz: 

Um ei~e r-gliedrige Gruppe ~u bestimmen, welche zwar nicht selbst 
ihre eigene Hauptuntergruppe ist, deren Hau!otuntergruppe abet mit 
ihrer eigenen zusammenfiillt, nehme man an, diese Hau~tuntergru2~e 
sei dutch die inf. Tran~formationen X 1 . . .  X~ bestimmt, und in der- 
selben sei Xp eine a~lgemeine inf. Transformation und mit ~ I . . .  Xp--a+l 
vertauschbar. Dann ist es zur t~estimmung der r-gliedrigen Grul~e 
gestattet, zu der~ 1~ genannte~ we~tere r - - p  in/. Transformatione~ 
hinzuzuf~bgen, welche unter einander und mit den X ~ . . .  X~_a+~ ver- 
tauschbar sind. 1)ieser Weg geniigt~ um alle Grup~en yon der bezeich- 
neten ~igenschaft ~u erhalten. 

Hiermi~ is~ abet der Inhal~ des vorigen Paragrauhen~ soweit er 
sich atff die angegebene Klasse yon Gruppen erstreckt, keineswegs 
erschSpfr Die Transformation X~ ist nut als allgemeine inf. Transforma- 
tion in der Haup~un~rgruppe, dagegen X, als sotche in der r-gliedrigen 
Gruppe vorausgesetzt. Wenn also be~ei~s fiir X~ mehrere Wurzeln 
verschieden sind, so mfiss~n sie ga~z gewiss ffir Xr verschieden sein. 
Is~; also ca, fiir X~ in der Untergruppe eine einfac-he Wurzel, so ent- 
sprich~ ihr ffir X~ in der r-gtiedrigen Gruppe eiae einfache Wu'rzel 
~r,~; ~agleich ist (X~'~)  ---- ~ X ~ ,  (X~ X_~) ~-- eo~X~. Fiir die Haupt- 
un~ergruppe haben wit je~zr die allgemeins~e Gestalfi~ug zu graude za 
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]egen, welche wir in w 24 (Bd. 34, S. 101--105) angegeben habem 
Danach geh5r~ eine Hauptwurzel r einem einzigen Elementar~heiler~ 
etwa yore Grade aq-1 an; bezeichnet t den Rang dieser Untergruppe, so 
kann man bei passender Wahl yon X~, X~..1. . .Xe. .~.~ , Xp-~....Xp._,~+l 
erreichen, dass ist (X~X,a)  .~  eo, X , , ,  . . . ( X ~ - t  X,a) = co, (~1) X ~ ,  

dass dagegen sich ( X ~ . . . , X , ~ . . .  (X~,_~+IX, a) dutch X , , _ I . . .  X,~ aus- 
drficken lassen. 

Um zu dieser Darstellung zu gelangen, 15sten wit ein gewisses 
Gteichungssystem (G1. 10, auf S. I04), yon dem wit nachwiesen, dass 
es durch eine (/--1)-faehe Unendlichkei~ yon Wer~en ~ befriedi~ 
werde. Nun bleibt alles, was tiber die Abh~ingigkeit dieser Gleichungen 
yon einander gesagt worden ist, aueh jetzt bes~ehen, da der Beweis 
sich nur auf die Eigenschaf~ der betr. Wurzeln s ~ t ,  Hauptwurzeln 
zu sein. FolgIich bilden in diesem Falle die LSsungen eine (r--p-I-1)- 
fache unendliche Mannigfal~igkei~. Somit kSnnen auch die inf. Trans- 
forma~ionen Xr, X~-I �9 . .  X~I  so gew~ht~ werden~ dass ist 

( x ~ x , o )  = ~,x,o, (X~_l x,o)  = -~+'x,.  . . . .  

Unter den Hauptwurzeln der Hauptuntergruppe kann man immer 
1 yon einander unabh~ingige so ausw~ihlen, class sich alle fibrigen durch 
diese ausdrficken Iassen. Wenn dieselben ~, ,  ~ . . .  sind~ so bes~imme 
man ~ Coefficienten no~ nl .+ �9 n~-I dutch die l Gleichungen: 

~ ,  + no ~, + n~ ~,' + "  "' -t- ~-~ ~-1)  = 0, 

~ ,  + no~, + n~ ~; + " "  + n~-~ ~ - t ) =  0, 

Diese GMchungen werden s~ets durch ein einziges System no, nt ~-.-n~-~ 
befriedigt. Ersetz~ man je~zt das vorhin erhal~ene X~ durch 

X~ + no G + n~ X~_~ + . . -  + n~_~X~_~l, 
so wird flit das neue Xr sein: 

(X, X , ~  O, (X, X~o) = O. 

:Nun setzen sieh alle Hauptwurzeln aus den t ausgew~hlf~n linear zu- 
sammen; folglich ist X~ mi~ allen Transformationen vertauschbar, 
welche als solche hSchster Ordnung za Hauptwurzeln gehSren. Ebenso 
kann man jetzt Coefficien~en no~ n~ . . .  ~ _ ~  dureh die Gleiehangen: 

be s~men ;  hierdurch wird erreicht, dass das neue X~_~ m~ den ge- 
nann~en Transformationen ver~usdhbar is~; u. s. w. 

In der p-gliedrigen Hauptuntergruppe bilden die inf. Transfom 
mationen X ~ . . .  X~_~+~, welche in tier angegebauen Weise gew~htt 



184 W. KILLI~(G. 

sind, nebst den X,a, X x , . . .  und den weiteren in gleicher W eise zu 
einer Hauptwurzel geh(irigen Transformationen eine einfache oder halb- 
einfache Untergruppe, w~hrend bei der angegebenen Wahl alle iibrigen 
inf. Transformationen eine invariante Untergruppe vom Range null 
bestimmen. Wit haben gesehen, dass wit in der r-gliedrigen Gruppe 
die X r . . .  Xp+l so wiihlen kSnnen, dass sie mit alien Transforma- 
tionen der einfachen Gruppe vertauschbar sind. Somit erhalten wir 
den Satz: 

So~l eine Gruppe Gr zur Hauptuntergruppe eine Gruppe Gp haben 
and soll letztere ihre eigene Hauptuntergruppe sein, so kann man in 
Gr eine von Gp unabhgngige Gruppe Gr_p bestimmen, dcren Trans- 
formationen mit einander and mit einer in Gr enthaltenen einfachen 
oder halbeinfachen Gruppe gleichen l~anges vertauschbar sind. W~ihlt 
man umgekehrt in Gp eine einfache oder h(~lbeinfache Gruppe beliebig, 
so giebt es stets in G~ eine (r ..... p)-gliedrige Gruppe yon lauter mit 
einander vertauschbaren Trans/brmationen, welche mit jener Gruppe 
vertauschbar ist. 

Daraus ergiebt sich folgende praktische Regel zur Bildung solcher 
Gruppen: 

,Es  sei Gp eine Gruppe~ welche ihre eigene Hauptuntergruppe 
ist, und G~ diejenige einfache oder halbeinfache Gruppe, aus welcher 
Gp dutch Zusammensetzung mit einer Gruppe vom Range null gebildet 
ist. Um eine Gruppe G,. zu bilden, fiir welche Gp die Hauptunter- 
gruppe ist, fiige man eine (r~p)-gliedrige Gruppe hinzu, deren Trans- 
formationen mit einander vertauschbar sind, und setze lest, dass 
dieselbe auch mit Gl vertauschbar sein soll." 

Um die Voraussetzungen, auf denen der vorstehende Satz beruht, 
noch einmal vollsti~ndig zu tibersehen, erinnern wit daran~ dass in 
w 12 (Bd. 33, S. 14--16) die Gleichungen (2) und (3) ganz al]gemein 
gelten, unabhi%ngig yon der Wahl der Transformation, ffir welche die 
charakteristische Gleichung aufgestellt ist, dass dagegen die Gleichung 
(6) and die darauf sich stiitzende Gleichung (7) nut solche Transfor- 
mationen voraussetzen, welche in einem (X~X,,) vorkommen. Ist also 
(X,X~,) =~=0, so gehiiren zu X, und X,. fiir jedes beliebige X~ ent- 
gegengesetzt gleiche Wurzeln; ebenso wenn (X~X,,)durch X~ aus- 
gedriickt wird, so wird stets die zu X~ gehSrige Wurzel die Summe 
der beiden zu X~ and X~ gehSrigen sein. Dagegen wird die in w 12 
gelehrte Bestimmung alIer Wurzeln im vorliegenden Falle nicht mehr 
mSglich sein. 

Der vorhin angegebene Satz lehrt die vollstiindige Gestaltung einer 
Gruppe, wenn ihre Hauptuntergruppe selbst einfach oder halbeinfach 
ist; wir erhalten das Theorem: 

Wenn eine r-gliedrige Gruppe eine p-gliedroe Hauptuntergrus 
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besitzt und letztere einfach oder hatbeinfach ist, so hat sie eine (r--p)-  
gliedrige ausgezeichnete (d. h. mit der gan~en Gru/tr2e vertauschbare) 
Untergrup~. 

Dieser Satz, welchen ich flit die Zusammense~zung mit der Kegel- 
schnitisgruppe schon friiher (Programm 1886) bewiesen babe, liefer~ 
folgende Regel zur Bildung solcher Grappen: 

Um in allgemeinster Weise aus einer p-gliedrigen einfachen oder 
halbeinfachen Gruppe eine r-gliedrige Gruppe zu bildea, welche jene 
zur Haup~untergruppe hat, hat man eine (r---2)-gliedrige Gruppe hinzu- 
zufiigen~ deren Transformationen mit einander und mit den Trans- 
formationen der p-gliedrigen Untergruppe vertauschbar sind. 

Beiliiufig folgt: 
Alle r-gliedrigen Grup2en, wdche dieselbe p-gliedrige ein/ache oder 

halbeinfache Gruppe zur ttauptuntergru~e haben, sind holoedrisch 
isomorph. 

Ebens ergiebt sich unmittelbar, dass der Rang der r-gliedrigen 
Gruppe gleich ist dem der (einfachen oder halbeinfaehen)Hauptunter- 
g~ruppe. 

Wir nehmen je~z~ an, die Haup~un~ergruppe sei nach der in w 22 
(Bd. 34, S. 81, 82) angegebenen Regel und tinter der wei~eren u 
setzung gebildet, dass alle Nebeawarzeln (lurch eine einzige gefordert 
werden. Indem wir wieder dutch X 1 . . .  X~ die Hauptun~ergruppe 
bestimmt sein lassen, durch die Marken ,, x , . .  solche Transforma- 
tionen bezeichnen~ welche einer einfachen Gruppe angehSren, dagegen 
den 5[ebenwurzeku and den zu ihnen gehSrigen TransformaCionea die 
Marken a,  f t . . .  geben, and die X~+I. . .  X e . . .  X a . . .  X~ den obigen 
Bestimmungen gem~iss wghlen, erhalten wir 

= o ,  ( x o x , )  = (xe ) = o, ( G x , )  = o. 

Eine einfache Anwendung der Jacobi'sehen Identit~i~ lehr~ dass, wena 

sein muss. Indem wit also etwa zu X~-I . .  X~+I je das mit einem 
passenden Factor multiplicirte X~ hinzufiigen, kSnnen wir bewirken, 
dass die neuen X~-I . .  �9 X~+I mit allen Transformakionen der Gruppe 
vertauschbar sin& Soll also die Gruppe keine ausgezeichnete Untero 
gruppe besitzen, so muss p ~ - - r -  1 sein. Hieraus folgr 

~ine ~-gliedrige GruFl~e enthalte keine (lo~l)-g//~r/ge invariante 
UntergruFl~e, abet eine solche yon weniger Gliedern; die Transforma- 
tionen derselben m3gen mit einander vertau~hbar and die z u g ~ e n  
Nebenwurzeln dutch eine ein~ige gefordert sein. Wenn diee,~ die lfaccdt- 
untergruppe einer r-gtiedrigen Gru~pe sein soll fiir r > p, so fZdge ma~ 
ei~e inf. Transformation hinzu, welvhe mit de~ au der ei~faehen oder 
halbei~fache~ Gruplae geh6riye~ Tran~formatic~ vertause.hbar ist, 
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dagegen mit den zu den Nebenwurzeln geh6roen Trar~format4onen je 
eine zweigliedrige Untergrul~pe hTdet. _Die iibrigen inf. Transformationen, 
wdche f~r r > ~ "4-1 hinzuzufiigen sind, bSnnen so gewghlt werden, 
dass sie mit allen Transformationca der Grulo,pe vertauschbar sin& 

In der p-gliedrigen Hauptuntergruppe mSgen die X,, X ~ . . .  eine 
efnf ache oder halbeinf ache Gru~tae bestimmen , X=, X # . . .  die invariante 
Untergrulape, so bestehen die t~eziehungen: 

 xo, 

xo) = . . .  = -  = o, 

wo ~ noch gZeich eins oder g~ch null gewi#dt werden kann. 
Beiliiufig erinnern wir noch daran, class der Rang der gegebenen Gruppe 
hSehstens um eins grSsser sein kann als der der gegebenen Gruppe. 
Ebenso lehr~ der angegebene Lehrsaf~, dass alle r-gliedrigen Gruppen, 
deren Hauptuntergruppe holoedrisch isomorph ist mit einer gegebenen 
p-gIiedrigen Gruppe yon der angegebenen Zusammensetzung, in zwei 
Klassen zerfallen, wo alle Gruppen derselben Klasse gleich zusammen- 
gese~t sin& 

Beispiele zu der hier angegebenen Gesf~tung kSnnen in grosser 
Menge beigebracht werden. Ich erinnere nur an die allgemeine lineare 
Gruppe des (l-~-1)-4imensionalen Raumes: p=~ xap#~ x=p= ftir 
a,/~ ~--- 1 �9 . �9 1 -~- 1. Hier geben die p ~  x= p= - -  x:+l/ol+l, x~lafl die 
Haupeuntergruppe an, und in dieser bestimmen x=•a- xl+iio~+l, xa~B 
eine einfache Gruppe yore Range Z, dagegen die pa die invariante 
Untergruppe. Als hinzutretende inf. Transformation be~raehf~$ man 
xIpl -[- �9 �9 - -{- x~+12v~+l = Y; dann ist (irp ") -~- --19=, dagegen Y 
mit alien andern angegebenen Transformationen ver~ausehbar. 

Um die vorangehenden Entwicklungen noch auf eine wei~ere 
Klasse yon Gruppen anzuwenden, setzea wir solehe Gruppen als Haup~ 
unfergruppen vorau% deren Gestaltung in Band 34, S. 86 angegeben 
ist. Hier wird anch jeder Nebenwurzel ~= eine inf. Transformation 
X~ zugeordnet; wenn dann durch co~ nicht die entgegengesetz~ gleiche 

~= mit geforder~ ist, so nehmen wir auch diese als vorkommend 
an, setzen (X=Xa,)~- :Y und lassen Y mit jeder Transformation der 
Gruppe vert~uschbar sein. Dann folg~ aus (X~ X ~ ) =  ~ X~ auch 
(X~ X,+=) ~ e~X,_~; demnach sind atle derar~igen Coefficienten gleich, 
wenn alle Wurzeln darch eine einzige beding~ sind; a~aderafalls erhalten 
wit (X.X=,) -~- ~=' X . .  Jedenfalls muss sein (X~ Y) ~--- (e.-[-e~') Y. 

Wei~ere specielle Gestalhmgen anzugeben, wird nich~ nS~hig sein. 
Wir gehen deshalb dazu fiber, den Fall zu untersuchen~ wo noch 
nicht die Haul~un~ergruppe mit ihrer eigenenHauptun~rgruppe 
~identisch is~ sondern wo man erst dutch mehrfache Wiederhohng 
dieser ~ t i o n  zu einer solehen Gruppe gelangt. Dat:~i kann es 



Zusawmense~zung yon Transformationsgra~pen IV. 187 

nich~ unsere Aufgabe sein, wiederum s~mmtliche F's im ffmzelnen 
zu betrachten, vie]mehr werden wir uns damit begniigen, einige all- 
gemeine Gese~ze hiertiber aufzustellen. Wit wollen also zun~chs4 die 
Frage erSrtern, ob jede beliebige der in diesem Paragraphen ange- 
gebenen Gruppen Hauptuntergruppe sein kann. Dass diese Frage 
nicht allgemein bejaht werden kann, hat bereits eine Bemerkaug am 
Schluss des vor~gen Paragraphen gelehrt. Wir gehen yon den speciellen 
Zusammensetzungen aus und betrachten zun~chs~ die auf 8ei~e 185, 186 
angegebene. Dor~ waren X~ . . .  X~, Xx . .  �9 so vorausgesetzt;, class 
sie eine einfache oder halbeinfache Gruppe best;immen; Xa, X ~ . . .  
sind mi~ einander vertauschbar und geben in der ~v-gliedrigen Gruppe 
eine invariante Un~ergruppe an. Dazu t~reten X ~ _ I . . .  Xr, so class ist: 

(X~ X,) = �9 - - = (X~+~ X,) = O, (X~X~)=~X~, 
(x~_l x ~ ) = . . .  = (z~+l x , )  = o, 

Soil eine Transformation X,+~ hinzuireten, so 1Ksst sich dieselbe 
wiederum so w~ihlen, dass sie mit X ~ . . .  X,, X , . . .  vertauschbar 
ist. Dann lehrt die Ident i~ (r-I- 1, r ,  a) : c(r+l),,c,== ~ O. Soll daher 
die gegebene r-gliedrige Gruppe wirklich HauptuntergTuppe sein 
(also c(~+~)~r =~= 0), so muss wegen des Verschwindens yon cr~ und 
der en~sprechenden Coefficien~en jede Transformation X ~ . , .  X ~ I  mi~ 
allen Transforma%ionen derjenige Gruppe ver~uschbar sein, welche 
ihre eigne Hauptun~ergruppe ist. Dieselbe Ueberlegung machen 
wir ftir die wei%ere vorhin angegebene Klasse yon Gruppen (S. 186); 
bilden wit wieder die Jacobi'sche Identit,~,t (rnUl, r, a) untmr der 
Voraussetzung, dass sich (X~-IX=) und (Xr X~) nur dutch X~ dar- 
stellen lassen, so gilt derselbe Schluss; es is~ also (X, X ~ ) ~  (X~ Xr = 0 
und damit auch (Xr Y)~-0 .  

Nun kSnnen wir aber in jeder/~gliedrigen Grappe, welche ihre 
eigene und zugleich die Hauptuntexgruppe fiir eine r-gliedrige Gruppe 
is%, Ftir gewisse inf. Transforma~ionen die aufges%e!Re Bedingung 
erfiillen; wenn X.~ eine solche is~, so mtissen mit den vorausgeselzten 
Gleichungen (Xr X~)-----...-~-(Xr X , ) ~ 0  auch die folgenden be- 
stehen: (X~ X~) ~ - �9 �9 ~--- (X~-I X~) ~ 0. En~prechend 1Kss~ sich 
stets beweisen, dass c,-/r regelm~ssig verschwinde% wenn X r eine Trans- 
formation der p-gliedrigen Haup~untergruppe ist; dagegen kSnnen die 
Coefficienten C~o yon null verschieden sein. S~lIen wit dies Ergebniss 
mit denjenigen Resultaten zusammen, welche wi~ fraher (w 23 u. 24) 
tiber die Zusammensetzung erhal~en haben, so folg% der wich~ige Saiz: 

Die ttauptuntergru/t~ muss e n t w ~  einfach resp.  fach oder 
yore t~ange nu21 sein oder dutch Zusamme~s~ung e i ~  e i ~ f ~  
(rest.  .albeinfache ) mit eider i n v a ~  U~;ergra~2~e yore 
.Range null sich ~ ~. 
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Dass dieser Satz auch direct auf dem im vorigen Paragraphen 
angewandten Wege hergelei~t werden kann~ so]] nur angedeutet 
werden. Ebensowenig kSnnen wir niiher darlegen, wie hohe Bedeutung 
dieser Satz ftir die Zusammensetzung der Gruppen hat. Es eriibrigt 
abet noch~ einige S~tze anzugeben, welche gelten, wenn eine Gruppe~ 
die ihre eigene Hauptuntergruppe ist~ zugleich invariante Untergruppe 
irgend einer Gruppe ist. 

Zu einer solchen Unt~rgruppe gelang~ man stets, wenn die for~- 
gesetzte Aufsuchung der Hauptuntergruppe zu einer Gruppe yon der 
bezeichneten Art ffihrt, wenn also die Gruppe iiberhaupt Kegelschnitts- 
gruppen enth~It. Ist n~mlich j~rj die Hauptuntergruppe der gegebenen 
Gruppe, H 2 die yon J~r 1 u. s. w. und schliesslich G~---~ Ha die yon 
Ha-l ,  so is~ auch Gi eine invariante Untergruppe der gegebenen 
Gruppe. Wir nehmen wieder an~ die charakteristische Gleichung babe 
im allgemeinen k verschwindende und r -  k nicht verschwindende 
Wurzeln, und den ersteren seien die inf. Transformationen X~... X,~-~+I 
den letz~ren die X I . . .  X~_~ zugeordnet. Dann kSnnen der G~ un- 
m5glich unter der gemachten Voraussetzung lauter solche Transforma- 
~ionen angeh5ren ~ wetche mit X~ vertauschbar sind. Auf eine beliebige 
andere inf. Transformation wenden wir abet ein Beweisveffahren an~ 
welches wit in w 21, (Bd. 34, S. 72) zu einem ~hnlichen Zweck bereits 
benutzt, haben. Wit combiniren n~mlich irgend eine gegebene~ der 
invarianten Untergruppe angehSrige inf. Transformation so oft mi~ 
X~ his wir zu einer mSglichst einfachen Transformation gelangen. 
Dann folgt zun~chst, class auch mindestens eine inf. Transformation 
vorkommt, welche die Form hat ~71 X1 "~- ~2 Xe ~ �9 - . -}- ~/~_~ X~_~. 
Indem man dasselbe Veffahren 5fters wiederholt~ gelang~ man schliess- 
lich zu einer Transformation ~ Xa ~ ~# X~ -~- ~r Xr ~ -" "~ wo erstens 
Xa~ X~, X r . . .  je als erste Transformationen ihren entsprechenden 
Wurzeln zugeordnet sind, und wo zwei~ens diese Wurzeln eoa, eo~, eo r. .. 
s'~mmtlich einander gleich sind. Alsdann ist aber auch 

+ + + . . . 

der Wurzel eo~ als ers~e Transformation zugeordnet, da die Gleichung 
bes~eht: 

= + §  

In diesem Sinne gilt fo]gender Satz: 
Wen~ ~ Gruloe G~ eme invariante Untergrup~e G~ besitzt und 

diese ihre eigene tIau~tuntergrutoe ist, so muss G~ mindestens eine inf. 
Transforma~',on entha~en, writhe ttau/p~,ansformation zu einer gan~ 
a~eme:men, der ~ a~gehSrigen zweigliedrigen Untergru~!~e ist. 

Hieraus schIiess~ man wei~er, dass man zur Bes~immung der in- 
varianten Ontergruppe tauter soIche.inf. Tran~formationen benutzen kann, 
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welche zu Wurzeln der charak~erisidschen Gleichung geh5ren. Dann 
flnden aber auf diese invarian~e Un~ergruppe dieselben En~ick!ungen 
Anwendung~ welche im Anfange dieses Paragraphen ffir die Haup~unter- 
gruppe angestellt sind. Somi~ bleiben auch die Resulta~e v o l ~ d i g  
unge~indert. Speciell ergiebt sich also der Satz: 

Wenn eine Gru~pe G~ ihre eigene Hau~tuntergr~2~e und ~ugleich 
die invariante Untergr~e einer G r ~ e  Grist, so m6ge Gi dutch die 
inf. Transformationen X,,  X ~ . . .  u~d X~, X ~ . . .  bestimmt sein, wo 
die ersteren eine einfache oder halbeinfache Gruppe, die letzteren die 
invariante Untergru~e yore Range null ergeben; alle andern zur ~e- 
stimmung yon Gr nothwendigen inf. Transf ormationen Xe, X a . . .  k6nnen 
dann so gew~ihlt werden, dass sie mit X,, X x . . .  vertauschbar sind. 

In gleicher Weise bleiben auch die fibrigen~ oben ffir die Haupt- 
untergruppe angegebenen S~itze bes~ehen. Nimmt man dann noch 
das auf S. 171 gefundene Resulf~ hinzu, so sieht man, class in den 
meisten F~llen s]imm~liche Coefficien~en c unmi~elbar niedergeschrieben 
werden kSnnen. 

B r a u n s b e r g  im August 1889. 


