Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-
gruppen.
Von

WireeLM Kirrve in Braunsberg, Ostpr.

Vierter Theil (Schluss). ¥)

Die Transformationsgruppen zerfailen nach ihrer Zusammensetzung
in zwei grosse Abtheilungen, jenachdem sie Kegelschnittsgruppen zu
Untergruppen haben oder nicht. Die Gruppen der letzteren Art haben
eine sehr hervortretende Kigenschaft, welche schon lingst von den
Herren Lie und Engel erkannt worden ist. Zu denselben gehbren
diejenigen, welche ich als Gruppen vom Range null bezeichnet und
in § 9 (Bd. 31. 8. 285—29v) genauer untersucht habe. Diese bilden
die eine Classe von hierhergehorigen Gruppen. Wie sich im Folgenden
zeigt, bestimmen alle weiteren Gruppen dieser Abtheilung eine zweite
Classe, da sie eine Gruppe vom Range null zur Hauptuntergruppe
haben. Die Gruppen der ersten Classe haben nur solche zweigliedrige
Untergruppen, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind;
dagegen kommen in den Gruppen der zweiten Classe auch zweigliedrige
Untergruppen mit einer Haupttransformation vor; alsdann gehdren
aber alle Haupttransformationen bereits einer Gruppe vom Range
null an.

In der zweiten Abtheilung, welche die Gruppen mit Kegelschnitts-
Untergruppen umfasst, unterscheiden wir wieder zwei Classen. Zu
der ersten Classe rechnen wir diejenigen Gruppen, welche ihre eigenen
Hauptuntergruppen sind; die Gruppen der zweiten Classe haben die
Eigenschaft, dass sie zwar nicht selbst ihre eigenen Hauptuntergrappen
sind, dass aber die wiederholte Aufsuchung der Hauptuntergruppe zu
einer Gruppe von dieser Eigenschaft filhrt. Wenn wir die Gruppen
der letzteren Art simmtlich derselben Classe einreihen, ohne za be-

*) Der erste Theil ist verbffentlicht in den Anmalen Bd. 31, 8. 252--290,
der zweite Bd. 33, S. 1 —48, der dritte Bd, 34, S, 57—122.
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riicksichtigen, wie oft wir die angegebene Operation wiederholen
miissen, so n6thigt hierzu die grosse Aehnlichkeit in der Zusammen-
setzung; in diesem Falle ist ndmlich, wie § 30 lehrt, die Hauptunter-
gruppe entweder einfach oder halbeinfach oder durch Zusammensetzung
einer einfachen (resp. halbeinfachen) mit einer solchen vom Range
null gebildet. Die erste Classe theilen wir endlich noch in drei Schaaren:
a) einfache, b) halbeinfache, c¢) solche, welche aus einer einfachen
oder halbeinfachen mit einer invarianten Untergruppe vom Range null
gebildet sind.

Die Unterschiede der beiden Abtheilungen werden in § 28 ge-
nauver dargelegt. Hier moge es gestattet sein, auf einen mehr Husser-
lichen Punkt aufmerksam zn machen. Sucht man alle Gruppen der
zweiten Art von gegebener Gliederzahl, so erhdlt man eine endliche
Zahl von verschiedenen Zusammensetzungen; man kann aber eine end-
liche Zahl von Typen aufstellen und weiss, dass jede Gruppe der be-
zeichneten Art und der angegebenen Gliederzahl einem dieser Typen
holoedrisch isomorph sein muss. So sind fiir » = 4 alle zur zweiten
Abtheilung gehorigen Gruppen von gleicher Zusammensetzung. Diese
Eigenschaft besteht nicht fiir die Gruppen der ersten Abtheilung, wo-
fern die Gliederzahl grosser als zwei ist; vielmehr giebt es dann bei
gegebener Gliederzahl immer unendlich viele Arten der Zusammen-
setzung. Lassen wir z. B. durch die drei Gleichungen (X X,)=0,
(XX) =X, (X3X,) = aX, die Zusammensetzuig einer drei-
gliedrigen Gruppe bestimmt sein, so darf hier « jeden reellen oder
imaginiren Werth annehmen. Zwar lisst die Umwandlung von « in
seinen reciproken Werth die Zusammensetzung ungelindert; aber im
allgemeinen entspricht verschiedenen Werthen von « auch eine ver-
schiedene Zusammensetzung.

Hiermit diirfte ein Unterschied zusammenhingen, welcher in meiner
Arbeit hervortritt. Fiir die Gruppen der zweiten Art konnen in seltr
vielen Fillen alle Coefficienten ¢, durch.welche die Zusammensetzung
bestimmt ist, vollstindig angegeben werden; jedenfalls aber lehren die
gefundenen Resultate, die grossere Zahl dieser Coefficienten unmittelbar
niederzuschreiben und die fehlenden mit Leichtigkeit zu berechnen.
Das ist mir fiir die erste Classe nicht moglich geworden; hier bietet
vielmehr die explicite Darstellung einige Schwierigkeit, wofern die
Gliederzahl irgend betrichtlich gross ist. Ich beabsichtige jedoch
nicht, die Zusammensetzung der Gruppen der ersten Abtheilung nzher
zu untersuchen, vielmehr gedenke ich, mit der vorliegenden Arbeit
meine Verdffentlichungen iiber die Zusammensetzung der Gruppen vor-
laufig zu schliessen. Ich glanbe, dass die vorliegenden vier Theile
als ein einheitliches Ganze betrachtet werden kinnen, wenngleich ich
nicht lengnen will, dass ich an einzelnen Stellen kleine Aenderungen
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vornehmen wiirde, wenn ich die ersten Theile jetzt in ihre definitive
Form zu bringen bhétte.

Auch auf die Lehre von den Untergruppen gehe ich nicht ndher
ein, als es bereits im Verlanf der Arbeit selbst nothig war. Diese
Lehre ist, wie Herr Lie lingst erkannt hat, mit der Lehre von der
Zusammensetzung auf’s engste verkniipft, und diese Verbindung tritt
in meinen Untersuchungen sehr deutlich hervor, da mein Ausgangs-
punkt durch das Problem gebildet wird, alle zweigliedrigen Unter-
gruppen zu finden, denen eine gegebene eingliedrige Untergruppe
angehort. Dieselben Principien, welche ich in meinen Arbeiten an-
wenden musste, fithren mit besonderer Leichtigkeit zur Losung des
Problems, alle Untergruppen einer gegebenen Gruppe zu bestimmen,
denen eine gegebene Transformation angeh6rt. Die Losung dieser
Aufgabe bietet nach den mitgetheilten Resultaten keinerlei Schwierig-
keit, wenn die gegebene eingliedrige Untergruppe ganz allgemeiner
Natur ist. Aber auch die Wahl einer speciellen eingliedrigen Unter-
gruppe éndert die Untersuchungsmethode nicht wesentlich. Ich glaube
jedoch, es bei diesem Hinweis bewenden lassen zu sollen.

Dagegen mbochte ich einige weitere Bemerkungen hier beifiigen.

Mit Herrn Lie bezeichne ich mehrere Gruppen als gleich zu-
sammengesetzt (holoedrisch isomorph), weun alle Coefficienten c,,;
durch passende Wahl der bestimmenden eingliedrigen Untergruppen
gleich gemacht werden konnen; in diesem Sinne wird die Zusammen-
setzang durch die Coefficienten ¢ bestimmt. Iech habe mir nie ver-
hehlt, dass dieser Name Nachtheile mit sich bringt, welche daraunf
beruben, dass die Gruppen in einfache und zusammengesetzte ein-
getheilt, und doch von der Zusammensetzung der einfachen Gruppen
gesprochen wird. Dennoch glaube ich nicht, dass der eingefiihrte
Name beseitigt werden kann, Aber es diirfte sich empfehlen, einen
zweiten Ausdruck fiir diesen Begriff zu haben. Desshalb spreche ich
zuweilen von der ,,Gestaltung® der Gruppen und gebrauche ,gleich
gestaltet’ und ,gleich zusammengesetzt* als Synonyma.

Vier Zahlen sind es, welche in den jetzt abschliessenden Arbeiten
stets in derselben Weise gebraucht werden. FEinmal die Zahl r als
die Gliederzahl der Gruppe; dann die Zahl p, welche die Gliederzahl
fiir die Hauptuntergruppe angiebt. Hieran schliessen sich zwei weitere
Zahlen ! und %, welche etwas nsher besprochen werden sollen. Die
Zahl 7 ist (Bd. 31, 8. 266) definirt als die kleinste Zahl derjenigen
Functionen, durch welche sich alle Functionen w,,%,... %, aus-
driicken lassen. (Wenn es nachher heisst, dass sich fiir ein beliebiges
1 stets I Functionen P,...P; so wihlen lassep, dass sich die ¢,...%.
rational durch P, ... P, ausdriicken lassen, so ist das falsch. ' Herr
Engel machte mich daraaf aufmerksam, dass diese Behanptung wahr-

1n*
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scheinlich unrichtig sei, wenigstens eines Beweises bediirfe. Schon
vorher hatte ich Beispiele gefunden, wo eine solche Darstellung nicht
moglich ist). Bezeichnet man

Ote = % Ne catg:

so lassen sich, wie man leicht sieht und worauf ich an einer andern
Stelle (Programm 1889) aufmerksam gemacht habe, alle 3, durch
Functionen

M) D D) CiCiesn. D) CurOs - - . Oy
x4

Xy oo xs

und umgekehrt ausdriicken. Man kann daher die Zahl I auch defi-
niren als die kleinste Zahl von Functionen, durch welche alle Funec-
tionen (1) sich darstellen lassen. Dass diese Zahl namentlich fiir die-
jenigen Gruppen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, von
hervorragender Bedeutung ist, hat sich durch die fritheren Unter-
suchungen ergeben. Indessen hat in den drei ersten Theilen (abgesehen
von den §§ 10 und 19, deren Zweck darin bestand, eine Classe von
Gruppen auszuschliessen) den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung
immer die Zahl % gegeben, welche definirt wird als die grosste Zahl,
fir weleche alle Unterdeterminanten (r — % -} 1)t» Grades in der
charakteristischen Determinante identisch verschwinden. Diese Zahl
giebt die Gliederzahl fiir eine Untergruppe an, deren Transformationen
simmtlich mit einander vertauschbar sind und der eine ganz allgemein
gewihlte Transformation angehort. Dieser Zahl kommt noch eine
zweite Bigenschaft zu. Man weiss, dass alle Functionen (1) Invarianten
der adjungirten Gruppe sind, und dass sich deren Zahl auf ! wesent-
liche Invarianten zuriickfiilhren lisst. Wenn aber £ > ! ist, so hat
diese Gruppe k¥ — [ weitere Invarianten oder es giebt ausser den
angefiihrten noch weitere Losungen der r Differentialgleichungen:

@ 20¢9%=0 @=1...7).

Wenn die Giuppe in der speciellen Form gegeben ist, welche
durch die charakteristische Gleichung gewonnen wird, so ist es nicht
schwer, auch diese weiteren Invarianten anzugeben; indessen ist es
mir bisher nicht gelungen, eine allgemeine Form fiir diese Funetionen
aufzustellen,

Der Unterschied dieser beiden Arten von Invarianten tritt in § 4
(Bd. 31, S. 268y nicht so deuntlich hervor, als ich -wiinschen mdchte;
vielmehr konnen Angaben, welche dort gemacht sind, leicht Miss-
verstindnisse hervorrufen. Um dieselben zn beseitigen, spreche ich
folgende Sitze aus, flir deren Beweis ich auf § 4 verweise:
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»Wenn P(y) eine lineare Invariante der adjungirten Gruppe, also
eine lineare Losung der r Differentialgleichungen (2) ist, so stellt
P(n) = 0 eine invariante Untergruppe der gegebenen Gruppe dar.®

»Wenn die einer Gruppe adjungirte Gruppe gerade ¢ von ein-
ander unabhiingige lineare Invarianten besitzt, so ist die Hauptunter-
gruppe (r — ¢)-gliedrig und wird durch das Verschwinden der ¢ linearen
Invarianten dargestellt.

Wir bezeichnen noch die ! Invarianten, welche durch die Fune-
tionen (1) gegeben sind, als solche der ersten Classe, und die iibrigen
k — 1 als solche zweiter Classe; dann konnen wir folgenden Satz
beifiigen:

,Fir eine invariante Untergruppe » — 1ten Grades, welche durch
das Verschwinden einer linearen Invariante der ersten Classe erhalten
wird, ist der Rang um eins kleiner als der der gegebenen Gruppe;
verschwindet aber eine Invariante der zweiten Classe, so ist der Rang
der Untergruppe ebenso gross wie fiir die gegebene Gruppe selbst.

Nachdem mehrere Resultate meiner Arbeit: Zur Theorie der
Lie’schen Transformationsgruppen, (Programm 1886), in der vor-
liegenden Abhandlung erweitert worden sind, halte ich es fiir an-
gebracht, die weiteren darin enthalfenen Sitze, soweit sie sich anf
die Zusammensetzung, also auf die Coefficienten ¢ beziehen, im
folgenden zu wiederholen. Ich fiithre » unbeschrinkt verinderliche
und von einander unabhingige Grossen #,...u, ein und setze der
Kiirze wegen:

(Hc) = ¢ ctxeues
ebenso soll (0x%) = u,, (#0) = — u, sein. Jetzt sei aus der Reihe

1...r irgend eine gerade Zahl 2¢ von Nummern «fy...&{ aus-
gewahlt; dann ist bekanntlich die Determinante

(ee) (aB) ... («d)

(o) (£B) . .. (£D)
das Quadrat eines Ausdrucks (¢fy ... &f), der auch selbstindig
definirt werden kann. Zugleich besteht die Gleichung:

() e (aBy -+ &) = Dp{tape(07 - §0) + Cure(00 -- - £BQ) + -},

wo in der Klammer auf der rechten Seite ¢(2¢ — 1) Produete stehen,
deren jedes erhalten wird, indem man aus den Nummern af...¢
zunachst zwei Marken o'f’ beliebig auswihlt und dann die ibrigen
2e —2 Marken ¢'...¢ so hinzufiigt, dass &«'8'9" ... & ans afy ... §
durch eine gerade Zahl von Permutationen erhalten wird.
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Wahlt man aus der Reihe 1...7 eine ungerade Zahl 2¢ 4+ 1 von
Nuommern afy...&¢n, so erhalten wir die Formel:

(4) Z,’e {Cape @ .- - EMQ) + Caye(d...EnBO)+---} =0,

wo in der Klammer ¢(2¢ 4 1) Producte stehen, welche ganz shnlich
wie oben bestimmt werden. ‘

Die Bedingung, dass der Coefficient 9, () von @”~!in der charak-
teristischen Gleichung identisch verschwindet, kann auch in der Form
der » Gleichungen geschrieben werden:

o(eg) .
(5) 0 aue =0 (05-—-—1...9’).

Dann folgen aber auch, wenn «, 8, y drei, afyde finf und
af ...n irgend 2¢ -+ 1 verschiedene Marken der Reihe 1. .. sind,
die Gleichungen:

a(uﬁye) =0, 2 5(«616‘89) —0.. 2 oef...Ene) __
e au w.
(4

Bﬂdet man die Ausdriicke (aﬁ ...n) fir die grosste Zahl » — s
von Nummern, fiir welche dieselben nicht identisch verschwinden, so
werden, wenigstens im allgemeinen, s Functionen ¢, ... ¢, gefunden
werden konnen, so dass, wenn «f...9, x...v eine gerade Per-
mutation von 1 ... ¢ darstellt, die Functionaldeterminante

(7)o

ist. Zugleich sind ¢, ..., Invarianten der zweiten adjungirten Gruppe

_of
ou, CoxgUp-

e
In der bezeichneten Arbeit hatte ich behauptet, dass die Fune-
tionen @, ... @, unter der Bedingung 3, = O stets existiren. Ich er-
kannte aber schon im Friihjahr 1886, dass der Satz Ausnahmen er-
leidet und stellte damals die Bedingungen fiir seine Giiltigkeit voll-
stindig auf. Da ich jedoch den angegebenen Satz jetzt vollstindig
entbehren kann, habe ich diese Bedingungen nicht verdffentlicht.

§ 217.
Ein allgemeiner Satz iiber invariante Untergruppen.

Eine Reihe von Sétzen lisst sich leicht aus dem folgenden Theorem
herleiten:

Die Hauptuntergruppe einer imwarianten Untergruppe einer ge-
gebenen Gruppe st selbst wieder eine invariante Untergruppe derselben.
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Zum Beweise nehmen wir an, die gegebene Gruppe G, habe eine
invariante Untergruppe G;; letztere sei weder ihrve eigene Hauptunter-
gruppe, noch seien alle ithre Transformationen mit einander vertauschbar,
sie habe vielmehr eine unter G; enthaltene Hauptuntergruppe G;. Dann
behaupte ich, dass auch G, eine invariante Untergruppe von @G, ist.
Die Herleitung ist ausserordentlich einfach und stiitzt sich fast nur
auf die hier benutzten Begriffe. Die infinitesimalen Transformationen,
durch welche G, bestimmt wird, mdgen mit X,, Xg, X, . . be
zeichnet werden; fiir G; mdgen zu den Marken «, 8, y ... die Marken
¢, %, & ... hinzukommen, und ebenso fiir G, zuden a, B,y ... ¢, %, 4 ...
noch die Marken ¢,6,7.... Wir deuten eine lineare Function der
inf. Transformationen wieder dadurch an, dass wir die entsprechenden
Marken in eine eckige Klammer einschliessen. Dann sind durch die
gestellten Bedingungen die Gleichungen gegeben:

1 (Xe Xﬂ) = [a,f,7...], (XoX))=[e,B,7...], (XtX%)=[“:5:7"'])
(1) (Xe X)) =[2,8,9 .- t,%,4...], (X.Xp)=1[et,,7 ... 6,%,4...]

Hier ist zu beweisen, dass (X,X,)=[a,B,7...] ist. Zu dem
Ende bilde man die Jacobi’schen Identititen (e, 8, 0), (&, ¢, ), (¢, %, 0),
welche die Gleichungen nach sich ziehen:

(2) (Xe(XaXﬁ)) =[a,B,7...], (Xe(Xa X‘)) = [e,B,7...],
(X9 (XLXz)) == [05, ﬁ, Y- .].

Diese Gleichungen sagen aus, dass die Combinirung von irgend
einer inf. Transformation mit jedem Ausdruck, zu dem man dirch
die Operationen (X,Xpg), (X,X,) und (X,X,) gelangt, zu Trans-
formationen fihrt, welche allein durch X,, Xz, X, ... dargestellt
werden konnen, also der G, angehdren. Da aber G, die Hauptunter-
gruppe von (; ist, so miissen die simmtlichen Ansdriicke (X,Xp),
(X.X.), (X.X,) ebensoviele von einander unabhingige Transforma-
tionen liefern, als G, Glieder hat; es ldsst sich also jede inf. Trans-
formation von G, durch die (X,X;), (X.X)), (X.X,) darstellen.
Wenn man also irgend eine inf. Transformation von &; mit X, com-
binirt, so erhdlt man einen Ausdruck, welcher durch die inf., Trans-
formationen dieser Uutergruppe darstellbar ist; im Ausdruck von
(XoX,) sind also die X,, X, ... nichi enthalten, oder G, ist bereits
eine invariante Untergruppe der gegebenen Gruppe G..

Wenn G; eine invariante Untergrappe von G, ist, so sind drei
Falle moglich: entweder ist G; ihre eigene Hauptuntergruppe, oder
alle Transformationen von &, sind mit einander vertauschbar, oder
drittens @; enthilt eine Hauptuntergruppe, welche von G; verschieden
ist, Im letzten Falle ist die so erhaliene Hauptuntergruppe fir die
gegebene Gruppe eine invariante Untergruppe; fiir diese konnen wir



168 W. Kivxe.

wiederum dieselbe Unterscheidung machen und damit fortfahren, bis
wir entweder zu einer invarianten Untergruppe gelangen, welche ihre
eigene Hauptantergruppe ist, oder zu einer, deren Transformationen
simmtlich mit einander vertauschbar sind. In den letzteren Fall ist
natiirlich eine eingliedrige invariante Untergruppe einzuschliessen,
Speciell konnen wir also die Sitze aufstellen:

Jede Gruppe, mit Ausnahme der einfachen Gruppen, hat entweder
mindestens eme invariante Untergruppe, deren Transformationen wmit
einander vertauschbar sind, oder mindestens eine, welche ihre eigene
Hauptuntergruppe st.

Jede Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, mit Aus-
nahme der emnfachen und halbeinfachen Gruppen, besitzt eine invariante
Unitergruppe, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind.

Fir den Beweis des letzteren Satzes haben wir zu beriicksichtigen,
dass jede solche Gruppe eine invariante Untergruppe vom Range null
hat; bildet man deren Hauptuntergruppe und fihrt damit fort, so
gelangt. man zu einer Untergruppe, deren Transformationen mit ein-
ander vertauschbar sind.

Der Umkehrung des an die Spitze des Paragraphen gestellten
Satzes geben wir folgende Form:

Wenn G; eine invariante Untergruppe einer gegebenen Gruppe ist,
aber keine Untergruppe wunler sich enthilt, welche fiir die gegebene
Gruppe mvarianten Charakter besitzt, so miissen entweder alle Trans-
formationen wvon G; mit einander vertauschbar sein oder G; muss ihre
eigene Haupluntergruppe sein.

Einen Theil des hier bewiesenen Satzes habe ich bereits in § 6
meiner Abhandlung: Zur Theorie der Lie’ schen Transformationsgruppen
(Programm unseres Lyceums fiir den Sommer 1886) gegeben. Nur
habe ich dort beim Beweise, aber nicht in der Fassung des Satzes
darauf Riicksicht genommen, dass eine invariante Untergruppe eine
solche unter sich enthalten kann. Der dort angegebene Satz muss also
folgende Fassung erhalten:

Wenn unter einer invarianten Untergruppe G; keine invariante
Untergruppe einer gegebenen Gruppe enthalten ist, so muss der Coeffi-
cient ¥,(y) von @' in der fiir G; gebildeten charakieristischen Glei-
chung identisch verschwinden.

Dort ist das Verschwinden allgemein behauptet, und nur beim
Beweise darauf hingedeutet, dass der Satz nur fiir die niedrigste in-
variante Untergruppe gilt.

Es sel gestattet, einige specielle Fille des im vorstehenden be-
wiesenen allgemeinen Satzes anzofithren. Wenn eine Gruppe G, eine
zweigliedrige invariante Untergruppe besitzt, so sind deren Trans-
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formationen entweder mit einander vertauschbar, oder das Hauptele-
ment der Untergruppe ist eine invariante eingliedrige Untergruppe fiir
G,. Besitzt eine Gruppe eine invariante Untergruppe von drei, aber
nicht von weniger Parametern, so ist letztere entweder eine Kegel-
schnittsgruppe oder ihre Transformationen sind simmtlich mit einander
vertauschbar., Die Transformationen einer viergliedrigen invarianten
Untergruppe einer Gruppe, welche keine in der viergliedrigen ent-
haltene Untergruppe zur invarianten Untergruppe hat, sind mit ein-
ander vertauschbar.

§ 28.
Kegelschnittsgruppen als Untergruppen.

Aus den Entwicklungen des dritten Theiles (Annalen Bd. 34,
8. 107) folgt, dass jede Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe
ist, einfache Gruppen zu Untergruppen hat; der zweite Theil lehrt
aber, dass jede einfache Gruppe von beliebigem Range wiederum ein-
fache Gruppen des Ranges eins enthilt; somit folgt:

Jede Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, enthilt
Kegelschnitisgruppen.

Dabei darf man jedoch im allgemeinen eine Transformation der
gegebenen Gruppe nicht ganz beliebig wihlen, wenn sie einer in ihr
enthaltenen Kegelschnittsgruppe angehdren soll. Das ist vielmehr nur
bei einer ganz bestimmten Classe von solchen Gruppen der Fall,
nimlich den in den §§ 7 u. 8 (Bd. 31, S. 278 u. S. 282) angegebenen
Gruppen vom Range eins fiir welche die charakteristische Gleichung
im Allgemeinen nur eine einzige verschwindende Wurzel besitzt.
Welche weiteren Bedingungen bei den iibrigen Gruppen erfiillt sein
missen, soll uns hier nicht beschiftigen. Wir wollen vielmehr jetzt
zu denjenigen Gruppen iibergehen, welche nicht ijhre eigenen Haupt-
untergruppen sind, und annehmen, eine solche enthalte Kegelschnitts-
gruppen unter sich. Soll jetzt eine Transformation einer Kegelschnitts-
gruppe angehtren, welche Untergrappe zu der gegebenen ist, so darf
sie wiederum nicht beliebig gewihlt werden, sondern sie muss zu-
nichst der Hauptuntergruppe der gegebenen Gruppe angehoren. KEs
gilt nimlich der Satz:

Jede Kegelschnittsgruppe, welche eine Untergruppe einer gegebemen
Gruppe ist, gehbrt ihrer Haupluntergruppe an.

Die gegebene Gruppe werde durch X ... X,, die Kegelschnitts-

gruppe - dur ch 2 ?2: XL 3 2 1?:," Xn 424’” X; bestxmmi;. Wﬁﬁﬁ

dann %, 4, g irgend eine gerade Permutation der Zahlen 1,2, 3 ist,
SO muss sein:

(1) (2 2 X, 2 7. X,) = 2 (@en + b + en”) X
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und die aus den 9 Coefficienten a,, by, ¢ gebildete Determinante
muss von null verschieden sein. Nach der Definition der Hauptunter-
gruppe gehdrt die rechte Seite von (1) derselben fiir x=1,2,3 an
und da die Determinante

a, b ¢
a, b, ¢,
as b ¢

nicht verschwindet, so muss auch jede in der Kegelschnittsgruppe ent-
haltene eingliedrige Untergruppe der Hauptuntergruppe angehoren.
Dieser Satz kann in folgender Weise verallgemeinert werden:

Wenn eine in einer Gruppe G enthaltene Transformation einer
Uniergruppe U angehirt, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so
muss sie zugleich der Hauptuntergruppe H von G angehiren.

Wieder sei G durch X,...X,, U durch Y,...Y, bestimmt,
und es seien Y, ... Y, linear durch X, ... X, darstellbar. Zugleich
muss jedes (Y, Y,) durch Y, ... Y, ausgedriickt werden kénnen und
umgekehrt missen alle Y, ... Y, sich durch eine passend gewihlte
Anzahl verschiedener Ausdriicke (Y, Y,) darstellen lassen. Da H die
Hauptuntergruppe von G ist, miissen alle Transformationen (Y, Y,)
der Gruppe H angehtren, folglich auch Y, ... Y,, was bewiesen
werden sollte.

Die Gruppen kionnen in zwei Classen eingetheilt werden: die der
ersten Classe besitzen solche Untergruppen, welche ihre eigenen Haupt-
untergruppen sind, die der zweiten besitzen solche micht. Speciell
konnen wir auch sagen, die Gruppen der ersten Classe enthielten
Kegelschnittsgruppen, die der zweiten Classe nicht. Es handelt sich
jetzt darum, zu entscheiden, wann der eine und wann der andere Fall
eintritt, und im ersten Falle alle Untergruppen der bezeichneten Arb
zu bestimmen. Diese beiden Aufgaben werden in folgender Weise
geldst: Man suche zu der gegebenen Gruppe G die Hauptuntergruppe,
d. h. diejenige Gruppe, welche durch die Transformationen (X,X,)
bestimmt wird. Wenn diese Gruppe mit der gegebenen identisch ist,
so gehdrt die Gruppe der ersten Classe an. Im andern Falle moge
H, die Hauptuntérgruppe sein; deren Hauptuntergruppe sei H,, deren
H; u.s. w. Nun ist, wenn nicht H, mit H; resp. H, mit H, identisch
ist, die Gliederzahl von H, kleiner als die von H, und die von H,
wieder mindestens um eins kleiner als die von H,. Somit fiihrt dieser
Process nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen entweder auf
eine Gruppe H,, die ihre eigene Hauptuntergruppe ist, oder auf eine
solche, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind. Im
ersten Falle ist H, selbst eine Untergruppe der betrachteten Art, im
zweiten Falle konnen solche tiberhaupt nicht vorkommen.
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Sobald man die Darstellung der Ausdriicke (X, X.) durch die
X, ... X, kennt, erfordert die Entscheidung der Frage, ob die Gruppe
Kegelschnitisgruppen enthdlt oder wicht, nur ganz einfache Eliminationen.

Wenn der eben angegebene Process auf eine Gruppe H, fiihrt,
welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss nach den voran-
gegangenen Entwicklungen jede derartige Untergruppe ganz in H,
enthalten sein. Die Aufgabe, alle derartigen Untergruppen von G zn
finden, fithrt also auf das Problem:

In einer vorgelegten Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergroppe
ist, alle Untergruppen zu bestimmen, denen dieselbe Eigenschaft zu-
kommt.

Die Losung dieses Problems gehdrt nicht hierher, es geniige des-
halb, folgendes Ergebniss anzugeben:

Wenn eine Gruppe Kegelschnittsgruppen enthilt, ohnme ihre eigene
Houptuntergruppe zu sein, so sind alle thre Untergruppen, welche ihre
eigenen Hauptuntergruppen sind, wn einer ganz bestimmien Untergruppe
enthalten, der dieselbe Eigenschaft zukommi.

Da wir uns im folgenden noch besonders mit den bier charakte-
risirten Gruppen beschiftigen werden, so wird es nicht nothwendig
sein, auf diejenige Darstellung dieser Gruppen einzugehen, welche sich
aus den vorstehenden Entwicklungen ergiebt. Wir wollen jetzt zu der
zweiten Classe von Gruppen tibergehen; fiir dieselben liefert die voran-
gehende Untersuchung folgenden Satz:

Wenn eine Gruppe keine Kegelschnittsgruppe enthdlf, so muss ihre
Hauptuntergruppe weniger Glieder enthalten als die gegebene Gruppe,
und deren Howptuntergruppe wieder weniger Glieder u. s. f.,
oder in andern Worten:

Zu emer Gruppe G, welche keine Kegelschwitisgruppe enthilt, suche
man die Hawptuntergruppe H, , zu dieser die Hauptuntergruppe H, u. s. w,
Dann wird die Gliedersahl jedesmal mindestens um einis vermindert,
und man gelangt schliesslich zu einer Untergruppe H,, deren Trans-
formationen mit einander vertauschbar sind.

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist jede der so
gefundenen Untergruppen H,, H, ... H, eine invariante Untergruppe
der gegebenen Gruppe G. Um daher die Gestaltung der Gruppe G
darzustellen, kann man, wenn H, r,-gliedrig ist, #, inf. Transforma-
tionen X, , X,, ... zur Darstellung von H, benutzen. Zur Darstellung
der r,-gliedrigen Gruppe H,_ fiige man r, — r, Transformationen
X,, X... hinzu u. s. w. Endlich mbégen zur Bestimmung von H,
noch die inf. Transformationen X,,, X, ... hinzuireten. Kine ganz
beliebige inf. Transformation von G moge mit X, bezeichnet werden,
und dabei mdge es gleichgiiltig sein, ob dieselbe einer der Unter-
gruppen H, ... H, apgehort oder nicht. Wird diese Bezeichnung.zu
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grande gelegt, so gelten folgende Relationen, in denen die eckigen
Klammern wieder lineare homogene Gleichungen bezeichnen:

(X, Xu) =0, (X, Xp)=1[t,%..], (X, Xe)=1[t,%,...],
(X, Xo) =[t,% «ctgy%y...], (X, X)) =[t3,% ..ty % ...],
(X, Xo) =gy % 00 tyy g vty %...],...

(X XKy =10, % -+« tu1y Hma . . ],

(X, Xo) = [t % +ccby,BogeenlmBy...].

Wenn man statt der Hauptuntergruppen lieber invariante Unter-
gruppen einfithren will, so kann man folgenden Satz aussprechen, den
bereits Herr Engel bewiesen hat:

Jede r-gliedrige Gruppe, welche keine Kegelschnittsgruppe enthilt,
besitzt mindestens eme (r—1)-gliedrige imvariante Untergruppe Gr_i,
diese wieder mindestens eine (r—2)-gliedrige invariante Unlergruppe
Grz u. 5. w.

Wenn nimlich die Hauptuntergruppe H, von G gerade r — 1
Glieder hat, so ist sie selbst die einzige (r— 1)-gliedrige invariante
Untergruppe. Hat aber H, nur r — & Glieder, so fiige man zu H,
noch & — 1. von einander und von H, unabhingige inf. Transforma-
tionen aus G hinzu; dann ist die so gebildete Untergruppe sicherlich
invariant. Diese ist aber von derselben Eigenschaft; daher gelangt
man zu Gz, Gy3....

Gruppen der zuletzt betrachteten Art sind zuerst von Herrn Lie
(Archiv for Math. B. 3, S. 112—116, 1878) und dann von Herrn Engel
(Leipziger Berichte 1886 S.83—94) untersucht worden. Die neuen
Resultate, welche ich in diesem Paragraphen hinzufiigen konnte,
brauche ich wohl nicht besonders hervorzuheben, da sie bei Ver-
gleichung der angegebenen Arbeiten mit den vorstehenden Entwick-
lungen sofort zu tage treten.

§ 29.
Welche Gruppen konnen Hauptuntergruppen sein?

Um die Haoptuntergruppe einer gegebenen r-gliedrigen Gruppe
zo untersuchen, nehmen wir zuvérderst an, die charakteristische Glei-
chung habe fiir jedes beliebige System in der r-gliedrigen Gruppe
mindestens % verschwindende Wurzeln und zugleich seien alle Unter-
determinanten (r—k-}-1)» Grades in der charakteristischen Deter-
minante identisch gleich null. Dann kann man den » — % nicht ver-
schwindenden Wurzeln, welche die Gleichung fiir eine ganz allgemeine
inf. Transformation hat, ebensoviele von einander unabhingige inf,
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Transformationen zuordmen. Es ist selbstverstindlich, dass diese der
Hauptuntergruppe angehdren; aber es fragt sich, unter welchen Be-
dingungen die Hauptuntergruppe nur (r — k)-gliedrig ist, also durch
diese r — %k Transformationen vollstindig bestimmt wird, Das ist nur
moglich, wenn die Hauptuntergruppe vom Range null ist; es gilt
ndmlich der Satz:

Sucht mam fiir irgend eine Transformation dic Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung und ordnet jeder wicht verschwindenden Wurzel so
viele infinitesimale Transformationen zu, als der Grad der Wurzel
betrigt, so geniigen die so erhaltenen Transformationen nur dann zur
Bestimmung der Hauptuniergruppe, wenn letztere vom Range null ist.

Die inf. Transformation allgemeiner Beschaffenheit, fiir welche die
charakteristische Gleichung gebildet ist, mdge mit X, und die den
nichtverschwindenden Wurzeln zugeordneten Transformationen mit
X, ... X, ; bezeichnet werden; zugleich seien e, 8, y . . . Marken der
Reihe 1...r—%. Dann wird jedes c,; bestimmt verschwinden, wenn
die letzte Marke 4 nicht gleich einer Nummer 1...r —F% ist.

Aus den Entwicklungen der §§ 7 und 12 ergiebt sich sofort, dass
unter den gemachten Voraussetzungen ¢,z = 0 und ebenso

ist. Auf 8em dort angegebenen Wege kann man weiter gehen und
die beiden hingeschriebenen Formeln erweitern. Daraus folgt dann der
angegebene Lehrsatz. Ich ziehe es aber vor, einen andern Beweis zn
liefern und nur dasjenige Gleichungssystem zwischen den Coefficienten
¢ 7u benutzen, welches in § 1 (Bd. 31, S. 257) aufgestellt und zur
Grundlage fiir die Untersuchung der charakteristischen Gleichung ge-
macht worden ist. Um die allgemeine Gleichung dieser Art aufzustellen,
wihle man aus den Nummern 1..,x einmal s} 1 feste Marken
e, By, By-..0: aus und lasse dann weitere s - 1 Marken ¢, %,, %,...%,
alle beliebigen Werthe von 1...7 annehmen, und bilde die Summe:

(1) E (Caﬂlg cﬂz"z‘s 0[9:"33‘4' .. Cﬂs ”8“1 + Caﬁel, Cp’,x?xz C/S‘,,,z,x,; ) C&gsxl
+ . e + cap“,z Cﬂlxzxz cﬁg&x‘ . e . 0138__1:3 xl) clllzz == 0,
wo von den s Producten, welche in der Klammer stehen, jedes folgende

aus dem vorangehenden durch cyklische Vertauschung der Marken
B, . .- Bs erhalten wird.

Zunichst filhren wir den Beweis nur unter der Voraussetznng
durch, dass alle Elementartheiler der charakteristischen Gleichung vom
ersten Grade sind. Wenn dann « eine der Marken 1...7 — & ist,
S0 st 60p fiir a2 B gleich null, dagegen fiir « = f gleich w,. Da
der Voraussetzung nach durch die Marken 1...7 — % eine Unter-
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gruppe bestimmt wird und die Gleichung (1) fiir jede Gruppe giiltig
ist, so konnen wir Besonderheiten der vorliegeaden Untergruppe nur
dadurch erhalten, dass wir einige der festen Marken einen Werth an-
nehmen lassen, welcher zu einer mit X, vertauschbaren Transformation
gehrt. Nun wissen wir aber im allgemeinen nicht, wie viele solcher
von einander unabhingigen Transformationen vorhanden sind, und
unser Resultat soll auch fiir 2 =1 gelten. Demnach haben wir
einige der Marken «, B, ... B gleich » zu setzen. FKir a = r folgt
aus (1):

(mﬂ1+'”+wﬁs) : ; cﬁlxﬂfz cﬂz"zxs R 6[3,,2‘,"1 == 02
x,...xs

so dass entweder der erste oder der zweite Factor verschwinden muss.
Da es uns aber darauf ankommt, das allgemeine Verschwinden des zweiten
Factors zu beweisen, so miissen wir einen ziemlich weitliufigen Weg
einschlagen. Wir setzen daher in (1) zunichst 8, =8, = .- = f,=7r

und erhalten:
s—1
Ex; Coxx B = 0.

Da diese Gleichung fiir jedes s gilt, so folgt:
Corxx + c‘”ﬁ"l + cxﬂe"z + rrr = O’

wofern @, = @,, = @,, = - - - ist,

Ebenso wihle man jetzt fiir 8,, f; ... B; den Werth 7, lasse aber
« und B, (= B) zwel beliebige Nummern der Reihe 1...7r — % sein.
Dann muss im ersten Producte %, =%, —=...= %, (=x) geselzt
werden, und wir erhalten jedes ¢,z multiplicirt mit

$~1
E ;" Cixxe O

was nach dem Vorstehenden verschwindet. Die weiteren Producte
lefern:

Zeaz;xz Chr, (a):;? + a):;—3 o, +---+ msz-l—z) =0,
%y

und da diese Gleichung wieder fiir jedes s gilt, folgt
Z} (Caxa Cpax - Cyn Cpan, + « - ) ==

wenn ist:
ﬁ)” === ﬁ’z; ===

Lésst man «, B, B, Marken der Reihe 1...7r —F%, dagegen
fs==+-+=P,=r sein, so wird im ersten Product in (1) das c,g,

multiplicirt mit
2: —2
Coxx, eﬁa"z“x mﬁ‘x )

%, %o



Zusammensetzung von Transformationsgruppen IV. 175
im zweiten das c., mit

-S- Y §—2
c“‘#e cﬁx"zh m”z ’

Xy %y
welche beiden Producte bereits als verschwindend nachgewiesen sind.
Wir erhalfen somit die neue Gleichung:

D Carres Gponins i, (@ 0% 0y - 00y, 017 - 00T =0,
%y %o ¥s
Wenn man will, kann man hier andere Marken, etwa «, 8, 8,
der Reihe 1...7r — k angehOren lassen und erbilt eine andere Glei-
chung. Jedenfalls gilt aber die hingeschriebene Gleichung fiir jedes s,
und man schliesst wieder, dass die Summe

2 ; Conyes Cprary Cotsx,

verschwindet, wofern die Summation nach %, nur iiber alle Marken
erstreckt ist, zu denen die einer festen w, gleichen Wurzeln gehoren,
wihrend die Summation nach %,, %, sich fiber 1...r — k erstreckt.
In gleicher Weise kann man beliebig fortfahren; dann beweist
man auf dem mehrfach durchgefiithrten Wege, dass die Gleichung

(2) 26{13‘112 CBxyxs szxsx‘ e 6‘&.01 xjx, == 0
#yeee %y
nicht nur richtig ist, wenn man di¢ Summation von allen ¥, .. . x; iiber
die Marken 1...r — k erstreckt, sondern auch, wenn man fiir x,
nur diejenigen Marken nimmt, fiir welche die zugehorige Wurzel den-
selben Werth hat.
Wir bezeichnen die Summe

29729 ngﬁ mit Ca ’
1

wenn die Summation iiber alle Marken 1 ... r erstreckt wird; dagegen

soll die Summe
r—%

Z’ N Coas Wit Cpp
1

bezeichnet werden, wenn die Summation nach ¢ auf die Marken
1...r — k beschrinkt wird.

Multipliciren wir nun die linke Seite von (2) mit 2, 7p, . . . 75,_,
und summiren sduch nach « iiber die Marken 1...r — %k, so geht die
Gleichung (2) tber in

(3) : :09;1’203;2"3 T;sxé' . C;i"l = 0.
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Wir stellen fiir die Hauptuntergruppe die charakteristische Gleichung
auf, so lassen sich deren Coefficienten als ganze Functionen von

DCor D)CaChy D)CaCiuCn . -

darstellen. Da die letzteren simmtlich identisch verschwinden, miissen
es auch die ersteren thun; in der vorausgesetzten Hauptuntergruppe
sind also stets alle Wurzeln gleich null, was bewiesen werden sollte.

Wir haben jetzt den aufgestellten Satz noch fiir den Fall zu
beweisen, dass nicht alle Elementartheiler vom ersten Grade sind.
Wenn die Wurzel @, zu einem Elementartheiler (1 4 1) Grades
gehort, so bilden wir die zugeordneten inf. Transformationen so, dass
die Gleichungen bestehen:

(XrXa(z)) =ﬁ)a Xai"ﬂ)"" Xa‘(l_l) 3 n.(XrXa‘} == G)aX:x"‘{‘ X&) (XrXa)= maXa.
Die Ordnungszahl, in welcher, diesen Gleichungen entsprechend,
eine inf. Transformation zu ihrer Wurzel gehort, soll dadurch be-

zeichnet werden, dass man die Marke in | | einschliesst, so dass unter
Voraussetzung der vorigen Gleichung ist:

lel=1,]¢|=2,...]aW| =21,
Ferner soll, wenn % irgend eine Marke ist, die zu derselben Wurzel,

aber zu der um eins hohern Ordnung gehdrige Marke mit s bezeichnet
werden, so dass die Gleichungen bestehen:
lx’l = I“I + 1, oy = oy, (Xer’) = 0, Xy + Xi.

Wir benutzen einen in § 8 (Bd. 31, S. 281) bewiesenen Satz. Dort
ist namlich gezeigt worden, dass, wenn X, in dem angegebenen Sinne
eine Transformation p'** und X, eine solche »'* Ordnung ist, dann
im Ausdruck von (X,X,) nur Transformationen vorkommen, deren
Ordnungszahl hochstens g 4 » — 1 betrigt.

In (1) wihlen wir «, 8,, #, . .. fi—1 so, dass die zugehdrigen
Transformationen von der ersten Ordnung sind, und setzen

S
Dann ist in (1) das erste Glied:

E;‘ Cap ¢ _S_; Cux,ie cﬁ«.xzx; Chyuy » - » CBi—1 %41 Cr *; 1"5—{-2"’6"":"1 4
£
Hier entsprechen %, %, ... %13, %i41 demselben Elementartheiler;
zugleich gehren «, B, ... f,—; und demnach auch ¢ zu Transforma-
tionen erster Ordnung; es muss also sein:

EAREAE GRS L R AN

NS
—_—

so dass die Ordnungszahl iiberall dieselbe ist. Somit ist
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%1 == Yg== ‘==xi+1)
und c,g, wird maultiplicirt mit:

g1
2, Coxr Cpoyt » =+ COpy_q e, Dy -

Zl-.'xi

Ebenso wird in (1) das (i--1)* Glied sein:

cara : ; Caxxxg CTZ;Z; s s CTZH__IZS__’: cﬁlxs_ix‘g__i_;_l LI} cﬁi__lxs #y*
7‘1"'”8
Hier gehoren wieder z, . .. %, ;1; zu derselben Wurzel; zugleich sind
die Ordnungszahlen dieselben. Deshalb erhalten wir ¢, multiplicirt
mit der Summe:

2 Conty Chyasty + = + CB;_ gy, Dy -
Dieselben beiden Summen wiirde man aber erhalten haben, wenn die
charakteristische Gleichung nur Elementartheiler erster Ordnung ent-
hielte. Demnach bleibt unter der gemachten Beschrinkung die Glei-
chung (2) bestehen.

Wenn jetzt o zu einer Transformation zweiter Ordnung gehdrt,
aber B, .,.f:—1 zu solchen erster Ordnung, so wird in (1) sowohl im
ersten Produet fiir c,5, wie im (i 1)t fiir ¢, das ¢ entweder zu
Transformationen erster oder zweiter Ordnung gehoren. Fiir Trans-
formationen erster Ordnung ist bereits das Verschwinden der erhaltenen
Summe bewiesen; wir konnen also von diesen Summen ganz absehen.
Von den weiter hinzutretenden Summen werden gewisse ebenfalls ver-
schwinden, wenn wir annehmen, dass selbst fiir | ¢| = 2 nicht nur
die Gleichung (2), sondern auch die Gleichung

(4) 2 ; Cax,x, ﬁﬁx"e"x ce e O quiw! == 0

besteht, wofern 4 kleiner als im vorliegenden Falle gewihlt wird.
Alsdann verwandelt sich (1) in folgende Gleichung:

— p—— —
E C(gxl;g? Cﬂlm P cﬁi-l"i"l (GJ;z ‘~+—€0,¢2 &)xl + .ve +{D;; 1')

LI RARE )
+-(s—1) E; Canyy Chyres » + « Cg;_yu; % (m:i_—i"l" " '+w::i -1) =0.

Da aber diese Gleichung fiir jeden Werth von s gilt, so kann
man wieder auf die allgemeine Giiltigkeit der Gleichungen (2) und (4)
schliessen.

Man sieht jetzt aber auch, wie man fortfahren muss, wenn ent-
weder mehrere der Marken «, §;, B, - . . zu Transformationen zweiter
Ordnung gehéren oder solche von dritter and hdherer Ordnung vor-

Mathematische Annalen, XXXVI, 12
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kommen. In allen Fillen zeigt sich, dass fiir die vorausgesetzte Haupt-
untergruppe die Coefficienten der charakteristischen Gleichung

(), () - - .

identisch verschwinden. Damit ist der aufgestellte Satz ganz allgemein
bewiesen, und es eriibrigt nur noch, den Fall niher zu charakterisiren,
wo zu den angegebenen 7 — k inf, Transformationen noch weitere zur
Bestimmung der Hauptuntergruppe hinzutreten.

Wir lassen die frithere Voraussetzung bestehen, dass mit dem
identischen Verschwinden von ¥ Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung auch alle entsprechenden Unterdeterminanten (r — % - 1)ten
Grades identisch verschwinden. Die mit einer allgemeinen Trans-
formation X, vertauschbaren Transformationen sollen mit X, ;... X, 314
und die durch die nicht verschwindenden Wurzeln erhaltenen mit
X, ... X, ; bezeichnet werden. Soll jetzt die Hauptuntergruppe mehr
als » — k Parameter besitzen, so miissen in ihr gewisse Transforma-
tionen enthalten sein, die sich als homogene lineare Functionen von
X:, Xo1... X 41 auvsdriicken lassen. Dazu ist nothwendig, dass
die Gleichung entgegengesetzt gleiche Wurzeln o, und — @, besitzt.
Wir bezeichnen wieder die zn — @, gehorige Marke mit . Wenn
jetzt die Gleichungen bestehen:

(X,.X,e) =, X‘e + X, 11 (Xr X )=—e X + X' ,
E—1
(Xze Xt:,) zZ’ Dy Xr,_,,,
0

so haben wir die beiden Fille zu unterscheiden, ova p, 0 = 0 oder

= 0 ist, wo dem o, fir X, , die Wurzel @®) entspricht. Im ersten
Fall muss auch fiir jede Reihe einander zugeordneter Wurzeln o
sein 2‘ p,00 = 0, wie aus GL. (7) § 12 (Bd. 33, S. 16) fiir Elementar-
theiler ersten Grades unmittelbar folgt und allgemein anf dem in § 23
(Bd. 34, S. 88, 89) vorgezeichneten Wege bewiesen wird.

Angenommen jetzt, alle zur Bestimmung der Hauptuntergruppe
hinzutretenden von null verschiedenen (X,, X, ) mogen solche Aus-
driicke >» p, X,., liefern, fiir welcheZ’r p,©» =0 ist. Bezeichnen
wir die von einander unabhingigen derartig hinzukommenden inf.
Transformationen als X, zy;... X, s, so muss fiir alle inf. Trans-
formationen X, ... X, ; die charakieristische Gleichung nur ver-
schwindende Wurzeln besitzen. Jetzt kann man die Gleichung (1)
derselben Betrachtung unterziehen, welche vorhin angestellt worden
ist, nnd gelangt zu dem ¥rgebniss, dass anch die auf die neue Weise
erhaltene Hauptuntergruppe vom Range null ist. Diese Betrachtung
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wird erleichtert, wenn man die beiden folgenden einfachen Bemerkungen
beriicksichtigt.

Wofern eine oder mehrere der Marken B, ... J, sich als letzte
Marke in nicht-verschwindenden Coefficienten €(r—z41) .- - Cirmsy finden,
ersicht man unmittelbar, dass

: ; cﬂl"l"z cﬂW: s clgszgxl = O

xl"‘xs

ist. Denn wenn z. B. (X, Xﬁ) durch X, allein ausgedriickt werden
kann, wihrend (X, ; Xp) = - - - = (X3 X)) = 0 ist, so setze man
in() e=r—h, py =48, By=20,..,B8 =B, und erhilt die auf-
gestellte Gleichung. Nachdem dies bewiesen ist, kann man auf die
Giiltigkeit derselben Gleichung auch in den weiter moglichen Fillen
schliessen, wenn f§, . .. f; hohere Marken sind, welche an letzter Stelle

In einem €pzy o Vorkommen.
Offenbar ist jedes Product

cﬂl"i"z 6‘9232,‘3 . e C‘gsxsxl == 0,

wenn alle B, ... 8, der Rethe r — k -+ 1...r — h angehSren; denn
ware dies Produet von null verschieden, so miisste

Py | > %] >0 o > | > | 2]
sein, was unmoglich ist.

Demnach setze man niemals « gleich einer Marke r —k+1...r —b,
dagegen mbgen einige der Marken §;...8, gleich 7, andere gleich einer
Marke »r — k- 1...r — h, und wieder andere gleich einer Marke
der Reihe 1...r—F gesetzt werden. Die oben angestellte Betrachtung
dndert sich dann nur insofern, als fiir manche Marken f und % zu-
weilen verschwindende Wurzeln hinzutreten und solche Producte in
der Summe ausfallen. Dadurch ist aber kein wesentlicher Unterschied
bedingt, weil nach beliebiger Wahl der oben benutzten Zahl <
man eine Gleichung (fiir s = ¢) erhilt, in welcher die Wurzeln ganz
wegfallen, wihrend in allen weiteren Gleichungen (s > ¢) nicht nur
die Summationsbuchstaben auf die Marken 1 ... — % beschrinkt
werden, sondern auch einzelne Producte fiir jeden Summationsbuch-
staben ausfallen. Demnach bleibt die Schlussfolgerung ungeindert,
dass die Hauptuntergruppe vom Range null ist.

Wenn aber fiir ein ( X X)) ——:Z’p, X, ., zugleichZ 000
ist, so enthiilt die Gruppe nothwendig Kegelschnittsgruppen. Dies ist
unmittelbar klar, wenn in der vorstehenden Gleichung ¢ und 6 beide
gleich Null sind, da alsdann X, X, (X, X,) eine solche Untergruppe be-
stimmen. Wenn aber die angegebene Bedingung erst fiir grossere Werthe

von ¢ und ¢ erfiills ist, so kann man die Ergebnisse des § 24 (Bd. 34,
12¥
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S. 98—106) anwenden. Dann giebt es eine positive Zahl a, so dass
jedesmal ( X,,QX%) =0 ist fiir o 4 6 < a, aber ( X‘e X)0 fir

¢+ 6 >a; und fir (X, X)) = > p, X, , ist Zpyco?’) ==0; ausser-
dem stellen die (XLQ X)) fir alle Werthe von ¢ und 6 gerade a 4 1

von einander unabhingige inf. Transformationen dar. Deshalb kann
man, wie dort niher gezeigt worden ist, die X, und X/ so wihlen,

dass sie mit (X, X.) einer Kegelschnittsgruppe angehdren, wormit
der aufgestellte Satz bewiesen ist.

Unter denjenigen Gruppen, welche nicht ihre eigenen Hauptunter-
gruppen sind, ist noch eine Classe zu erwdhnen. Es sind das die-
jenigen, welche in den §§ 10 und 19 (Bd. 33, S. 4—10 und Bd. 34,
S. 59—66) auf eine allerdings etwas lastige Art und Weise behandelt
worden sind; indessen ist es dort gelungen, die hauptsichlichsten
Eigenschaften dieser Classe aufzufinden. Die ihr angehdrigen Gruppen
sind durch die Eigenschaft bestimmt, dass in der charakteristischen
Gleichung die letzten % Coefficienten #,, ¥, . . . ¥z, identisch ver-
schwinden, wihrend nicht alle Unterdeterminanten (r — % 1)te» Grades
in der charakteristischen Determinante verschwinden. Indem wir dann X,
wieder als ganz allgemeine inf. Transformationen voraussetzen, kénnen
wir weitere £ — 1 inf. Transformationen X, ... X, ;4 derartig hin-
zufiigen, dass sie mit X, eine Untergruppe vom Range null bestimmen.
Fernere hiervon und unter einander unabhingige r — A inf. Trans-
formationen X, ... X, ; sollen den nicht verschwindenden Wurzeln
der Gleichung fiir X, zugeordnet werden. Dann mbge die Haupt-
untergrappe durch X, ... X, 2, X, z41... X, bestimmt sein, wo
% von null verschieden ist. Fiir jede dieser r — % inf. Transforma-
tionen hat die charakteristische Gleichung lauter verschwindende Wurzeln,
wie am angegebenen Orte (Bd. 33, S 61. Gleichungen (3) und S. 63,
Gl. 11) bewiesen ist. Diese Eigenschaft geniigt, um die Hauptunter-
gruppe zu charakterisiren. Wir konnen wiederum die Gleichung (1)
zu grunde legen, darin einige der Marken 8, ... B, gleich » und die
Marke « nebst weiteren f, gleich solchen Marken setzen, deren Trans-
formationen der Hauptuntergruppe angehéren. Dann #ndern sich die
obigen Untersuchungen nicht und das Resultat bleibt dasselbe.” Also
ist auch in diesem Falle die Hauptuntergruppe vom Range null. Somit
sind wir zu dem allgemeinen Resultate gelangt:

Wenn die Hauptuntergruppe einer gegebenen Gruppe keine Kegel-
schuitisgruppe enthdlt, so muss sie vom Range null sein.

Hiermit hingen einige weitere Sitze eng zusammen, deren Beweis
bereits: durch die vorangehenden Untersuchungen geliefert ist, nimlich
unter andern folgende Sitze:
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Wenn Py ...P, die einfachsten Functionen sind, durch welche
sich tie Cocefficienten der charakteristischen Gleichung darstellen lassen,
und wenn unter ihnen sich Functionen vom 2% und von einem hohern
Grade befinden, so kann man es bei passender Wahl der bestimmenden
inf. Transformationen erreichen, dass sich die Coefficienten der charakte-
ristischen Qleichung fiir die Hauptuntergruppe durch dieselben Func-
tronen 2t und hohern Grades ausdriicken lassen.

FEine Gruppe enthilt nur dann keine Kegelschnittsgruppe, wenn
sich alle Coefficienten der chayakteristischen Gleichung durch lineare
Functionen ausdriicken lassen.

Bestimmen X, . . . X, die Hauptuniergruppe einer gegebenen Gruppe
und bildet man fir dieselbe die charakteristische Gleichung, so ist es
nicht moglich, aus deren Coefficienten eine lineare Function von 7, .. .1,
herzustellen.

Betreffs der Hauptuntergruppen haben wir zwei Fille als moglich
erkannt: entweder sind sie vom Range null oder sie enthalten Kegel-
schnittsgruppen. Nun tritt die weitere Frage an uns heran, ob jede
Gruppe dieser beiden Arten eine Hauptuntergruppe sein kénne. Wenn-
gleich es mir noch nicht moglich ist, ganz erschdpfend die Bedingungen
anzugeben, denen eine Hauptuntergruppe geniigen muss, so ist es
doch leicht zu sehen, dass die aufgestellte Frage verneint werden
muss. Denn die Gleichung (1) fiir s == 1 lehrt, dass, wenn die Haupt-
untergruppe p-gliedrig ist, der Coefficient von @?-! in der fiir sie auf-
gestellten charakteristischen Gleichung identisch verschwindet, oder
mit andern Worten,- dass, wenn durch X, . ..X, die Hauptuntergruppe
gegeben ist,ZZ' Cogo =0 ist fir e =1...p.

Ausserdem tritt jetzt ein zweites Problem an uns heran: die
Zusammensetzung aller Gruppen anzugeben, fiir welche die Gestaltung
der Hauptuntergruppe bekannt ist. Die Losung dieses Problems ist
durch die vorangehende Entwicklung bereits wesentlich vorbereitet,
aber noch nicht vollstindig durchgefiihrt; fir den Fall, dass die Gruppe
Kegelschnittsgruppen besitzt, wird sich der folgende Paragraph mit
dieser Aufgabe befassen.

§ 30.

Gestaltung einer gewissen Klasse von Gruppen, welche nicht ihre
eigenen Hauptuntergruppen sind.

Wir wollen jetzt diejenigen Gruppen bestimmen, welche zwar
nicht ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, aber mit denselben am
nichsten verwandt erscheinen, da ihre Hauptuntergwppen fiir sich
betrachtet die Eigenschaft haben, die eigenen Hauptuntergruppen zu
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sein. Bezeichnen wir also 7 von einander unabhingige inf. Trans-
formationen der gegebenen Gruppe mit X, ... X,, so sol fir
b, % A p=1...7 zwar nicht die Gruppe (X.X,) mit der Gruppe
X, . ..X,, aber die Grappe ((X.X.), (X1X,))mit der durch (X.X,)
bestimmten Gruppe identisch sein,

Im Anschluss an die fritheren Entwicklungen sei X, eine ganz
allgemeine inf. Transformation. Man suche fiir dieselbe die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung. Wenn in derselben & Wurzeln ver-
schwinden, so erhilt man % — 1 Transformationen X 1.0 Xeppa,
welche unter einander und mit X, vertauschbar sind; die iibrigen
r — k inf, Transformationen X, ... X, ;, welche zur Bestimmung der
Gruppe dienen, konnen so gewihlt werden, dass sie den nicht ver-
schwindenden Wurzeln entsprechen. In der Hauptuntergruppe treten
zu X, ... X, noch gewisse lineare Functionen von X,...X, iy
hinzu. Auch zeigt der vorige Paragraph bereits, dass in der Haupt-
untergruppe eine gewisse durch X, ... X, 3y, dargestellte inf, Trans-
formation ganz allgemeinen Character hat und demnach eine solche
Transformation X, in gleicher Weise zur Aufsuchung der Wurzeln
der charakteristischen Gleichung geeignet ist, wie X, in der gegebenen
Gruppe. Um dies noch weiter zu erkennen, kann man entweder auf
die Untersuchungen des § 11 (Bd. 33, 8. 9—11) zuriickgehen, oder
man kann fiir beide Gruppen die charakteristische Gleichung bilden.
Daraus ergiebt sich der Satz:

Um eine r-gliedrige Gruppe zu bestimmen, welche zwar wicht selbst
thre eigene Hauptuntergruppe ist, deren Hauptuniergruppe aber mit
ihrer eigenen zusammenfdllt, nehme man an, diese Hauptuntergruppe
sev durch die inf. Transformationen X, ... X, bestimmt, und in der-
selben set X, eine allgemeine inf. Transformation und mit X, ... Xp 444
vertauschbar. Dann ist es zur Bestimmung der r-gliedrigen Gruppe
gestatiet, zu den p genanwien weitere v — p wnf. Transformationen
hinzuzufiigen, welche unter einander und mit den X, ... X, 54y ver-
tauschbar sind. Dieser Weg geniigé, wm alle Gruppen von der bezeich-
neten Figenschaft zu erhalten.

Hiermit ist aber der Inhalt des vorigen Paragraphen, soweit er
sich auf die angegebene Klasse von Gruppen erstreckt, keineswegs
erschopft. Die Transformation X, ist nur als allgemeine inf. Transforma-
tion in der Hauptuntergruppe, dagegen X, als solche in der r-gliedrigen
Gruppe vorausgesetzt. Wenn also bereits fiir X, mehrere Wurzeln
verschieden sind, so miissén sie ganz gewiss fiir X, verschieden sein.
Ist also @, fiir X, in der Untergruppe eine einfache Wurzel, so ent-
spricht ihr fir X, in der r-gliedrigen Gruppe eine einfache Wurzel
D,y zugleich ist (X, X,) = 7, X,, (X, Xo) = @, X,. Fiir die Haupt-
untergruppe haben wir jetzt die allgemeinste Gestaltung zu grunde za
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legen, welche wir in § 24 (Bd. 34, S. 101-—105) angegeben haben.
Danach gehtrt eine Hauptwurzel o, einem einzigen Elementartheiler,
etwa vom Grade a-}1 an; bezeichnet ] den Rang dieser ﬂniergmppe, 80
kann man bei passender Wahl von Xp, o Xttty Xpiooo Xpips
erreichen, dass ist (X, X,)=wo.X,,. (Xp—H—l X)) =0e4MX ,
dass dagegen sich (X, X, ) .. (Xp,.H_IX ) dureh X, ... X, aus-
driicken lassen.

Um zu dieser Darstellung zu gelangen, losten wir ein gewisses
Gleichungssystem {Gl. 10, auf S, 104), von dem wir nachwiesen, dass
es durch eine (I— 1)-fache Unendlichkeit von Werthen % befriedigt
werde. Nun bleibt alles, was iiber die Abhingigkeit dieser Gleichungen
von einander gesagt worden ist, auch jetzt bestehen, da der Beweis
sich nur auf die Eigenschaft der betr. Wurzeln stiitzt, Haoptwurzeln
zu sein. Folglich bilden in diesem Falle die Losungen eine (r —p-1)-
fache unendliche Manniafa.ltégkeit. Somit kdénnen auch die inf. Trans-
formationen X,, X, ;... X,y; so gewdhlt werden, dass ist

(Xr X‘a) = w&XLaa (Xr—-l Xta) == "(B'LIXEQ ‘e

Unter den Hauptwurzeln der Hauptuntergruppe kann man immer
! von einander unabhiingige so auswihlen, dass sich alle fibrigen durch
diese ausdriicken lassen. Wenn dieselben @,, @, . . . sind, so bestimme
man | Coefficienten n,, %, .. . %1 durch die ! Gleichungen:
(i—1)

®w, + 0+ +-- Fmae =0,
— . —1
w,,+n0m,+nlm,+---+n;-1oo§, ' =0,

Diese Gleichungen werden stets durch ein einziges System %, %,,...% 1
befriedigt. FErsetzt man jetzt das vorhin erhaltene X, durch

Xe X+ Xp a4 -0 - w1 Xy,

so wird fiir das neue X, sein:
(X-X,))=0, (X,X.)=0.

Nun setzen sich alle Hauptwurzeln aus den ! ausgewihlten linear zu-
sammen; folglich ist X, mit allen Transformationen vertauschbar,
welche als solche hichster Ordnung zu Hauptwurzeln gehéren. Ebenso
kann man jetzt Coefficienten #,, #,”...#n;—; durch die Gleichungen:

@, + n;)’ﬁ'h ~+ %1,‘9; + - Fma0lfN=0
bestimmen; hierdurch wird erreicht, dass das neue X, mit den ge-
nannten Transformationen vertauschbar ist; u. s, w.

In der p-gliedrigen Hauptuntergmppe bilden die inf. Transfor-

mationen X, ... X, ;p1, welche in der angegebenen Weise gewihlt
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sind, nebst den X, , X, ... und den weiteren in gleicher Weise zu
einer Hauptwurzel gehorigen Transformationen eine einfache oder halb-
einfache Untergruppe, wihrend bei der angegebenen Wahl alle iibrigen
inf. Transformationen eine invariante Untergruppe vom Range null
bestimmen. Wir haben gesehen, dass wir in der r-gliedrigen Gruppe
die X,...X,q41 so wihlen konnen, dass sie mit allen Transforma-
tionen der einfachen Gruppe vertauschbar sind. Somit erhalten wir
den Satz:

Soll eine Gruppe G, zur Hauptuntergruppe eine Gruppe G, haben
und soll letztere ihre eigene Hauptuntergruppe sein, so kann man n
G, eine von G, unabhingige Gruppe G,_, bestimmen, deren Trans-
formationen mit eimander und mit einer m G, enthaltenen cinfachen
oder halbeinfachen Gruppe gleichen Ranges vertauschbar sind. Wiihlt
man wmgekehrt in G, eine emfache oder halbeinfache Gruppe beliebig,
so giebt es stets in G, eine (r—p)-gliedrige Gruppe von lauter mit
einander vertauschbaren Transformationen, welche mit jener Gruppe
vertauschbar st.

Daraus ergiebt sich folgende praktische Regel zur Bildung solcher
Gruppen:

., Es sei G, eine Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe
ist, und G, diejenige einfache oder halbeinfache Gruppe, aus welcher
G, durch Zusammensetzung mit einer Gruppe vom Range null gebildet
ist. Um eine Gruppe G, zu bilden, fiir welche G, die Hauptunter-
gruppe ist, flige man eine (r —p)-gliedrige Gruppe hinzu, deren Trans-
formationen mit einander vertauschbar sind, und setze fest, dass
dieselbe auch mit G, vertauschbar sein soll.*

Um die Voraussetzungen, auf denen der vorstehende Satz beruht,
noch einmal vollstindig zu iibersehen, erinnern wir daran, dass in
§ 12 (Bd. 33, S. 14—16) die Gleichungen (2) und (3) ganz allgemein
gelten, unabhéingig von der Wahl der Transformation, fiir welche die
charakteristische Gleichung aufgestellt ist, dass dagegen die Gleichung
(6) und die darauf sich stiitzende Gleichung (7) nur solche Transfor-
mationen voraussetzen, welche in einem (X, X,) vorkommen. Ist also
(X.X,) =+ 0, so gehoren zu X, und X, fiir jedes beliebige X, ent-
gegengesetzt gleiche Wurzeln; ebenso wenn (X,X,) durch X; aus-
gedriickt wird, so wird stets die zu X; gehorige Wurzel die Summe
der beiden zu X, und X, gehorigen sein. Dagegen wird die in § 12
gelehrte Bestimmung aller Wurzeln im vorliegenden Falle nicht mehr
moglich sein.

Der vorhin angegebene Satz lehrt die vollstindige Gestaltung einer
Gruppe, wenn 1hre Hauptuntergruppe selbst einfach oder halbeinfach
ist; wir erhalten das Theorem:

Wenn eine r-gliedrige Gruppe eime p-gliedrige Hauptuntergruppe
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besitzt und letztere einfach oder halbeinfach ist, so hat sie eine (r —p)-
gliedrige ausgezeichnete (d. h. mit der gamzen Gruppe vertauschbare)
Untergruppe.

Dieser Satz, welchen ich fiir die Zusammensetzung mit der Kegel-
schnittsgruppe schon frither (Programm 1886) bewiesen habe, liefert
folgende Regel zur Bildung solcher Gruppen:

Um in allgemeinster Weise aus einer p-gliedrigen einfachen oder
halbeinfachen Gruppe eine r-gliedrige Gruppe zu bilden, welche jene
zur Hauptuntergruppe hat, hat man eine (» — p)-gliedrige Gruppe hinzu-
zufigen, deren Transformationen mit einander und mit den Trans-
formationen der p-gliedrigen Untergruppe vertauschbar sind.

Beildufig folgt:

Alle r-gliedrigen Gruppen, welche dieselbe p-gliedrige einfache oder
halbeinfache Gruppe zur Hawptuniergruppe haben, sind holoedrisch
1somorph.

Ebenfalls ergiebt sich unmittelbar, dass der Rang der r-gliedrigen
Gruppe gleich ist dem der (einfachen oder halbeinfachen) Hauptunter-
gruppe.

Wir nehmen jetzt an, die Hauptuntergruppe sei nach der in § 22
(Bd. 34, S. 81, 82) angegebenen Regel und unter der weiteren Voraus-
setzung gebildet, dass alle Nebenwurzeln durch eine einzige gefordert
werden. Indem wir wieder durch X, ... X, die Hauptuntergruppe
bestimmt sein lassen, durch die Marken ¢, %, .. solche Transforma-
tionen bezeichnen, welche einer einfachen Gruppe angehdren, dagegen
den Nebenwurzeln und den zu ihnen gehdrigen Transformationen die
Marken «, 8. .. geben, und die X, ;... X,... X, ... X, den obigen
Bestimmungen gemiéss wihlen, erhalten wir

(XeXp) =0, (Xo X)) = Car(atn) Xets; (XoXs) =0, (X,X,)=0.
Eine einfache Anwendung der Jacobi’schen Identitit lehrt, dass, wenn
(X Xo) = g X, ist, auch (XoX.10o) = 5§ Xite
sein muss. Indem wir also etwa zu X, ;.. X,4, je das mit einem
passenden Factor multiplicirte X, hinzufiigen, konnen wir bewirken,
dass die neuen X, ;... X, mit allen Transformationen der Gruppe
vertauschbar sind. Soll also die Gruppe keine ausgezeichnete Unter-

gruppe besitzen, so muss p = r — 1 sein, Hieraus folgt:

Eine p-gliedrige Gruppe enthalte keine (p— 1)-gliedrige invariante
Untergruppe, aber eine solche von wewiger Gliedern; die Transforma-
tionen derselben migen mit einamder vertauschbar und die zugehdrigen
Nebenwurzeln durch eine einzige gefordert sein. Wenn diese die Haupt-
untergruppe einer r-gliedrigen Gruppe sein soll fir r > p, so fige man
ewne wf. Transformation hinsw, welche mit den zu der einfachen oder
halbeinfachen Gruppe gehvrigen Transformationen vertauschbar dst,
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dagegen wmit den zu den Nebemwurzeln gehorigen Transformationen je
esne zweigliedrige Untergruppe bildet. Die vibrigen inf. Transformationen,
welche fir r > p + 1 hinsuzufiigen sind, konnen so gewdhli werden,
dass sie mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind.

In der p-gliedrigen Hauptuniergruppe migen die X,, X, ... eine
emnfache oder halbeinfache Gruppe bestimmen, Xq, X5 . . . die invariante
Unitergruppe, so bestehen die Bezichungen:

(X, X) = = (Xpu X) =0, (X X,) = ¢Xa,
(Xr——l a) o e == (Xp-l—lXa) = O,

wo & noch gleich eins oder gleich wull gewihlt werden kann.

Beildufig erinnern wir noch daran, dass der Rang der gegebenen Gruppe
hochstens um eins grosser sein kann als der der gegebenen Gruppe.
Ebenso lehrt der angegebene Lehrsatz, dass alle r-gliedrigen Gruppen,
deren Hauptuntergruppe holoedrisch isomorph ist mit einer gegebenen
p-gliedrigen Gruppe von der angegebenen Zusammensetzung, in zwei
Klassen zerfallen, wo alle Gruppen derselben Klasse gleich zusammen-
gesetzt sind.

Beispiele zu der hier angegebenen Gestaltung kénnen in grosser
Menge beigebracht werden. Ich erinnere nur an die allgemeine lineare
Gruppe des (I -}- 1)-dimensionalen Raumes: p., Zepg, Zop. fiir
e, fp=1---14 1. Hier geben die p., %, Po — Zi41 Pit1, Zopp die
Hauoptuntergrappe an, und in dieser bestimmen z,p, — 1410141, ZoDg
eine einfache Gruppe vom Range I, dagegen die p, die invariante
Untergruppe. Als hinzutretende inf. Transformation betrachtet man
2+ -+ Ziqaprpa=Y; dann ist (¥Yp¥) = — p., dagegen Y
mit allen andern angegebenen Transformationen vertauschbar.

Um die vorangehenden Entwicklungen noch auf eine weitere
Klasse von Gruppen anzuwenden, setzen wir solche Gruppen als Haupt-
untergruppen voraus, deren Gestaltung in Band 34, S. 86 angegeben
ist. Hier wird auch jeder Nebenwurzel @, eine inf. Transformation
X, zugeordnet; wenn dann durch @, nicht die entgegengesetzt gleiche
— @, mit gefordert ist, so nehmen wir auch diese als vorkommend
an, sefzen (X,X,) =Y und lassen Y mit jeder Transformation der
Gruppe vertauschbar sein. Dann folgt aus (X, X,) = & X, auch
(Xr Xiyo) = & X, y,; demnach sind alle derartigen Coefficienten gleich,
wenn alle Wurzeln durch eine einzige bedingt sind; andernfalls erhalten
wir (X, Xy) = &, Xo. Jedenfalls muss sein (X, Y) = (s,-45") Y.

Weitere specielle Gestaltungen anzugeben, wird nicht nbthig sein.
Wir gehen deshalb dazu iiber, den Fall zu untersuchen, wo noch
nicht die Hanptuntergruppe mit ihrer eigenen Hauptuntergruppe
identisch ist, sondern wo man erst durch mehrfache Wiederholung
dieser Operation zu einer solchen Gruppe gelangt. Dabei kann es
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nicht unsere Aufgabe sein, wiederum simmtliche Fille im einzelnen
zu betrachten, vielmehr werden wir uns damit begniigen, einige all-
gemeine Gesetze hieriiber aufzustellen. Wir wollen also zunichst die
Frage erortern, ob jede beliebige der in diesem Paragraphen ange-
gebenen Gruppen Hauptuntergruppe sein kann., Dass diese Frage
nicht allgemein bejaht werden kann, hat bereits eine Bemerkung am
Schluss des vorigen Paragraphen gelebrt. Wir gehen von den speciellen
Zusammensetzungen aus und betrachten zunichst die auf Seite 185, 186
angegebene. Dort waren X, ... X,, X, ... so vorausgesetzt, dass
sie eine einfache oder halbeinfache Gruppe bestimmen; X,, Xz...
sind mit einander vertauschbar und geben in der p-gliedrigen Gruppe
eine invariante Untergruppe an. Dazu treten X, ... X,, so dass ist:

(X X)=+=(Xpp1 X)=0, (X, X,)=¢ X,
(X1 Xo) =+ -=(Xp11 Xo) = 0,

Soll eine Transformation X,;; hinzutreten, so lisst sich dieselbe
wiederum so wihlen, dass sie mit X, ... X,, X, ... vertauschbar
ist. Dann lehrt die Identitit (r4-1, 7, &) : €p41yrrCrae = 0. Soll daher
die gegebene r-gliedrige Gruppe wirklich Hauptuntergruppe sein
(also ¢ypy1yrr == 0), so muss wegen des Verschwindens von ¢, und
der entsprechenden Coefficienten jede Transformation X, ., . X, mit
allen Transformationen derjenige Gruppe vertauschbar sein, welche
ihre eigne Hauptuntergruppe ist. Dieselbe Ueberlegung machen
wir fiir die weitere vorhin angegebene Klasse von Gruppen (8. 186);
bilden wir wieder die Jacobi’sche Identitdit (r-+1,r, ¢) unter der
Voraussetzung, dass sich (X,4;X,) und (X, X,) nur durch X, dar-
stellen lassen, so gilt derselbe Schluss; es istalso (X, X,)=(X,X,)=0
und damit auch (X, Y)=0.

Nun konnen wir aber in jeder p-gliedrigen Gruppe, welche ihre
eigene und zugleich die Hauptuntergruppe fiir eine r-gliedrige Gruppe
ist, fiir gewisse Inf. Transformationen die aufgestellte Bedingung
erfiilllen; wenn X, eine solche ist, so miissen mit den vorausgesetzten
Gleichungen (X, X)) =...= (X, X,) =0 auch die folgenden be-
stehen: (X, X,) = - -+ = (Xp41 Xo) = 0. Entsprechend lisst sich
stets beweisen, dass ¢,y, regelmissig verschwindet, wenn X, eine Trans-
formation der p-gliedrigen Hauptuntergruppe ist; dagegen konnen die
Coefficienten ¢y, von null verschieden sein. Stellen wir dies Ergebniss
mit denjenigen Resultaten zusammen, welche wir frither (§ 23 u. 24)
iiber die Zusammensetzung erhalten haben, so folgt der wichtige Satz:

Die Hauptuntergruppe muss entweder einfach resp. halbeinfach oder
vom Range null sein oder durch Zusammenselzung ciner einfachen
(resp. halbeinfachen) Gruppe mit einer invarianten Uniergruppe vom
Range null sich bilden lassen.
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Dass dieser Satz auch direct auf dem im vorigen Paragraphen
angewandten Wege hergeleitet werden kann, soll nur angedeutet
werden. Ebensowenig konnen wir niher darlegen, wie hohe Bedeutung
dieser Satz fiir die Zusammensetzung der Gruppen hat. Es eriibrigt
aber noch, einige Sitze anzugeben, welche gelten, wenn eine Gruppe,
die ihre eigene Hauptuntergruppe ist, zugleich invariante Untergruppe
irgend einer Gruppe ist.

Zu einer solchen Untergruppe gelangt man stets, wenn die fort-
gesetzte Aufsuchung der Hauptuntergruppe zu einer Gruppe von der
bezeichneten Art fithrt, wenn also die Gruppe iiberhaupt Kegelschnitts-
gruppen enthilt. Ist nimlich H, die Hauptuntergruppe der gegebenen
Gruppe, H, die von H, u. s. w. und schliesslich G;= H, die von
H, ,, so ist auch G@; eine invariante Untergruppe der gegebenen
Gruppe. Wir nehmen wieder an, die charakteristische Gleichung habe
im allgemeinen % verschwindende und r — % nicht verschwindende
Wourzeln, und den ersteren seien die inf. Transformationen X,... X, 1y
den letzteren die X, ... X,_; zugeordnet. Dann k6nnen der G; un-
moglich unter der gemachten Voraussetzung lauter solche Transforma-
tionen angehdren, welche mit X, vertauschbar sind. Auf eine beliebige
andere inf. Transformation wenden wir aber ein Beweisverfahren an,
welches wir in § 21, (Bd. 34, 8. 72) zu einem #hnlichen Zweck bereits
benutzt haben. Wir combiniren nimlich irgend eine gegebene, der
invarianten Untergruppe angehdrige inf. Transformation so oft mit
X,, bis wir zu einer moglichst einfachen Transformation gelangen.
Dann folgt zuniichst, dass auch mindestens eine inf. Transformation
vorkommt, welche die Form hat » X, + %, X, + - - - + 502 Xox.
Indem man dasselbe Verfahren 6fters wiederholt, gelangt man schliess-
lich zu einer Transformation 5, X, + 75 X3 + 7, X, + - - -, wo erstens
X., X3, X, ... je als erste Transformationen ihren entsprechenden
Wuarzeln zugeordnet sind, und wo zweitens diese Wurzeln w., wg, oy...
simmtlich einander gleich sind. Alsdann ist aber auch

Ne Xo + ’?ﬁXﬂ + Xy 4+ - -

der Wurzel @, als erste Transformation zugeordnet, da die Gleichung
besteht:

(Xrs e Xo+ X+ 4, Xy ++ - °) = 0 (9. Xo + 75X + - - -).
In diesem Sinne gilt folgender Satz:

Wenn eine Gruppe G, eine imvarionte Untergruppe G besitzt und
diese ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss G; mindestens eine inf.
Tramsformation enthalten, welche Hauptiransformation zu einer ganz
allgemeinen , der G, angehdrigen zweigliedrigen Untergruppe ist.

Hieraus schliesst man weiter, dass man zur Bestimmung der in-
varianten Untergruppe lauter solche inf. Transformationen benutzen kann,
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welche zn Wurzeln der charakteristischen Gleichung gehdren. Dann
finden aber auf diese invariante Untergruppe dieselben Entwicklungen
Anwendung, welche im Anfange dieses Paragraphen fiir die Hauptunter-
gruppe angestellt sind. Somit bleiben auch die Resultate vollstindig
ungedndert. Speciell ergiebt sich also der Satz:

Wenn eine Gruppe G; ihre eigene Hauptuntergruppe und zugleich
die invariante Untergruppe einer Gruppe G, ist, so mige G; durch die
inf. Tramsformationen X,, X, ... und X, Xg. .. bestimmt sein, wo
die ersteren eine einfache oder halbeinfache Gruppe, die letsteren die
mvariante Untergruppe vom Range null ergeben; alle andern zur Be-
stimmung von G, nothwendigen inf. Transformationen X,, X, . . . kinnen
dann so gewdhlt werden, dass sie mit X,, X, . . . vertauschbar sind.

In gleicher Weise bleiben auch die iibrigen, oben fiir die Haupt-
untergruppe angegebenen Sitze bestehen. Nimmt man dann noch
das auf S. 171 gefundene Resultat hinzu, so sieht man, dass in den
meisten Féllen simmtliche Coefficienten ¢ unmittelbar niedergeschrieben
werden konnen.

Braunsberg im August 1889,




