
Sur I a f oncti on z--[z].

(Par ERNEST CES~RO, etudiant, d Terre Annunziata .)

1 . Par des operations definies, effectuees sur les nombres d' un certain
systeme, on engendre un nouvel ensemble S de quantites, dent la distribution,
daps le systeme des valeurs reelles, n'est pas, generalement, uniforme. Soit
D(z) la densite des quantites de 1, , autour de la valeur z. II est evident quo
la moyenne arithmetique des valeurs d' une fonction f (z), relatives a tons les
nombres de I, est

tit =J f(z)D(z)dz .

	

(1)

Nous aeons deja donne des applications de cette formule en supposant le sy-
steme primitif constitue par tons les nombres entiers, et le systeme Q par toutes
les quantites commensurables, considerees comme engendrees par la division
de deux nombres, pris au hasard daps le premier systeme . D'autres modes de
generation sent possibles ; mais c'est en adoptant ceiui qui vient d'etre indique
que l'on a trouve, duns la Note u Sur la distribution des quantites comrnen-

surables n que la densite D(z), egale a n , lorsque z est compris entre 0 et 1,

est

	

pour z superieur a l'unite. C'est ainsi quo noes aeons pu etablir l'im-
..ti

portanto form ule

1t=2 f i f(z)ci + f~ f~Z l dz.
U

	

1

(~)

Nous aliens faire une nouvelle application de la formule (1) aux quantites
z - [z], representant les exces des fractions z sur les plus grands nombres
entiers qu'elles renferment. On continuera a concevoir z comme engendre par
la division de deux nombres entiers, pris au hasard, de sorts quo z - [z] re-
presents aussi le rapport du rests au diviseur, clans une division quelconque .
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Ce s i r o : Sup° l a fonetion z- [z} .

2. Soit L(e) la frequence des valeurs inferieures a e, daps la suite

1 _ [1 ]'

	

2

	

[ii]

	

3

	

[3]

	

a _ i

	

(3)
Naturellement, a est une fraction proprement dice . D'apres une remarque, due
a DIRICHLET, on a

1, Si z - [z] < E
0, ,

	

7)

	

>a .

Le nombre des quantites (3), inferieures a a, est done

nL(a) -
p= 1 ~[PI [ii - ~]

11 suffit d'evaluer, de deux manieres differentes, la quotite des couples de nom-
bres x, y, entiers et positifs, satisfaisant a la condition x(y ± s) n, pour se
convaincre immediatement que l'on pent aussi ecrire

nL(E)
r l [P]

Par consequent, pour n infini,

	 1+ 2± + 3- 1

	

1 - 3	~.-	 1 	. . .

	

(4)
1 + a

	

s

	

}- e

En conservant les notations habituelles on a done

L (e) = H(E) = f11 _u d ~ .

[z] - [z - s] _

0

3. Remarquons, en passant, que les proprietes de la fonct-ion harmo-
nique donnent

L
1 -l-x

)-L(
1- x =- ;tg x

	

4 x
2

	

-
_- 1- 2

Par exemple, pour x = 2
L(4)-L(4)=%t-8

Telle est, pour n indefiniment grand, la frequence, daps la serie (3), des valeurs

comprises entre 4 et - . Comme I' a montre M . BERGEIt, daps ses « Applica-



lions de la function gamma ca la tlaeorie des nornbres », on pent employer ces
formules pour le calcul de certaines transcendantes . A.insi, la derniere formule
permet de calculer it, et it est remarquable que les valeurs obtenues par cette
voie sont precisement celles qui resultent du calcul des reduites successives,
daps le developpement de it en fraction continue . En effet, pour n = 21, la
serie (3) devient

1

	

1

	

1

	

1

	

5

	

1

	

1

	

10
~'

	

2' 0 '

	

10'

	

11'

3

	

8

	

1

	

2

	

5

	

4

	

1

	

2

	

1
4'

	

13' 2' 5'

	

16

	

17' 6'

	

19'

	

20'

Parmi ces fractions, it y en a dix qui soot comprises entre 4 et . Done,
approx mativement,

C'est le rappor

de

	

sdtius

t

C'esaro : Sur la function z-[z] .
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4. Queue est, daps la serie

ede. Pour n - 3

3

	

3
U

	

n

5
3'

BERGER trouve le rapport

n
U

la frequence A (E) des termes non superieurs i E? II eat evident que

n A (~) _ [n e] + 1 .

suite

	

n in

	

e

(5)

Cola pose, appelons p(«, ~) la probabilite que l'exces d'une fraction quelconque
sur le plus grand hombre entier qu'elle renferme soft compris entre « et (3 .
D' apres cc que noes aeons dit daps Ia Note ' Sur les eventualites de la di-
vision arithmetique >, et en ayant egard aux formules (4) et (5), on a :

1(°, E) = E `F` 2 H(e) .

	

(6)
tomo X I I I .

	

4.3
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Cesaro : Sur 1a fonction z [zJ .

Plus generalement :

(d'Q)

	

21 1+ (1+)(1+) +

	

i-a)(2+)+(3+)(3+)+(~a~ . . . .

En particulier
i-x 1+x

	

x x 3-~ xa
2 '

	

2

	

=

	

)- tang	.1-- .-
P

Par exemple, pour x =

1 3 _ _ 13 = 0,4874 . . .4 4

	

2

	

12

Ii y a 43 a parier, eontre 41 environ, que, daps une di-
le rapport du reste au diviseur n'est pas coinpris entre

Consequemment : «
vision quelconq-ue,

4 et 4
5. Par derivation de (6) nous obtenons

D (e) =
2
+

Sous une autre forme
_ 1

	

1 1,o	 P 	dcp
D(6)+2

	

2

	

ep - 1
.
eE?

0

En particulier

D(0) = 5 + -= i,3224 . . .,

	

D(1)==-
2
=0,8224 . . .,

Df1\ - TQ - 3
2

	

4

	

2 = 0,9674 . . .

(7)

A chaque propriete de Ia fonction harmonique correspond une propriete de la
fonction D. C'est ainsi que I'on trouve

D(1-x) +D(1+x ) -,.E

x+
1-4

1-xQ
l

	

2

	

,(1-x2)z2 cost

Par exemple



On a aussi

Cesaro : Sur la fonction z - [z] .
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p i nD()=2+(+')!+( 2)2+(n
+3 )Z .+ . . . i

etc., etc . . . .
6. En vertu de (7), la formule (1) devient

1 j

	

1 r

	

t f(.e)dz
= 2 j f (z) d z -~- 2

~1 J (z +
	 p)2 .~_

	

(8)

0

	

p
0

Si la fonctiou f admet la periode 1, on a

f (z - [z]) = f (z)~

et, par consequent, sa valeur moyenne, relative au systeme des quantites z- [z],
ne differe pas de celle qui se rapporte aux quantites z . En d' autres termes,
les formules (2) et (8) doivent coincides. C' est ce qu' it est aise de verifier .
En effet

p°°

1

	 f(z) dz P C P 1-1 f( z --' p) dz r f(E)d2
p1 J (z +p)2 p1

	

2 Q

	

u 2

0

	

p

	

1

Ii est done superflu de s'occuper de ces formes particulieres de la fonetion f :
elles nous reconduiraient aux resultats obtenus daps la Note « Sur la distri-
bution des quantites commensurables » .

7. Veut-on Ia moyenne valeur de z - [z]? Pour f (z) = z, la formule
(8) devient

i~t = 1 -~- 1

p~
~ log (1 -}- 1)

-
1

~ ,
4

	

2 p. 1

	

p

	

p -j- 1

et 1'on trouve ainsi l'egalite moyenne connue

z-[z]=--=0,4613 . . .4

De meme, pour f (z) = z2,

=~ -I-2

	

2-
p
+1 -2plog(1+ .

Done, en moyenne,

1z- [zTh = 3 - + -log ~2 n = 0,4591 . . .

D' ailleurs, la formule (8), a laquelle nous sommes parvenus directemeni., n'est
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Cesuro : Sur la foncUom z - [z] .

qu' un cas particulier de (2) . I1 sufht de changer, dins celle-ci, f (z) en f (z - [z] ),
pour obtenir (8) . Cela devait etre, puisque les fonctions de z - [z] ne sont,
apres tout, que des fonctions particulieres de z . Il est inutile de multiplier les
exemples : i1 nous suf t d'avoir montre que toutes les difficultes de la recherche
de Ia valeur moyenne d'une fonetion quelconque, par rapport au systeme des
quantites z - [z], se reduisent au calcul de certaines integrates, et a la som-
mation dune serie. 11 en est ainsi de toute recherche asymptotique, concernant
un systeme {~ quelconque, et capable de conduire a un resultat constant, pourvu
que 1'on ait eu soin de calculer, prealablement, la densite des elements de S>
aux environs de toute valeur, dont ces elements soient susceptibles .
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