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0ber eine Anwendung der Mengenlehre auf e~n aus der Theorie 
der sakularen St0rungen herrfihrendes Problem. 
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Es ist das Verdienst einer ~ul.~erst scharfsinnigen Un~ersuchung yon 
P. Bohl*), yon neuem die Aufmerksamkeit auf ein klassisches Problem der 
Theorie der s~kularen StSrungen gelenkt zu haben, welches zuerst yon 
Lag~range ges~ellt worden ist. Es handelt sich um die Frage nach der 
Existenz einer sogenann~en mittleren Bewegung der Perihele bez. Knoten 
der Planetenbahnen. Lagrange hat fes~gestellt, dal3 eine solche ffir die Peri- 
hele aller g'rofiea Plaueten auBer Erde und Venus besteht, indem er eine 
hinreicheade Bedingung dafiir aufstellte. Nada ibm haben sich Tisserand, 
Stockwell, Gyldgn und Carvullin mit der Frage besch~fti~, ohne jedoeh 
einen For~schrit~ in dem schon yon Lagrange als sehr schwierig bezeichne~en 
Problem zu erreiehen. Insbesondere haben Gyldgn und Carvallm offenbare 
Fehler begangen. F, rs~ P. BoM hat ein wesenflich ~iber Lagrange hinaus- 
gehendes Resul~t  erhalten. 

Mathematisch beta'ach~e~ handelt es sich bei diesem Problem darum, 
zu entscheiden~ ob eine Summe yon zyklischen Bewegungen~ repr~senide~ 
durch einen Ausdruck 

*) P. Bohl (R~) .  ~ e r  ein in der Thoozie der ~ n  S~rungen vorkom- 
mendes Problem. J.f .  ~ f ~  1~5, Hel~ 3. 



418 F~.ux B ~ .  
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we r~ (>  0), g~ und h~ Kons~anten sind, eine, den Nullpunkt flit wae~ende 
Zeiten t, bis auf beschr~kte Sehwankungen gleichFdrmig in einem Sinne 
umlaufende Bewegung, die sogenaunte ,mi~tlere" Bewegung, ergibt, oder 
nich~ D.h .  es soil entsehieden werden, ob r in der Form 

e ~ = c t  + Z 

darstellbar ist, we Z ffir alle t zwisehen festen endlichen Grenzen bleibt. 
Lagrange hat nun gezeig~, dab dies steks der Fall ist, wenn eine der 

beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: 
1. n = 2 ,  
2. ein r =r~  is~ gr6Ber als die Summe der fibrigen. 

In dem Falle 2. beiinden sieh alle groBen Plane~en, mit /kusnahme yon 
Venus und Erde. 

P. Bohl hat nun bewiesen, dab fiir den Fall n = 3 die En%seheidung 
lediglich abh~ng% yon den GrSl~en 

1 

we ~1, r cos die den Seiten ri, r~, r 3 gegeniiberliegenden Winkel des 
Dreieeks sind~ das sich im Falle des NiehterFfilltseins yon 2. bilden lii~. 

Man finder leich% und dies ist aueh schon Lagrange bekannt, dab 
eine mit~lere Bewegung existier~, wenn die Rela~ivgeschwindigkeit der 
Einzelbewegungen, bezogen auf eine derselben, also die GrSBen 

g ~  - -  g~ 

0~,,~ g~ __g~, 

kommensurabel sin& Dementsprechend ist die Menge der Wer~e, ftir 
welehe mittlere Bewegung exis~iext, tiberalldieht Die Leistang yon 
P. Bob] besteht nun darin, gezeig~ zu haben, daft f'dr jeden Weft  yon q 

und ~ due Konstante c = lira ~ der mittleren .Beweyu~/. existiert, daft ~ber 

eine iZberaerldichte Menge yon Werten e und ~ existier?, fiir wel~he der Best 
nicht z w i ~  endlichen Grenzen bleibt. Diese Wer~mengea erstreeken sieh 
fiber den ganzen Bereieh der Werte yon # und ~, wetcher dem ]~/c~t- 
erf~Y/xe/n der Lagrangeschen Bedingung en~sprieht. (Dabei mug  die 
Lagrangesche hinreichende Bedingung 2. dahin erwei~er~ werden, da~ 
audh noeh der Fall, da~ ein r gleieh der Summe der iibrigen r,. ist, zu- 
gelasse~ wird.) 

P. Bob] scb]ieg~ daraus, daft es umnGglich sei, die Existenz einer 
mi~leren Bewegung fes~zus~ellen, wenn die 6~rSgen q und ~ mir experi- 
men~eller Da~en als augerhalb der Lagrangesehen Grenzen liegend ge: 
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funden werden. Denn die in Beohach~ungen bestehende Unsicherheit 
bHngo mit sich, dab nur ein Intervall fiir die Lage yon Q and ~ bestimmt 
werde, innerhalb dessen dA.u~ zufolge des Bewiesenen sowohl Werte liegen~ 
denen eine mitflere Bewegung entsprich~ als solche: denen keine mi~tlere 
Bewegung entspricht. 

DaB den ][ntervallen der Unsicherheit der d/rekt beobachteten Gr61~n 
fibrigens wirkliche Intervalle in den Q- und ~-Werten en~sprechen~ wird 
yon P. Bohl genau bewiesen. 

Die yon ibm bier gezogene Schlul3folgerung m6chte ieh jedoch aus 
ganz prinzipiellen Grfinden noch nich~ ftir entscheidend batten. 

Ich m6chte n~mlich das folgende ganz allgemein'gehaltene A.xiom 
formufieren~ das zu den Grundlagen der theoretischen Physik und Astro- 
nomie zu geh~ren schein~. 

Axiom. Be~ieht man die Werte eider experimentell gemessenen Gr6fle 
auf die 57cala der Werte aller reellen Zalden,*) so kann man in tier letzteren yon 
vor~erein eine beliebige 55Tullmenge aussehalten und darf nut solche Folgen der 
beobachteten Ereignisse erwarten, wdche besteheu ble~Tjen, wenn der beobachtete 
Weft dutch einen der iibri 9 bla~enden, innerhalb des ~eobacMungsintervalles 
gelegenen Werte reloriisentiert wixd. 

Dabei wird under einer Nullmenge (naeh Borel-Lebesgue) eine Punk~- 
menge verstanden, welehe sich in eine Int~rvallmenge yon beliebig kleiner 
Summe der In~ervall~ingen einschlie~en l~i~k 

In  der Tat haben reale ]~edeulung nut endlich ausgedeh~teGr6flen. Dies 
shad bier die Beobaehtungsin~orvalle und in diesen ist ein Punktsystem, 
das selbst in eine Intervallmenge yon der Gesamt~?~nge e (e beliebig klein) 
6ingesch]ossen werden kann, nicht yon realer Bedeuiung. Ebenso kSnnen 
auch die 17olgen cler Beobaehhmgstatsachen nich~ auf die Lage eines der 
Anfangswer~e in einem beliebig kleinen Intervall~ d. h. an einer exakten 
Stell% bez. in einer Intervallmenge yon beliebig kleiner Summe rfiek- 
sehliel]en lassen. Es ist das obige Axiom die wir~ich exa]z~e Formu- 
lierung der handgrefflichen Tatsach% dab jede Beobachtung nut eine 
endliche Zahl yon Dezimalen liefer~, und eine notwendige Veral]gemeine- 

*) Hierzu ha~ man nah~rlich kein Rech~, wenn man im voraus weir, odex auf 
Grund eine~: akzeptierten Theorie annehmen daft, da~ gewisse zeelle Werf~e f~r die 
in Rede s~ehende G~3t~e ausgeschlossen sind. Will man z~ B. die _A~.~_hl tier Mfinzen 
in einem Haufen gleichartiger Exemplare dutch W~igung fesKstellen, so wizd m a n  

natfirlich den Quo~enten aus dean gefundenen Gewicht des H~ufens und dem bekannten 
Gcwicht tier Mfinze nieh~ auf die Skata al!er reeLlen Zablen, sondern nut auf die Skala, 
der ganzen Zahlen bezlehen, und ebenso wird dio Skala der rationalen Zahlen atlein 
in Betrach~ kommon, wema alas Verh~tnis der Zahten zweier ttaufen dutch eiae ver- 
gleichende W[~ang best~mmt wL~l. Pz-inzipiell ~hnlieh liegt alex Fall bei dex du~oh 
atomistische Vorstellungea geforderten RationaliSt gewisser Konstan~. 
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rung des Axioms, dab man einen Beobaehblngswert nich~ eindeutSg einer 
reellen Zahl im exakten Sinne zuordnen daft. Im Sinne unseres Ax/oms 
yon der eingesehr~inI~ten Ar/Jhmet/sierbarke/t der ~eobachtunge~ diiften wlr 
bei jedem Existenzbeweis physikalischer Gr6fien yon den Werten einer Null- 
menge in den yon den direkten Beobaehtungsgr5Ben s~etig abhiingenden 
Parame~ern absehen. Im vorh'egenden Falle erheb~ sich die Frage, ob die 
Bohlschen Werte der Nichtexis~enz miffierer Bewegung nieht etwa nut 
eine l~ullmenge ausmachen. Dana miilite trotzdem die Existenz der mitt- 
leren Bewegung an sieh bejaht werden*) (wenugleieh auch dann noch, 
wie P. Bohl zeig~: gewisse negative S~ze bestehen). 

Dies zu entscheiden war die Aufgabe, die ich mir gestellt habe. Das 
Ergebnis ist das folgende. I m  Sinne unseres Axioms existiert au~erhalb 
der Lagrangeschen Grenzen "~ne mittlere Bewegung. 

D. h. die Menge der Wer~elaaare O, ~, ftir die es mi~tflere Bewegung 
gib~ bilden eine Nultmenge. 

Damlt  ist das yon Lagrange gesteUte Problem fiir n ~ 3 vollsth'ndig 

Die in der gegenw~rtigen Arbei~ angewandten Methoden slnd eine 
Kombination gewisser mengentheoretiseher S~tze mit den S~tzen der 
Geometrie der Zahlen. Dieselben beriihren sich mit den Untersuchungen 
yon Wiman, Brod6n mid Borel fiber Wahrscheinlichkeitsbestimmungen 
be~reffend Eigenschaf~en der Kettenbruchen~wicklung, sowie mi~ den Me- 
~hoden yon Voronoi mid Sierpinski tiber asymptotisehe Wer~e gewisser 
zahlentheoretischer Funktionen. Beziiglieh der a~tronomischen Fragen 
verweise ich im iibrigen aus die Abhandlung yon P. Bohl und miich~ 
bier nur folgendes bemerken. Setzen wir 

so handeI~ es sich also daram in der Gleichung 

A-k/~cos~-F ~cosy _~ c~g ~, 
~B sin x -~- ~ s i n y  

als Funktion yon t zu s~udieren. Der Zuwachs yon ~ um Vielfaehe 
yon 2~ (bez. yon ~) h~ng~ ab yon der Anzahl der ~berschrei~mgen 
dOl)pelt~exiodisc'h angeordneter Verbindungss~recken je zweier der Punkte, 
l~ir welche Z~Mer mid Nenner des obigen Bruches zugleich verschwinden. 
Die Frage nae~h dem Verhalten yon r ftir wachsende t iindet sieh so 
humsformier~ in die Frage nach dem asymp~tischen Verhaltea einer 
zahlentJaeore~ischen Fnnl4ion, wel~he mi~+~els einiger Umformungen erkl~- 

*) Freilich wiirde dies ~h'eng genammen nu~ flit d~s kinemat~che Problem gel~en, 
welches dem Ansab, yon L a g r a ~ e  enCsI)rieh~,. In diesem Sinne is~ abet ~uch in dem 
Lagrangeschen Fatl~ die Behauptung aufzufassea. 
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werden kann als die An~ahl der Gitterpunk~e rail positiven ganuahligea 
Koordina~en, welehe sich in einem schiefliegenden Parafiels~reffen un~er- 
hall) der Grenze y ~- t  befinden. Um die Un~ersuchung tier Differenz 
dieser Anzahl und des Fli~cheninhalts des entspreehenden Teiles des 
Parallelstreifens, also um des asym~totische Verhalten des ~Exha~ionsres~ 
handelt es sieh - -  rein mathematisch gesproehen - -  in dex vorliegenden 
Arbei& 

w  

Ein Grenzsatz. 

Mit E. Borel und H. Lebesgue sagen wit, eine Punktmenge P besi~zt 
des MaB Null, wenn sich dieselbe in eine In~rvallmenge yon beliebig 
kleiner Summe der L~ngen der einzelnen IntervaUe einschlieBen IiiBt. 
Wit verstehen unter [a] die grSgte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a 
ist und bezeichnen, die Differenz a -  [a] mit (a). 

Es bestehf der folgende Sa~z: 
Satz  1. •s sei ~ eine wachsende ~'olge positiver geezer Zahlen, 

(1) % <  e(+l. 

Dana besitzt die Menge M~ (O ~_x ~_~ 1) d~ Z a h ~  x,  fiir wetche ei~e 
Gleichung 
(2) lira (v,x) = 0 (0 g x  ~ 1) 

besteht~ das Marl Null. 
Beweis.  Es sei n irgend eine positive ganze ZaM, versehieden yon 

Null. Eine Zahl x ( 0 ~ x ~  1), fiir welche die Oleiehung gilt 

wo e eine beliebig vorgegebene Zahl kleiner als 1 bedeutet, gehSr~ in 
eines der n getrennten Intervalle 

(o (4)  , ; , ~ +  ; . ~ +  ; . . . ;  , , ~ -  , 

welche die J .~gen ~ besitzem Die ~enge der x, welehe der Be- 

dingung (3) gentigen, Fdllt die n IntervaUe (4) vollst~ndig aus und besi~z~ 

daher den" tinearen Inhalt ~ e 

Sei jetz~ x so beschaffen~ dab die Gleiehung (2) erffullt ist, so gibt 
es, bei vorgegebenen ~ ~ 1, zu jedem x der Menge ~/~ einen ] d e / ~  
Index j ~  sodaB die Gleichung 

(5) (y,X) ~ ~ ffir alle i ~>j~ 

gilt~ w~arend noch 

(6)  (~,x)  > �9 f ~  i = L -  1 
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isk IMr Wahl yon e eutspre~hend zerfifll~ die Menge M.  in sovid Be- 
stau&efle, als es Wer~e j .  gibt, d. h. in eine abz~hlbare Menge geh'ennt~r 
Tddme~en 21f 5. Wit schreiben 

(7) M = ~ M , .  
(2 

Um tins fiir die Meagen M~ Majoranten zu verschaffeJa, wiihlen wir 
zu einem j eine gauze Anzahl m > j  and definieren eine Intervallmenge 
Mj,= durch die Bedingungon 

(s) (~,~)__<~ ~ ~u~ ~ , j < i < m ,  
w~rrend 

(9) (v~x) > ~ f'fir i ~ j --  1 

isk Die Menge M~,~ umfa$t die Menge 21/j,~, wenn ~ > m is~, da die 
ihr auferlege~en Bedingangen ein Tell der Bedingangen far M~,~ sind, u~d 
jede Menge M~,~ umfas M~. Zwei Mengen M~,= and M~:~ fiir ver- 
schiedene j trod ~ trod dasselbe m kSn~en keinen gemeinsamen Bestand- 
t~il haben. Denn ist ~ > j ,  so is~ 

(10) (~_lx)  ~ ~, vermSge j ~ ~ -- 1 < m, 

Fdr alle Pank~  vom M~,= und 

(11) 
fiir alle Punk%e yon .M~:,~,. 
SlYmme 

In der Ftir ein hinreichend groSes m gebildeten 

(J.<~O ' 

erst~eck~ tiber alle j < m, sind daher alle Mengen M~,= getrermt. Anderer-" 
seifs gentigeu alle x der Summe (12) der Ungleichung 

(la) (~=x) < ~, 

daher liegen sie nach (3) und (4) in einer Intervallmenge des linearen 
Inhalts s. Bezeichne~ wit also mit qj,., den linearen lnhal~ der I~ervall- 

menge Ms, m, s o  ist einerseits dex Inhalt yon ~ M ,  = gleich der Somme 

~e~,**, und anderersei~s 
(J<~) 
(14) .2"~,j.,~ < ~. (j<,,,) 

Da flit ~ > m M~,~ in M.,~ en~halten is~, so is~ 
(15) ~,~ < ~,,~. 

Es exisfier~ also ffir wachsendes m ein und nut  ein unterer Limes 

( ! 6 )  lira qj,~ = ~s 
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der monotmnen Folgo 0~,~, undes  ist fin: beliebiges m 

(17) ej =< Q~,~. 
Also ist, vermSge (14) 
(18) (y_~,...., _< ~. 

Es konvergier~ daher die unendliche Summe .~Q~ erstreclr~ fiber are j 
undes is~ 
(19) 2 ~ j  < ~. 

J 

Wir kSnnen jetzt leicht eine ln~ervallmenge yon beliebig kleiner 
Summe der Int~rvall's angeben, welehe die vorgelegr Menge M~ ein- 
schlieBt. Wit wiihlen zu diesem Zweck eine Reihe posif, iver GrSflen #5 
so, dab dleselbe die konvergen~e beliebig klein vorzuschreibende Summe 
5 = ~#~. besitze. Dann l~iSt sich auf Grand der Relationen (15) und (16) 

3 

zu jedem" 5~. ein zugehSriges ~ bestimmen, sodaB 

(20) o~,. =<_ o~ + ~ f'~ir n = ~j 
wird. Hieraus folgt5 d~,nn mi~ Riicksich~ auf die Ungleiehung (19) die 

Konvergenz der Summe ~-fQr in dor n ~n~  genommen werde, mad die 
Ungleichung 

(21) ~0~,~ ~-~Os + ~ ' ~  
09 < , + ~ .  

Da M3, ~ die Menge Me entls so enfJa~lt die Vereinigungsmenge 
{Mr (n=n~) die Menge Mz= ~ .  )lira. Die Summe der Lgngen der 

lmtervalle in der Menge {M~,~} (n----n~) isg ferner genau gleieh 20~,n- 
03 

Also kn.nn verm~ge (20) die vorgeleg*e Menge M in eine ~bsehggzbare 
Intervallmenge {M/,~ } (n----hi) eingesehlossen werden, in der die Summe 
der Intervall~gen kleiner als die beliebig klein vorzusehreibonde GrSBe 
z + ~ wird, q.e.d. 

Eine Menge, deren Komplement~rmenge das Ma~ blall besi~zt, bo- 
zoiehne~ man Ms yore Ma~ Eias. Wir hebea folgeade Folgerang des 
Satzes 1. hervor. 

Folgerung.  Bedeute~ v~ eine wachsende Folge positiver ganzer Zahlen, 
so is~ es m~glieh, fiir jedvs x einer Menge .Mz yore Mag I (0 < x ~ 1) 
eine zu x passende unendliche Teilfolge ~v~ aus der Folge v~ so heraus. 
zuheben, dail die Ungleiehung 
(32) nm C~,~) > o ~ . .  &~,~) > ~ >  o 

i a s  

fiir alle v tier Teilfolge ~v~ efffilt~ ist. 
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In der Tat, sebliet~n wit die Menge M~ des Sa~zes 1 aus, so mu~ 
fox jedes a~adere x die unendliehe Menge der positiven Gv6gen (~,~x) mia- 
destens eine yon Null verschiedene Hiiufungsstene ~ besi~en. WKhlen 
wit also ~ zwischen ~ nnd 0, so is% fOx eine uneadliehe Teilfolge y~ 
der v~ (tie Ungleiohung (22) erffill~. 

Der vorsf~hende Sa~z is~ en~halten in dem folgenden Satz, der un- 
mitteIbar aus einer allgemeinen l~berlegung yon H. Lebesgae (Legons sur 
les sdries trigonom4~riques, Paris 1906, No. 9) zu entnehmen ist. 

,,Es seif,, eine unendliche Folge yon megbaren Funktionen und eben- 
falls f eine meSbare Fnnktion einer Variabotm 

Es sei die Gleichung 
(23) I f  -- f~l ~ e 
far eine Menge r,~ erfiill~. D~nn is~ die Menge M~ aller Punkte, ftir die 
yon irgend einem m ab die Gleichung 

(24) lf-- &+~,l < ,  
fiir alle 2 = 0, 1, 2,- .-  erfiillt is~, meBbar und man kann, wenn unendlich 
viele I'~ ein Ma$ ldeiner oder gleich ~ besitzen, sagen~ dab auch M~ ein 
MaB kleiner oder gleich ~ besi~ze." 

In der Tat~ bezeichne~ man m[~ ~)~ den Durehschni~ der Mengen 

(25)  r~,, r~+~ ,  . . . ,  

so is~ M. offenbar die Summe der vGllig getrenn~en Mengen 

(26)  ~'~,= ~ -  ~ _ , ,  
d .h .  

(27) M.= 2 :e., 
r 

und, da nach bekannien S~tzen mit den 1-~ zugleieh ~)~ und also P~ 
meBbar is~, so ist M. me$bar. Ferner isf~ unter M das Ma$ der Menge M 
versf~den, verm~i~e des Haup~sa~zes der Theorie der MeSbarkei$ 

(2s )  ~ , =  = = l l ~  , 

(29) = ~ ~ .  

Ferner is~, wie leicht ersiehtlieh, 

(3o) ~,,(r,,, r . , + , , . . . )=  ~ r,,+, (zlo-o, 1,...). 

Is~ daher fOx unendlich viele m das Ma$ yon r kleiner oder gleieh ~/, so 
gil~ dasselbe far alle ~ .  Daher is~ vermSge (29) 

(3~)  M,<,~ .  
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So sctmell die vorsbhende, yon Lebesgue herrahrende Sehlugweise zum 
Zid  fl3_hrt~ so se~z~ doch dieselbe aUe wesentlichen S~tze der Theorie von 
Lebesgue voraus, und daher glanbb ieh den vorsbhenden sehr einfaehen 
Beweis, get niehts derart voranssetzt, nieht unterddieken zu sollen. 

w  

Die geometrisehe Wahrscheinl ichkei t  flir Approxim~tion ree l le r  
Zahlen durch rationale Za~en  yon s t~rkerer  ais Kettenbruchordnung 

and u 

Jede abz~Mbare Menge, z. B. die der rationalea Zahlen, besitzt, wie 
leicht zu sehen~ das Ma~ Null. Wir kSrmen daher im folgenden die 
Merge der rationalen Zahlen auSer acht lassen. 

Es sel die Irrationalzahl x (0 < x <  1) dureh einen unendliehen 
Kettenbruch 

i ~ _ 2 +  i + - ' - §  1 ~_ . . . .  (a ,a~ , . . . )  

dargestellt. Wit bezeichnen~ wie iiblich, mit P~ den n ~= NKherungsbrach 

und erlnnern an die bekannten Formeln 

(34) Q, = ~, Q=_, + q~_~, 

:Es sei k eine ganze positive Zahl >_ 2. ][st nun far f ~  Wer~e 

at~ a~, �9 �9 -, a,._ I 
(35) ~,, > i-, 

dagegen a~+~ fdr 2v ~ 1, 2, . . .  variabel~ so liegen die unendlichen Keg'~n- 
brfiche x ira Innera des In terva l les  

(36) 
yon der L~nge 

(37) 

d . h .  

(3S) 

I(m, ..., a,,_~); (m,---, ~, , - ,  ~)} 

P,~-~ -P,, I 1 

1 

i 1 

Q,,,~1 
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also isr 

(39) ~ = ~ + ~--~. 

Da ~erner 
Q~-~ (~o) o < ~ < 

is~, so is~ 
(41)  Min I d- z Z~ I Jr o~_~--~i~+---~< z-~ < Max k+---~" 

O~x~1  

I j r x  Da ~ fur 0 ~ x _~ 1 die Werte eines Inbrvalles einfach bedeclr~ so 

sind die Extremwerb die Werb  in den Endpunld~en, die x----0 und x = 1 

entsprechen, d. tL es wird 

(42) ~ < < k+--/" 

Dieselbe Be~rachtung tiefei4 fiir a S < )~ 

k - -  1 l n l - -  Z~k ]; - -  1 
(43) ~ Jr 1 < Z~,~ < - -E-"  

Die Bedingung an a S ~ 1 ist s~e~s effiillt; man kann daher ~ ats geo- 

metrische Wahrscheinlichkei~ dafiir auffassen, dab bei gegebenen a l~ . . ;  a~_ 1 
a.  ~ ]~ sei. Es ~/eg~ a/so d/ese Wahrschein~irdd~it i~ zwei ~um n u~uEb- 

h~ng/ge~ Grenzen. Wit schal~en eine Bemerkung fiber die geome~rische 
Lage tier Ke~enbrfiche eim Den verschiedenen posi~iven ganzzahligen 
Wer~u des Teilnenners a~ en~sprieh~ eine Ein~eilung des In~ervatles 0 1 
in eine einfac~ unendtiche in der Richtung yon 1 nach 0 for~ehrei~ende, 
gegen ~ull sich t~ufende ~[enge yon Teilin~ervaUen. Jedes dieser Teil- 
inbrvalle w i ~  en~sprechend den Werbn  des zweiten Teilnenners a~ wieder 
in eine einfa~ unendliehe Rei~e yon Teil~niervallen, aber in umgekehr~r 
Riehtung laufend~ un~erge~eil~ usw. in s ~ s  weehselnder Rieh~ung. S~mnnen 
daher zwei Teilnennerreihen 

a l~  ~  a g _ 1 7  

anch nur in einer Ziffer nich~ fiberein~ so liegen alle mi~ der einen oder 
anderen dieser endhehen Teilnennerfotge beginnenden Ke~enbriiche in 
g,~ea~e~t In~rvatlen. 

W~ un~scheiden die endlioh vielen versetde~enen mSgliehen Wer~ 
s y ~ m e  
(44) ~ ,  . . . ,  ~._,  
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(lurch den Index i und schreiben ,l~k ffir die L~nge des In~val tes  ~ ,  
welches dem ~ der Sys~eme (44) en~spricht~ Aus (42) folg~ dann 

i ' ~ " / ~ <  ~+1 

wobei die ~ "  iiber irgm~t ~ Tell der i ei~reck~ sei. Beachbn wit, 
dab die Summe ~ 1 ~ i  , fiber alte Wer~  yon i ers~ed~, die L~nge des 

(0 
Gesam~in~ervalls 0 1 bedeub~, so wird also, wenn wir 

(46) ~ J ~ - B ~  ~- ~,J,~k, i -- B.k-~ A ~  
(o to 

einfiihren, 
( 4 7 )  i ~ i - -  i i -- i 

Man kann A~,~ und B~,~ offenbar als geomet~ische Wahrscheinlichkeiten 
daftir definieren, dab a~ < k bez. a~ ~ k (bei beliebigen Wer~n der fibrigen 
Teilnenner) sei. 

Verwandeln wir je~z~ ersbns n in ~ > n mid ers~ecken zwei~ens die 
S'umme ~ '  in (45) fiber aUe m~glichen Werb  m , ' "  ", ~ - ~ ,  aber a~ < k, 

so is~ die so ers~reck~e Summe ~ ' ~ , l  offenbar identdsch mi~ 
(o 

(,) 

Es ist also naeh Division mit .~,~x = 1 
o) 

k- -1  k - -1  (48) < < - v -  

wenn wir mi~ A~,~;~,~ die Summe der Lingen aUer der In~ervaUe be- 
zeiehnen, in deren lunern die Bedingungen 

(49) a~ < ~, a~< k 

gleichzei~ig erffill~ sin& 
Analog ist 

(4s ) 

Es is~ abet zufolge (47) 

(~-{) < A~,~; ~.. < ( ~ ) ' -  ( 5 0 )  ~ -  i 

Analog wird 
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und allgomein wird mit Riieksieht auf k ~> 2 

/~-ly+l< 
(SS) 

tIieraus folgt, dab 

(53) lin~ A~;...;,(~,~ ~ 0; lira B,,k~...;~(~,~ = O. 

Es gilt der 
Satz  2. Die irrationalen Zah~en x (0 ~ x ~  1), f//~" wdvhe vo~/rgend 

einem n - ~  n~ ~) a~ die t~edingungen 

flit  alle r - ~  O, 1, 2, . . .  erfiillt sind, bilden bez. Punktmengen 2~ und N~ 
yore Marl 2Vu~l. 

Da~ wie unmiilelbar aus der Definition zu fotgern ist, die Ver- 
ein~mgsmenge eiaex abzi~hlbax unendlichen l~eihe yon Panktmengen des 
MaBes Null, wieder eme Punkt-menge yon MaB Null ausmacht, so ist z. B. 
die Vereinigungsmenge N ~ {N~I fdr k = 2, 3,- .-  vom MaB Null. 

Auf die Zahlen der Komplemenf~xmenge M~ (die ra~onalen aus- 
gescJllossen) bezieht sich nun der 

Satz 3. 2~s gibt im Intervatl Null his JEins eine Menge M~ (x -~  Ir- 
rationa~zah~ voa Marl 1, sodafi sich zu jedem x der Menge M~ eine un- 
endlieI~e l~ihe v -~ ~ (i ~- 1, 2 , . . . )  yon wachsenden natiirlichen Zahlen und 
eine zugehSrige ~ h e  a i vo~ wachsende~z natiirlichen Za]den so bestimmen 
ldflt, daft 

(54) ("~) < ~ ~ ~a~ 
F~r alle i ~ 1, 2 , . . .  wird. 

Dean fiir jedes ~ der Menge M~ l ~ t  sieh aus der Reihe der Teil- 
nenner der Ke~nbruchentwieklung mi~ ungeradem Index 

(55) ~ ,  ~ ,  a~, 
eine Teilreihe best~ndig und fiber jede Grenze k wachsender ZaJ~len 

(56) 
hevausheben. 
den Formelu 

(57) 

(58) 

Bieraus folgr mit Riicksidht auf die ffir n -~ 2 m  -]- 1 gelbn- 

X ~  

X ~  

1 
< Q~(~Q,,+ Q~_~) Q~-I < Q~, 

2P i 1 
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Schreiben wit noeh ~,~ start Q~ und O,ix) start x Q~-  Po so folgt tier 
obige Sate. 

A n m e r k u n g .  Bebaclibt man die Mengen I ~  und /~ ,  so erhiilt 
man den Satz, dal} ffir eine Menge yore MaB 1 under den Teilnennern 
die Zahl 1 unendlieh oft vorkommt. 

Wit k~nnen das gewonnene Resulta~ so ausdrficken: Die Reihe der 
Teilnenner ebies unendlichen Keftenbruchs, ist ~ t  der geometrischea Wahr- 
sche~ul/chkeit eins weder nach oben noch nach unten beschrink~. Dasselbe 
gilt anch yon jeder unendlichen Teilreihe der Teilnenner. Etwas vemU- 
gemeiner~ lautet die Formel (48) 

(59) Z -  i A,~ < A,,,k~, ~,~ < --g-- A,,,~, 

wenn ~ einen yon k verschiedenen Wer~ bedeutet mid a~ ~ k sehx "soil. 
Bedeubt daher {p(n) einen positiven Weir, ist a~ eine Teilreihe der 

Teihiennerreihe, und tri~ 

(60) ~, < ~ (~) 

ans~t~ der Bedingungen a~ ~ k, so tritt an Sb lb  yon (52) 

~(~)+ 1 < A,~(,,);...~+~,~(~+~)<H ( i -  ~ ) .  (61) 

Konvergiert 

(~)~ so ist 

s und es ist versehieden yon Null. D.,.n konvergieN auch ~(~)+ 1 

~@) + verschieden yon Null. Ist andererseits A 

die Menge der Punkte, fttr deren Ke~enbruehbfl die tbdingung (60) 
erfillt ist, so ist die Menge A i m  Shine yon Lebesgue me;ibar und ihr 
Mal~ .A is~ der Limes yon A~,~(~,.. ,~,+~,~(-+,1- /~s liegt~ dahe~ zMschen 
yon Null verschiedenen Grenzen. 

N e h m ~  w~ ~.. B. ~ ( ~ ) =  ( ~ + i )  ~, so ~a 

' i-- i <T 

1 
mid also lieg~ A zwisehon Null und -~. 
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Divergiert dagegen 

~(~), so is~ l - -  

gleich Null und also A - ~  O. 
Dasselbo gilt far die Bedin~mg a. ~> r Wir fassen zusammen: 
Satz  4. ~ notwendige und hinreichende Bedingurcg dafiir, daft ~(n) 

eine Crrenze fiir die Teilreihe a~ der Te~nenner nach oben oder unten yon 
einem gewissen n a b  mit einer yon Kull verschiedenvn Wahrscheinlichkeit 

b~Tdet, besteht in der Konvergenz yon X 1 . ~(~) 

Divergiert dagegen ~ - ~ ,  so besteht die Wahrsehainlichkeit 1 dafi~r, 

daft.die beschr~nk~nde U ngleichung unena~ich oft durchbrochen ist. 
Maehen wit endlich noch einige historische Bemerkungen. Gyldgn*) 

scheint der ersie gewesen zu sein, welcher die Frage nach der Wahr- 
scheinlichkeit aufgeworfen hat, dal~ a~ = k flit irgend ein n sei, und er 
ha~ diese Best~nmung bei Beantwortung einer stSrungstheoretischen Frage 
benutz~. Danach hat Brodgn**) diesen let~eren flegenstand aus 
und schlieBlidh hat A~ Wiman***) die Prinzipien der Theorie der mengen- 
t~heorefisehen Wahrscheinlichkei~ auseinander gesetzt, und die yon Gylddn 
aufgewoffene Frage beantwortek Endlich ha~ E. Borelt) eine allgemeine 
Theorie der Wahrscheinlichkei~ in abz~lflbar unendlichen F~llen gegeben 
und beziiglich der Theorie der Kettenbr~che folgendes Resulta~ ab- 
ge le i~  (I. c. S. 269): Behalf man nut diejenigen Teilnemaer bei, welche in 
lira a,  eingehen, so is~ das so definier~e Wachstum mi~ der abz~hlbaxen 

Wahrscheinlichkei~ 1 geringer-~) als das der Funktion ~(~), wenn 

X ~ konvergier~ und grSBer'~') ,  wenn X ~ diverglerk 

Was den le~zteren Teil des Sa~zes angeh~, so is~ derselbe en~hatt~n 
in dem zwei~en Teil des Sa~zes 4. 

*) C. R. (1888) S. 158~, 1777. 
*~ (~fversigt af K. Sv. Vet. Akad. F6rh. (1900), S. 230--266. 

***) ~)fversigt aS K. Sv. Yek Akad. FSrh. (1900), S. 829--8&2; Bemerlnmgen fiber 
eine yon Gyld6n aufgeworfene Wahrscheinliehkeitsfr~g~, Lund 1901. 

t) Les Probabflihis dgnombrables et leurs appllca~ions ari~.bmgi~ques. 
~rc~ M~k Palermo 27 (I909)~ S. 247--271. 

r D. h. l ~ n - - - = 0 .  

~1 a- ~ - ~ - c O  

Rend. 
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Der ers~e Tefl aber steht ira Widerspruch mit dem yon uns er- 
halthaen Resultmt in Sa~ 4. 

Der Grund des Widerspruchs hat eine Ursache yon pr /nz/2~wr 
Wichtigh~it, welche wir daher ausffihrlich erliiutern wollen. 

Es besteh~ die folgande Tatsache: 
Fiir unsere 9eo, netvischen Wahrschein~ichkei~m g~" nicht die Unab- 

hgngigkeit der E4nre]fOIle. 
Um sich davon zu iiberzeugen, geniig% es, ein dnfaches Beispiel zu 

bilden. Bezeichnen wit mi~ ~p~ mid ~lv~ d b  Wa}mscheintichkeit, da~ 
e h ~ 1 bez. ~ 2 sei, mR ~l~a di~ WahrscheinlichkeR, dab a~ ---- 1 sd  und 
mR Pn,  i~s~ die Wahrscheinlichkeiten, dab zugleich a~ = 1, as ~ 1 bez. 
a i ----2, a s ~ 1 sei, so miiiite, wenn Unabh~ngigkeR der Einzelfs be- 

do~ : ~p~ sdm Nun ist 

1 1 1 

I-~ IJFI 1+1+------ 6 

1 1 1 

stinde, Pn :l~ 

sPl 

I 1 15 ~ 

1 1 t 

1 1 1 

Man kann in solchen Fiillen das Theorem der zusa, nmengesetsten Wahr- 
scheinlichkeiten nut in der verallgemeinerten Form 

zum Ansatz bringen, wo iP----.~p~ die eine Wahrscheinlichkei~ und q~ 
immer den zugeh5rigen Wer~ yon O bedeut~t (d. h. den Weft  yon Q im 
Falle des Ein~reffens des Ereignisses, welches die Wahrsche~nl~ckkei~ p~ 
besitz~.) 

Liegen dan~ fiir alle i die'q~ zwischen den Greazen q uud ~ so gilt 
die U~gleichung 

<= (P, Q) <= 
Auf diese Ungl.eichung lassen sSch die voranstehenden Sctdfisse bezie~n. 

w 
Approxiraationen rait Ncbenl~ l~gen.  

Wit  verbin~n die B ~ l t a ~ e  der vo~hergdmnden Paz~rsphen, indem 
wit folgenden Sa~z bewdsen. 
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Satz  5. Es sei 

O _ ~ x ~ l  und O < s < l ,  

so gibt es ei~e Menge M yon Werten x yore Earl 1 wad zu jedem x der 
Menge M eine Menge S yon Werten's yore Marie 1, sodafl zu jedem Werte- 
loaar (x, s) zwei t~7~en ;positiver wachsender ganzer Zahlen v =v~ und 
a = %  zugeh~ren dera~, daft zugleieh 

(63) (t~) < t 

und 

(64) (vs) > W,, > 0 far alle v 

ist, wo ~,~ eine nur yon dem Wertet~ar (x, s) abMingige GrSre bedeutet. 
In der Tat kSnnen wir hier fiir die Menge M ohne weiteres die 

Memge M des Satzes 3 einsetzen, dann gilt 

(~_~)< ~ . 

Indem wit jetz~ auf die Reihe der ~ die Folgermag i (w 1) anwenden, 
erhalten wit zu jedem x eine Menge S yon Werten s (O~s__~ 1), sodM~ 
~a jedem Wer~epaar (x, s) ei~e Teilmenge ~, = r~ der ~ gehSr~ derar~, dab 
zugleich die eben angegebene Ungleichung and 

ffir alle ~ besteht. 
Wir beweisen nunmehr den folgenden wiehfigen 

Satz  6. Es sei L > 0 ei~e beliebig grofl vorgegebene Zahl, dann gibt 
es eine x-Menge M yore Marl 1 und zu jedem x yon M eine s-Menge S 
van Earl 1 (0_<x_<l,  0_<s_<l)  derart, daft fiir jedes Wertepaar (x,s) 
zwei 2ositive ganze Zahten ~, und N so wMdbar sind, dart einerseits die 
t~eziehung 

8 (65) (t~) < ~_o 

und andererseits die Bez~ehung 

(66) N (~s) > L 

erfa//t s/nd. 
Wit  wKhlen x und s aus den ~[engen M und S des Sa~_es 5, sodai~ 

die Ungleiehm~gen (63) mad (64) gel~en. Anderersoihs w~ihten wir zu dem 
vorgegebeaen Wexte yon L and irgend einem ~, des Sa~es 5. die ganze 
Zahl _hr beliebig ~-, den ~h'enzen 

(67) /~+ ~ Z ~ v  > N > - - v .  
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Wenn, ~as wit festsetzen kSnnen~ ~.,, < ~- is~, so ist > 2v und 

es stehen uns mindestens 2v ganzzahlige Wer~e zur Verffigung. 
Es wird also mit Micksieh~ auf (64) 

(6s )  > 

Andererseits ist f~ir dasselbe v 

(69) (~x) < * 

wenll 
~2 

70) ~, ~ R ~  a, 

gesetz~ wird. Vermiige (67) is~ dann wieder 

Da nun mit wachsendem v, a~ fiber aUe Grenzen wRchst, so w~chst auch 
zugleieh ~ ~ber alle Grenzen und also l~flt sieh ein v so grog best;im- 
men~ da~ 

wir& Aus (69) und (72) folg~ also Far dieses v 

2_ (73) (vx)~, <_ lV ~ 

womit der in Rode s~ehende Satz bewiesen is~. 

w 

Die Definition der  mi t t le ren  Bewegung. Die Funktion 9(x, s; n) 
und die S~tze yon P.  Bohl and W. Sierpinski. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zum eigenflichen Gegen- 
stand der Untersuchung. Wir schicken die folgende Definition voraus. 

Def in i t ion .  Es sei f(x; n) eine Funk~ion der positiv ganzzahligea 
Vaxiablen n und des reellen Parameters x (0__~x_~l) derart, Jag die 
Gleichung 

l i r a  [ ( x ;  = s (74) . 

ffir jodes x e r f ~ t  sei, wo s e i n e  yon x uaabh~ngige Koastante bedeute~ 
Wit saffen dann, f(x; n) besitz~ eine mi2tle~.e .Bewegung flit den Welt x, 
wenn es eine yon x abh~gige Zahl G z > 0 gibt, sodas die Ungleiehtmg 

(75) If(x; ~) - -  nsl s G~, 
~ar a l l e n  ~ n o erf~Ut ist. 
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Ebenso sagen wit, die Funktion f(x; n) besi~ze eine mi~ ,e  tL~ve~ /  
fiir die _Pu~m~ge M~ wenn ffir jeden Punk~ x der Menge M eine Un- 
gleichung (75) bes~eh~. 

Hat insbesondere die Pun~menge M der Punkte x (0 ~ x ~ 1) das 
MaB Null, so sagen wir~ dad ffir das IntervaU (0~ 1) die geome%rische 
Wahrseheinlichkei~ miF~lerer Bewegung Null sei. 

Befl~ufig bemerk~ man: 
Dami~ die geometrische Wahrscheinlichkeit mit~lerer Bewegung ftir 

das In~ervall 0 bis 1 Null sei, is~ es hmrc~che~d, dab eine Ungleichung 

(76) If(x; n) - nsl <= G, 

wo G eine yon x unabh~ingige GrSBe bedeut% nur fiir eine Nullmenge 
in x erfiillt sei~ uge grofl auch G angenommen werde. 

Denn diejenigen x, flit welche miffiere Bewegung existiert, sind in 
der abziihlbaren Zahl yon Nullmengen enthalten, die den wachsenden 
Werten Gx, G~, . . -  entsprechen, sie bflden eine Menge yon MaB Null. 

Wit definieren jetz~ eine Funktion 9~(x,s; n) folgendermaBen: Aus 
dem ebenen Zahlgitterquadranten, (lessen Punkte dutch die positiven ganzen 

b~n 

[b--m 

ctg~o 

// 
0 s l 

// 
/ 

Za~len (a, b) be~mmt werden, sclmeiden wit mittels tier parallelen Ge- 
raden I und II einen Parallelstreffen heraus. Wit legen zun~chst die 
Gerade I dutch den Nullpun~ under der Neigung ~ gegen die positive 
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a-kchse und setzen x ~ c~g co. Die Parallele II schneide die positive 
a-kchse im Punkte (a = s, b = 0). 

Under 9(x~ s; n) verstehen wir die Anzahl der in dem ParaUs~reffen 
unterhaIb der Ordinate b----n + 1 gelegenen Gitterpunkte des Qtmdrant~n, 
wobei wir die auf der Abszissenaehse und die auf der Geraden I ge- 
legenen Giff~erpunk~e yon der Z~ihlung ausschliegen. 

In analytdscher Daxstellung lautet der Ausdruek der Funktion 

(77) ~ (x, s; . )  = . s  + ~  { (x ~) - (s + x . , )  }, 

wobei wieder ( a ) =  a -  [a] gesetzt ist. 
In der Tat is~ ja die Anzahl der auf einer Geraden b ~ m (0 < m <~ n) 

gelegenen Gitterpunkte unseres Streifens, d. h. die .Mazahl der auf dex Strecke 
zwischen den Endpunkten * 

(a = x m, b = m), (a -= s + x m, b = m) 

gelegenen Gitterpunk+m gleieh der Differenz der inzahl  der auf den Streekon 

( a = O , b = m ) ,  ( a = s + x m ,  b-~m)  mid ( a = O , b = m ) ,  ( a = x m ,  b = m )  

gelogenen GiVeerpmlkte. Die diesbezEiglichen Anzahlen sind 

[s + x . , ]  und [x~], 
deren Differenz auch 

(xm) - (s + x ~ )  + s 

geschrleben werden kaml~ soda~ in der Tat 

9~(x, s; ~) -- ~ { ( , ~ )  - ( s +  xm) + s} 

wird. 

Is~ ~ ein irreduzibler Brueh und geht die Gerade I durch den Pank~ 

~ ,  v), so geh~ sie durch alle PunkCe mi~ den Koordinaten (q/~, qv) and der 
Streifen zerF~lI~ dann in Iauter sich periodiseh wiederholende Paratlelo- 
gramme der HShe v. Es ist also, wema 

(78) 
gese~t wird, 
(79) 

Femer ist 

(so) 

Dean es ist nach (77) 

qo (~-, s; v) 

n = v s  O~m<v 

~ g ~ v  

28* 
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se~zen wit  
[,,s] + 0 ' 0 .  (81) s = - 

so durchlguft 

fftr m = 1, 2 , . . . ,  v, da ~ irreduzibel, aUe echten Brfiehe mit dem Nenner v. 

Andererseits ist~ vermgge 
( 8 3 )  0 , 0  < 

7 7 '  

Daher reduziert sich die Summe in (77) auf 
* (~,) 

.- v = O,s)  

und es wird 

q~ ( ~  , s; v) = [vs]. 

Hieraus folgt, in Verbindung mi~ (79), 

ofl ( ~  , s; n) - -  n [7] = q~ (-~ , s; m ) - -  ( 8 5 )  

w e n n  

(86) 
ista 

[~,s] 

Dividieren wir dureh n und ersetzen wit, unter der Annahme 

( 8 7 )  o < m _< v - 1 ,  

(-~-, s; m) -- m [ ~  dutch seine Extremalwerte .M und M ftir m = 0~ 

1,  " - ,  v - -  1, so folgt 

(,8) - -  - - + ~ - ,  

also, da M und M yon n unabhgngige endliche GrSBen bezeidmen, 

(89) lira ,~ - 7 - .  

Is~ dagegen x irrational, so bes~eh~ die Gleiehung 

(90) lira ~(x,s;~) = s  (Bohl Lc. p. 226) ,  

" deren Bewds  yon P. Bohl auf sehr sinnreiehe Weise gei~ihrt wird. 
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Einen allgemeineren Satz ha~ W. Sierpinski CKralrau Ak. Anz. Matl~- 
Nak K1. A, Jam 1910, p. 9) zugleich auf einfaehexe Weise bewiesen (vgl. 
aueh ibi& Nov. 1909). 

Das Theorem yon W. Sierpinski lautet: Es ist 

n(n + 1) lira 1-- ~ [ k x + y ]  x - - n y +  -~0 ,  

wo x irrational und y bellobig ist. 
beweisenden Ungleiehtmg 

o =  

Diese Formel folgt alas der leieht zu 

n [ _ ~ ! +  0 - 1  n < O-.___.A 1 

t" 
in der ~ einen irreduziblen Bruch bedeutet, indem man folgenden Appro- 

xima~ionssatz zuhilfe nimrod: 

,,Zu jeder re.lien Zahl x ltiflt sich eine unendl/iehe Folge van Briichen 

a~ (n = 1, 2 , . . . )  
C~ 

so l~uten, da$ zu~leieh 

u~d 

ist . 

lim c._~_ ~ 0 

Dieser Satz ist unabhiiaagig yon H. Weyl imeiner etwas spgter er- 
schienenen Arbeit: Uber die Gibbssche Erscheinung mad verwaudte Kon- 
vergenzphiinomene (Rend. Circ. Mat. Palermo 30~ 12. Juni 1910, p. 406) 
bewiesen worden. 

Lg~t man bei gegebenem N in der Funktion 

s ;  

x yon 0 b/s 1 variieren, so ~ndert sieh der Wert der Funktionen an den 
SteUen 

a-4-8 
( 9 0 )  = b , 

wo a und b irgend welche ganze Zahlen 1, 2 , - - - ,  N bedeuten, sprung- 

weise tun 1. Der Abstand zweier Werte (91) ist gr~l~er oder gleich s 
8 

sodafl in einem Intervall der L~npe ~ sich die Funktion q~(x~ s; N )  um 

nicht mehr als 1 ~nder~ 
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w  

Nachweis des Hauptsatzes yon der Unwahrscheinliehkeit 
tier mittleren Bewegung der Funktion ~(x ,  s; n). 

Wit beweisen nunmehr den Hauptsatz: 
Satz  7. ~Es gibt eine Menge M (0 ~ x ~ 1) vom Marl Eins, und ~u 

jedem x der Menge M eine s-Mertge yore 21lafl Eirts derart, daft fiir jedes 
Wertel~aar (x, s) die Funktion ~(x,s; n) keine mittlere Bewegung besitzl. 

Als ebene Menge betrachte~, ha~ die (x, s)-Menge das Mat~ 1. Wit  
kGnnen also sagen: 

JEs beste~ fiir mitttere Bewegung der Funktion q~(x, s; n) die geometrische 
Wahrschei~lichkeit Nu~. 

Beweis :  Wir nehmen als Mengen M und S die Mengen des Satzes 6. 
an, Infolge der Beziehung 

is~ ffir das dor~ bes~immte N 

wo Z entweder 0 oder • 1 ist. 
Es sei 

(94) [~x] ~* 
#* 

wo ~-  irreduzibel sei trod 

(95) v = ~*. v**. 

Far N s~ehen alle WerCo zur Verfiigung, welehe im Iu~ervalle (67) yon 
der L~inge 2v liegen. Wir denken uns N so gew~ihlt, da~ 

(96) ~V= 0 (~*) 

wird. Es ist also nach (79) 

(97) 

Also ist 

( 9 8 )  ~(x, s; N)  -- Ns  = N [~*'~] --  Ns  + 
~2 

- -  N (v~s) - ; ~ - + ~ .  

Nun i~  aber :hT bei gegeben~m L so bes~imm~ wordent 

(99) 2~ (~s) :> Z 

wird. Aus 
( l o o )  - - 
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folgt durch Division mit v = v*. 
[~*s] [~s] 

s - -  ~. ~ s - - - V - ,  

d .h .  
(101) O,*s) ~ (~s) 

Es ist also zufolge (98) und (99) 

( 1 ~ )  l~(x,  s; ~ ' ) - I v s l  ~ Iv ('~) - z ,  

> L - - z ,  
>L--I. 

Es l ~ t  sich also, wie gro$ auch L - -  1 vorgegeben sei, zu jedem (x, s) 
der Menge ein iV derar~ bestimmen, daft die Ungleichung (102) erfiillt ist. 
Damit ist der fragtiche Satz volls~ndig bewiesen. 

M,., verallgemeiner% die vorstehenden Betrachtungen, indem man an- 
start der Funlr~ion q~(x, s, n) die Funktion 

~(x,  a, s; ~) = ~(z ,  a + s ;  ~) - -  ~(x ,  a; ~) 
betrachtet, welche die Anzahl der Gitterpunk~ in einem u m a  nach rechts 
verschobenen Streifen angibt Da keine neuen Uberlegungea ins Spiel 
kommen, so verzichten wir auf eine Angabe der Beweise und formulieren 
lediglich das Ergebnis: 

Es besteht die geome~rische Wahrsehvinlid&eit iVull flit  mittlere ~e- 
wegung der Funktivn ~(a, x, s; n)~ was auvh a sei. 


