Ein neunes Fundamentalsystem fiir symmetrische
Funktionen.

Von
Bernhard von Ludwig in Berlin.

n
Hinsichtlich der Potenzsummen s, = Z z} (A=1,2,...) beliebiger
k=1
n GroBen z,, x,, ..., #, weil man seit Newton, daB die » ersten derselben
ein Fundamentalsystem fiir symmetrische Funktionen von Zyy Xyyenes X,
bilden, d. h., daB sich jede rationale symmetrische Funktion dieser GroBen
durch s, s,, ..., s, rational darstellen lift.

In neuester Zeit erst ist durch eine im 23. Bande der , Acta Mathe-
matica® (1900) verdffentlichte Arbeit von Vahlen bekannt geworden, da8
nach beliebiger Wahl einer der Zahlen m = 2,3,..., n und nach Be-
seitigung aller Potenzsummen s,,, s,,,, 85,,, --- auch noch von den tibrig
bleibenden Potenzsummen die ersten = zu einem Fundamentalsystem ver-
einigt werden kOmmen.

Ich will jetzt zeigen, daf, wenn man unier g wgendeine ganze
postive Zahl versteht, welche die Bedingung

~ n—1
(1) n=g2>—
erfillt und sich aus den g -+ 1 Potenzsummen Sgt1> Sgaas -+ Sggpy GONZ

beliebig n — g Potenzsummen 8,5 81,0 -+ > 8;, , herausgegriffen denkt, wot-
wendig auch s, s,, . .., 8458, 58,5458 ein. Fundamentalsystem bilden.

‘2 Tln-g

(Zufolge (1) ist stets g1 > n — ¢, und Gleichheit kann nur bestehen, wenn
die zu nichts Neuem fithrende Wahl ¢ :352:3 , Vorausgesetzt, dafl » unge-

rade ist, getroffen wurde.)

Zum Beweise ist es am einfachsten, von der Girardschen Formel
ausgugehen, durch welche die Potenzsummen in independenter Form als
ganze rationale Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen
dargestellt werden. Versteht man unter fi(i=1,2,...,n) die elemen-
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tare symmetrische Funktion 1-ter Dimension von z,, %,, ..., ,, S0 be-
steht die Girardsche Formel in dem Gleichungssystem

Mrtpat ...ty
g . i1 =1 R R L ot AT TN u
(2) 8=(=1)"2 2 et fifie. ol

MHisHgsenns ["u)
A1=1,2,...),
worin sich die Summation auf alle diejenigen Werte

Hys Moy ooy 1,=0,1,2, ...
zu erstrecken hat, welche die Bedingung

(3) it 2p At p, =1

erfilllen. Die analogen Formeln, durch welche die elementaren symme-
trischen Funktionen durch die ersten Potenzsummen ausgedriickt werden,
lauten bekanntlich:

_1\#atHet
(4) f;: (—-—1)]b 2 sy ﬂ( ) ¥ 31“1 85:2 M SI{L;'
(o tgrems gy LB A L !
(A=1,2,...,n),
wobei iiber alle u,, gy, ..., a=0, 1, 2, ... summiert werden muf, fiir

welche u, +2u,+ ...+ Ay =1 1st.

Das Entscheidende ist nun, da8 fiir alle Ai=¢-+1,9-+2,...,2941
die rechten Seiten von (2), wenn sie als ganze rationale Funktionen von
fys1s Tgras o5 In allein betrachtet werden, stets lsneare Funktionen dieser
Ausdriicke sein miissen. Gesetzt nimlich, es kidmen in einem der Produkte
12 fie oL fi's mehrere Faktoren f)'e, fi°, ... vor, fiir welche g<o<<o< ...
wnd p,>0, u,>0,... ist, oder, wenn dies nicht der Fall, doch ein
Faktor fj'¢, der die Bedingungen g < g, 4, >>1 erfiillt, so wire im ersten
Falle op,+op,+...229+3 und im zweiten ou, >2¢-+2, in
beiden Fillen also a fortiori u, +2u,+ ... +nu,>294 1, was wegen
(8) fiir alle i=¢g-+1, 9g+2,...,2¢-}+1 nie eintreten darf. Da wir
nun die Werte 4 =14,, 45, ..., 44—, den Zahlen g1, ¢9-4-2,...,2g9+1
beliebig entnommen haben, so gehen die betreffenden Gleichungen (2),
wenn man fir f,, f,, ..., f, die nach (4) zu bildenden ganzen rationalen
Funktionen von s,, s,, ..., S, einsetzt, iiber in ein System von der Form

(5) 81, = 0)‘,;’1 fg+1 + Ci.i,e fg+2+ .. + CAi,%—g fn+ Oli’n-—y-i-l
(i = 1’ 2: LR n""g))

worin die GroBen C in der angegebenen Weise von s,,s,,...,s, ab-

héngen. Trite dabei der Fall ein, daB die Determinante (n—g)-ten

Grades |Cy ,| verschwindet, so ergébe sich hieraus eine lineare Ab-
(t.e=1,2,...,0—9)

hingigkeit zwischen den n—g Ausdriicken 8;;—Cy; g+ (=1, 2, ..., n—g)
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mit Koeffizienten, die rational in s, s,,..., s, sind, also eine Beziehung
zwischen 815835 0445 8g> 'S).,’ '3123 LR Sln—g' Mithin miifite die Funktional-

determinante
(84, 82y -5 8¢, 82,9 8y - o s;m"g)

a(xla x-z: LIRS ] xn)
identisch verschwinden und folglich auch die bis auf einen von Null ver-
schiedenen numerischen Faktor mit ihr identische Determinante

1, 1, ceey 1 )
L 2, Z,, ceey X,

, ) .
D=z xf e, 2978 ]
| xllll‘la x;rl, s e xrf-l—l

¥
i xfn-—g_‘l’ x;n_g—l’ R | m:’a—(/—l i

Nach den fiir Determinanten geltenden Grundbegriffen erhilt man
aber, abgesehen von den Koeffizienten, die simtlichen 7! Glieder von D,
wenn man in %, z;c. ... x’ das System e, ¢,,...,«, alle aus den
n Elementen 0,1, ...,9—1, 1, —1, ..., 4,_,~1 gebildeten Permu-
tationen durchlaufen 1iBt. Da nun von diesen Elementen keine zwei
einander gleich sind, also die auf die angegebene Weise aus Xy, Ty, onn, X,
gebildeten Terme simtlich voneinander verschieden sind, so miiBte
wegen der Unabhingigkeit dieser GroBen das identische Verschwinden von D
durch das Verschwinden simtlicher %! Koeffizienten bedingt sein, im
Widerspruch zu der Tatsache, daB diese Koeffizienten bekanntlich alle
den Wert &1 haben. Die Annahme, von der wir ausgingen, es sei

. {?;Le [ =0, ist also auszuschliefen, und diese Determinante hat somit
%, 0=1,2,,..,0~g

einen von Null verschiedenen Wert; folglich lassen sich die Gleichungen (5),
d. h. die Gleichungen

Clz’,l fa+1 + Ci.i,"zfg-g—‘z + Te + Czi,n-—g fn= 81— Ciui,n—g+1 (’l:‘—zl, 2,.. . n——g)

11} bezug auf fys1s fytas--+s f, eindeutig auflosen, was unmittelbar zu
einer Darstellung dieser Ausdriicke als rationale Funktionen von 85
82504428, 8 18, 5.1, 8, , fiihrt. Da nun die analoge Aufgabe hinsicht-

n —

Lich £, foyer e, f, schon durch (4) gelést wird, da also simtliche elemen-
taren symmetrischen Funktionen von Zy» Xy .., x, ratiopal durch s,
2544485, 8,,8,,...,8  darstellbar sind, so miissen diese Potenzsummen
in der Tat, wie behaupgez,g ein Fundamentalsystem sein.

(Eingegangen am-2. 7. 1920.)



