
Ei]] neues Fundamentalsystem fiir symmetrische 
Funktionen. 
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Bernhard yon Ludwig in Berlin. 

n 

Hinsichtlich der Potenzsummen s;. ~ x~- (~ ~ 1, 2 , . . . )  beliebiger 
k=-I 

n GrS/~en xl, %, . . . ,  x~ weft] man seit Newton, dab die n ersten derselben 
ein Fundamentalsystem fiir symme~rische Funktionen yon xl, x.~, . . . ,  x,~ 
bilden, d.h. ,  da/] sich jede rationale symmetrische Funktion dieser Gr5Ben 
durch sl, s, ,  . . . ,  s~ rational darstellen lg/tt. 

In neuester Zeit erst ist dutch eine im 23. Bande der ,,Acta Mathe- 
matica" (1900) ver5ffenttichte A_rbeit yon Vahlen bekannt geworden, dat3 
nach beliebiger Wahl einer der Zahlen m = 2, 3 , . . . ,  n und nach Be- 
seitigung aller Potenzsummen s,,, 8~,~, s.~,n,.., auch noch von den iibrig 
bleibenden Potenzsummen die ersten n zu einem Fundamentalsystem vet- 
einigt we~den kSnnen. 

Ich will je~zt zeigen, da~, wenn man  unter g irgendeine ganze 
1~ositive Zahl versteht, welc]~e die YBedi~!lung 

(1) n >  g >  n--1 

er/i~llt und  sich aus den g ~- 1 Potenzsummen sg+,, sg+~., . . . ,  s~g+~ ganz 
beliebig n -- g Potenzsummen % , % ,  . . . ,  s;.~_, herausgegri]/en denkt,  not- 

wendig auch s~, s~,. . . ,  sg, s2,, % ,  . . . ,  %. ,  ein tZundamentalsystem bilden. 

(Zufolge (1) ist stets g-~ 1 ~ n ~ g, und Gleichheit kann nur bestehen, wenn 

n-- 1 vorausgesetzt, da~ n unge- die zu nichts Neuem fiihrende Wahl g = 2 ' 

fade ist, getrof[en wurde.) 

Zum Beweise ist es am einfachsten, yon der Girardsehen FormeI 
auszugehen, dutch welehe die Potenzsummeu in independenter Fo~m Ms 
ganze rationale Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen 
dargestellt werden. Versteht man unter fx (2 ~ 1, 2, . . . ,  n) die elemen- 

5* 
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t a r e  

steht die Girardsche Formel in dem Gleichungssystem 

(:2) s z = ( - -  1 ) ~ " 2 " Z  ( - 1 ) " ' + ' + ' ' ' + ' % ( / * ' + / ~ ' ~ + ' ' ' + * * ' - ' 4 ~ - 1 ) !  
(/~l,/*~ . . . . .  /*a) /~i ! ~u e I . . .  ! #~ ! 

(J. = 1, 2,  . . . ) ,  

symmetrische Funktion 2- ter  Dimension von x~, x e , . , . ,  x , ,  so be- 

f l i t  1 f#" "C" 

worin sich die Summation auf alle diejenigen Werte 

/~1,/~e, .-.,/~,----- 0, 1, 2, . . .  

zu erstrecken hat, welehe die Bedingung 

(3) #~q- 2 / % q - . . .  q- n # , :  ~ 

erfiillen. Die analogen Formeln, dutch welche die elementaren symme- 
trischen Funktionen durch die ersten Potenzsummen ausgedriick~ werden, 
lauten bekanntlich: 

( _ _ 1 ) , ~ + ~ ' - +  "*" +,~Z S ~  8 '~'~ 8/~z 
�9 C u ~ ,  a =  . . . . .  ~ )  . . . .  ! . . .  , u ) . .  

wobei fiber alle #~,/%, . . . , / ~  = 0, 1, 2, . . .  summiert  werden 
welche #1 -~ 2 / ~  ~ . . .  ~- 2 ,uz ~ ~ ist. 

mug,  fiir 

Das Entscheidende ist nun, dab flit alle 2 = g-~ 1, g ~ 2, . . . ,  2 g ~ 1 
die rechten Seiten von (2),  wenn sie als ganze rationale Funktionen von 
[g +1, fg +~, " - ,  f,  allein betrachtet  werden, stets lineare Funktionen dieser 
Ausdriicke sein mfissen. Gesetzt ngmlich, es kgmen in einem der Produkte 
771  ,u~ f~ . . . .  f~'~ mehrere Faktoren f~e, fi'~, ... vor, fiir welche g < e < o <  . . .  
und # e > 0 , / ~ : > 0 , . . .  ist ,  oder, wenn dies nicht der Fall, doch ein 
gaktor  .-o f ;- ,  der die Bedingungen g <  ~, # e > l  erfiillt, so w~ire im ersten 
Falle e / ~ e + ~ / ~ , + . - - ~ 2 g + 3  und im zweiten e#e > 2 g ~ - 2 ,  in 
beiden Fgllen also a fortiori #1 -~- 2 #~ + . . .  + n #n > 2 g -~ t ,  was wegen 
(3)  ffir alIe 2 = g + l ,  g - ~ 2 , . . . , 2 g + l  nie eintreten daft. Da wit 
nun die Werte 2 ~- 2~, 2~, . . . ,  2~_g den Zahlen g + I ,  g ~- 2, . . . ,  2 g + 1 
bdiebig entnommen haben, so gehen die betreffenden Gleichungen (2),  
werm man fiir /'1, f~ , . - - ,  fg die nach (4) zu bildenden ganzen rationalen 
Funktionen von s~, % , . . . ,  sg einsetzt, fiber in ein System yon der Form 

(5) 
( i  = 1, 2,  . . . ,  n - a ) ,  

worin die GrSSen C in der angegd)enen Weise yon s~, s ~ , . . . ,  Sg ab- 
h ~ g e m  Tr i te  dabei der Fall ein, dab die Determinante ( n - - g ) - t e n  
Grades l C~.ei  verschwindel~, so erg~be sich hieraus eine lineare kb-  

( / , e=I ,~ ,  . . . .  n - c )  

h~ngigkeit zwischen den n.--g kus&ficken s~i--O&,_a+i ( i = 1 ,  2, . . . ,  n - g )  
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mit Koeffizienten, die rational in s 1, s.z, . . . ,  sg sind, also eine Beziehuag 

zwischen sl, s~., . . . ,  sg, szl, s~ , . . . ,  s~.~_g. Mithin miiBte die Funktional- 
determinante 

(sl,  s~, . . . ,  sg, sz,, sz~, . . . ,  sz,_ g) 
( x l ,  x.z, - . . ,  x,~) 

identisch verschwinden und folglich auch die bis auf einen von Null ver- 
schiedenen numerischen Faktor mit ihr identische Determinante 

' 1 1 t 

�9 . . ~ o �9 �9 . �9 ~ �9 �9 �9 

D = x$ - - - ,  xY 
J 

z : ,  . . . ,  
I 

X.)  n - g  X a a - - q  

Nach den fiir Determinanten gettenden Grundbegriffen erh$1t man 
aber, abgesehen yon den Koeffizienten, die sEmtlichen n! Glieder von D, 
wenn man in x~ 1. x$ * . . . .  x2* das System al, a ~ , . . . ,  r  alle aus den 
n Elementen 0, 1, . . . ,  g - -  1, 2~-- 1, . . . ,  2~_ a ~  1 gebiideten Permu- 
tationen durehlaufen 1/il]t. Da nun von diesen Elementen keine zwei 
einander gleich sind, also die auf die angegebene Weise aus xl, x 2 , . . . ,  x~ 
gebildeten Terme s/imtlich voneinander verschieden sind, so mii~te 
wegen der Unabh~ngigkeit dieser GrSflen das identische Verschwinden von D 
durch das Verschwinden s~imtlicher n! Koeffizienten bedingt sein, im 
Widerspruch zu der Tatsache, dab diese Koeffizienten bekanntlich alte 
den Wert _-I-1 haben. Die Annahme, von der wir ausgingen, es sei 

I Czi, el~-~-0, ist also auszuschlie~en, und diese Determinante hat somit 
(i, ~=1, 2 . . . . .  n - - g  

einen von Null verschiedenen Weft; Iolglich lassen sich die Gleichungen (5), 
d.h. die Gleichungen 

C~.~, ~ fg+l @ Cz~,-2fg+~. @ . . .  -+- Cz~.~_g f~= s ~ - -  C~,,~_,+ 1 ( i =  l ,  2, . . . ,  n - - g )  

in bezug auf fg+l, f a + ~ ' ' " ,  f~ eindeutig auflSsen, was unmittelbar zu 
einer Darstellung dieser Ausdriicke als rationale Funktionen yon si; 

---, fiihrt. Da nun die analoge Aufgabe hinsicht- 

lieh f~, f2,.,---, [g schon dutch (4)gel6sr wird, da also s~mtliehe elemen- 
taren symmetrischen Funktionen von x~, x~, . . . ,  x~ rational dutch sz, 

"" damtellbar sind, so miissen diese Potenzsummen 
in der Tat, wie behauptet, ein Fundamentalsystem sein. 

(Eingegangen am'9. 7. 1920.) 


