
Uber die aus ~ Haupteinheiten gebildeten complexen 
Zahlen. 

Von Leopold Gegenbauer in Innsbruck. 

G a u s s stellte bekanntlieh in der Selbstanzeige seiner 
zweiten Abhandlung fiber die biquadratischen Reste in Aussicht, 
dass in einer sp~teren Mittheilung yon ibm ..die Frage, warum 
die Re]ationen zwischen Dingen. die eine Mannigfaltigkeit yon 
mehr als zwei Dimensionen darbieten, nicht noch andere in der 
allgemeinen Arithmetik zul~ssige Arten von GrSl~en (auger den 
gemeinen complexen) liefern kSnnen, ihre Beantwortung finden 
werde". Die in diesem Aufsatze versproehene Arbeit ist hie er- 
schienen und es hat sieh aueh in dem Gauss ' s ehen  Nachlasse 
keine einschl~gige Aufzeiehnung vorgefunden. Herr Professor 
K. ~ V e i e r s t r a l ~  hat die yon G a u s s  aufgeworfene Frage in 
der von ihm geleiteten Abtheilung des mathematischen Seminars 
an der Berliner Universit~t wiederholt in ersehSp.fender Weise 
erledigt (zuerst im Wintersemester 1861/62), seine diesbezfig- 
lichen Untersnchungen schliel~lieh im Jahre 1884 in den GSttinger 
Naehrichten verSffentlicht und dadurch den Anstol3 zu einer 
Reihe yon interessanLen Arbeiten fiber hShere complexe Zahlen 
gegeben. 

Die in den eben erw~hnten Untersuehungen betrachteten 
complexen Zahlen sind lineare homogene Funetionen der n Haupt- 
einheiten el, e~, . . . .  e ,  haben also die Form: 

al el -q- a~ e~ ~ . . . --]- a n e n ,  

wo die GrSl3en %, die Coordinaten der complexen Zahl, aus einer 
unbenannten Einheit, ffir die man, wie es in diesen Zeilen 
gesehehen soll, ohne Beschriinkung der Allgemeinheit die Zahl 1 
nehmen kann, gebildet sind und a z e  z die GrSl3e bezeiehnet, 
welche entsteht, wenn man an Stelle der bei der Bildung yon % 
verwendeten Einheit e z schreibt. 

Uber die n Haupteinheiten werden fo]gende Voraussetzungen 
gemacht : 

1. Die Einheiten e~,e~, . . . ,  e sind yon einander linear unab- 
h~ingig, so dass also eine Gleiehung yon der Form 

a~e~ + ase~ + . . .  + a ~e  ~ - ~ 0  
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nur bestehen kann, wenn alle reellen Zahlen a 1 (4 --  ], 2 , . . . ,  n) 
den Wert  0 haben. 

2. Die Multiplication der Einheiten, deren Produete selbst- 
verstiindlich Zahlen des Gebietes sind, da sonst das System 
nicht begrenzt w~re, ist commutativ, associativ und distributiv. 

3. Die fiir die Einheiten geltenden Multiplicationsgesetze 
sind so beschaffen, dass die Division im allgemeinen ausfiihrbar 
ist und dass eine algebraische Gleichung nur dann unendlieh 
viele Wurzeln besitzen kann, wenn alle Coefficienten derselben 
einen Factor der Null als gemeinsamen Theiler haben. 

Fiir die Zahlen eines solchea Gebletes ist die Addition 
und Multiplication commutativ, associativ und distributiv und 
es existiert in demselben ein Modul der ]Kultip]ication, d.i .  eine 
Zahl,  welche jede andere unge~ndert ]~sst, wenn sie mit ihr 
multiplieiert wird. 

Da im Gebiete der reellen (aus einer Haupteinheit ge- 
bildeten) Zahlen V ' - 1  nicht existiert, so dass man schon zur 
LSsung der quadratischen Gleiehungen aus z w e i Haupteinheiten 
gebildete ZaMen verwenden muss, so dr~ngt sich unmittelbar 
die Frage nach etwaiger Nichtexistenz der Quadratwurzel aus 
dem negativ genommenen ]Kodul der Multiplication in einem 
aus n Haupteinheiten abgeleiteten Zahlensysteme auf. Herr Pro- 
fessor W e i e r s t r a ~ hat nun u.a .  bewiesen, dass dieselbe 
nur in den aus einer geraden Anzahl yon Haupteinheiten 
gebildeten Gebieten existieren kann. Da sein Beweis dieses 
~iul~erst bemerkenswerten Satzes, der gerade fiir weitere Kreise 
yon besonderem Interesse sein diirfte, die Kenntnis des Funda- 
meutalsatzes der Algebra voraussetzt, so habe ich einea mit mSg- 
lichst elementaren ]Kitteln ausfiihrbaren Beweis desselben gesucht 
und denselben in der yon mir geleiteten Abtheilung des mathe- 
matischen Seminars an der hies{gen Universitiit im Sommer- 
semester 1880 und im Jahre 1885 in den Dcnkschriften der 
kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wieu mitgetheilt. 
Dieser Beweis, welcher eine interessante Anwendung des Multipli- 
Cationstheorems der Determinanten bildet, mug nun in etwas 
ver~nderter Form in den folgenden Zeilen angegeben werden. 

Nimmt man n Zahlen 
~i ~ O~ii ei  JC ai2 e2 d- �9 �9 �9 ~-  r e 

~2 ---  a2 i  ei "-~ a~2 e2 -~ �9 . �9 J r  a 2n  en 

�9 * o , �9 �9 ~ ~ �9 ~ o �9 ~ 

~n --" a n  1 e i  -~ an  2 ez -F �9 �9 �9 + % .  e n 

des betrachteten Gebietes, welche yon einander linear unab- 
h~Lngig sind, so dass also 

I > I a~ k 0 



Uber die aus n Haupteinheiten gebildeten complexen Zahlen. 4 3 1  

ist, so lassen sich die n Haupteinheiten uud demnach alle Zahlen 
des Systems als lineare homogene Funetionen ~ derselben dar- 
stellen, so dass also fiir die Produete ~ ~ derselben die 
Gleiehungen 

~ % = (~, ~)1 ~1 + (z, ~)2 ~ + . . . .  + (z, ~)~ ~ 
bestehen, we die Coefs (~, g)~ reelle Zahlen sind, welche, 
well die Multiplication eommutativ ist, die Gleichungen 

(;t, ~)~ - (~, ~)~ 

befriedigen, w~hrend wegen des Assoeiationslorineips zwischen 
ihuen die Relationen 

(x, , L  (~, e)~ = ~ (, ,  r (x, ~)o (x, , ,  r ~ = ~, 2 . . . ,  n) 
r ~--~- 1 T : I  

bestehen. 
Aus dem letzten Gleiehungssysteme ergibt sieh sofort elne 

bemerkenswerte Eigenschaft der Zahlen (X, H). 
Unter Benfitzung des Multiplieationstheorems der Determi- 

nanten leitet man n~mlich mit ihrer Hilfe sofort die Relationen 

r = l  

ab. 
Da bei der vorausgesetzten Unabh~inglgkeit der Zahlen ~z 

die auf den reehten Seiten dieser Gleiehungen stehenden Determi, 
nanten yon Null versehieden sind, so ergibt sieh der Satz: 

Werden die n~ Produete ~x ~ yon n yon einander linear 
nnabh~ngigen Zahlen des aus n mit den angefiihrtdn Eigen- 
sehaften versehenen ttaupteinheiten gebildeten Zahlensystems als 
lineare homogene Funetionen derselben in der Form 

ausgedriiekt, so hat die Determinante 

v =  I (~, a =  1 ,2 , . . . , n )  

das positive oder negative Vorzeiehen, je naehdem die zwei 
Determinanten 

I(~,e)ol, I(', e)~[(~,o_~,~,...,~) 
gleieh bezeiehnet slnd oder nieht, so dass also speciell die n De- 
terminanten 

r =  1 (~,  a = l ,  2 , . .  �9 , n )  

positiv sind. 
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Gibt es nun in dem betraehteten Systeme eine Zahl ~ ,  
welehe dem nega~ genommenen Quadrate dner anderen ~ gleich 
ist ,  so besteht zwisehen diesen zwei Zahlen offenbar kdne 
lineare Beziehung (mit reellen Coefficienten) und demnach laSsen 
sieh stets in mannigfaeher Weise n - -  2 andere Zahlen ,/x finden, 
welehe mit den eben genannten ein System yon n yon einander 
linear unabhiingigen Zahlen bilden. Da in diesem Falle 

(~,, ~)~ - o (~ ~ ~) 
0' ,  *')~ = - -  1 

ist, so muss naeh dem eben aufgestellten Satze die Determinante 

l(~, e)~ I(~,~=~,~,...,,~) 
positiv oder negativ sein, je naehdem die Anzahl der Haupt- 
einheiten gerade oder ungerade ist. 

Ist ~ der Modul der Multiplication, so ist 

0:' e) e = 1 
und demnaeh stets 

----1 
. . . .  , , ) .  

Man hat daher den Satz: 
In einem aus einer ungeraden Anzahl yon mlt den an- 

gegebenen Eigenschaften begabten Haupteinheiten gebi]deten 
complexen Zahlensysteme ist die Quadratwurzel aus dem negativ 
genommenen Modul der Multiplication nieht vorhanden. 

Der mitgetheilte elementare Beweis des W eie r s t r a l~- 
schen Satzes l~isst deutlieh hervortreten, dass lediglieh das 
Associationsprincip die Ursache des Nichtvorhandenseins der 
angefiihrten Quadratwurzel ist. 

Da, falls % weder ein Theiler der Null, noeh eine Zahl ist, 
deren Quadratwurzel in dem betrachteten Gebiete nieht vor- 
handen ist, aus dem Bestehen der Gleichung 

die Existenz der Quadratwurzel aus dem negativ genommenen 
Modul der Multiplication folgt, so lehrt der eben bewiesene Satz, 
dass diese Gleichung mit etwaiger Ausnahme der besonders zu 
untersuchenden genannten Fglle in einem aus einer unge.'aden 
Anzahl yon Haupteinheiten gebildeten Systeme unmSglieh ist. 


