Ueber eine Classe linearer Differentialgleichungen.

(Erster Aufsatz.)
Von

J. Horx in Charlottenburg.

Herr Poincaré hat*) das Verhalten der Iniegrale der linearen
Differentialgleichung

m dm—l d
@ R4 4 Paafl+ Py =0,

d wm-—l

deren Coefficienten

Ruaa“xp_l..... (@=O,1m)
ganze Functionen p'* Grades von z sind, bei der Anniherung der
Veriinderlichen # an die Unbestimmtheitsstelle & = oo untersuché, in-
dem er die Integrale in der Form

Y =Jve'”dz

darstellte, wo v = »(2) der ,Laplace’schen Transformirten*

(B) (aozm'l"alzm-1+"'+am—lz+am)%§+'"=07

einer linearen Differentialgleichung p'er Ordnung mit Coefficienten smten
Grades, gentigt und der Integrationsweg [ passend zu wihlen ist. Auf
diese Weise ergab sich insbesondere die Bedeutung der im allgemeinen
divergenten ,,Normalreihen®, welche der Differentialgleichung formell
geniigen **)

*) Amer. Journ. Bd. 7; Act, math, Bd. 8,

*%) Als Grundlage fiir das Folgende geniigt, da zunschst alle Ausnahmeftile
ausgeschlossen werden, die einfache Darstellung der Poincaré’schen Methode in
Picard’s Traité d’Analyse, Bd, 3, Cap. 14. (8. 388 miissen die Glieder der Reihe
Z abwechselnd mit 4 und — versehen werden.) — Schlesinger’s Handbuch der
Theorie der linearen Differentialgleichungen (Bd. I, 6. u. 7. Abschn,) enthilt eine
eingehendere Darstellung der Laplace’schen Transformation, wobei jedoch die
Bedeutung der divergenten Reihen, auf die es im Folgenden hauptsichlich an-
kommt, nur kurz gestreift wird.
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Ieh beabsichtige, den von Herrn Poinearé eingeschlagenen Weg
weiter zu verfolgen und das Verhalten der Integrale der Differential-
gleichung (A) in der ganzen Umgebung der singuliren Stelle & = oo
mit Benutzung der divergenten Reihen eingehender zu untersuchen.
Es handelt sich dabei um Fragen von der Art derjenigen, welche ich im
49. Bd. der Math. Ann. fiir den einfachsten Fall, nimlich fiir die lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten, be-
handelt habe¥)

Es wird im Folgenden vorausgesetzt, dass g, nicht gleich Null
und die m Wurzeln e, ... @, der charakteristischen Gleichung

(G apem - gomtl .o g0 @y =0

verschieden sind. Die zur singuléren Stelle # =o; (A =1, ... m) der
Laplace’schen Transformirten (B) gehorige determinirende Gleichung
hat die Wurzeln 0,1,...» —2 und 4,; ganzzahlige Werthe von 1,
werden vorliufig ausgeschlossen.

Im vorliegenden Aufsatz werden die Untersuchungen des Herrn
Poincaré iiber die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe-
rentialgleichung (A) durch die Normalreihen so weit erginzt, dass es
mbglich ist, das Verhalten der Integrale in der ganzen Umgebung der
singuliren Stelle # = oo zu iibersehen, wihrend es sich bei Herrn
Poincaré nur um das Verhalten der Integrale auf einem bestimmten
nach der singuliiren Stelle gehenden Wege handelt. Die in §1 und
§ 2 fiir die allgemeine Differentialgleichung (A) angedeuteten Entwick-
lungen, bei welchen die Gruppirung der Wurzeln der Gleichung (C)
eine Rolle spielt, werden in § 3 ftir die Differentialgleichung zweiter
Ordnung und in § 4 fiir die Differentialgleichung dritter Ordnung aus-
gefithrt; in § 5 wird die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung
mit linearen Coefficienten behandelt.

Auf Grund der hier entwickelten asymptotischen Darstellungen
wird in einem folgenden Aufsatz das Verbalten der Integrale in der
Umgebung von x == oo in #hnlicher Richtung untersucht, wie es im
zweiten Theil des Aufsatzes ,,Verwendung asymptotischer Darstellungen
zur Untersuchung der Integrale einer speciellen linearen Differential-
gleichung®**) fiir den einfachsten Fall geschehen ist.

*) Viele der dortigen Entwickelungen haben allgemeinere Giltigkeit und
kénnen im Kolgenden theils unveriindert, theils mit gewissen Modificationen be-
nutzt werden. — Wie sich die Bedeutung der gewissen auch nicht linearen
Differentialgleichungen genligenden divergenten Reihen ohne Benutzung bestimmter
Integrale untersuchen lisst, habe ich in Crelle’s Journ. (Bd. 118 ) gezeigt.

*%) Math. Ann, Bd, 49,
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§ 1.

Die Laplace’sche Transformirte (B) der Differentialgleichung (A)
hat unter den in der Einleitung gemachten Voraussetzungen im End-
lichen die singuliven Stellen der Bestimmtheit e,, ... @,, wihrend

== oo eine Stelle der Unbestimmtheit ist. Die zur singuliren Stelle
o3 (h=1,...m) gehdrige determinirende Gleichung hat die Wurzeln
0,1,...p—2 und 4;; wenn der Voraussetzung gemiss 4, keine ganze
Zahl ist, lisst sich ein Fundamentalsystem von (B) berechnen, welches
aus p — 1 Potenzreihen von 2 — @, namlich v, vae, ... v4p_1, und
aus einer mit (¢ — ;) multiplicirten Potenzreihe

Uy =Upp = (¢ — a,,)thAlm(z — o)
=0
besteht. Die Grisse A;o sei bestimmt fixirt.
Wir fithren die folgenden Integrale der Differentialgleichung (A)
ein, welche, wie sich spéiter zeigen wird, ein Fundamentalsystem bilden:

7= fve*dz; (h=1,...m)
U3
wir ziehen in der z-Ebene vom Punkt &, aus eine Gerade ins Unend-
liche, welche mit der positiven reellen Axe den Winkel o bildet, und
beschreiben um e, einen kleinen Kreis, welcher die Gerade im Punkt
» schneidet; dann besteht der Integrationsweg I, aus der von oc bis p
durchlaufenen Geraden, aus dem im positiven Sinn durchlaufenen Kreis
und der von p bis oo riickwirts durchlaufenen Geraden. Zur Fixirung
der in v, enthaltenen Potenz (¢ — ;) setzen wir im Ausgangspunkt
p des kreisformigen Theiles von I, arg (¢ — &) = w; im allgemeinen
geniigt es, o zwischen einem willkiirlichen Anfangswerth o, und
@y — 2z variiren zu lassen. Derjenige Theil der Umgebung von
# == 00, in welchem der Integralausdruck fir 7, giiltig ist, wird sich
nachher ergeben. ‘
Nur fiir gewisse Werthe von o,

Dy Dyy - @1y Op == 0 ~— T, Dy =0 ~~T, ... 0p 1 == Opy — I,
welche absteigend geordnet seien, kommt es vor, dass die von einem
der Punkte a; in der Richtung @ ins Unendliche gehende Gerade noch
andere Punkte «, trifft. Neben dem Winkel wo (0=0,1,...r— 1)
kommt in obiger Reihe auch der Winkel 6o — % vor; denn wenn die
von «; in der Richtung @, ins Unendliche geherde Gerade den Punkt
oy, trifft, geht die von «, aus in der Richtung 0, — mw gezogene (e-
rade durch den Punkt o;; es ist

Wg == arg (o — &), Wor == 0y — X = arg (o; — o).
34%
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Wenn alle Punkte «,, ... a,, auf einer Geraden liegen, ist r = 1;
liegen niemals mehr als zwei Punkte o, auf einer Geraden, so hat r

den grossten Werth m(m2 ). Wir setzen L= 1¢ und
S— (o=1,...27)

wenn die Richtung ® des geradlinigen Theiles des Integrationsweges
{» zwischen @y und o, liegt, *)

Indem wir uns zur Untersuchung des Verhaltens des Integrals
7@ in der Umgebung von # = oo wenden, schreiben wir dafiir unter

Weglassung der Indices ¢ und %
n = fverdz,™)

wo v in der Umgebung von 2 = a die Entwickelung besitzt:

L4
v= (2 — af Z;Aﬂ(‘e — e},
k=0
oder, wenn wir # — & durch # ersetzen,

N = e‘m‘ffv ertdz,

¢

so dass der Integrationsweg ! die singulire Stelle # = 0 umschliesst,
in deren Umgebung die Entwickelung bestebt:

Wir haben jetzt den in Fig. 2, S. 456, Bd. 49 dargestellten Inte-
grationsweg [, und zwar beschrinken wir arg 2 = @ auf das Gebiet

&
m9_1—§>w>w9+—g—;

*) Dabei ist wy, = @y —2x. — Wenn wir den Winkel o das Intervall
@, -+ - wg — 2w tberschreiten lagsen und ®g 4 g5y = @2k 7 setzen, haben wir
unendhch viele Integrale 7{¥; 7{® und 5{+2") unterscheiden sich aber nur da-
durch, dass zur Fizirung der in v, enthaltenen Potenz (2 — ;)% das erste Mal
arg (¢ — @) = w, das andere Mal gleich w — 2# gesetzt ist; es ist daher

2 — .
72 H = 0

*#) Dabei wird e¢in #hnlicher Weg eingeschlagen, wie im 49. Bd. der Math.
Ann. fiir das specielle Integral, in welchem v = (2 — i)%(z + ) ist. Es geniigt
daher, in Ankniipfung an die frihere Entwickelung die durch die Verallgemeine-
rung der Function v bedingten Abiinderungen anzugeben,

**¥) Ganzzahlige Werthe von 1 sind ausgesehlossen.
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wo 0 eine beliebig kleine positive Grosse ist. Wir lassen arg z von
— 8
2

Function % durch den Integralausdruck fiir den durch die Bedingung

% — @ nach beidem Sinn hdochstens um Z

abweichen, so dass die

g—w9~_1+8<argx<37”—me—d‘
bestimmten Theil der Umgebung von z = oo definirt ist.*) Wenn wir
g @ == Pg
setzen, so dass wegen @i, = 0y — @
Potr = Q¢ + 7
ist, so ist 2 auf das Gebiet
Po-1+ 0 <arg 2 < Qoir— 0
beschrinkt**), und zwar ist
(@ptr — 0) — (Pg1 + 0) =7 + @py — 0g — 28 > =,

wenn 0 hinreichend klein angenommen wird.

Da die Reihe fiir » im allgemeinen nur in der Umgebung von
= 0 convergent ist, wihrend sich der Integrationsweg I ins Unend-
liche erstreckt, so setzen wir, unter # eine beliebige Zahl verstehend,

o= Shr +5.);
u=0

auf dem geradlinigen Theil von ! setzen wir

n
B,gt=0v— E A oty

©=9
auf dem Kreis ¢ mit dem kleinen Radius » ist

n+1
ge 7
|Bal < E 2,

wo ¢ und g positive Grossen sind. Wir haben

*) In Betveff des Verhaltens der Function v in der Umgebung von z = o
ist, da sich der Integrationsweg ! ins Unendliche erstreckt, § 6 der vorliegenden
Arbeit heranzuziehen. Vgl. Poincaré, Am. Journ. Bd. 7; Picard, Traité d’Analyse,
B4. 111, 8. 360 ff.

) Fir einen Theil der m Integrale 4\ (h=1,---m) kann die Richtung
arg # = o des geradlinigen Theiles des Integrationsweges das Gebiet @y Soe>o
{iberschreiten, ohne durch Punkte o hindurchzugehen, so dass die betreffende
Function 72;.9) durch das Integral in einem grsseren Gebiet der Verinderlichen
als dem oben angegebenen Po1 < W1Z & Py, dargestellt wird. Vgl, § 2
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il »
ne *F gttt = E Au. x“rlJ Ptrerds 4 ottt ) Rysterrds.
=0

3
Da am Anfang des Integrationsweges ! im Unendlichen arg & von

. — 8 . .
w — arg £ um weniger als ”——2— abweicht, so ist

{2+ 2HEE
x2+fz2+ﬂe’”dz __ bt gl — TG4 p 4 1)

p ol

1]
Wenn
A= O (@ DT 4 p o 1A,
gesetzt wird, besteht die Gleichung

n
A
ne-—txwxl-}-1= E]___E
P ad

#=0

8 = gttt B plerede
H
ist. Durch Zerlegung des Integrationsweges ! in den kreisformigen
Theil C und die geradlinigen Theile G, G’ zerfallt &, in die drei Theile

Eny Emy &n.*) Wie friher wird gezeigt, dass nach Angabe einer be-
liebig kleinen positiven Grisse ¢ eine positive Grisse R so angegeben

werden kann, dass |5,| < % ist fiir |2 > R, poy+0<arge < @pir—9.

Weiter ist
& ==f(v - ZAﬂzH‘#) evde,
#=9

(]

wo

so dass v an die Stelle des Ausdrucks 24 (2 - 29)% auf S. 459, Bd. 49
tritt. Es ist aber jetzt noch eine positive Grisse A so vorhanden, dass fiir

[#]>7, 01— 5 >arg s > mp 4 2

der absolute Betrag von v kleiner als ¢*!#l ist.#*¥) Die folgenden Schliisse
gestalten sich genau wie frither, und &) besitzt die vorhin von &, aus-
gesprochene Bigenschaft. Dasselbe gilt fiir &,". Es lisst sich also

nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grosse & einme positive
Grosse R so bestimmen, dass |s,| < z ist fiir

2| >R, Qe+ 0<args < gpr — 8

*) Bd. 49, 8. 458 ist «, statt s, geschrieben,

**} Freilich bedarf diese Behauptung jetzt eines besonderen Beweises, welcher
in § 6 nachgetragen wird.
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mit anderen Worten, &, convergirt fiir lim | x| = oo zur Grenze Null
gleichmissig fiir alle Werthe von arg x zwischen pg_; + & und g4, —9.
Bezeichnet man die im allgemeinen divergente Reihe

8(zzx~l-1(_‘40 + %l. + %; I )

mit S, so driicken wir das durch die Gleichung

n
p = ee® p—i-1 iﬂi‘ + si
;4 Froad P

=0
mit der angegebenen Eigenschaft von &, dargestellte Verhalten der
Function 7 folgendermassen aus: die Funetion 5 wird durch die Reihe
S in der Umgebung von z = oo gleichméssig fiir die Werthe von
arg « zwischen @, + & und g4, — d asymptotisch dargestellt; wir
schreiben
7008 (lim 2 =00, Pp1 4 0 < 8rg & < Pour — 9).

Wir fiigen nun die im Verlauf des Beweises weggelassenen Indices

¢ und % wieder bei. Wir setzen
uge = e (5% — )T (4 1) - Aug

und
ST A

—R; -
S, = g Mt
at

(h=1,...m)
p=0

Dann bestehen die asymptotischen Gleichungen

7@ 08, ... @008,
fiir

lim 2 = 00, @1 + 0 < arg 2 < Poqr — 0.

Dass die Functionen %{, ... % ein Fundamentalsystem der Diffe-
rentialgleichung (A) bilden, ist jetat wie bei Picard, Traité Bd. IIl, 8.379
zu ersehen. Dasselbe Reihensystem S,, ... S, stellt in den verschie-
denen Theilen der Umgebung von z == oo die 2 Fundamentalsysteme
79, ... 58 (9=1,...2r) asymptotisch dar, Dabet ist, was noch-
mals bemerkt sein moge, die in S; enthaltene Potenz 2z—*~1 durch
Angabe des Argumentes von « so fixirt, dass die Summe aus diesem
Argument und dem Argument von z— e am Anfang des kreisformigen
Theiles des Integrationsweges von 3@ gleich = ist oder von = um

weniger als ’—2' abweicht.
Das Giiltigkeitsgebiet
Po—1 + 0 < arg & < Qoyr — 0
der asymptotischen Gleichungen
7008, .. 0 S,
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und das Giiltigkeitsgebiet
Potr—1 + 0 < argx < Qoper — 0
der asymptotischen Gleichungen
7 0 Sy, et 0 S,
erfilllen zusammen die ganze Umgebung der Stelle z = oco. Es ge-

niigt daher in der Regel, zwei von den 2+ Fundamentalsystemen bei-
zubehalten :

=00, ..., =9
und

7_71 == 17(17'+1), .. ﬁm = 17(”7"+1) .

Um das Verhalten eines beliebigen Integrals y der Differential-
gleichung (A) bel der Anndherung der Veriinderlichen £ an die sin-
guldre Stelle 2z ==oco zu untersuchen, driickt man y einmal durch
N3 + -+ Ym, sodann durch 7, ... %, aus

y=cn + -+ Cntm,

y=c¢n+ .+ ulm
und setzt fir 5, bezw. 7, die asymptotische Reihe §;. Man hat also
die asymptotische Gleichung

yooe S 4+ o+ enSa

@+ 0 <argz < @ryq — 0
und die asymptotische Gleichung

YOS + o+ 28
¢+ 0 <arg 2 < garps — 0

fiir

fiir

d. h, wenn man

7%

< 4
2’1 N N~ 2 £
h==1

#=0

m K .A .
2’— orw  —Ap—1 2’ T e L
y == ¢ré A X 4 (“ ’*x—“— + ;jn—)
h=1 =0

setzt, so convergiren ¢, und &, fir lim = oo zur Grenze Null und
AWAr &, gleichmissig fiir alle Argumente von z zwischen @, - & und
@rt1— 0 und %, gleichmissig fiir alle Argumente von z zwischen
(1% —,— ) und Perg1 — d.

Die reellen Theile der Grossen o;# und &3z sind nur dann ejn-
ander gleich, wenn arg 2 bis auf Vielfache von = gleich

7 T

Mg — ) =5 — @y =,

ist. Die Werthe ¢,, @;, @, ... sind also diejenigen Werthe von arg x,
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fir welche zwei oder mehrere der Grossen R(wmz), h=1, ... m,
tibereinstimmen. Wenn arg z auf das Gebiet
Por + 0 < arg < 9y — 8
beschrinkt wird, sei
Ry x) > R(ey2) > - > R(wnx),

so dass fir lim # = co €™ ®*(% = 2, ... m) zur Grenze Null conver-
girt gleichmiissig filr die angegebenen Werthe von arg x. Unter
N4y « . . Ym verstehen wir eines derjenigen Fundamentalsysteme, welche

in dem jetzt betrachteten Gebiet durch das Reihensystem S, ... Sa
asymptotisch dargestellt werden. Es sei

y=cinl+"‘+cmnm:

y = Zm' &A% 5 —An—1 (2 'Ah,u ) ,

h==1 =0

also

WO &4 fir @, + 0 < arg & < @, — 0 gleichmissig zur Grenze Null
convergirt. Wenn ¢, von Null verschieden ist, ist

A s A 2
y=clea.wx-_zl—1[ Z’_ﬁ‘_l__;%_l,z_jg(aa—-m)xxln—lg( E'_x%‘_f.w;;”)_’_...:l;

=0 p=0
schreibt man dafiir

'Al E1
Y = ¢, en% gh (u “—l—';nl )

so convergirt 2y, fir @i - 0 < argx < @, — 0 gleichmissig zur
Grenze Null, d. h. es ist
yoo el
fiir go1 40 <arga < g, — 0. Ist
=0, ¢=0...0a0=0a6F0,
so findet man ebenso

4 F
(4 — Azl Thee hn
_1/——-—-(:6'{'5c L (.S_; +",,):

WO %, dieselbe Kigenschaft besitzt wie vorhin %,., so dass jetzt die
asymptotische Gleichung

Yoo e S},,
besteht.

$ 2.

Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen den 27 Fun-
damentalsystemen
7@, ... 7@ e=1,.. 29
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und jhr Verhalten bei einem Umlauf der Veriinderlichen z um die
singuldire Stelle # = c0.*) Wir bezeichnen das Gebiet

Po—t + 0 <argx < Potr — d,
in welchem die Reihen §,, ... S, die Functionen %@, ... #® asym-
ptotisch darstellen, mit &®. Die Gebiete ©© und Slet) haben das
Gebiet T,

P+ 0 <argz < @opr — 8

gemeinsam, in welchem sowohl die asymptotischen Gleichungen

7 oo S, (h=1, ... m)
als auch die asymptotischen Gleichungen
7 o0 8§, h=1,...m)

bestehen. Wir suchen den Zusammenhang zwischen den Fundamental-
systemen #{® und yle+Y, wie sie durch die in § 1 eingefiihrten Integral-
ausdriicke gleichzeitiz im Gebiet T, definirt sind, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, wir driicken das aus dem Gebiet &@ in das Gebiet
St fortgesetzte Fundamentalsystem %) durch das von vorn herein
im Gebiet StV dargestellte Fundamentalsystem z(e+) aus. Wir setzen
zu diesem Zweck die Gruppe der Laplace’schen Transformirten (B) als
bekannt voraus, Die zu den singuldren Punkten o; und e gehdrigen
kanonischen Fundamentalsysteme der Differentialgleichung (B) seien wie
in §1 v, ... ¥p und vy, ... Vzp; die zu einem bestimmten die sin-
guldren Punkte «; und e« verbindenden Wege gehorige Uebergangs-

substitution sei
¥y, = Ly vy, -l- + Llp”kp

Vip == Lpl”kl + + Lpp’”kp
Da sich die Functionen vz, ... wx,—1 in der Umgebung von
# == oy regulir verhalten, so benutzen wir im Folgenden bei der Unter-
suchung von v; = v;, nur den Coefficienten L,,**), welchen wir mit
M, bezeichnen. Wir schreiben

= Mvr 4 - -

*) Unter einem positiven Umlauf um 2= wird hier ein Umlauf um
simmtliche endlichen singultren Stellen der Diﬁ'erentia.lgleichung (A) verstanden,
bei welchem arg 2 um 2z zunimm$, Unter ¢ (@) yerstehen wir die Funetion, welche
in eipem beschrinkten Gebiet der Veriinderlichen z durch das friher aufgestellte
Integral definirt wird, und die Fortsetzung dieser Function iiber jenes beschriinkte
Gebiet hinaus, welche durch das Integral mit verindertem Integrationsweg dar-
gestellt werden kann.

*4) Eg ist n#imlich

_‘]'vie"dz=mevﬂe“dz 4+ +Lppkape’”d5;
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In der z-Ebene ist mindestens eine gegen die reelle Axe unter
dem Winkel w, geneigte Gerade vorhanden, auf welcher zwei oder
mehrere Punkie o« liegen. Die in Fig. 1 dargestellte Gerade gehe
durch die Punkte «;, ¢,, @, ..., so dass

g = arg (@, — ty) = arg (&, — ) = - - -
ist. Stait 7@ und @+ schreiben wir vortbergehend 4, und 7, Am
Anfang des Integrationsweges 7, von 7; sei arg (¢ — &) = @, Wo ®
zwischen @, und ogy, liegt; der aus dem Unendlichen kommende Theil
des Integrationsweges I, wird so

gedreht, dass an seinem Anfang
im Unendlichen ebenfalls

arg (# — o) = 0
ist (Kig. 1).

Dann sind die Integrale 7,
vnd 7 in der Umgebung von g=oo0
fir arg # = 7 — & gleichzeitig
giiltig. Der gedrehte Integrations-
weg I, fillt mit 7" zusammen; da-
gegen dndern die geradlinigen
Theile von 1,, l;, . . . ihre Gestalt,
da bei der Abiinderung der Inte-
grationswege keiner der Punkte
a,, ¢y, ... tberschritten werden
darf. Durch Zuriickfithrung der
in Fig. 1 dargestellten Integrationswege 1, 1, I, ... auf 1, 1,, I, ...
findet man, dass %, = 7,, dass 7, eine lineare homogene Function mit
constanten Coefficienten von #,” und %,’, dass %, eine lineare Verbin-
dung von %, 5y, 7y ist u.s. w. Auf dem den Punkt &, (h=1,2,3...)
umgebenden Kreis nehmen wir den Punkt 8; so an, dass

arg (B — &) = 0o + 3
ist. Zu dem Wege a,,8, «,*) gehore die Uebergangssubstitution
vy =My 0+ -3

wenn der Integrationsweg [ nur den singuliren Punkt 2 = e, einschlieset, ist

fwk,e"dz=o, we1,.,.0—1)
1
also

¢ — 3% . T
fvie dz=1L,, |ve dz_Mikkae dz.
i ] i

*) Dabei sind zwei auf einander folgende Punkte durch eine gerade Linie
verbunden.
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die den Wegen ayf8;8,e, und a,8;8,8, &, entsprechenden Uebergangs-

substitutionen seien
vy = My,v,+ -

vy = Mg, v; + - .
Zur Fixirung der in v, (h =1,2, 3,...) enthaltenen Potenz (¢ — &)™

und

nehmen wir im Punkte 2 = §, arg (4 — &) = o, } g an.*) — Am

Anfang von I, im Unendlichen war arg (¢ — ;) = @ < w,, so dass,
wenn man beim Durchlaufen des Integrationsweges 4 an der Stelle

ankommt, arg (2 — &) = o, +-;—” ist. Wenn der Weg 1, anf die
nach einander zu durchlaufenden Wege 1, 1., I,/~1**) zurtickgefiihrt
wird, so ist in B, auf I,” v, durch die Angabe arg (# — a,) = w, +—275
fixirt. Es ist v, = M, v, -+ --+; wenn man in B, auf I v, durch
die Angabe arg (# — @,) = @, 4 g fixirt, so langt man in B, mit dem

richtigen Werth von o, an. Kehrt man nach einer positiven Um-
kreisung des Punktes «, wieder nach f§, zuriick, so hat sich v, mit
¢2#i% multiplicirt; es ist also in 8, v, = ezf”""a.lll“'v1 4 ..., wo zur

Fixirung von v, wieder arg (z — o) = z 4 ©, anzunehmen ist,

fv,e*ds pimmt demnach, nach einander uber die Wege 1", 1., 1,1
erstreckt, bezw. die Werthe M, , 3/, 5, — M, 7%y, an. Es ist also

Ny =1 + My, (1 — &)y,
Wenn man den Weg I; auf die nach einander zu durchlanfenden Wege
i, 1, Iy 1=, 1/~ suriickfihrt, findet man ebenso

Ny =15 + (1 — 70 (Myyny + My, n)

u.s. w. Wenn noch andere gerade Linien von der Richtung @, vor-
handen sind, auf welchen zwel oder mehrere Punkte o; liegen, so sind
die entsprechenden Integrale 7, ebenso zu behandeln. Wenn die durch
den Punkt &; gehende Gerade von der Richtung w, keine andere Wurzel
der Gleichung (C) enthilt, ist 7{® = ylet?, weil der Integrationsweg
von 5{® durch Drehung seines geradlinigen Theils in denjenigen von
nletD) tbergefiihrt werden kann.

Wir haben somit, wenn die Uebergangssubstitutionen fiir die La-
place’sche Transformirte (B) bekannt sind, den Zusammenhang zwischen

#*) Man kann auch sagen: vy = My v, + .- und v, = Myv, + - - - sind die
den Wegen «p; und «yo, entsprechenden Uebergangssubstitutionen, wenn im
ersten Fall zwischen o, und o, arg (2 — o)) = @, + 7, arg (2 — ap) = @y und im
zwexten Fall zwischen a, und «; arg (2 — a,) = m + @, arg (2 — o) = w, ange-
nommen wird.

*%) Dabei ist I~! der in entgegengesetztem Sinne durchlaufene Weg 7.
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den Fundamentalsystemen #{® und 5+?, welchen wir, indem wir unter
A, eine lineare Substitution verstehen, in der Form darstellen:
(@) = g (ne+). (e=1,...2r—1)
Wie oben der Zusammenhang zwischen (%) und (%), so ergiebt
sich auch der Zusammenhang zwischen (3@7)) und (5@rt1); da aber
n£2r+1) - 6_241.'1,‘,?%1)

ist, so haben wir auch den Zusammenhang zwischen (4¢7) und (4®):

(767 = Uer (™).
Wir haben also zwischen unseren 27 Fundamentalsystemen

(7", ... (y®")) die Bezichungen:

(™) = Ay (™),
(n®) = Ay (4®),
(=) = W1 (y®),
(7®7) = %sr (). %)
Dabei kann man sich immer das links stehende Fundamentalsystem
im Sinne wachsender Argumente in das Giltigkeitsgebiet des rechts
stehenden Fundamentalsystems fortgesetzt denken.
Behilt man nur die beiden Fundamentalsysteme

7, =y (h=1,...m)
und B
’IIh = ng"‘i‘t)

bei, so hat man die Beziechungen
() =A%, ... W) = A (W)
(@) = W1 Uz - . Wz () = A" (m).

Wenn das Fundamentalsystemn () bei einem vollen Umlanf um die
singuléire Stelle # = oo in (H) iibergeht*%), so ist

(H) =AU, ... Usr(y) = A A ()

(H) = B(n),
wofiir wir ausfithrlich schreiben:

oder

#) Aus diesen Beziehungen ersieht man, ob sich das Giiltigkeitsgebiet einer
einzelnen asymptotischen Gleichung nﬁ}’)rv S, iliber das frither angegebene Gebiet
@1+ largz <@g, — & hinaus erstreckt. Ist

meQ) — ,729*1-1] === ’7;,6),
80 besteht in der Umgebung von & == o die asymptotische Gleichung 'q,(f) ~ 8,
gleichmissig fiir Po—1 +o<larga <@gy, — g.
##) Ygl. die Fussnote am Anfang von § 2,
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Hy = bu’h + + blm’?m

== bml"?l + + bmmﬂm

Die zur singuliiren Stelle 2 = oo gehorige Fundamentalgleichung der
Differentialgleichung (A) ist demnach

by —8, ... bim
=0.

bml; ---bmm“s

Man kann nan das zur singuliren Stelle 2 = oo gehbrige kanonische
Fundamentalsystem y,, ... y» durch %, ... %, auvsdriicken:

3/1 == 011’71 + + Cim N

Ym == Cot T2 + + CrmYm}

die Coefficienten ¢;,, ... Cun sind algebraische Functionen der in den
Uebergangssubstitutionen der Laplace’schen Transformirten (B) ent-
haltenen Coefficienten M;, zu deren Berechnung transcendente Pro-
cesse erforderlich sind. Wir schreiben kurz

) = &(n).
(n) =A@,

so erhdlt man das Fundamentalsystem (y) durch das Fundamentalsystem
(%) ausgedriickt: _
) = &@).

Hiernach ist es mdglich, das Verhalten der Integrale %, ... yn
bei der Annéherung der Veréinderlichen # an die singuliire Stelle # = 0o
zu untersuchen, wie dies am Schluss von § 1 fiir ein beliebiges Inte-
gral y gezeigt wurde.

Setzt man hierin

§ 3.

Fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung gestalten sich die
bisherigen Entwicklungen folgendermassen. Die lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung, deren Coefficienten ganze Functionen pten
Grades von z sind,

(@ee 4 ) T4 (@27 4 ) B (a0 - )y =0,

kann, wenn a, von Null verschieden ist und die charakteristische
Gleichung
Age? 4 6, ¢ 4 @y =0
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zwei verschiedene Wurzeln besitzt, wie in dem Math. Ann. Bd. 49
behandelten Specialfall p = 1 anf die Form gebracht werden:

(49 @49 % T (M F A2 - )
+ (xp + (A — ) i@t - )y = 0%).

Die Laplace’sche Transformirte

B) @ +1) T8 — (2 — 2+ D2+ (hy—1)i) 0

hat im Endlichen die beiden singuliiren Punkte 2 = 4 und 2 = — 4,
deren determinirende Gleichungen die Wurzeln 0,1, ...p — 2, 2,
und 0, 1,...p— 2, 4, haben**). Die Berechnung der Reiben

— ¢ x—l,—l(Al + A“+ -A1z+ )
8, = e m—l,—-x(Aw + Azt + Azz + )

ist wie in § 1 vorzunehmen. Jetzt 1st
Wir setzen

(h=1,2)

wir haben am Anfang des kreisformigen Theiles des Integrationswegs
h(h=1,2)

i—” > arg (2—ey) > ;
und am Anfang des kreisformigen Theils des Integrationswegs
hh=12)

Z>arg(z—am) > — 7
In der Umgebung von z = oo gelten die asymptotischen Gleichungen

e m oS, 7,008,
gleichmissig fiir
—rxt-d<age<<x—20

und die asymptotischen Gleichungen

% Im Coefficionten von %ﬁg fehlt das Glied mit 2?1,

*¥) Glanzzahlige Werthe von 4, und 1, sind ausgeschlossen,
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. . 7 09 Sp 7y OO S,
gleichmissig fiir
0 <arga < 2n — 0,
wo J eine beliebige kleine positive Grisse darstellt.
Wir machen von den Uebergangssubstitutionen der Laplace’schen
Transformirten (B') Gebrauch, welche zu den Wegen a, 8,8, ¢, (Fig. 2)

und a11§1 Bz oy (Fig. 3) gehoren®):
vy = My v + -+,
vy = Mp,0, -,

und zwar soll arg (z—a;) in f; gleich =, in B gleich O sein. Wir
kdnnen auch sagen: v, = M,,v, - ist die Uebergangssubstitution fiir

< < i:
) (GRSl

fo 10 B
L [} f‘_“:__lg__
—s—=—(® &=
Fig. 2. Fig. 3.

den Weg e, &, wenn im Nullpunkt arg (—e,) = %’—z , arg(8—a,) -~f—2

angenommen wird, und v, = M,,v, -} - - - die Uebergangssubstitution
fir den Weg &, a,, wenn v, und », durch die Angabe fixirt werden,

dass im Nullpunkt arg (¢—e,) = —, arg (¢—a,) -—-—-g sein soll.

T
2

Nach § 2 besteht zwischen dem im positiven Sinn*¥) fortgesetzten
Fundamentalsystem 7#;, 5, und dem Fundamentalsystem 7,, 7, der

Zusammenhang ***¥)
Ny =y,
M = Ny + My (1 —e2mit) 7,
ferner haben wir
7y = e 2y, 4+ M, (1 — iRty g=tnily |
Ny == g~k
wenn das Fundamentalsystem 7%,, 7, in positivem Sinne in das Giiltig-
keitsgebiet des Fundamentalsystems 7, , fortgesetzt wird. Wenn
das Fundamentalsystem v, , %, bei einem Umlauf in H,, H, tbergeht, ist
*) Es ist o) = ¢, g == —1,
*¥) Fussnote am Anfang von § 2,
***) Wegen 7y =7 gilt die asymptotische Gleichung x, ~ S, fiir
—~a-tdlarge <<2x— 48
7y die asymptotische Gleichung #, ~ S fiir
—2rtdlarge <m —~ 4.

und wegen o = g~ 27tk
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Hy = b1 + byp 1y,

. . Hy = by + byoss
wobei gesetzt ist:

611 _ 8_27“'11’
by = M, (1 — E7ih) g=27ite,
by = M, (1 ___62::{1,> e—2mik
byy = (1 + M, M, (1 —emihy (1~—e““=)) e—2mily
Hieraus erhilt man die zur singuliiren Stelle © = oo gehdrige Funda-

mentalgleichung
by — 8, Dy

by y by — 8

=0

. oder
32 — s[e“““x + 8“2’”7'2 _+_ 1”121],_[21 62““1 (6—21:;'2,_1) (e—2m'z, — 1)]
+ e 27t — (),

Hiernach lisst sich das zu x = oo gehirige kanonische Fundamental-
system ¥,, y, durch 7,, 7, und (unter Benutzung des Zusa.mmenhang,s
zwischen 7,, 1, und 7,, 7,) auch durch 7,, 7, ausdrucken.

Das Verhalten des Integrals

Ye=cym + Gy ==\ + 6N,
bei der Annsherung der Veriindetlichen z an die Stelle # == 0o wird
dargestellt durch die fiir
—atd<agrx—4d
glltige asymptotische Gleichung
yooe S+ ¢S,
and durch die fiir
d<arge <2x — 0
giiltige asymptotische Gleichung
y o068 46,8,
Man hat
y o6l
bei Beschrinkung auf das Gebiet
—r4d<argr<< — 90
and
Y o 6,8,
bei Beschrinkung auf das Gebiet
d<arge <z — 0%),

*) Die in der Arbeit des Verf. , Verwendung asymptotischer Darstellungen

zur Untersuchung der Integrale einer speciellen Differentialgleichung II* (Math,

Ann. Bd. 49, 8. 473) fir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
linearen Coefficienten aus den e'x.symptotischen Darstellungen gezogenen Folgerungen

Mathematische Annalen, L. 35
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Nehmen wir p =1 an, so ergeben sich die im 49. Bd. der Math.
Aun. direct hergeleiteten Sitze liber die lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten. Die Laplace’sche Trans-
formirte, welche jetzt von der ersten Ordnung ist, hat das Integral

v = (z— )4 (z--9)n.
Indem wir dasselbe znerst mach Potenzen von 2z — ¢, sodann nach
Potenzen von # -} 4 entwickeln, setzen wir

v, = (a—ifs D) Ao — o),
u=0
vy= (o) D A (aHiy,
wobei =

. Ap = 2k, Ay =(—20h
durch die Angabe

arg (24) =%, arg(— 20 =17
fixirt sind. Daun ist
= jve*dz, = [vye&=dz,

..

A A
1= fvevde, n,= fv,e?dzs.

D D
Die Integrationswege 1, I, sind in Fig. 2 flir arg 2 =0, {,, I, in
Fig. 8 fiir arg # = = dargestelll. Wenn man beim Darchlaufen des
Weges I, bezw. Iy zum ersten Mal in §; beaw. B, anlangt, ist

arg (¢— o) = & bezw. == 0

zu nehmen (h = 1,2). Wir kOnnen auch setzen:

= f(z (e i)k e da,
h

(h=1,2)
Mmo= [ (z—)(s-fi)e?de,
b
wobei die Function v dadurch fixirt wird, dass wir am Anfang von
I, und 7, im Unendlichen
arg (s —1i) ==, arg (#-}i) ==,

tber die Lage der Nullstellen der Integrale in der Umgebung von & == o (§1
und § 2) und {ber das Verhalten der reellen Integrale fiir grosse reelle Werthe
von x (§ 4) bleiben fiir die im gegenwirtigen Paragraphen behandelte lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Coefficienten pten Grades unverindert
bestehen,
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am Anfang von I,
arg (#—10) =0, arg(¢+7) =0
und am Anfang von [,
arg (¢—1i) = 2%, arg (237 =0
setzen. Denn auf I/, am Anfang des Kreises in 8, ist arg (2—¢) = =,

arg (# +4) nahezu gleich %’, auf I, am Anfang des Kreises in S,
arg (2-+1%) = =, arg (¢—1) nahezu gleich 3_—2—”; es ist also auf I,
(z—d) (e i) =v,,
(g —i)s (z4i) = vy,

wenn unter ¢, und v, die obigen Reihen mit den fixirten Werthen
von A,, und A,, verstanden werden. Ferner ist auf !, in §; am Anfang

auf 1,

des Kreises arg (¢ —14) =0, arg (¢-¢) nahezu gleich g’, auf [, in B

am Anfang des Kreises arg (2-+¢) = 0, arg (¢#—¢) nahezu gleich 37“,
so dass auch (#—¢) (¢—1)» durch die Reihe v, bezw. v, dargestellt
wird ¥).

Die zu den Wegen o, 8,8, e, und «, B, B,«, gehdrigen Uebergangs-
substitutionen sind v, == v, bezw. v, = e~27hy,, s0 dass

My =1, M,=¢327h
ist. Wir haben demnach die Beziehungen
N =1,
Ny =1 + (1 —e*ih)7,
Wy, = e—imihy | (¢2mih 1) g2mity,

Ny = ek,

und

ferner

H, = 6—2""1117, + (6_2””1——1) 6_2"’”2772,

H2 —_ (1 — 32’”1!) e—2m‘l,,m + (1 —p—2midy + e—2 m‘(Zl—Ha)) N3
die zu 2 = oo gehdrige Fundamentalgleichung

§2 s(g‘2ni(ll+1,) 1) 4 e—2mi(hti) = ()
hat die Wurzeln
§y =1, §, = ¢ 2niltl)

Die Integrale y,, y, lassen sich als bestimmte Integrale und vermittelst
bestindig convergenter Potenzreihen darstellen (Math. Ann. Bd. 49).

#) Im 49, Bd. der Math. Ann. sind 7, 77, und 7, ebenso fixirt wie hier;
dagegen ist die dort mit %, bezeichnete Function gleich der mit ¢%%% multipli-
cirten jetzigen Function 7.

35%
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g 4.
Wir gehen zur linearen Differentialgleichung dritter Ordnung
" as at
(a”) (@ 4 - ) ZE + (gm0 22

+(@ar 4 ) G F (mer 4 )y =0,

deren Coefficienten ganze Functionen pten Grades von z sind (a,==0)
und deren charakteristische Gleichung

age® 4 a0 + a0 4 a; =0
drei verschiedene Wurzeln «y, a,, o, besitzt. Die Ausfihrung gestaltet
sich verschieden, je nachdem ¢, @,, ¢, auf einer Geraden liegen
oder nicht*®).

1) o, o,, «; liegen nicht anf einer Geraden.

Wir konnen annehmen, dass der etwaige stumpfe Winkel des
Dreiecks a, ayaq bei oy liegt und dass die Seite o;«, anf der reellen
Axe senkrecht steht (Fig. 4). Die Winkel des
Dreiecks mbgen o, ©,, &, heissen.

Unter Benutzung der in § 1 eingefiihrten
Bezeichnung ist

3z F z !t
wo"'“g"‘"ﬂn m1=§+82, 0y == 3,

E ] ]
Q73==§~—-»9'1, ﬁ)4=——§'+‘8'2, 075=—§’

T
Wy = — 5 — &) =@, — 2n;

Fig. 4.

die sechs Richtungen w, sind durch die durch
den Anfangspunkt gelegten Parallelen zu den Dreiecksseiten bestimmt.
Weiter ist

#) Durch die Substitution

y=e**y, x=DBa
geht die Gleichung (A”) tber in
.o By ' dt
(a/2'® ) a'—z%+(“1$p+"‘)ﬁg’§+"'=0

mit der charakteristischen Gleichung
gy o84 a0t b o =0
8 /NS ’
w2+ 5)+a(a+3)+a(d+E)+a=0
mit den Wurzeln

oder

o, = Ble, — 4) (h=1,2,8).

Darch passende Wahl der Constanten 4, B kann demnach das Punktsystem
oy, o, oy In irgend ein #hnliches Punktsystem o,’, o, o Ghergefiihrt werden,
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Go=—+9, g=—, =0, ¢=209, g, =uw—4,
Ps=7, Pe=7+ 93
um die Richtungen ¢, zu erhalten, zieht man die Hohen desjenigen
Dreiecks, welches durch Spiegelung des Dreiecks «, &, @, an der
imaginiren Axe entsteht, und legt durch den Nullpunkt der z-Ebene
die Parallelen zu diesen Hoéhen.
Wir erhalten 6 Fundamentalsysteme

7@, 79, 7P (e=1,...6),

je nachdem der geradlinige Theil des Integrationsweges eine Richtung
zwischen @, und @, ..., zwischen @, und e; hat. Die asymptotischen
Gleichungen

B0 S, 008, @08, (6=1,...6)

gelten in der Umgebung von z = oo gleichmiissig in dem Gebiet &

Po1+ 0 < argz
< @43 — 0.

In Fig. b sind die Giil-
tigkeitsgebiete SW, ... ©©
der einzelnen Gruppen von
asymptotischen Gleichungen
durch Kreisbogen mit bei-
gefiigten Ziffern dargestellt.

Da die Sectoren S=SW

—xt+ o Fo0<argz

<m—P,—0
md & = GW
P4+ 0 < arga
<27E~'ﬂ'2-—-6 Fig. 5.

zusammen die ganze Umgebung von # = oo ausfiillen, so konnen wir
uns auf die beiden Fundamentalsysteme

5, = i = f byevde (h=1,2,3)
3
und
7, = = f v, o d s (h=1,2,3)

"
beschriinken. Kommt der Integrationsweg I, parallel zur reellen Axe
aus — oo, so gilt der Integralansdruck fir #; und die asymptotische
Gleichung 5, o0 8, fiir grosse reelle positive z; das Integral fiir %, und
die asymptotische Gleichung 7, oo S, sind fiir negative reelle z giiltig,
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wenn der Integrationsweg I, parallel zur reellen Axe aus 4 oo kommt.
Die Beziehungen zwischen den 6 Fundamentalsystemen #{ sind
nach § 2 durch die Formeln dargestellt*):

) = g,
g =,
g = + M, (1 — e=ib)yd),

q® = g 4+ M, (1 —e2minyy®),
=,

5 = 1

ng&) — 77;4) + 'Ml3(1 — 32711'1,) ngl),
7§ = 1,
17‘{33) = ngi),
7 =P,
7® = 7 Mzs (1 —e2mit) "7(35) ,

1) = 7

) = 7,

7P = 4 + M, (1— etnit) y®),
5) = n(s).

,,?(16) _— e—-2m1,,,2(11),
nge) — 6-2ni1,n(21],
72(36) o e—-zm’l,ng) + 'M31(l ___eznil,) e—2nily ,,2(11)_

Dabei ist
. vy = Mo, 4 .-
mit
g (—a) =% , argle—a) =2
. vy = My, 4.
mit
arg (z_“l)='21f ) arg (z""%)—'_; 3

zwischen &, und a,;

*) Hieraus ergiebt sich der Zusammenhang, zwischen den Fundamental-
gystemen 7, und 7, .
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it vy = Mz, + - -
mi
3
arg (s —a) =37 — 9, arg(e—a)="5—2,
it vy = Myv, + -
mi
arg (s—e) — % - 8y, arg(s—a)——2— 9,
zwischen e, und ay;
it vy = Myv, - - -
mi
arg (2—ey) =— ; + &, arg(E—a,) = 32.’ + 8,
. vy = Mypv, + - -
mit

arg (¢—a,) = 3?”‘{"32» arg (¢ — o) = ;—t'{‘ﬁz:

zwischen «, und «,.

Aus
"7(11) = 12&2) und ry]?) = n§5) == 71(16) = g—2nil ngl)’

wofiir auch
"75_2) == ni——l) = ')2(10) = 7251) = 7152)
geschrieben werden kann, folgt, dass die asymptotische Gleichung
7; o S, gleichmissig fiir
gs+0<argr < g;— 0

oder h—2xfd<argr<m— 9

giiltig.
In Fig.6 ist der Giiltigkeitsbereich jeder einzelnen der asymptotischen

Fig. 7.

Gleichungen 7, o0 S, (h=1,2, 8) und in Fig. 7 der Giiltigkeitsbereich
jeder einzelnen der asymptotischen Gleichungen 7, c0 S (h==12, 3)
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dargestellt und mit dem Buchstaben x;, bezw. 7, bezeichnet*). Der
Zusammenhang zwischen dem Fundamentalsystem y,, y,, ¥, und den
bisher betrachteten Fundamentalsystemen w,, 7,, 75 und 7,, 7,, %3
ergiebt sich wie in § 2. Um das Verhalten eines beliebigen Integrals
y bei der Anniherung der Veriinderlichen an die Stelle z = o0 zu
finden, bringt man dasselbe auf die Form
Y=y + My + &N = &7 + %y + G

und hat im Gebiet & die asymptotische Gleichung

y oo oSy + 68+ 65,
wihrend im Gebiet &

Yy OGS + 5,8, + 5

Bezeichnet man mit &, (¢ == 1,...6) das Gebiet p,; <arga < g,,
g0 ist in

ist.

&t R(apz) > R(oy2) > Ry 2),

8, : R(eyz) > R(02) > Rey2),

©; : Raz2) > R(2,7) > R(ay2),

G, 1 R(ey ) > R(az0) > R(wp),

G : R(2,2) > R(2,2) > R(o32),

Sy : R(eyz) > R(ay2) > R(ey2).
Dempach wird das allgemeine Integral y in &, und @; durch S|,
in @ und &, durch S,, in &, und &; durch S, asymptotisch dar-
gestellt (wobei die Reihe S, jedes-
mal mit einem constanten Factor
zu versehen ist). In Fig. 8 ist
das Gebiet angegeben, in welchem
die Reihe S; (A==1, 2, 3) das
allgemeine Integral asymptotisch
darstellt, und mit S, bezeichnet.

2) «,, ,, o liegen auf einer

Geraden,
s Wir kbnnene, «,, o, reell und
a4 >y >
Fig. 8. voraussetzen. Jetzt ist
0y==x, 0,=0, 0,=—a7=0,—27

und

*) Setzt man von den auf der positiven reellen Axe dargestellten Funectionen
"4y 7 die erste im negativen, die zweite im positiven Sinne nach der negativen
reellen Axe fort, so hat man die Functionen 3, %, (erstere von einem constanten
Factor abgesehen),
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3
%=——§, 9>1=§, 99?:?7;:%_}_2“-
Wir haben dann die beiden Fundamentalsysteme
U= ni(il) (h=1,2, 3)
und
7, == 1 (h=1,28).

In Fig. 9 sind die Iutegrationswege #, und J, in ihrer mittleren
Lage dargestellt. In der Umgebung von '

z = oo gelten die asymptotischen Glei-
chungen ; ! 1
meoS, (=123 > : '
gleichmissig filr i ‘_’_,_}, i-_ Az, I
ad 8z LG - 0 - =0 ’5
—Ft+ i <aga<G — 0 (Pf‘ ”\fgj—_’/__, !
und die asymptotischen Gleichungen it it it
meoS, (=123 1 % [/
gleichmiissig fiir
§+3<arg~’6<5§——3- Fig. 0.

Zwischen dem im positiven Sinn fortgesetzten Fundamentalsystem s
und dem Fundamentalsystem 7, bestehen die Beziehungen:

Ny = %y,
o =Ty 4 (1—e*7it) M, 77,
Ny = Ty - (1— 7)) (Mo 7, + My 7y);
die Beziehungen zwischen dem im positiven Sien fortgesetzten Funda-
mentalsystem 7, und dem Fundamentalsystem 7, lauten:
g = e 27thy,,
Ry = e~ 2y, A (1—e7ih) Mo ik,
ﬁl o e—zm‘l,m + (1——62"“') (M‘2e—2ﬂil,q72 + Mise—zm‘l, ,?3)‘

Dahei ist
Vg = My 0, + - -2

mit
arg (2—ey) = m; arg (g—ay) =0,
. vy = M0, + - - -
mit
arg (¢—u;) = — =, arg (6—a,) =0

zwischen ¢; und a,;
) vy == Myvy, + - - -
mib
arg (s—a,) = T, arg (#—e;) =0,
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. Uy = Myvy + - - -
mit
arg (4 —oy) = —=m, arg(eg—a;) =0
zwischen o, und a,;
vy = My v, + -, vy = Mo, + - -
entsprechen den in Fig. 9 mit M, bezw. M,; bezeichneten punktirten
Wegen, und zwar ist zwischen &, und «; bei der ersten Substitution
nahezu
arg (2—a,)= m, arg(s—ay) =0,
bei der zweiten nahezu
arg (¢ —a)) = —m, arg(¢—og)=0
zu nehmen,
Die Darstellung des zu # = oo gehorigen kanonischen Fundamental-
systems y; durch #;, und 7, ergiebt sich wie friiher.
Ist ~
y=cim -+ &+ guy =7 + &%, + 7,
so gelten die asymptotischen Gleichungen
y oV 68 + 68, + 68,
Yy oG8 + 6,8, + 55

bezw. fiir
T 3n
~§+6 <arg:a<—2~—3
und
5
725+3<a.rgw<—2§——6.
Fir

——;—1—6 <a.rgx<g——6
gilt die asymptotische Gleichung
¥y oS,
wenn ¢, von Null verschieden ist, und fiir
3
g-}—& < arg <—2§-—-0,
wenn ¢, von Null verschieden ist, die asymptotische Gleichung
YOOGS,

§ 5.
Fiir die Laplace’sche Differentialgleichung dritter Ordnung
a2 a d
o h 4 (@@ +0) A+ (e +b,) L+ (az+ by =0
ist v von der Form
ve=(2—a)h (g —ayh (6 — o)k,
wo ganzzahlige Werthe von 4,, 4,, 1, ausgeschlossen werden.
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1) a;, @, @3 liegen nicht auf einer Geraden. Durch Entwicklung
von v nach Potenzen von z — «; erhalten wir

n=(r—om)" D Ale—ay  (h=1,23),
=0
wobei .
Agp = (oty— e (o) — ),
Agy = (0t — &y )1 (@y— ey},
Az = (3 —ay)hs (org— aty)%
durch die Angabe

3 3
arg (o —a) = 32, arg(g—a) = — 9,
arg (e, — ) = ,% y arg (o,—ay) = ;‘? + 9,
3
arg (ag—ay) = '72" — y, arg ("‘3_“2)==‘2E+’32

fixirt sein mdgen.
Wir haben die sechs Fundamentalsysteme 3@ (¢ =1,...6), von
welchen wir insbesondere 5, = 4{V und 7, = 7{# betrachten. Wenn

die geradlinigen Theile der Integrationswege I, und 7, von 4, und
7, parallel zur reellen Axe verlaufen, derjenige von %, aus — oo,
derjenige von 7, aus 4 oo kommend, und wenn wir

Na ='/.'2)6’de,
A

(r=1,2,38)
ﬁh = fver*ds
W
setzen, so ist in %y, 7,, 5, die Function v durch die Angabe fixirt,
dass am Anfang von I; im Unendlichen
arg (z—u,) == arg (2—e,) = arg (—oa3) =z

sein soll; bei 7, ist am Anfang des Integrationsweges

arg (4—ea,) =0, arg(s—a,) =2x, arg(s—a,) =2ux,
bei 7,

arg (¢—a;) =0, arg(e—a) =0, arg(s—ay) =0,
bei 7,

arg (4—o) =0, arg(z—a,) =2x%, arg(s—a;)=20
zu nehmen. Bei dieser Festsetzung besteht am Anfang des kreis-
formigen Theiles des Integrationsweges von sy, die oben fiir v, an-
gegebene Reihenentwickelung mit arg (¢ — ;) == und am Anfang des
kreisformigen Theiles von 7, dieselbe Entwickelung mit arg (2 — ay)==0.
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Um den Zusammenhang zwischen den 6 Fundamentalsystemen 7
zu erhalten, hat man in den in § 4 aufgestelllen Formeln zu setzen:

My =1, My=e?rh, My=1, My = ek,
My = etk Yoy =1,
Zwischen ; und 7), bestehen die Beziehungen:
N =1, + (1 — &)y, + (1 -ty
My == 1,
7y = (1=, + 73

7y = ¢ iy,
52 e (e—znia,__l)e—zni(z,-;-l,)m -+ e—zm'z,,h 4 (e—2m‘l, —_ 1)e~2nu,,,73’
ﬁs == (e—smz.__l)e—zn;zlm + e—? m‘z.,% .
Dabei ist jedesmal die links stehende Function in das Giiltigkeitsgebiet
der rechts stehenden Function fortgesetzt zu denken.
2) o, a,, a; liegen anf einer Geraden
Die in den Ausdriicken fiir A,,, Ay, Ay, enthalitenen Potenzen
sind jetzt durch die Angabe fixirt:
arg (o, —ay) =0,  arg (@) —ey) =0,
arg (e —o) ==, arg (e, —eay) =0,
arg (ag — @) =, arg (dg— ) = 7.

In Uebereinstimmung mit der in § 4 gegebenen Definition von

7z uvad 7, haben wir .
g = J verr dg
i

My = fverds

(h=1,2,3),

b
wepn bei der in Fig. 9 dargestellten Lage der Integrationswege die
Function v == (2 — ¢,} (s — a, )2 (¢ —u0, V> durch Angabe der Argumente
von &— &, #~—@,, 8—d3 am Anfang des Integrationsweges folgender-
massen fixirt wird: es sei fiir 7, ,, I,

arg (g —a) = g'; arg (s— ;) = ;—3 arg (¢ — o) = ';:
far

-a.rg (zma,)r——g, arg (2—-uz)=-—-;—’, arg (& — o) == — 5'25,
fiir 1,

arg (s —a,) = ‘9—'22, arg (g—a,) = — g, arg (¢ — o) == — .275,
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fiir 1,

- 3 3
arg (¢ — &) == 7”, arg (¢ — a,) = —2’—‘, arg(z—a3)=~g.

Es ist jetzb
M3?=1, M,“——:l, M31="1;
iso My, = ", Myy= 2%k, M, = g 27ileth)
a
M = '77-1;
1y = 7y + (1 —€e7ih)7q,,
Ny = Mg 4+ (1 —€27i%) (7,4 7,);

gy = ey 4 (et mih 1) (e 7y, - ey,
-ﬁg e sm-z,% + (e~2nil,._.1)e-—-2m‘z,,,23’
g = e ik,

Bei der Laplace’schen Differentialgleichung lisst sich das zur
singuldren Stelle z = oo gehdrige kanonische Fundamentalsystem
Yy Yoy Ys vermittelst bestimmter Integrale darstellen, wobei wir ganz-
zahlige Werthe von 4, 4,, 4; nicht nur, sondern auch von 4, - 4, | 4,
ausschliessen. Wir baben wieder zwei Fille zu unterscheiden.

1) e, @,, ; liegen nicht auf einer Geraden.

Der Fusspunkt des von e, auf «,«, gefillten Lothes (Fig. 4) sei O.

Wir verstehen unter s, einen von O aunsgehenden und nach positiver
Umkreisung von o, in O endigenden Weg und setzen

- —1g— — —1g,—1.
L= si8387 857" Ly ==8,887187%;
L, besteht aus einer avs dem Unendlichen kommenden Geraden, einem

die Punkte o, , a,, ¢, einschliessenden Kreis und der riickwérts durch-
laufenen Geraden. Wir setzen

U =foewczz (h=1,2,3);
Ly,
zur Pixirung von v setzen wir am Anfang von I, wie von L, in O

£ 3w
arg (g—ey) = g» arg (—ey) =5, arg (3— o) = m;

wenn arg @ == O ist, wird am Anfang von L; im Unendlichen
arg (6—a,) = arg (¢ —0,) = arg (¢—ay) ==

angenommen, und wenn sich z dndert, wird der geradlinige Theil von
L, in bekannter Weise gedreht. Man findet dhnlich wie in Bd. 49, 8. 469
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Y= (1—emit)y — (1 — by,
Yo = (L—mm)g, — (1 —e7H)y,,
Yy = 1, + 82’”21173 + e%ﬂi(itl-{-z.,),'72
¥, = (1—mik)g, — (1—mit)@niky,
yQ = (1 — e?nil;)e?ﬂilzﬁz — (1 ___62:11'2,) ﬁs,
Ys =Ty + 7y~ n5.
2) o, a,, ay liegen auf einer Geraden.
Der Integrationsweg L, wird wie vorhin definirt; um einen fiir

und

arg x =’2—‘- giiltigen Ausdruck von y, zu erhalten, nehmen wir am An-

fang von Ly im Unendlichen
arg (£—a,) = arg (5 — ;) = arg (s — ;) = =

au. Hs sei O ein Punkt zwischen «, und «,, 0" ein Punkt zwischen
o, und e,; wir verstehen unter s;’ (s,”) einen von Q' (O”) ausgehenden
und nach positiver Umkreisung von «, dahin zuriickkehrenden Weg
und setzen

Ly =8 sys/~'sy =1, Ly=8,"8"8" """ 71
am Anfang von I, in 0" werde
g (¢—oy)=m, arg(®—a,)=0, arg(z—a;)=0
und am Anfang von L, in 0"
arg (#—a))=m, arg(#—a,) =m, arg(z—a,) =0

angenommen. Wenn wir wieder

Ya mfv e*dz (h=1,23)
%

setzen, so driickt sich das Fundamentalsystem y,, y,, ¥, durch die
Fundamentalsysteme 7,, 3,, %, und %,, 7,, %, folgendermassen aus:

= (1—e7it)y — (1—enth)y,,
Yo = (1 —e27ih)y, — (A —exmit)p,,
Yo = 13 - e27ikay, | BErilhth g,

Yo = (1 —emb)eitig — (1—eniliy,,
1y = (L—@mid)ermiteg, — (1— mi)i,
Ys =g+ 7y -+ 7.
In beiden Fillen lassen die Integrale y,, y,, y, Entwicklungen
von der Form
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Y = Gy (2),
Yy = Gz(x):
Yy = a—h—h=h-1G, (z)

zu, wo G (x), Gy(x), Gy(z) ganze transcendente Functionen von z
sind. Das Verhalten dieser Functionen bei der Anniherung der Ver-
anderlichen an die Stelle == oo, die Vertheilung ihrer Nullstellen in
der Nihe von # == oo und ihr Geschlecht lassen sich mit Hilfe der
asymptotischen Darstellungen &hnlich untersuchen, wie es fiir die ganzen
transcendenten Functionen, welche bei der Integration der Laplace’schen
Differentialgleichung zweiter Ordaung auftreten, in der mehrfach er-
wihnten Arbeit im 49. Band geschehen ist.

§ 6.

In § 1 wurde ein Hilfssatz benutzt, dessen Beweis nachgetragen
werden soll. Wir kniipfen dabei an eine von Herrn Liapounoff
herriihrende Untersuchung an, welche in Picard’s Traité d’Aualyse,
Bd. 111, 8. 362—364 dargestellt ist.

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

ax,
—dt—=;’4aﬁxﬁ (,B=1,...m),

wo A,p in eine fiir || > r, convergente Potenzreihe von % entwickelbar
ist, so dass fiir [{| =7, |dep] < M ist. Setzt man
t=reéo,

so ist
oX,

. )
= =—-—e""2 Aep Xy (e,=1,...m).
3

Wenn man jede Function X, = X,/ + iX,” und jeden Coefficienten
A,p in den reellen und imagindren Theil zerlegt und die Functionen
X/, X)) (a=1,...m) mit 2, («==1,...%n; n==2m) bezeichnet, hat man

ox
“3‘;= QagXp (¢,f=1,...7m),
3
WO @, eine reelle Function der reellen Ver#inderlichen » und @ ist;
fiir r > 1y ist [aap| < M.
Setzt man, unter 1 eine Constante verstehend,

st Ta == Yat” (e=1,...7),
S0 18

%%2 = (@ —)Y) + -« + 4 a12Yn,

oY,

= an1th + v o (Gen— ) Y.
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Wenn man diese Gleichungen bezw. mib ¥y, ... ¢, multiplicirt und
addirt, erhilt man
dyi4 -+l
% (f’/i +a’r y>=(a“__l)y12++(a7m_l)yn2+’
die rechte Seite dieser Gleichung ist, wenn man r > 7, annimmt und
fiir A eine hinreichend grosse positive Zahl setzt, eine definite negative
quadratische Form von y,,...¥,. Setzt man

y?'l"“’_f‘y::f(r:m)’

7 (r, @)=< 0.
Nun ist aber fiir r > 7,
f(r, @) =f(ry, ©) 4 (r—1,) fr' (ry, ®),
wo r, <7, < rist. Fir o, <o <o, woa,,w, zwei endliche Werthe
sind, liegt f(r,, ®) unter einer endlichen Grosse G, da das ur-
spriingliche Differentialgleichungssystem anf dem Kreisbogen |¢| = 7,,
wy < arg { < @, keine singuldre Stelle besitzt. Hs ist also fir > r,
0, < o< e, auch

so ist fiix » > 1,

flr,o) < @
und daher auch ,
[9e] = |2a] e < GF
oder

1
|Za] < 5 &7 (e==1,...m),
wo h eine positive Grosse ist. Wenn aber der reelle und der imaginire

Theil von X, dem absoluten Betrage nach kleiner als —i— ¢'r sind,
80 ist

| Xo| < el (a=1,...m)
fir [t 27y, 0, Largt < w,.

Wendet man diesen Satz auf die Laplace’sche Transformirte (B)
an, welche durch ein System von p Differentialgleichungen erster
Ordnung ersetzt werden kann, das in der Umgebung von z = oo die
oben vorausgesetzte Form hat, so ist die in § 1 aufgestellte Be-
hauptung erwiesen,

Charlottenburg, 29. August 1897,



