
Ueber eine Classe l inearer Differentialgleichungen.  

(Erster Aufsatz.) 

Von 

J. Ko~s in Charlottenburg. 

Herr Poincarg hat*) das Verhalten der Integrale der l inearen 
Differentialgleichung 

__dmY d ra-1 y (A) P0 + s + - - .  + ~ . , - ,~  + P~v  - -  o, 
a x "~ a- f i  =i 

deren Coefficien~en 
/ ' ,  = a,~x~ + . . .  (~ = o, 1.. .  ~) 

ganze Fun&ionen pt~" Grades yon x sind, bei der Anniiherung der 
Ver~nderlichen x an die Unbestimmthei~sstelle x ~ oo un~ersueh~ in- 
dem er die Integrale in der Form 

Y ~ v e ' ~ d ~  

darstellte, wo v ~---v(z) der ,,Laplace'schen Transformirten" 

(B) (aorta+ at~ ~ - ~ +  + a ~ _ ~ +  " a~  �9 . .  a ,~ ) -d~ ,  + . . . .  O,  

elner linearen Differentialgleichung io ter 0rdnung mi~ Coefficienten m t~. 
Grades, gentig~ und der Integrationsweg 1 passend zu wghlen isL A a f  
diese Weise ergab sieh insbesondere die Bedeutung der im allgemeinen 
divergenten ,,Normalreihen"~ welche der Differentialgleichung formell 
gentigen.**) 

*) Amer. Journ. Bd. 7; Act. math. Bd. 8. 
**) Als Grundlage ffir das Folgende genfig~, da zun~chst alle Ausnahmef~lle 

ausgeschlossen werden, die einfache Darstellung der Poincard'schen Methode in 
Picard's Tralt~ d'Analyse, Bd. 3, Cap. 14. (S. 388 mfissen die Glieder der l~eihe 

abwechselnd mit + und --  versehen werden.) - -  Schlesinger's Handbuch tier 
Theorie der linearen Differentialgleichungen (Bd. I, 6. u. 7. &bschn.) enth~lt eine 
eingehendere Darstellung der Laplaze'schen Transformation, wobei jedoch die 
Bedeutung der divergenten Reihen, auf die es im Folgenden haupts~ehlich an- 
kommt, nur kurz gestreift wird. 

M~th@mati~@h@ Ann~len, Y~, ~4 
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Ich beabsichtige, den yon Herrn Poincarg eingeschlagenen Weg 
welter zu verfolgen und das Yerhalten der Integrale der Differential- 
gleichuug (h) in der ganzen Umgebung der singul~iren Stelle x---~ oo 
mit Benutzung der divergenten Reihen eingehender zu untersuchen. 
Es handelt sich dabei um Fragen yon der Art derjenigen, welche ich im 
49. Bd. der Math. Ann. fiir den einfachsten Fall, n~mlich ftlr die lineare 
Differeutialgleichung zweiter Ordnung mi~ linearen Coefficienten, be- 
handel~ habe.*) 

Es wird im Folgenden vorausgesetzl, dass a0 nicht gleich Null 
and die m Wurzeln ai, . . .  ~ der charakteristisehen Gleichung 

(C) a o a  m "~- a I a m - I  .3v �9 �9 �9 .3v a , • _ l  a .3 V a m  ~ 0 

versehieden sind. Die zur singul~iren S~elle z = a~ (h = 1, . . .  m) der 
Laplacdschen Transformirteu (B) gehSrige determinirende Gleichung 
hat die Wurzeln 0, 1 , . . . p - - 2  und /t~; ganzzahlige Werthe yon Zh 
werden vorl~ufig ausgeschlossen. 

Im vorliegenden Aufsa~z werden die Untersuchungen des Herrn 
Poincar6 fiber die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A) dutch die Normalreihen so weir ergKnz~, dass es 
mSglieh ist, das u der Integrale in der ganzen Umgebung der 
singuliiren Stelle x = co za ~ibersehen, w~hrend es sich bei Herrn 
Poinearg nut um das Verhalten der lntegrale auf einem bestimmten 
nach der singul~iren Stelle gehenden Wege handelt. Die in w 1 und 
w 2 ffir die allgemeine Differentialgleichung (A) angedeuteten Entwick- 
lungen, bei welchen die Gruppirung der Wurzeln der Gleiehung (0) 
eine Rolle spielt, werden in w 3 ftir die Differentialgleiehung zweiter 
Ordnung und in w 4 fiir die Differentialgleichung drifter Ordnung aus- 
gefiihr~; in w 5 wird die lineare Differentialgleichung drifter Ordnung 
rait linearen Coefficienten behandelt. 

Auf Grand der bier entwickelten asymptotischen Darstellungen 
wird in einem folgenden Aufsatz das Verhalten der Integrale in der 
Umgebung yon x = ~ in ~hnlicher Rich~ung untersueht, wie es im 
zweiten Theil des Aufsatzes ,,u asymptotischer Darstellungea 
zur Untersuchung der Integrale einer speciellen linearen Differential- 
gleichung"**) far den einfachsten Fall geschehen ist. 

*) Viele der dortigen Entwickelungen hubert allgemeinere G(iltigkeit an4 
kSnnen im Folgenden theils unver~ndert, theils mi~ gewissen Modificationen be- 
nutzt werden.-  Wie sich die Bedeutung tier gewissen auch nicht linearen 
Differe~tialgleichungen gentigenden divergenten Reihen ohne Benutzung bestimmter 
Integrale unter~uchen li~ss~, babe ich in Cre]le's Journ. (Bd. 118 ft.) gezeigt. 

**) Math. Ann. Bd. 49. 



Ueber eine Classe linearer Differe~tialgleichungen. 527 

w  

Die Laplace'sche Transformirte (B) der Differentialgleichung (A) 
hat unter den in der Einleitung gemachten Voraussetzungen im End- 
lichen die singuli~ren Stellen der Bestimmtheit a j ,  . . .  r162 w~hrend 
z ~ oo eine Stelle der Unbestimmtheit ist. Die zur singul~ren S~elle 
e~ (h ~ ] , . . .  m) gehSrige de~erminirende Gleichung har die VVurzeln 
0, 1, . . .  p - - 2  und ~th; wenn der Voraussetzung gemiiss ~t~ keine ganze 
Zahl ist~ l~iss~ sich ein Fundamentalsystem yon (B)berechnen ,  welches 
aus p --  1 Potenzreihen yon z - -  ah, niimlieh v~l ,  vi,~, . . .  v~,.p_l, und 
aus einer mit ( z -  ah) ~ multiplicir~en Potenzreihe 

oa  

2h 

besteht. D i e  Gr~isse Aho sei b e s t i m m ~  fixir~. 
Wir fiihren die fo]genden Integrale der Differenfia]gleichung (A) 

ein~ welche~ wie sich sp~iter zeigen wird, ein Fundamentalsys tem bilden: 

in 

wit ziehea in der z-Ebene yore Punkt ai, aus eine Gerade ins Unead- 
liche, welehe m i i d e r  laositiven reellen Axe den Wi n k e l  to bildet~ und 
beschreiben u m a l ,  einen kleinen Kreis, welcher die Gerade im Punkt  

schneider; dana besteht der Integrationsweg lr, aus der yon oc bis 
durchlaufenen Geraden~ aus dem im'posi~iven Sinn durchlaufenen Kreis 
und der yon p his oo riickwiirts durchlaufenen Geraden. Zur Fixirung 
der in v~ enthaltenen Potenz (z ~ ~ ) ~  setzen wir im Ausgangspunkt 
p des kreisfSrmigen Theiles yon l~ arg (z ~ a~,) ~ co; im allgemeinen 
geniigt es~ ca zwischen einem willkiirlichen Anfangswer th  co 0 und 
e% ~ 2r variiren zu lassen. Derjenige Theil der  Umgebung yon 
x ~ oo, in welchem der Integralausdrack flit ~/a gi i l t ig  ist~ wird sich 
nachher ergeben. 

Nur fiir gewisse Werthe yon ~, 

CO0~ f ~ l ~  " " " f D r - - l ~  f o r  ~ fO0 ~ ~ C0r-~-I ~ CO l --21~ . . . f _ . O 2 r _ l ~  C 0 r _  1 _  7g~ 

welche absteigend geordnet seien, kommr es vor, dass die yon einem 
der Punk~e ~a in der Richtung co ins Unendliche gehende Gerade noch 
andere Punkte a~, trifft. Neben dem Winkel co e (~ ~ 0~ 1, . . .  r - -  1) 
komm~ in obiger Reihe auch der Winkel eo~ - -  ~r vor;  denn wenn die 
yon a~ in der Richfung ca e ins Unendliche gehende Gerade den Puni~ 
a~ trifle, geh~ die yon a~ aus in der RichCung r e - - ~  gezogene Ge- 
fade durch den Punki a~; es ist 

8 4 "  
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W e n n  alle Punk~e al, . . .  a,, auf einer Geraden liegen, is~ r ~ 1; 
l iegen niemals m e h r  als zwei Punkte e~a auf einer Geraden ,  so ha~ r 

den gr~issten W e r t h  rn ( m -  ~) Wi r  setzen l~-~-l~ r und 
2 

wenn die Rich tung  eo des geradlinigen Theiles des In iegra t ionsweges  
~ zwischen eoq_~ und e% liegi.*) 

Indem wit  uns zur Untersuehung des Verhal~ens des In teg ra l s  
~ O  in der U m g e b u n g  yon x ~ c~ wenden~ schreiben wir dafiir under 

Weg la s sung  der Indices ~ und h 

-~_ f  v e" ~dz, **) 
l 

wo v in der Umgebung  yon z ~ a die Entwieke lang  besitzt :  

- - - - -  - 

/z~--O 

oder~ wean wir z -  a dureh z ersetzen, 

so dass der Integra~ionsweg l die singul~ire Stelle z ~ 0 umschliesst,  
in deren Umgebung  die Entwickelung bestebt :  

W i r  haben jetz~ den in Fig. 2, S. 456,  Bd. 49 dargeste l l ten In te -  
gra t ionsweg l, und zwar besehr~nken wir  arg  z ~ eo auf  das Gebiet  

*) Dabei ist ~o~r ~ % - - 2 ~ .  --  Wenn wir den Winkel ~ das Intervall 
~o "'" ~o -- 2~ iiberschreiten lassen und ~ : l : ~ r  ~ ~)eT - 2 k ~  setzen, hahen wir 

unendlich viele Integrale ~(h~); ~(~) und ~4-~r) unterscheiden sich aber nur da- 
dutch, dass zur Fixirung der in v~ enthaltenen Potenz ( z -  ~h) ~]* das erste Mal 
arg (~ - -  ~ )  ~ ~, das andere Mal gleich ~ ~ 2~ gesetzt ist; es ist daher 

*~) Dabei wird ein ii~hnlicher Weg eingeschlagen, wie im 49. Bd. der Math. 
Ann. ffir das specielle Integral, in welchem v ~ ( z -  i)~J(z-~-~')~ ist. Es geniigt 
daher, in Anknfipfung an die frfihere En~wickelung die dutch die Verallgemeine- 
rung der Function v bedingten Abi~nderungen auzugeben. 

***) Ganzzahlige Wer~he yon ~ sind ausgeschlossen. 
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we ~ eine beliebig kleine positive GrSsse ist. Wit lassen arg x yon 

- - e o  naeh beidem Sinn hSchs~ens um ~ abweiehen, so dass die 

Function ~/ dureh den Integralausdruek ffir den dureh die Bedingung 

c%_1 --1- ~ < arg x < -~- - -  co 0 - -  

bestimmten Theil der Umgebung yon x ~ ~ definirt is&*) Wenn wir 

2 COq ~ ~O 

setzen~ so dass wegen eaq_t_~ ~ e % -  

ist~ so is~ x auf das Gebiet 

beschr~inkt**), und zwar is~ 

wenn ff hinreiehend klein angenommen wird. 

Da die Reihe ftir v im allgemeinen nur  in der Umgebung yon 
z = 0 convergent is~, w~thrend sieh der lntegrationsweg Z ins Unend- 
liehe ers~reekt, so setzen wir, unter n e i n e  beliebige Zahl verstehend, 

auf dem geradMnigen Theil yon I setzen wh- 

/~,z ~ - -  v -- ~___.~ A~z~+~; 
~=0 

auf dem Kreis C mit dem kleinen I~adius r ist 

g 0 n+~ 
I .1< I i 

we # und g positive GrSssen sind. Wir  haben 

*) In Betreff des Verhaltens der Function v in der Umgebung yon z == 
ist, da sich der Integra~ionsweg ~ ins Unendliche ers~reckt, w 6 der vorliegenden 
Arbeit heranzuziehen. Vgl. Poine~rd, Am. Journ. Bd. 7; Picard, Traitd d'Analyse, 
Bd. IiI, S. 360 ft. 

**) Fiir einen Theil der m Integrale ~(~e) (h = 1, . . -  m) kann die Richtung 
arg z = m des geradlinigen Theiles des In~egrationsweges das Gebie~ eae_ 1 > ~ :> me 
iiberschreiten, ohne durch Punkte a hindurchzugehen, so dass die betreffende 
Function ~(Q} durch das Integral in einem gr~sseren Gebiet der Vertiuderliehen x 
als dem oben angegebenen q~q-1 < arg x < ~oq_ r dargestellt wlrd. Vgl. w 2. 
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A~,. x~+ zz+~e'~dz -{- x z+ ~,zae*xdz.  
# = 0  l 

Da am Anfang des Integrationsweges 1 im Unendliehen arg z yon 

z ~ -  arg x um weniger als ~ -- ~ -~ abweicht, so ist 

x ~ + ~ f z ~ + [ * e  *x dZ -~- e'~(~+~+I)(e~i~ - -  1)r(~ + ~ + 1) 

d 
1 

W e l l n  

-4. = - 1 ) r ( z  + + 1)A.  

gesetzt wird, besteht die Gleichung 

* rt 
- 

wO 

~ ~ 2:l+~+I t ~ Z, ~ e* ~ dz, 

ist. Durzh Zerlegung des Integmtionsweges 1 in den kreisfSrmigen 
Theil C und die geradiinigen Theile G, G' zerf~llt e~ in die drei Theile 
e~, ,~,', ,~'.~) Wie fr~her wird gezeig~, dass nach Angabe einer be- 
]iebig kleinen positiven GrSsse e eine positive Gr~isse/~ so angegeben 

$ 
werd en kann, class I ~* I < ~ ist ffir I xl > / ~  ~e-~ + ~ <  arg x < ~+~ - -  d. 

Weiter ist 

so dass v an die 8telle cles Ausdrucks z ~, (z + 2 ~ auf S. 459, Bd. 49 
tritk Es ist aber jetzt noch eine posir GrSsse h so vorhanden, dass fiir 

$ $ 
I $ l > r ,  toe_~--~2 > a r g z > c ~  e +  

der absolute Betrag yon v kleiner als e ~t*l ist.**) Die folgenden Schliisse 
gestalten sich genau wie friiher, und e~ besi~zt die vorhin yon d 
gesprochene Eigenschaft. Dasselbe gilt i'tir d:,'. Es liisst sich also 
naeh Angabe einer beliebig kleinen positiven GrSsse e eine positive 
GrSsse :R so bestimmen, class I~ ] < e ist fiir 

i x l > ~ ,  r  ~eV,--r 

*) Bd. 49, S. 458 ist a~ start ~ ge~chrieben. 
**} Freilich bedarf diese Behauptung jetzt eines besonderen Beweises, welcher 

in w 6 nachgetragen wird. 
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mit anderen Worten, ,~ convergir~ ftir lira I x [ ~  ~ zur Grenze Null 
gleichm~issig ffir alle Werthe yon arg x zwischen ~e-1 ~- ~ und rpe+r m ~. 
Bezeichne~ man die im allgemeinea divergente Reihe 

A, A~ + + +-..) 
mit S~ so drtieken wir das dureh die Gleichung 

mit der angegebenen Eigenschaft yon ~n dargestellle u der 
Function ~ folgendermassen aus: die Function ~ wird dutch die Reihe 
S i a  der Umgebung yon x ~ w gleicbm~issig fiir die Werthe yon 
arg x zwischen q~r -{- d und ~ + ~  - -  ~ asymptotisch dargestellt; wir 
schreiben 

Wir fiigen nan die im Yerlauf des Beweises weggeIassenen Indices 
und h wieder bet. Wi t  setzen 

und 

$I, ~ e~h~x -~'-1 ~ -~  a ~  . (h -~ 1, m) 
~ 0  

Dann bestehen die asymptotischen Gleichungen 

f~ir 

Dass die Functionen ~(0, . . .  ~ )  ein Fundamentalsystem der Diffe- 

rentialgleichung (A)bilden, ist jetzt wie bei Picurd, Trait6 Bd. III, S.379 
zu ersehen. Dassetbe Reihensystem S ~ , . . .  S,~ stellt in den verschie- 
denen Theilen der Umgebung yon x ~---oo die 2r Fundamentalsysteme 
~i e), . . .  , ~  (9-~- 1, . . .  2r) ~sympto~isch dar. D~bei ist, was noch- 

reals bemerkt sein mSge, die in Sn enthaltene Potenz x-Xn -~ dutch 
Angabe des Argumen~es yon x so ilxirt, dass die Summe aus diesem 
Argument und dem Argument yon z ~ a~ am Anfang des kreisf6rmigen 
Theiles des Integrationsweges yon V~ ) gleieh ~ ist oder yon g u m  

~g 
weniger als ~ abweicht. 

Das Giiltigkeitsgebiet 

der asymptotischen Gleichungen 
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und das Gtiltigkeitsgebiet 

tier asymptotischen Gleichungen 

erfiillen zusammen die ganze Umgebung der Stelle x ~ oo. Es ge- 
ntigt daher in der Rege], zwei yon den 2r  Fundamentalsystemen bei- 
zubehalten: 

% = ~ ? ) ,  �9 . .  % = ,/~) 
und 

~ = ~?+~), . . .  ~ = ~+~). 

Um das Verhalbn eines beliebigen Integrals y der Differential- 
gleichung (A) bei der Annliherung der Verinderlichen x an die sin- 
gul~ire Sblle x ~ c~ zu untersuchen, drtickt man y einmal durch 
~t, . . .  y,,, sodann dutch ~ , . . .  ~ aus 

y = ~, + �9 .. + ~,~ 

und setzt ffir ~/~ bezw. ~, die asymptofische Reihe S~. Man hat also 
die asympto~ische Gleichung 

y ~ c ,  S~ + . .  �9 + c ~  S , ,  
fiir 

9 o +  ~ < a r g x < 9 ~ + ~ - 6  

und die asymptotische Gleichung 
~ ~ ~,~'~ + . . .  + ~ z ~  

ftir 

d .h .  wenn man 

y - -  +1(2 Ch ~ X A~ - y +  , 
h--~-~ I ~t~O ,~n } 

setzt, so convergiren ~. und ~-~. flir lira x ~ oo zur Grenze Null und 

zwar ~ ,  gleichmRssig ftir alle Argumente yon x zwischen 9~o + ~ und 
9 ~ - 1 -  r und e%, gleichmissig fiir alle Argumente yon x zwischen 

Die reellen Theile der Gr5ssen a i x  und ~zhx sind nut dann ein- 
ander gleich, wenn arg x bis auf Vielfache yon = gleich 

= arg (~k -- a , )  = ~" 

ist. Die Werthe 9o, ~i, 9., -.- sind a]so diejenigen ~Verthe yon argx, 
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fiir welche zwei oder mehrere der GrSssen ~(e~x) ,  h ~ 1, . . .  m, 
tibereinstimmen. Wenn  arg x auf das Gebiet 

beschrllnkt wird, sei 

~ ( ~ , x )  > ~t(~2x) > . , -  > ~ ( ~ ) ,  
so dass t'fir lira x = oo e("*-a')*(k ~ 2, . . .  m) zur Grenze Null conver- 
girt gleichm~ssig fiir die angegebenea Werthe yon arg x. Unter 
~t, �9 �9 . ~,~ verstehen wir eines derjenigen Fundamentalsysteme, welche 
in dora jetzt  betrachte~en Gobiet durch das Reihensystem ,S 1, . . .  S~ 
asymptotisch dargestellt werden. Es sei 

y = c l ,  h + �9 . �9 + c,,,~,,, 
also 

wo ea~ ffir (Pe-~ + d < arg x < ~e - -  ~ gleichmiissig zur Grenze Null 
convergirt. Wenn c 1 yon Null verschieden ist, ist 

n A ~ 

schreib~ man daftir 

so convergir~ ~l,~ fiir ~oe_i -~- ~ < arg x < ~0 e - -  ~ gleichm~issig zur 
Grenze Null, d. h. es ist 

y c~  c t $1 

ffir ~oe_l + (5 < arg x < ~o e - -  r Ist  

c l ~ - 0 ,  c 2 ~ 0 ,  . . .  c ~ - l ~ 0 ;  c~={~0, 

so finde~ man ebenso 

wo 7~ dieselbe Eigenschaf~ besitz~ wie vorhin 71,, so class jetz~ die 
asympto~ische Gleichung 

y c ~  c~S~ 
besteht. 

w  

Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen den 2 r  Fun- 
damentalsystemen 

~i~,,... ~,) ( q =  l,  . .  ~ )  
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und ihr Verhal~en bei einem Umlauf der Verilnderlichen x um die 
singuliire Stelle x ~ oQ.*) Wir bezeiehnen das Gebiet 

in welchem die l~eihen $1, . . -  S~ die Funetionen ~el, . . .  ~ )  asyal- 

pto~iseh darstellen, mi~ ~(r Die Gebiete ~(e) und ~(~+~) haben das 
Gebiet ~:e 

gemeinsam, in welehem sowohl die asymp~otischen Gleichungen 

als auch die asymptotischen Gleichungen 

~le+') c~o S~ (h = 1, . . .  m) 

bestehen. Wi t  suchen den Zusammenhang zwischen den Fundamental- 
systemen ~e) und y~e+l), wie sie dureh die in w 1 eingeftihr~en Integral- 

ausdriicke gleiehzeigig im Gebieg ~:r definirt sind~ oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, wir drilcken das aus dem Gebiet ~(e) in das Gebiet 
~(e+i) fortgesetzte FundamentMsystem ~(~0) dureh das yon vorn herein 

im Gebiet ~(e+l) dargestell~e Fundamentalsystem ~(r aus. Wir  setzen 

zu diesem Zweck die Gruppe der Laplace'sehen Transfbrmirten (B) als 
bekannt voraus. Die zu den singul~ren Punkten r162 und a~ gehSrigen 
kanonischen Fundamentalsysteme der Differentialgleichung (B) seien wie 
in w 1 v~1 . . . .  vi~ und vkl, �9 �9 �9 v~p; die zu einem bestimmten die sin- 
gul~ren Punkte gi und a~ verbindenden Wege gehbrige Uebergangs- 
subsr sei 

�9 ~ �9 ~ . * �9 �9 ~ ~ �9 

+ . . .  + 

Da sieh die Functionen v ~ , . . ,  v~.~_~ in der Umgebung yon 
z ~ ~ regul.:ir verhalten, so benutzen wit im Folgenden bei der Unler- 
suchung yon v~ ~ v~ nut den Coefficienten Z~**) ,  welchen wit mit  
.M~ bezeichnen. Wit  schreiben 

�9 ) Unter einem posi~iven Umlauf um x ~ ~ wird bier ein Umlauf um 
si~mm~liche endliehen singultiren Btellen der Differenfialgleiehung (h) verstanden, 
bei welchem arg ~ um 2~ zuuimmt. Under ~?(ae ) verstehen wit die Function, welehe 
in einem besehr~,nk~en Gebiet der Veri~nderlichen x durch das frfiher aufges~ellte 
Integral definirt wird, und die For~setzung dieser Funelion fiber jenes beschriinkte 
Gebiei; hinaus, welche dureh das Integral mit veriindex~em Integrationsweg dar- 
gestellt werden kann. 

�9 *) EB ist nii, mlich 
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In der z-Ebene ist mindestens eine gegen die reelle Axe unter 
dem Winket eor geneigte (~erade vorhanden, auf welcher zwei oder 
mehrere Punk~e a~ liegen. Die in Fig. I dargestellte Gerade gehe 
durch die Punkte a~, a~, %, . . . ,  so dass 

r ~ arg (a, - -  a2) ~ arg (a 2 - -  a~) . . . .  

isL Sta~g ~q) und ~r sehreiben wit  vortibergehend ~/~ und ~ .  Am 

Anfang des Integrationsweges l~, yon ~/~ sei arg (~ ~ a , ) =  co, w o o  
zwischen % und r liegt; der aus dem Unendlichen kommende Theil 
des Integrationsweges l, wird so 
gedreht, dass an seinem Anfang 
im Unendlichen ebenfalls 

ist (Fig. 1). 
Dann sind die Integrale .~ 

und ~ in der Umgebung yon x~---c~ 
ffir arg x ~ z - -  o g l e i c h z e i t i g  
g~iltig. Der gedrehte Integrations- 
weg 11 fiillt mit ~t' zusammen; da- 
gegen ~ndern die geradlinigen 
Theile yon l~, ~.~, �9 . . ihre GestalL 
da bei der Ab~nderung der In~e- 
grationswege keiner der Punkte 
~ ,  t~, . . .  fiberschritten werden 
daft. Dutch Zur~ickf~ihrung der 

~ i g .  1. 

in Fig. 1 dargestell~en Integrationswege ~j, 12, ~ ,  . . .  auf t ( ,  ~2', 13', . . "  
finde~ man, dass ~h ~-~t ' ,  dass ~/., eine lineare homogene Function mi~ 
eonstanten Coefficienten yon r und ~/2', dass % eine lineare Verbin- 
dung yon ~h', ~/2', %' isg u. s .w.  Auf dem den Punkt a~ (h  ~ 1, 2, 3 . . . )  
umgebenden Kreis nehmen wir dell Pankt  fl~ so an, dass 

arg (fib ~ ~ )  ~ % "+" -ff 

ist. Zu dem Wege %~2/~ta!*) gehSre die Uebergangssubstitution 

wonn der integra%ionsweg ~ nur den singuli~ren Punl~ z -~  ak einschlieset, ist 

f % ~ d ~ d z  ~ o, (~ ~ 1, . . .  ~ - -  1) 
l 

also 

*) Dabei sind zwei auf einander folgende PunMe dareh eine gerade Linie 
verbunden. 
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die den Wegen  cr162 ~/~ ~2 und ~3 r r 1 t~ l entsprechenden Uebergangs-  
substitu~ionen seien 

= + . , .  

und 
v 8 = M s t v  , + . . . .  

Zur F ix i rung der in v, (h ~ ],  2, 3 , . . . )  enthal tenen Po tenz  (z - -  a~) xh 
�9 t . )  

nehmen wir im Punkto  z ~ flh arg (z - -  a~) ~ to e -+- -~ an. - -  A m  

Anfang  yon l~ im Unendl ichen war arg (z - -  gh) ~ to < toe, so dass, 
wenn  man beim Durchlaufen  des Integrat ionsweges ~ an der Stelle fl~ 

7$ 

ankommt ,  arg (~ ~ a~) ~ to e - F - ~  is~. W e n n  der W e g  12 auf  die 

nach einander zu durchlaufenden Wege  lt', [2', /1 ' - x** )  zur[ickgefiihr~ 
t ~q~ 

wird, so ist in i~2 auf  12 % durch die Angube arg  (z - -  a2) ~ to e -]- 

fixirt. E s ' i s t  v 2 ~ M 2 1 v l - F - - - ;  wenn man in /~1 auf  11' v 1 dutch 

die Angabe a rg  (z - -  al) ~ toe -{- ~ fixirt, so langt  man in fl~ mi t  dem 

richtigen Wer th  yon v 2 an. Kehr~ man naeh einer posit iven Um- 
kreisung des Punktes  a 2 wieder nach fll zurfick, so hat  sich v2 mi t  
e ~ * ,  multiplicirt ;  es ist also in fl~ v2 ~ e~ '~i~M21vl  " -F ' "  ", we zur  

F ix i rung  yon  v~ wieder arg ( z -  a~)~--~-h--I-toe anzunehmen is~. 

f v ~ e ' ~ d ~  nimmt demnaeh,  naeh einander fiber die Wege  l~', l~', /1 ' -~  
erstreckt ,  bezw. die Wer the  M ~ h "  , ~ ' ,  - -  M ~ e S ' ~ x ~  ' an. Es ist also 

W e n n  man den W e g  13" auf  die nach einander zu durehlaufenden W e g e  
~',  ~ ' ,  ls' , l~ ' - : ,  l~ "-~ znr~iekffihr~, finder man ebenso 

= ( 1  - -  ' + 

u. s . w .  Wenn  noch andere gerade Linien yon der R ieh tung  toe vor- 
handen sind, auf welehen zwei oder mehrere Punk te  a~ liegen, so sind 
die en~sprechenden Ia tegra le  y~ ebenso zu behandeln. W e n n  die du tch  
den Pank~ ai gehende Gerade yon der Riehtung toe keiae  andere Wurze l  
der Gleichung (C) en~hs is~ ~ e ) ~ - ~ e + ~ ,  well der In teg ra t ionsweg  
yon ~/~) dutch Drehung seines geradlinigen Theils in den jen igea  yon 
~e+~) iibergeffihr~ werden kann. 

W i r  haben somit, wenn die Uebergangssubst i tu t ionen ffir die La- 
place'sche Transformit te  (B) bekann t  siad, den Zusammenhang zwisehen 

�9 ) Man kaun auch sagen: v, ~ $'I~vt - ] - . "  und v~ ~ Ma~v~ "k "'" sind die 
den Wegen ec~te~ und t~ste s en~sprechenden Uebergangssubsti~utionen, wenn im 
ersten Fall ~.wischen tq und ~s arg (z ~ c~) ~ w~ -1- ~, arg (z--  r162 ~ w e und im 
sweeten Fair zw~schen a~ uud ~, arg (~ - -  ~)  = ~e + ~ '  arg (z - -  ~)  a~ e ange- 
nommen wird. 

�9 *) Dabei ist ~-~ der in entgegengese~ztem Sinne durchlaufene Weg L 
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den Fundamentalsystemen ~e) und ~(~e+1), welchen wir, indem wit unter 
3I~ eine lineaxe Substitution versbhen,  in der Form darstellen: 

(y(~)) = 9/r (~(r (p ---~ 1, . . .  2 r  -- 1) 

Wie oben der Zusammenhang zwischen (~) und (~'), so ergiebt 
sich aueh der Zusammenhang zwischen (~(~}) und (~(e'd~)); da abet 

~ i 2 r - - ~ - l )  ~ ~/~-- 2 ~  i . t h~ (1} . l h  

ist, so haben wit auch den Zusammenhang zwischen (~(~)) uud (~(1)): 

Wir haben also zwischen unseren 2 r  Fuudamentalsystemen 
(~(~)), . . .  (~(~)) die Beziehungen: 

(~m) = ~, (~(~)), 
(~(~) = ~L (~(~)), 

�9 ~ ~ , ~ . . ~ 

(~(~,-1)) = ~L,-l(,f~'~), 
(~(~,~) _-- ~/~, (~(").*) 

Dabei kann man sich immer das links stehende Fundamentalsystem 
im Sinne wachsender Argumente in das Gil~igkeitsgebiet des rechts 
stehenden Fundamentalsystems fortgesetzt denken. 

Behi l t  man nut  die beiden Fundamentalsysteme 

~,~ = ~)  (h = t , . . .  m) 
und 

bei, so ha~ man die Beziehungen 

(7) - -  ~ , ~  . . .  ~ , ( ~ )  = ~ ' ( ~ )  
(~) = ~ ~ + ~ . . .  ~ ( ~ )  ---- ~/,,(~). 

Wenn das Fundamentalsystem (~) bei einem vollen Umlauf um die 
singul~ire Stelle x ~ oo in (H) tibergeh~**), so is~ 

(H) = ~,  ~ . . .  ~ ( ~ )  ~ ~ ' ~ " ( ~ )  
oder 

(,H) ---- ~ (~), 

woftir wit ausfiihrlich schreiben: 

~) Aus diesen Beziehungen ersieht man, ob sich alas Gfiltigkeitsgebie~ einer 
einzelnen asympbtischen Gleichung ~(Q) r S h fiber das fdiher angegebene Gebiet 
r162 "{" ~ ~ arg x ~ r r -- # hinaus erstreckt. Is~ 

so besteht in tier Umgebung yon x -- ao die a~ymptotisehe Gleichung ~(ae ) ~ S h 
gleichmissig ffir ~e-i + # ~ arg x ~ cpa+r -- ~. 

**) Ygl. die Fussnob am Anfang yon w 2. 



538 J. HoRn. 

I'lj ~ b1,~1 d- " ' "  n u b~m~ 
�9 . . �9 �9 ~ ~ �9 �9 ~ 

Die zur singul~iren Stelle x ~ oo geh5rige Fundamen~algleichung der 
Differen~ialgleichung (A) ist demnach 

b~t ~ s ,  . . .  h im  

b,~1,  . �9 . b,nm - -  s 

Man kann nan das zur singul~iren Stelle x-~- ~ gehBrige kanonische 
Fundamentalsystem y,~ . . .  Y,n dutch ~L, . . -  ~,~ ausdriicken: 

�9 . . . .  , ~ ~ , �9 

y,~ ----- c , ~ 1  ~ . . .  ~ c,~,,~,,,; 

die Coefs cjl , . . .  c,~,~ sind algebraische Functionen der in den 
Uebergangssubstitulionen tier Laplace'schen Transformirten (B) ent- 
haltenen Coefficienten M~k~ zu deren Berechnung transcendenh~ Pro- 
cesse erforderlich sin& Wir schreiben kurz 

(y) ~ ~ ( ~ ) .  
$etzt man hierin 

(~) ~ ~'(~),  

so erh~ilt man alas Fundamentalsystem (y) dutch das Fundamentalsystem 
(~) ausgedriiekt : 

(y) = ~ (~). 

Hiernach isi es mSglich~ das Verhalten der Integrale y,~ . . .  y~ 
bei der Ann~herung der Ver~inderlichen w an die singuliire Stelle x ~ or 
zu untersuchen, wie dies am Schluss yon w I ftir ein beli~biges Inte- 
gral y gezeigl wurde. 

w  

Fiir eine Differentia|gle~ehung zweiter Ordnung gestalten sich die 
bisherigen Ea~wielclungen fo}ge~dermassen. Die lineare Differential- 
gleiehung zweiter Ordnung~ deren Coefficieuten gauze Funetionen ~v t~ 
Grades yon x sind, 

d~y d y 
( a o x,P - ~  . . . ) - ~  -{- ( a~ x ~' -~- . . . ) d-d " ~  ( a~ x ~  - [ - . . . )  y ~ O,  

kann~ wenn a o yon Null versehieden is~ und die cbarakteristisehe 
Gleichung 

a0 ~ -}- a ~  ~- a2 ~ 0 



Ueber eine Classe linearer Differentialgleichungen. 539 

zwei versehiedene Wurzeln besitzt, wie in dem Math. Ann. Bd. 49 
behandelien Specialfall p = 1 anf die Form gebracht werden: 

d~y (A') (x~ + . . . )  ~ + ( ( z , + ~ + 2 ) ~ - ~  + . . . ) a y  

+ ( x ~  + ( Z , - - z ~ ) i x ' - l +  �9 - .) y = 0"). 

Die Laplace'sche Transformirte 

(n') (~ + 1 )  a ~ v  - -  - -  ,~) ~1 ~ + . . . .  0 

hat im Endliehen die beiden singulliren Punkte z = i und z = - -  i ,  

deren determinirende Gleichungen die Wurzeln 0, 1~ . . . p - -  2, Z I 
und 0~ 1~ . . . p - -  2, it~ haben**). Die Berechnung der Reihen 

AH At~ z,=~'~ ~-~,-'(A,o + ~ + ~ + . . . ) ,  
�9 A~t A22 s ,  + + . . .) 

is~ wie in w 1 vorzunehmen. Jetzt is~ 

co o ~ - ~  eo 1 ~ .  

Wi t  setzen 

,7~ = f  vw~ a,, 
*h (h ~ 1, 2) 

r 

wit haben am Anfang des kreisfSrmigen Theiles des lntegrationswegs 
1~ (h---- 1, 2) 

3~r ~r 

und" am hnfang  des kreisfSrmigen Theils des [ntegrationswegs 

(h---- 1, 2) 
~- ~ arg (z - -aa)  > - -  ~" 

In tier Umgebung yon x ~ ~ gelten die asymptotisehen Gleichungen 

gleiehmiissig fiir 

- - ~ - + - O ( a r g x ~ - - 6  

und die asymptotischen Gleichungen 

d*Y fehlt das Olied mi~ x ~ - t .  �9 ) Im Coefficienten yon 

�9 *) Ganzzahlige Wer~he yon ~t und ~, sind ausgeschlo~sen. 
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gleichm~ssig fiir 

wo ~ eine belieb~ge kleine positive GrSsse darstellt. 
Wir machen yon den Uebergangssubsti~ufionen der Laplace'schen 

Transformir~en (B') Gebrauch, welche zu den Wegen ~e ~ fl~ ~ (Fig. 2) 

und ~l~lfl,2~X$ (Fig. 3) gehSren*): 

v~ ---- ~ , , ~  + . . . ,  

und zwar soll arg (~--~,) in /~ gleich ~, in ~ gleieh 0 sein. Wir 
kgnnen auch sagen: v: ~ M:~v, %. . .  ist die Uebergangssubsgitu~ion Nr  

!o § 

:Fig. '2, :Fig, 3, 

3 ~  den Weg a 2 ~1, wenn im Nullpunkt arg (~-- al) ~- ~ ,  arg (z--  as) ~ 

angenommen wird, und v 1 ~ M12v  2 2 c . . .  die Uebergangssubstitution 
fiir den Weg a l a 2 ,  wenn v 1 und v~ dutch die Angabe fixir~ werden, 

class im Nullpunkt arg (~--%) = -  ~, arg (z--a~) ~ g  sein soB. 

Nach w 2 besteht zwisehen dem im positiven Sinn ~*) fortgesetzten 
9~undamentalsys~em ~h, ~2 und dem Fundamentalsystem ~/l~ ~2 der 
Zusammenhang***) 

~h ~ ~ ~ M~ (l~e~=~z~)~; 
ferner haben wir 

~ = e-~"a,~h + ~ ( 1 - - e ~ a g ~ - ~ , ~  , 

wenn das Fundamenhlsystem ~l, ~2 in posit~ivem Sinne in das (]filtig- 
keitsgebie~ des Fundamen~alsystems ~ ,  ~ fortgeset~zt wird. Wenn 
das Fundamentalsystem ~ ,  ~ bei einem Umlauf in Hi, H~ ttbergehf, is~ 

*) Esis~ eq=i ,  ~ = - - i .  
**) Fussnote am Anfang yon w 2. 

***) Wegen ~t-----~l gilt die asymptot;ische Gleichung ~i ~'~ ~l ffir 
~ Ir -t- 8 ~ argx ~2~r--  

und ~vegen ~ ~- e-~=~,~2 die asymptotische Gleichung ~7~ ~'~ S~ ffir 
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wobei gesetzt ist: 

541 

b,~ = M,~(1 - -  d ~ , )  e - ~ ; ~ , ,  

b2L ~ M.:, (I - -  e2=~) e -e~i~,, 

Hieraus erhiilt man die zur singuliiren Stelle x == oo gehBrige Funda- 
mentalgleichung 

611 - -  s, hi2 I ~ 0 
b21 ~ b.~ 2 - -  s 

�9 oder 
s 2 - -  s[e - ~ ' ~ ,  .~- e - ~ ' ~  + M12~I~  e2=~,(e-2=~,- -  1) ( e  - ~ i z 2  - -  1)] 

e -2=~(~+~) ---- O. 

Hiernach l~sst sieh das zu x ~ oo gehSrige kanonische Fundamental- 
system Yl~ Y: dutch ~1~ ~2 und (unter Benutzung des Zusammenhangs 
zwischen ~1, ~2 und ~l, ~2) auzh durch ~,,  Y2 ausdrficken. 

Das Yerhalten des Integrals 

bei der Anniiherung der Ver~inderlichen x an die Stelle x - ~ - ~  wird 
dargestellt durch die ftir 

gtlltige asymptotische GIeichuug 
y c~J c,S, + C~S~ 

und durch die ~iir 
d <  a r g x < 2 ~  

giiltige asymptotische Gleichung 

Man hat 

bei Beschr~inkung auf das Gebiet 

und 
y ~ c2S~ 

bei Beschr~inkung aug das Gebiet 

*) Die in der Arbeit des Verf. ,,u ~symp~or Daxs[ellungen 
zur Uaterauchung der Integrale einer speciellen Differentialgleichung II" (Math. 
Ann. Bd. 49, S. 473) ffir die lineare Differen~ialgleichung zweih~r Ordnung mit 
linearen Coefficien~en aus den asyml~totischen Dars~ellungen gezogenen Folgerungen 

Mathematisehe Annalen. ~. ~5 
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Nehmen wir p = 1 an, so ergeben sich die im 49. Bd. der Math. 
Ann. direct hergeleiteten S~itze tiber die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit linearen Coeffieienten. Die Laplace'sche Trans- 
formirte~ welche jetzt  yon der ersten Ordmmg ist~ hat das Integral 

v : (z - -  i) ~, (~ + i)~. 
Indem wit dasselbe zuerst nach Potenzen yon z -  i ,  sodann nach 
Potenzen yon z - ~ - i  entwickeln~ setzen wir 

v I : ( z - -  i ) ~ , ~ f  A~(z - - i ) . ,  
#~---0 

~v 

wobei 

durch die Angabe 

fixirl sind. 

A 1 o ~ - - ( ~ i )  ~,  A2o ~ ( - -  2 i) ~, 

Dann is~ 

~l .-~ f vle*x dl, ~2 ~..(v2e':~d,. 

Die Integrationswege /1, /2 sind in Fig. 2 fur arg x ~ 0, /1, 12 in 
Fig. 3 fiir arg x = ~r dargestc]lt. Wenn man beim Durchlaufen des 

Weges t~ bezw. ~ zum ersten Mal in /~h bezw. flk anlangt,  ist 

arg ( z - - ~ )  ~--- z bezw. = 0 

zu nehmen (h ~ 1, 2). Wir kSnnen auch setzen: 

~1, ~ _ f  (~ -- i)~'(z + i) ~ e*~ dz, 
~f  *h (h = 1, 2) 

~, ~ f ( z - -  i)~,(~+i)  ~, e'~d~, 

h 

wobei die Function v dadureh fixir~ wird, dass wir am gn fang  y o n  

/1 und /~ im Unendliehen 

arg (z - -  i) -~- ~r, arg (~ + i )  ~ ~r, 

fiber die Lage der l~ullstellen der Integrale in der Umgebung yon x ~ ~ (~ 1 
und w 2) und (iber das Verhalten der reellen ln~egrale ffir grosse reelle Wer~he 
yon x (w 4) bleiben flit die im gegenw~rtigen Paragraphen behandelte lineare 
Differentialgleichung zweiter 0rdnung mit Coefficienten jo to~ Grades unver~.adert 
bestehen, 
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am Anfang yon It 

arg (z -- *') ---- O, arg (~-5 i) *= 0 

und am Anfang yon 

arg ( z - - i )  ~ 2 z ,  arg (z -5 i) ~ 0 

setzen. Denn auf l 1 am Anfang des Kreises in fll ist arg ( z - - i )  ~ =, 

arg (z ~-i) nahezu gleich ~,  auf Z 2 am Anfang des Kreises in fi2 
3 ~  

arg ( z - 5 i ) ~  =,  arg (z - - i )  nahezu gleich ~ - ;  es ist also auf l 1 

( ~ -  i)~L (~ -5  i b  ---- v , ,  
auf t 2 

(~-i)~,  (z-si)~ ---- v2, 
wenn unter v I und v: die obigen l~eihen mit den fixirten Werthen 

yon Al0 und A2o verstanden werden. Ferner ist auf ~ in fll am hnfang 

des Kreises arg ( z - - i )  .-~ O, arg ( z - 5 i )  nahezu gleieh ,-2-, auf ~ in ~2 

am Anfang des Kreises arg ( z - s i ) ~  0, arg ( z - - i )  nahezu gleich ? ,  

so dass auch ( z - - i ) ~ , ( z - - i ) ~  durch die Reihe v 1 bezw. v~ dargestellt 
wird*). 

Die zu den Wegen a~fl~fl I a I und al"fil ~ a 2 gehSrigen Uebergangs- 
substitutionen sind v 2 ~ vj bezw. v~-~-e-~'~a,  v2, so dass 

M21-~--1, M i 2 ~ e  - * ~ a ,  

ist. Wi t  haben demnach die Beziehungen 

% = ~1, 

~ ---- % -5 ( 1 -  e*,'a9% 
und 

~j --~" e-~'~'a~ll -5  (e-*'*a, - 1) e-2'~a, qT~ , 

ferner 

H, ---- e-~a,~1 -5 (e -2~a'- I) e-~=~'~2 , 

H 2 = (1 - -  e 2~a~) e - ~ a ,  ~, -5 (1 - -  e - ~ a ,  -5 e-~ ~i(~+~)) ~ ; 

die zu x = o~ gehSrige Fundamentalgleiehung 

s ~ - -  s ( e - ~ " ~ , + ~ ) +  1) -5 e-~(z,+~,) -~-- 0 

hal dio Wurzeln 
s 1 ---- 1, s~ ~ e-~i(z~+ a,) .~ 

Die Integrale y~, Y2 lassen sich als bes~immie Integrale und vermittelst 
besfiindig convergenter Po~enzreihen darstellen (Math. Ann. Bd. 49). 

~) Im 49. Bd. der Mat;h. Ann. sind ~:, ~ und ~ ebenso fixirt wie bier; 
dagegon ist die dort mi~ ~/t bezeichnete Function gleieh der mi~ e ~tz~ multipli- 
cirten jetzigen Funct;ion ~t. 

35* 
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w  

Wir gehen zur linearen Different.ialgleiehung drifter Ordnung 

dry d~y 
(A") (aoX~ + . .  -) ~ + (a sx~ + . . . )  d ~  

d y  
+ (a~x~ + �9 �9 .) ~ + (asx~ + .  �9 . )y  = O, 

deren Coefficienten ganze Funetionen pte, Grades yon x sind (ao=~=0) 
und deren charakteristisehe Gleichung 

drei verscMedene Wurzeln al, a2, aa besi~zt. Die Ausf~ihrung gestaltet 
sieh versehieden, je naehdem a,, as, a~ auf einer Geraden liegen 
oder niehta). 

1) %, % ,  ~ liegen nich~ auf einer Geraden. 
W~r kSnnen annehmen, class tier etwaige s~umpfe Winkel des 

Dreiecks % %% bei a 3 liegt und dass die Sei~e ~ % auf der reellen 
Axe senkreeh~ steht (Fig. 4). Die Winkel des 

% Dreieeks mSgen ~ ,  ~z, ~ heissen. 
Unter Benutzung der in w 1 eingeffihrten 

Bezeiehnung is~ 

3z~ @1 ~1 ~r ~r ~ 

o % c % ~  @5 ~e~  - - 2 z ;  7$ 

r~g' ~" die sechs Richtungen e% sind durch die durch 
den Anfangspunkt gelegten Parallelen zu den Dreiecksseiten bestimmt. 
Welter is~ 

*) Dureh die Substiimfion 

y =  ea~ y ", ~ = .B a:' 
geht die Gleichung (A") fiber in 

ds Y' daY" -t. (ao'x'~ + . . . )  ~ a  + (~i' z'~ + . . . )  . . . .  o 

mit der cl~rakteristisehen Gleiehu~g 
ao'~ '8 -t- a~' ~" -b a~'~' -b as' ~ 0 

o_der 

mit den Wurzeln 
~ = ~ (% - .4)  Ch = ~, e, ~). 

Dareh passende Wahl der Constanten A, ~ kann demnaeh das Punktsystem 
~t, ~t, ~8 in irgend eia ~hnHches Funk~sys~em al" ~ ~', ~" fibergeffihrt werd~n. 
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um die r~iehtungen ~e zu erhalten, zieht man die HShen desjenigen 
Dreiecks, welches durch S1oiegelung des Dreiecks a, % % an der 
imagin~tren Axe entsteht,  und legt dutch den Nullpunkt der x-Ebene 
die Parallelen zu diesen HShen. 

Wir erhalten 6 Fundamenta]systeme 

y~q), ~e), y?) (Q ~--- 1 , . . .  6), 

je  nachdem der geradlinige Theft des Integrationsweges eine Richtung 
zwischen eo o und co 1 . . . .  , zwischen ~5 und co 6 hat. Die asymptotischen 
Gleichungen 

gelten in der Umgebung yon x ~ - ~  gleichmEssig in dem Gebiei ~(e) 

q~e_l -[- d ( arg x / 

< ~e+a - -  #. 
/ 

In Fig. 5 sind die Gtil- 
tigkeitsgebiete | . . .  | ~f' 
der einzelnen Gruppen yon \ 
asymptotischen Gleichungen 
durch KreisbSgen mit bei- rf, 
gefiigten Ziffern dargestellt. ~'-" 

Da die Sectoren |174 

- -  ~ -]- ~1 ~ 6 ~ arg x 

und ~ ~ ~(4) 

@l -[" d ~ arg x 

zusammen die ganze Umgebung yon x ~ c~ ausfiillen, so kSnnen wir 
uns auf die beiden Fundamentalsysteme 

~a 

und 

~a 

beschrgnken. Kommt der Integrationsweg g parallel zur reeilen Axe 
aus - - 0 %  so gilt der Integralausdruck far ~1, und die asymptotische 
Gleichung ~a c,o Ba fiir grosse reelle positive x; das [niegral ffir ~a und 
die asymptotisehe Gleichung ~a cxa & sind ftir negative reelle x giiltig, 
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worm der Integrationsweg l~ parallel zur reellen Axe aus -[-oo kommt. 
Die Beziehungen zwisehen den 6 Fundamentalsystemen ~/~) sind 

nach w 2 durch die Formeln dargestellt,*): 

mi~ 

] '13 

~ = ~i  ~) + / e ~ ( i - ~ s - - , )  ~?), 
,i~, = ~i0); 

Dubei is~ 

mit 
a~g ( ~ -  ~ , )  ---- 

zwischen a 1 und as; 

*) Hie raus  ergieb~ sich 
s y s t e m e n  ~h und  ~'h. 

?)1 ~ M I ~  Vz -[" " " " 

2 

v~ = ~/~,~, + . . .  

arg (z--a2)----- 

der Zusammenhang~ zwischen den Fundament~1- 
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mi~ 

mit 

zwischen 

mit 

v t - ~  MI.~V 3 ~ - . ,  . 

2 @t, 

$,$ 
a r g ( z - - a l ) ~  - #1, a r g ( z - - a a ) ~ - -  - ~ - ~ 1  

2 

a 1 and t~ 3; 
~ ---- ~,,~v3 + "  �9 �9 

~ = 2 1 / ~ , v ,  + .  �9 �9 

mit 

arg (z--a2) 

zwischen a 2 und a a. 
Aus 

woftir aueh 

T + 0"2' arg (Z-- %) = ~- -{- ~2, 

geschrieben werden kann~ folgt, dass die asymptotische Gleichung 
~1 cx)S t gleichmilssig ftir 

oder 

gfiltig. 
In Fig. 6 ist der Gfiltigkeitsbereieh jeder einzelnen der asymptotischen 

/ 

q~ 

:Fig, 6. 
Fig. 7, 

Gleichungen ya c,o Sa (h ~ 1, 2, 3) und in Fig. 7 der Giiltigkeitsbereich 
jeder einzelnen der asymptotisehen Gleichungen ~a cx~ ~qa (h ~ 1 2, 3) 
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dargestellt und mit dem Buchstaben ~ bezw. ~ bezeichnet*). Der 
Zusammenhang zwischen dem Fundamentalsystem Yl, Y~, Y3 und den 
bisher betrachteten FundamentalsysCemen ~ ,  y~ ~i und ~?~ ~ ,  q3 
ergiebt sich wie in w 2. Um das Verhalten eines beliebigen Integrals 
y bei der Anniiherung der Ver~inderlichen an die Stelle x ~ oo zu 
finden, bringt man dasselbe auf die Form 

y ~ c ~ ,  -}- c~v~ -t- c3~ ~ ~ ~ ~ :  -{- Ca~a 
und hat im Gebiet ~ die asymptotische Gleichung 

y ~o c1~ + c ~  + c~3, 
wi~hrend im Gebie~ | 

ist. 
Bezeichnet man mit @e (0 ~ 1, . . .6) das Gebiet ~r < arg x ~ cPe, 

so ist in 
~1: ~(~x)  > ~(%x) > ~t(~Ix), 
@~ .. ~t(~x) > ~t(~2x) > ~t(~x), 

@~: ~(~,x) > ~t(~x) > ~t(~x), 
60 : ~ ( ~ )  > ~(~,x) > ~(%x). 

Demnach wird das allgcmeine Integral 
in @6 und @1 durch '..q2, in @2 und @3 

und 

/ 

y in @4 und @5 durch S, ,  
durch 3 3 asymptotisch dar- 

:Fig. 8. 

O) 0 ~ ~$~ {D! ~ O~ 

gestellt (wobei die Reihe Sl, jedes- 
real mit einem constanten Factor 
zu versehen ist). In Fig. 8 ist 
das Gebiet angegeben, in welchem 
die Reihe Sh ( h ~ l ,  2, 3) das 
allgemeine Integral asymptotisch 
darstellt, und mit S~ bezeichneL 

2) %, ~ ,  % liegen auf einer 
Geraden. 

Wir kSnnen~ 1 a2, a s reell und 

voraussetzen. Je~z~ ist 

*) Se~z~ man yon den auf der posi~iven reellen Axe darges~ellten Func~ionen 
~l, ~ die ers~e im negativen, die zweite im positiven $/nne nach der negativen 
reellen Axe for~, so ha~ man die Funcfionen 7~1, ~2 (erstere yon einem constanten 
Factor abgesehen). 
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rz 3~r  

Wir haben dann die beiden Fundamentalsysteme 
~ = Vl x) (h = 1, 2, 3) 

und 
~ - v~ ~ q,, = ~, ~, 3). 

In Fig. 9 sind die Integra~ionswege 1~, und ~ in ihrer mittleren 
Lage dargestellt. In der Umgebung yon 
x-----oo gelten die asymptotisehen G!ei- 
ehuugen 

~ ~ N (h ---- ~, 2, 3) 

gleiehm~ssig ffir 

- -  ~-.+ # < arg x <: ~ 

und die asymptotischen Gleiehungen 

~ c~ $~, (h ----- 1, 2, 3) 

gleichm~ssig ffir 

~ ? ,~ -+- t~ < a r g x  < --(~.  

5 

t t  Ct 

l~ig. 9. 

Zwischen dem im positiven Sinn fortgesetz~en Fundamen~alsystem ~h 
und dem Fundamentalsystem ~, bestehen die Beziehungen: 

die Beziehungen zwischen dem im positiven Sinn for~gesetztea Funda- 
rnen~alsystem ~ und dem Fundamen~alsystem ~, lau~en: 

~ ~= e -~"~ ,~  + (1 - - e  ~"~",) (Mj:e-~"~,W + M.e-2"~a'~3). 

Dabei ist 
v, = M2tv, + . . :  

raft; 
arg (z--a~) = ~r i arg (z--u2)  ~ O, 

mit 
arg (z - - -~)  ~- - -  z ,  arg (z--u2)  ~ 0 

zwisehen a~ und %; 

raft; 
arg (z--  u~) ~- ~,  arg (Z-- u~) ~ O, 
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v~ = Z / ~ v 8  + . . .  
mit 

arg ( z - -a~)  = ~ ~ ,  arg (z--a~)  = 0 

zwischen a: und aa; 

vs ---- M s ,  vl  + "  ", vl  = l l / l ~vs  + �9 �9 �9 

entspreehen den in Fig. 9 mit J3/sl bezw. ~/~3 bezeichneten punktirten 
Wegen,  und zwar ist zwischen t~ 1 und a~ bet der ersten Substitution 
nahezu 

arg (~--~1) = ~, arg (z--a.q) - - - -  O, 

bet der zweiten nahezu 

a r g ( z - - a l ) : - - ~ ,  a r g ( z - - a s ) = 0  
zu nehmen. 

Die Darstellung des zu x = c~ gehSrigen kanonischen Fundamental- 
systems Yh durch ~ und ~t, ergiebt sich wie frtiher. 

Ist 

so gelten die asymptolischen Gleichungen 

y c,o c~S~ "4- c~S~ -{-- csSa, 

bezw. ftir 

und 

Fiir 

- -  ~- -4- ~ < a r g x  < - - 8  

~-t-  $ < arg x < - - d .  

7g 
- - ~ - { -  (~ < a r g x  < g --  (~ 

gilt die asymptotische Gleichung 

y f~O Cl~l~ 

wenn c I yon Null verschieden ist, und ftir 
7g 

~--1- ~ < arg 

wenn U s yon Null versehieden ist, 

yc, .)  

x < ~ - ~ - -  ~, 

die asymptotische Gleichung 
e s & .  

w  

Fiir die Laylace'sche Differentialgleichung drifter Ordnung 

dSy d~y dy 
x ~xs -{- (aix'3t" bl) ~ "4- (a~x'3t- b2) "~x -1- (a3x-{- ba) y ~ 0 

ist v yon der Form 

wo ganzzahlige Werthe yon /tl, /t2, /t 3 ausgeschlossen werden. 
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1) at,  a2, aa liegen nicht auf einer Geraden. Durch Entwicklung 
yon v nach Potenzen yon z -  ~h erhalten wir 

0o  

-~l,~ ~ - (~ - ~ )  Z-~ A ~  ( ~ - - ~ y ,  (~ = 1, 2, 3), 
F~O 

wobei 
A,0 = ( ~ , - - ~ # o  ( ~ ; - -  ~,)~,  

&o = (~.~ - -  ~,)~' ( ~ - -  =a) ~', 
Aao : ( % - -  a , ) * ,  ( % - -  a:)a, 

durch die Angabe 
3~t arg (a I - -  %) = -~-a= , arg (r - -  a3) ~ ~ #l ,  

arg ( ~ - ~ , )  ---- ~ , arg ( ~ - - a 3 )  ~ ~ + ~ 2 ,  

~71 arg (%--r = s,~ 

fixirt sein miigen. 
Wit haben die sechs Fundamen~alsysteme ~ ( e ) ( ~  1 , . . . 6 ) ,  yon 

welchen wit insbesondere ~, ~ ~(~) und ~ ~---y(4~ betrachten. Wean 
die geradlinigen Theile der Integrationswege l~ und ~ yon */~ und 
~ parallel zur reellen Axe verlaufen, derjenige yon ~h aus - - o ~  
derjeniffe yon ~ aus --~ r kommend, und wenn wit 

tlt 
(h = 1, 2, 3) 

ll, 

setzen, so ist in ~h, ~/2, Ya die Function v durch die Angabe fixitY, 
dass am Anfang yon l~ im Unendliehen 

arg (~--a~) = arg (z- -%) ----- arg (z--aa) = 

sein sell; bei ~/l is~ am Anfang des Integrationsweges 

arg (z--eq) = 0, arg ( z - -a~)  --~ 2z~, arg (z--a~) = 2z~, 

bei ~ 

arg (z- - t~)  ~ -  0, arg ( z - -a~ )  ~ O, arg (~--%) = 0, 
bei ~a 

arg ( z - - ~ )  : 0, arg ( z - - % )  = 2~t, arg (~--a3) : 0 

zu nehmen. Bei dieser Festsetzung bes~eht am Anfang des kreis- 
fSrmigen Theiles des Integrationsweges yon ya die oben fiir va an- 
gegebene Reihenentwickehng mit arg (z--aa)-----~ und am Anfang des 
kreisfdrmigen Theiles yon ~ dieselbe Entwickehng mit arg ( , - - a ^ ) = 0 .  
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Um den Zusammenhang zwischen den 6 Fundamentalsystemen ~ )  
zu erhalten, hat man in den in w 4 aufgestellten Formeln zu setzen: 

M~3 ---- e - ~ " ' ,  M ~  = 1, 

Zwischen ~ und ~ bestehen die Beziehungen: 

~2 = ( e - ~ ' ~ ' -  1) e-2'~i(z,+~,>~/, --{- e -2~,~2  -~- (e -~ ia ,  - -  1)e-~'i~,~/~, 

Dabei ist jedesmal die links stehende Function in das Ofilfigkeitsgebie~ 
der reehts stehenden Function fortgesetzt zu denken. 

2) r ~2, aa liegen auf ether Geraden 
Die in den Ausdriieken ffir A~o , A~o , A~o en~haltenen Potenzen 

siad je~zt dutch die Angabe fixirt: 

arg (g , - - ,~)  = O, arg (cq--%) = 0, 

arg (g~--%) ~ ~, arg ( a ~ -  .%) ~ 0, 

arg ( a ~ -  a~) ----- w, arg (a a -  %) ---~ ~. 

In Uebereinstimmung mi~ der in w 4 gegebenen Definition yon 
�9 /~ und ~ h~ben wir 

- - ~ f v e ' : d z  (h~-- 1, 2, 3), 
_ J  

we~m bet der Jn Fig. 9 dargestellten Luge der Integrationswege die 
Function v ~ ( z - - a ~ ) a , ( z - - a ~ ) ~ ( z ~ % ) a  dutch hngabe dor hrgumento 
yon ~ - -  at, z - -  a z , z ~ a a am Anfang des Integralionsweges folgender- 
massen fixirg wird: es sei fiir l~, l~, 1 a 

for 

fiir 

. rg  ( ~ - - ~ , )  -~  3 7 ,  ~rg ( ~ - - . ~ )  -=  " 
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fiir 

arg (z--  ~i) ~ 3____~ 2 ~ 

also 

Es ist jetzt 

M ~  ~ 1, 

~ t  ~ ~I~ 

arg (~- -a : )  = T '  arg ( z - - ~ )  = --  ~. 

i~l = I, i~ = i, 

71 ~ e-~'~i~'~ll ~ ( e - ~ ' i ~ - l )  ( e - ~ i ~  "~- e-~'(~+~*)~h), 
~2 ~-- e - ~ , ~  -~- ( e - ~  1 ) e - ~ , ~ a  , 

73 = e - ~ ' ~  �9 

Bei der Laplace'schen Differentialgleichung ]~isst sich das zur 
singuliren Stelle x ~ oo gehSrige kanonische Fundamentalsystem 
Yz~ Y~, Ys vermittelst bestimmter Inbgra le  darstellen~ wobei wit ganz- 
zahlige Werthe yon 2t,/t2~ t3 nich~ nut ,  sondem auch yon/t  1 -]- it 2 -~-/t a 
ausschliessen. Wi t  haben wieder zwei F~lle zu unterscheiden. 

1) a I , a2, % liegen nicht auf einer Geraden. 
Der Fusspuakt des yon % auf a 1% gef~llten Lothes (Fig. 4) sei O. 
Wir verstehen unter s~ einen yon 0 ausgehenden und naoh positiver 

Umkreisung yon r in 0 endigenden Weg und setzen 

Ll ~ sI sas~-l s~ -~, Lz -~ s:s~)sz-~ s~-~ ; 

L a besteht aus einer aus dem Unendlichen kommenden Geraden, einem 
die Punkte t~,  a~ t~  a einschliessenden Kreis und der riickwirts durch- 
laufenen Geraden. Wi t  segzen 

~ f v e , ~ d z  (h = 1~ 2,3);  Ya 
r  

zur Fixirung yon v setzen wit am Anfang yon L1 wie yon L~ in 0 

arg ( z - -  r 

wenn arg x ~ 0 ist~ wird am Anfang yon L a i m  Unendlichen 

angenommen, und wenn sich x iindert~ wird der geradlinige Theil yon 
La in bekannter Weise gedreh~. Man finde~ iihnlich wie in Bd. 49, S. 469 
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und 

2) ~1, a2, as liegen auf einer Geraden. 
Der Integrationsweg L 3 wird wie vorhin definiri; um einen fiir 

= gttltigen Ausdruck yon Ya zu erhalten, nehmen wir am An- arg x ~ 

fang yon L 3 im Unendlichen 

arg ( z - -  a~) ~ arg (z - -  a~) ~ arg (z - -  as) ~ -~ 2 

au. Es sei O' ein Punkt zwischen a~ und r O" ein Punkt  zwischen 
a s und as; wit vers~ehen unter s~' (sa") einen yon O' (O") ausgehenden 
and nach positiver Umkreisung yon a~ dahin zuriickkehrenden W eg  
und set;zen 

L~ ~ s[s~ ' s [ -~ss  "-~ , L~ ~ s~"s~" s~"-~s3"-~;  

am Anfang yon L~ in O' werde 

arg (~--a~) ~ ~, arg (z--a~)  ~ 0,  arg ( z - -a~)  --~ 0 

und am Anfang yon L 2 in 0"  

arg ( z - -a ~ )  ffi ~ ,  arg ( z - - a s )  ffi ~ ,  arg ( z - - a s )  ~ 0 

angenommen. Wenn wir wieder 

=2 y~, e"d~  (h ~ 1, 2, 3) 

setzen, so drtickt sich das Fundamen~alsystem y~, Ys, Y3 durch die 
Fundamentalsysteme ,/~ %, % und ~h, Y~, % folgendermassen aus: 

Ys ~ ~3 -[" e S ' ~  "[- eS~(~+~')q/~; 

Yl ffi (1 - -  e2"'~,)e~"a,~l - -  (1 - - e  s'm,) -~2, 

In beiden Fgllen lassen die Integrale Yl, Y2, Ys Entwicklungen 
yon der Form 
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y~ ----- G, (x), 
y~ -~- G2 (x), 

zu, wo Gl(x),  G2(x), G.j(x) ganze transcendente Functionen yon x 
sind. Das Verhalten dieser Functionen bet der Anniiherung der Ver- 
iinderlichen an die S~elle x ~- ~ ,  die Vertheilung ihrer Nullstellen in 
der Niihe yon x ~ c~ and ihr Geschlecht lassen sigh mit Hiffe der 
asymptotischen Darsteliungen ~ihnlich unfersuchen, wie es flit die ganzen 
transcendenten Functionen, welche bet der Integration der Laplace'schen 
Differentialgleichung zweiter Ord~ung auftreten, in der mehrfach er- 
w~hnten Arbeit im 49. Band geschehen ist. 

w  

In w 1 wurde ein Hilfssatz benutzt, dessen Beweis nachgetragen 
werden soll. Wir kniipfen dabei an eine yon Herrn Liapounoff 
herriihrende Untersuchung an, welche in Picard's Trait6 d'Analyse, 
Bd. III,  S. 362--364 dargestellt ist. 

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem 

d X,~ 

1 wo A=~ in eine fiir ttl ~ r o convergente Potenzreihe yon y entwickelbar 

ist, so dass fiir itl ~ r 0 tA=~] < ~ ist. Setzt man 

so ist 
~x~ e'o 
0,. g 

Wenn man jede Function X ,  ~ X j ~ - i X , , "  und jeden Coefficienten 
A~,~ in den reellen und imaginiiren Theil zerlegt and die Functionen 
X,',  X j '  ( a ~ l , . . . m )  mit x~ ( a ~ l , . . . n ;  n~-2m) bezeichnet, hat man 

~x~ 
~ a,,ex~ (a, fl.=, 1, .n), 

wo a,~ eine reelle Function der reellen Verlinderlichen r und co ist; 
f i i r r  ~ r 0 ist [aa~] < M.  

Setzt man, unter A eine Constante verstehend~ 

x~, ~ y~e ~" (a ~ 1 , . . .  n), 
so ist 

~y~ ~-V ~ ( a " ~ t ) y l  -{- "" " -{- al,~y., 
�9 �9 , ~ �9 �9 �9 �9 , �9 * ~ 

~Y~ ~--~ ~ a, ,~y,  Jr- . . .  -1- ( a , , . - - ; t ) y , ~ .  
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Wean  man diese Gleiehungen bezw. mit y~, . . .  g,  multiplicirt und 
addir~, erhiilt man 

, 0 ( ~ +  . . .  + ~ : ) =  (~,, -- ~ ) ~  + . . .  + ( a ~  - ~ ) y ~  + .  �9 .; 
Or 

die reehte Seite dieser Gleichung ist, wenn man r ~ r o annimmt und 
far 3. eine hinreichend grosse positive Zaht setzt, eine definite negative 
quadratische Form ~on y ~ , . . ,  y , .  Setzt man 

y, - -  f ( r ,  co), 
so ist fiir r >___ r o 

f / ( r ,  co)<  o. 

Nun is~ aber ffir r ~ r o 

f(r ,  co) ~-f(ro, co) + (r- - to)A'(r l ,  co), 

wo r o < r  1 < r ist. Fiir co I ~ e o ~ e % ,  wo col, e% zwei endliehe Werthe 
siad, lieg~ f(ro, co) unter einer eadlichen GrSsse G, da das ur- 
spriingliehe Differentialgleichangssystem auf dora Kreisbogen [ t I ~ to, 
co I ~ arg t ~ ~o 2 keine singul~ire S~elle besi~zt. Es ist also f i i r r  ~ r0, 
co I ~ co < cog aaeh 

f ( r ,  co) < G 
und daher auch 

1 

oder 

1 d~ ( a ~  1, n), Ix~l < - ~  . . .  

wo h eine positive GrSsse ist. Wenn aber der reelle und der imagini~re 

1 el~r sind, Theil yon X~ dem absolulen Betrage nach kleiner als 
so ist 

]X~[ < eal~l ( a =  1 , . . . m )  
f~ir Igl > to, ro~ < arg t ~ ro~. 

Wendet man diesen Sa~z auf die Laplaee'sche Transformirte (B) 
an~ welche durch ein System yon p Differentialgleichungen erster 
Ordnung ersetzt werden kann, das in der Umgebung yon z ~ oo die 
oben vorausgesetzte Form hat,  so ist die in w 1 aufgestellte Be- 
hauptung erwiesen. 

C h a r l o t t e n b u r g ,  29. August 1897. 


