Sur une formule fondamentale de Kronecker.
Par

J. FraweL & Zurich.

On doit & Kronecker une formule extrémement remarquable qui
met en évidence le lien rattachant la théorie des formes Dbinaires
quadratiques & celle de la multiplication complexe des fonctions
elliptiques. La démonstration de lillustre auteur, exposée dans les
Sitzungsberichte de 'Académie de Berlin des années 1885 et 1889 est
passablement longue et compliquée®).

M. M. Heinrich Weber et Mathias Lerch ont donné de cette formule
des démonstrations plus simples et basées sur d’autres prineipes, dans
le cas ol les coefficients de la forme quadratique sont des quantités
réelles, le premier dans ce journal tome XXXIII et dans son beaun
livre sur les fonctions elliptiques et les nombres algébriques**), le
second dans un mémoire intitulé Sur un théoréme de Kronecker***),

La démonstration qu'on va lire nous paraif plus directe que celles
qui ont été données jusqu’a présent; elle s’applique d’ailleurs quelque
soit la nature des coefficients de la forme quadratique.

L
Soient
a=a +iad", b= +1ib’, ¢=¢c +ic,
trois quantités complexes telles que la partie réelle de Pexpression
az® 4 2bxy 4+ cy?, (z et y étant réels) soit une forme positive, ce
qui s’exprime par les conditions
a >0, >0, a¢ ~b*=D>0
dont la premiere est une conséquence des deux autres, On démontre
facilement que, dans ces conditions, le déterminant
D =qc— b

*) Voir aussi la thése de M. de Séguier: Sur deux formules fondamentales
dans la théorie des formes quadratiques et de la multiplication complexe, d’aprés
Kronecker, Gauthier-Villars et Fils.

**) Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, Braunschweig, Vieweg.

*%#) Prag. Berichte 1893,

38*
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n’est jamais négatif, c'est-a-dire qu’il est ou bien imaginaire ou bien
réel et positif. On pourra donec faire

D = |D|eév,
Yangle ¢ étant compris entre — x et 4 =, les limites exceptées. Nous
conviendrons de désigner par D la valeur principale de la racine

carrée de D, celle dont Pargument est compris entre — = ef +g ou,

ce qui revient au méme, celle dont la partie réelle est positive.
Maintenant « et y désignant des quantités réelles quelcongues et
§ == & - 1§ une variable imaginaire, faisons
1
(az*+-2bzy + oy’
ot le logaritbme a sa valear principale dont la partie imaginaire est

Pz, y) = = g—slogla®+2bzy+os)

- P ~ . :
inférieure 2 5 en valeur absolue, et envisageons la fonction F(s)

définie par P'équation
¢ Fs) = g(m,n),

oit la sommation s’éfend & toutes les valeurs entitres de m et de #,
le seul systéme m = 0, # = O excepté, ce que nous indiquons, con-
formément & l'usage, en affectant le signe X d’'un accent. La série
dans le second membre converge absolument pour toutes les valeurs
de s dont la partie réelle &, que nous désignerons aussi par E(s) est
> 1; elle définit pour ces valeurs ]& de la variable une branche uni-
forme de la fonction F(s). On peut montrer d'ailleurs que F'(s) est
uniforme dans fout le plan et n’admet & distanee finie qu’un seul point
singulier, & savoir le pdle simple s==1. En effet on voit facilement
que la partie réelle du quotient

2P HNEY L g0 4 2oy + ooty (o —bit=1)

est aussi une forme positive et la formnle connue

'%’(glz I (s) g—stoas =j‘e-9z . lde,
Y

ol la partie réelle de g est supposée positive et oi log g a sa valeur
principale nous donne immédiatement

(z’?)’r(s) . F(s) =fa¢(ac) Lt tdr,

o Yon a fait, pour abréger,

Tl’(fl?) P E’ ’E"’ n(aom’-{—?.b‘,mn—{-con*)x_



Sur une formule fondamentale de Kronecker, 597

Or des formules de transformation des fonetions @ résulte que la fonection
1+ 4() = h(z)
satisfait a 'équation
1,1
@) @) =20 (%),

d’ofi Ton tire

(3) (V-D> r(s) F(S) = .ST‘;‘]‘. — _+f¢(x) (xs 1+x__‘) dz.
Le produit B
s6=1) (22 ri5) Fo)

est donc une fanction transcendante entidre de la variable s qui ne
change pas lorsqu’on remplace s par 1 —s.

Cette dernidre propriété & été établie, croyons-nous, pour la
premigre fois par M. Lerch®); elle est d’ailleurs contenue comme cas
particulier dans unme proposition encore inédite de M. A. Hurwitz,
concernant toute une classe de fonctions analogues. Si I'on fait

1, .
=3 =+ it
puis qu'on désigne le produit précédent par &,(£), il viendra, en tenant
compte de la relation

K(1) 4+ h(1)=0,

qui est une conséquence de Péquation (2)

1
2

@) = 2]3‘1:7: (xz. h'(w))x

De cette expression de la fonction E,(f)**) et du théoréme de
M. Hadamard sur le genre des fonctions entidres résulte que £,(%),
considérée comme fonction de #2, est du genre 0.

cos (¢ log x) dx.

Le quotient étant une fonction entitre on voit, par la

l'(8+1)
formule (3), qu'on aura pour F'(s) un développement de la forme

) Fl) =g siq + A+ A =D+

valable pour toutes les valeurs finies de s différentes de Punité.

La formule de Kronecker consiste & exprimer le coefficient 4,
au-moyen des fonctions & d’argument O.

¥) Studien auf dem Gebiete der Malmsten'schen Reihen etc. Rospravy II,
n° 4 (en langue tchéque).
**) Voir Riemann. Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer geg, Grenze,
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1L
La série 2’ ¢(m, n) étant absolument convergente pour R(s) > 1,
si Pon fait pour un instant,

n=-4

) Fa(s) =) :

o= (am®*+ 2bmntcn?)® ’

m étant un nombre entier différent de O, puis

g(s) =n§°; %, )
n=1

et
Fys)= 5 D 5=21@9),
il viendra
===t m=co
(6) F(s) —2 F, (s)—?[ 2s) +2Fm<s)}

puisque évidemment F_,(s) = F.(s).
Or la fonction F,(s) est définie par la formule (5) pour toutes

les valeurs de s dont la partie réelle est >%; elle est développable,
dans le voisinage de la valeur s == 1, en série de la forme
M Fal)) = 6™ + o™ (s—1) + 6@ (s— 1) +

et qui converge certainement & lintérienr d’un cercle de rayon égal

L1 . .
a 5+ Le coefficient ¢,™ a pour expression
%=+
2 1
() e .
® Co am?-+2bmn -+ 2n?
N=—=-—uD

De la formule (6), ot le second membre ne converge que st E(s) > 1,
nous allons déduire, en retranchant de chaque terme une quantité con-
venable, une équation nouvelle ou le second membre converge dés que

R(s) > 1- A cet effet introduisons la fonction

€)] U (s) = Fuls) ﬂam- + Obma: + ca®’

R=f R

1 dwx
o lem*+ 2bmn+cn2) (am2+ 2bmw+cw=)'
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On trouve, m étant supposé positif,
-} oo r ($ — _% c"—l

d ——
(10) f = V- T - (PDR  imt?

(am®*+2bmu -+ ca?f® =
— o

les puissances ayant toujours leurs valeurs principales, de sorte qu'il
vient

2V 1 (s—3) e | S
(1) Fl) — ——mmt 0 @5 —1) = 2582 1 2 Dy,
m=1
et je dis que le second membre converge maintenant lorsque E(s) >%-
Pour le voir fajsons, pour un instant,

f(@) = E(@) — o + 3,

E(x) désignant le plus grand nombre entier contenu dans la quantité z;
nous conviendrons, quand « est compris entre les deux entiers consécutifs
n et w4 1, de prendre E(z) = n, méme quand n» est négatif. La
fonction f{z) est alors impaire.

On aura daps ces conditions

Yin(s) = — ﬁ<x)3%(amz+2bm+mz)~~dx,*)

-
comme on le vérifie tout de suite, le second membre étant égal a

f==

-t N d
_-2 J(”—x+§) ;{;;(amz_.}_Qbmx-[—cx?)—sdx’

73=‘—@n

c’est-a-dire égal a

n=-+4ow +w
P P
(am?+t2bmn 4 cu®)’ (am? -} 2bma -+ ca?)

R0 —

Or la valeur absolue de la fonction F(z) ne surpassant pas }é on aura

4o

| 9m (9)] <§f

-]

s(2bm - 2¢2)

(em?+ 2bma } ezt dz,

d’'ou Ton conelut facilement, en faisant s = a - iff, (¢ eb 8 réels)

que le module de ¥,(s) est inférienr a ﬂ—é—;; A désignant une quantité

# Voir dans ¢e journal tpme 47 notre fravail intitulé: Sur la formule
sommatoire d'Euler,
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quantité fixe, indépentlante de m, que Yon peut choisir, par exemple,
égale 3

o o«

Zwe |
215}y L e le] tdi +Ib’c"- e’ dt
e @41t ot @+ 1=+
0 1}
La série
2 ¥a®
m==1

est donec absolument convergente lorsque R({s) > %; en outre elle
converge uniformément dans toute région finie du plan située en entier
dans le domaine illimité défini par Pinégalité E(s) > —;— Un terme
quelconque ¥,(s) de notre série étant développable en série de 1a forme

'Zf’m(s) = Bﬁm) -+ Bﬁm)(s—l) -+ _Bg”)(s___l)z + .-

. 1
pour les valeurs de s — 1 de module moindre que 5) On aura un

développement de méme forme pour la somme de la série:

2—’7»(’711(3) == Bo + Bi(s-—l) + B2(3.._‘ 1)2+ e

m=1

et Von aura généralement

me==p
B, = E’B‘,’"’.
m==1

En particalier
. my < (my =
(12) B, = > B ._mg: (co ==,

en vertu des formules (7), (9) et (10).
En remarquant que la fraction
i
am® | 2bmn - 2n?
est égale &

1 11
eimlVD \n— ma n-—l—mm’)
. b—}&zVD

et

, b+iVD
C

0 ==
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la formule (8) nous donnera

n==t-o

cém) — 1 ( 1 __ 1 ')
gimVj)““.__Z_m — Mo ®+me

= — ——— (cotg maw 4 cotg maa).

2im V"
- Les quantités @ et — o sont les racines de Péquation du second degré
cx?+2bz 4 a==
on vérifie sans peine que les parties imaginaires de @ et de o sont

positives.
Si Yon substitue la valenr précédente de ¢f™ dans I'équation (12)
on obfient

. cotgmme - ¢ cotg mma +
B 2| + ]

wm=1
"3 gnaio 2maie
— 1
- ;/ '2 Zmznw + 1 — 82m7tz‘w’
m=1

et, apres une iransformation facile

me=w

By = ~ 75 2 log (L—en21e) 4 log (1 —smris)]

= 17% [log n{(w).g () — 7;—1 (@+ w)}
=~ 7= log 1(@).7(e) — 7,

en fajsant, avec M. M. Dedekind et Weber*)

wiw n=o

g@)=e? [ J—enma),

n=1

En se rappelant que dans le développement de ¢(s) sumivant les
puissances de s — 1:
o) =25+ Ot -
-

*} Dedekind, Ueber die Theorie der ellipt. Modulfunctionen, Journal de
Crelle, t. 83, Weber, Ellipt. Functionen und algebr. Zahlen.
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le second coefficient est égal & la constante d'Euler

c=—T'(1),
ou tire de la formule (11) la valeur du coefficient 4, sous la forme
(13) A4, 27/2"13' [log ¢—log4—2log /' D — 21" (1) —2logy (@) . (@)
¢’est dans cette équation que consiste le théoreme de Kronecker. La
formule (11) permet de caleuler également les autres coefficients
A4y, 4,, ... du développement de la fonction F'(s) suivant les puissances’
de s — 1%).

Zurich, juillet 1896.

%) Comparer la méthode qui vient d'étre” exposée avec celle qu'a suivie
M. Jensen dans sa note sur la fonction (s) de Riemann, Comptes-Rendus t. CIV, 1887.



