
Sur  une  fo rmule  f o n d a m e n t a l e  de Kronecke r .  

Par 

J. F R ~ L  h Zurich. 

On dolt h Kronecker une formule extr~mement remarquable qui 
met en gvidence le lien rattachant la thgorie des formes binaires 
quadratiques h celle de la multiplication complexe des fonctions 
ellip(iques. La d6monstration de l'illustre auteur, exposde darts les 
Sitzung~berichte de l'Acad6mie de Berlin des annges 1885 et 1889 est 
passablement longue et compliquge*). 

M. M. Heinrich Weber et Mathias Lerch ont donnd de cette formule 
des ddmonstrations plus simples et basdes sur d'autres principes, dans 
le cas off les coes de la forme quadratique sont des quantitgs 
r6elles, le premier dans ce journal tome XXXIII  et dans son beau 
livre sur les fonctions elliptiques et les hombres algdbriques**), le 
second dans un mdmoire intitul6 Sur un th6or~me de Kronecker***). 

La ddmonstration qu'on va lire nous parait  plus directe que celles 
qui ont gt6 donnges jusqu'~ prgsent; elle s'applique d'ailleurs quelque 
soit la nature des coefficients de la forme quadratique. 

I. 
Soient 

a ----- a' -F ia" ,  b = b' --~- ib",  c = c' --~ ic", 

trois quautitgs complexes relies que la pattie rdelle de l'expression 
ax:--] - 2 b x y - - ~  cy  2, (x  et y grant rdels) soit une forme positive, ce 
qui s'exprime par les conditions 

a ' > O ,  c ' > O ,  a ' c ' - - b ' 2 = D ' > O  

dont la premiere est une consdquence des deux autres. On ddmontre 
facilement que, dans ces conditions, le ddterminant 

D ...~_ a c - -  b 2 

*) Voir aussi la th~se de M. de S(!guier: Sur deux formules fondamentales 
dans la th~orie des formes quadratiques et de la multiplication complexe, d'apr~s 
Kroneeker, Gauthier-Villars et Fils. 

**) Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, Brauasehweig, Vieweg. 
*~) Prag. Beriehte 1893. 
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n'es~ jamais n4gas c'ess163 qu'il est ou bien imaginaire ou bien 
r4el et Positif. On Pourra donc faire 

/) _--fDl e*~, 
l'angle tp 6fant~ compris entre -- = et -[- =, les limi~es exceptAes. Nous 

conviendrons de d4signer par / ~  la vateur principale de la ratine 

carr4e de / ) ,  relle dont t 'argument es~ compris entre - - {  et -}-~ ou, 

re qui revient au m~me, ceUe dont ]a partie r6elle est positive. 
Maintenant x et y d6signant des quantit4s r6elles quelrenques et 

s ~--a n u i~ une variable imaginaire, raisons 

(x, y) ~ 1 ----_ e_nOg(~. .+~y+~)  ' 
( a x ~ "-F" 2 b x y -I- c Y~) " 

Oi~ le logarithme a sa valeur principale dont la partie imaginaire est 

infgrieure ~ en valeur absolue, et envisageons la s _F(s) 

dgfinie par l'gquation 

(1) P(s) = ~ '  ~(~, n), 

oh la sommafion s'gfend s routes tes valeurs entibres de m et de ~, 
le seul systbme m ~ 0, n ~ - 0  exceptg, ce que nous indiquons, con- 
formdment s l'usage, en affectant le signe 2~ d'un accent. La sdrie 
clans le second membre converge absolument pour routes les valenrs 
de s dont la pattie rgelle a ,  que nous d4signerons aussi par ]~(s) est 

1; elle dgfinit pour ces valeurs l~ de la variable une branche uni- 
forme de la fonction F(s ) .  On peut montrer d'ailleurs que ]~(s) est 
uniforme dams ~out le plan et n'admet ~ distance finie qu'nu seul point 
singulier, ~ savoir le pSle simple s ~- 1. En effet on voit facilement 
clue la partie r4elle du quotient 

ax~ + 2bxy + cy~~ aoX':' --}- 2 b o x y  + coy  2, (aoC o - -  bo2 ~ 1) 

est aussi une forme positive et la formule connue 
~o 

o 

oCt la- partie rdelle de g est supposge positive et oh log g a sa valeur 
principale nous donne immgdiatement 

e~ 

0 

or l'on a fai~, pour abrgger, 

V ( x ) = ~_~ "e-  " ( ~ "  + 2bo? * + ~~ . 
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Or des formules de transformation des fonctions # rdsulte que la fonction 

1 ~- ~p (x) ~ h (x) 

satisfait ~ l'6quation 

d'ofi l'ou tire 

(a) r(s). F(s) s -  ~ (x) ( x ' - ' + x - ~ )  dx .  
1 

Le produit 

est done une function transcendante entibre de la variable s qui ne 
change pus lorsqu'on remplace s par l - - s .  

Cette derni~re propridt6 ~ 6td 6tablie, croyons-nous, pour la 
premiere lois par M. Lerch*); e11e est d'ailleurs contenue comme cas 
particulier dans une proposition encore inddite de M. A. Hurwitz, 
concernant route une classe de fonctions analogues. Si l'on fair 

1 s ~ -~ -~ it ,  

puis qu'on ddsigne le produit pr6cddent par he(t), il viendra, en tenant 
compte de la relation 

h'(1) -{- ~ h(1) ----- 0 ,  

qui est une cons6quence de l'dquation (2) 
r 1 

2 f d  h'(x)) x (t log dx. 
1 

De cette expression de la fonction ~,(t)**) et du th6or~me de 
M. Hadamard sur le genre des fonetions enti~res r~sulte que ~(t) ,  
col~siddr6e comme fonetion de t 2, est du genre 0. 

1 Le quotient ~ 6rant une fonetion enti~re on voit, par la 

formule (3), qu'on aura pour F(s)  un d6veloppement de la forme 

1 
(4) F(s) ~ y-~ �9 s ~  + A~ + At ( s - -1 )  + �9 �9 �9 

valable pour routes les valeurs finies de s diffdrenies de l'anit6. 
La formule de Kronecker consiste ~ exprimer le coeffieient~ A o 

au-moyen des fonctions & d'argument O. 

*) Studien auf dem Gebiete der Malmsten'scheu Reihen etc. Rospravy II, 
n o 4 (en langue tch~que). 

**) Voir Riemann. Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gog. Grenze. 
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I I .  
La s4rie Z ' ~ ( m ,  n) 4tan~ absolumen~ convergente pour/~ (s) > 1, 

si Fon fai~ pour un instanl, 

(5) 27 1 

m grant tm nombre entier diffgrent de O, puis 

e~ 

il viendra 

~(s) = 

Po(s)=i "i '2 
7~ ~=7 C(2s)' 

(6) ~'(s) = ~  F~(s) = c s 

puisque gvidemment F_~(s) = ~ ( s ) .  
Or la fonction 2'~(s) est dgfinie par la formule (5) pour routes 

1 les valeurs de s along la partie rdelle est > ~-; elle est ddveloppable, 

duns le voisinage de la valeur s ~ 1, en sgrie de la forme 

(7) .F,,(s) ----- co(,'~) + c,('7') ( s -  1) + c~(~,) (s - 1)~ + . . .  

et qui converge certainement s l'intdrieur d'un cercle de rayon dgal 
1 ~. Le coefficient Co (~') a pour expression 

(8) co(') =~ 1 

am2-{- 2bmqa.-~- 2n ~ 

De la formule (6), off le second membre ne converge que si/~(s) > 1, 
nous allons dgduire, en retranchant de chaque terme une quantit4 con- 
venab]e, une 4quation nouvelle off le second membre converge d~s que 

1 J~(s) :> ~. A eet effe~ introduisons la fonction 

(9) r (s) -~- Fm (s) - - j ~  a x 
am" W 2 b m x  -{- cx~) ~ 

n = _ ~  (ara2.-].- J (ame..~.. 2bmx . .~  cx2) * 
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On trouve, mdtan t  suppos6 positif, 

J (a~+~b~nx+ ecc~)' r (s) .  (V~-- - )~-~  ~ ' - ~ '  

les puissances ayant toujours learn valeurs prineipales, de gorte qu'il 
vient 

.- yrs. r ( ~ -  !') ,.=+ 
(11) ~(s) - r - S i ~ - ) ~ ' - ' ~ ( ~ s - ~ )  = ~:('~) + ~ ~o~ , ( s ) ,  

1 
e~ je dis que le second membre converge maintena~a~ lorsque/~(s) > ~ .  

Pour le voir raisons, pour un inst~at, 

f (x )  = E(x)  - -  x -F ~, 

•(x) d6signant le plus grand nombre entier eontenu duns la quanfit6 x; 
nous conviendr~ns~ quand x est eompris en~'e les deux entiers consdeutifg 

et ~ -]- 1~ de prendre E(x)  ~ n, m~me quand n e s t  n~gatif. La 
fonc~ioa f (x)  est alors impaire. 

On aura dang ces conditions 

~ ( s )  = (z) (ana+2b~x+ex~) - ,dx ,* )  

eomme on le vdriiie tout de suite, le second membre dtaut ffgal 

-."~= j~ - -  x+ ~) ~(am "-W 2bmxq-ex')-*dx, 
n ~ - - o o  n 

c'est-~-dire ~gal 

L _ a~  . 
,~'~a_~o (am2-}- 2bmn q-c~)* --~ m2"l-" 2bmx"l-ex~)" 

Or la valour absolue de la fonetion f ( x )  ne surpassant pus 1 on aura 

t (s) l < 

d'o~ l'on eonclut faoilement,, en faisant s - ~ - a - ~  ifl,  (a et fl r~ols) 
A que le module de ~p,~(s) est infgdeur ~ ~ ;  A d6signant une quanfit~ 

*) Voir daas ee jouraal t~me 47 notre travaR int2tuld: Sur la formule 
8ommatoire d'Eu[er. 
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quantitg fixe, ind/pen*dante de m, que l'on peut cholsir~ par exemple, 
dgale 

o o 
La s/fie 

~= (s) 

1 est done absolument convergente lorsque ~ ( s ) >  i ;  en ou~re elle 

converge uniformgment duns route rggion finie du plan situge en enr 
1 duns te domaine illimit/ d/fini par l'indgali~d / t ( s ) >  ~. Un terme 

quelconque ~,~(s) de no~re s~rie g~an~ dgveloppable cn sgrie de la forme 

~p,~ ( s ) =  ~(o "0 -{- ]t~'=)(s-- 1) + /~ '~) ( s - -  1) 2 -[- �9 .- 

pour les valeurs de s -  1 de module moindre que ~, on aura an 

dgveloppement de m~me forme pour la somme de la sgrie: 

2 r ~-- B o + B t ( s - -  1) + B~(s--, 1) 2 + . . .  

et l'on aura gdn&alemen~ 

En partieulier 

en vertu des formules (7), (9) et (10). 
En remarquan~ que la fraction 

1 

a m  2 -4- 2 b r a n  -]- 2 n  ~ 
est dgale "~ 

1 (; 1 1 )  

o5 
- b  + i Y~  

et 
b+ i Y ~  

to" ~ G 
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la formule (8) nous donnera 

27 
- -  e i ~  (cotg m ~  + ex,tg mzm' ) .  

�9 Les quantitgs ea et - -  ca" sont les racEnes de l'6quatdon du second degr6 

c x  ~ ~ 2 b x  -~- a =.= 0 

on v6rifie sans peine que les parties imaginaires de ~ et de ca' sont 
positives. 

Si l'on substitue la valeur prdc6dente de e(o '~) dans l'6quation (12) 
on obfient 

e~  apr~s ~me LransformatSon facile 

.B~ ---- . . . .  p ~  ~ [log (1 + log 

= =~ ~ ~')] r ~  [log ~(,~).7 (~') - ~ .  + 

~2 
~ ~=-~-- log ~ ( e o ) . , / ( e o ' )  - -  ~ ,  

rz~ 

en faisan~ avec M. M. Dedekind e~ Weber*) 

~ i a t  ~ c p  

~(~,) -~ e - u - / ~ ( l - - e ~ " ~ ' ) .  

En se rappelan~ que dans le d~veloppemen~ de ~(s) suivant les 
puissances de s ~ 1: 

l (s) == 8-=--~ § c ~ - . . .  

*) Dedekind, Ueber die Theorie der elhpt~ Modulfunctionen, Journal de 
Crelle~ t. 83, Weber 7 Ellipt. Functionen und algebr. Zahten. 



60'2 J. FR~X,. Bur une formule fondament~le de Kronecker. 

le second c~efficient est 6gaI & ta cons~ante d'Euler 

c----- - -  r ' ( 1 ) ,  

ou tire .de la formule (11) la valeur du coefficient A o sous Ia forme 

(13) A 0 ~- ~ [log c - -  log 4 - -  2 log y D  - -  2 F" (1) - -  2 log ~ (co). y (eo')] 

c'est dans cease gquation que consis~e le thgor~rae de Kronecker. La 
formule ( l l )  permet de calculer 6ga]ement les autres coefficients 
~it, ~ , . . .  du d6veloppement de la fonction F(s) suivaut les puissances- 
de s - -  1"). 

Z u r i c h ,  juillet 1896. 

*) Compaxer Ia mgthode qui vient d'etre ~ expos~e avec celIe qu'a suivie 
M. Jensen dans sa no~e sur ]a fonct~on ~(s) de R~emann, Comptes-Rendus t. CIV, 1887. 


