Einige arithmetische Sitze.
Von L. Gegenbauer in Innsbruck.

Ist” die iiber alle Theiler der ganzen complexen Zahl m
erstreckte Summe
2 ftdy = Em)

so besteht bekanntlich die Relation

S U | floy= S F
z=(n) (o) Pl
wo ) die Anzahl aller ganzen complexen Zahlen des: be-
trachteten Zahlengebietes, deren Norm nicht grofier als die reelle
Zahl n ist, vorstellt und X @) die Summe der Werte ist,
r=(n

welche die willkiirliche Function ¢(z) annimmt, wenn ihr
Argument alle %) Individuen des genannten Complexes durch-
liuft. Wenn das betrachtete Zahlengebiet das Gebiet der reellen
Zahlen ist, so tritt an die Stelle von %(») die Anzahl aller
ganzen n nicht iiberschreitenden Zahlen, d. 1. [#], so dass in
diesem Falle die Gleichung ‘

X=n x=n

ol - X
S [G]fm =3P
besteht.
Summen von der Form o
w w - ,12‘
APQI[N—(W)) fl) bez.x il [m”] S

x:[Vﬁ]
welche. sich als naturgemiifie Erweiterungen der oben genannten
darbieten, wurden bisher nur fiir einige wenige specielle Fune-
tionen f(r) ermittelt. So hat beispielsweise Herr Bugajef im
13. Bande der ,Nouvelles Annales“ folgenden Satz ohne Beweis
mitgetheilt:
Ist ¢(z) die Anzahl aller zu « theilerfremden reellen ganzen
Zahlen des Intervalles 1...z, [¢] die in « enthaltene grofite

ganze Zahl und [al] [az] [“]
e (P @ p) =pr P2 s
WO pi, Pa, ..., ps verschiedene Primzahlen sind, so besteht die
Gleichung w=[Vu]
rT=n

> 5] v = S g

xr=1 €r=
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Ich habe spiter in den Sitzungsberichten der Wiener
Akademie der Wissenschaften die Relationen

p

w=[Vi] wn
n k

2o - 2500

p*
x:[Vn]nT () xr=n

> [t = 38 0.
= [%]o%e = 389,00
Tr=1 wf

abgeleitet, wo
oi(x) die Anzahl der Systeme von % ganzen Zahlen des
Intervalles 1...z ist, welche ein zu « theilerfremdes
# Zahlensystem bilden,
a* g(x) die Summe der kten Potenzen aller zu « theilerfremden
ganzen Zahlen des Intervalles 1...2z bedeutet,

A(n) die Anzahl jener = nicht iibersteigenden ganzen Zahlen
ist, in denen simmtliche Exponenten der dieselben zu-
sammensetzenden Primzahlpotenzen nach dem Modul 7 ¢
einer unterhalb ¢ befindlichen ganzen Zahl congruent sind

M(x) den Wert O besitzt, wenn = einen Primfactor in einer
Potenz enthiilt, deren Exponent nach dem Modul «
einer von O oder 1 verschiedenen ganzen Zahl congruent
ist, in allen anderen Féllen aber gleich (— 1)* ist, wo
v die Anzahl jener Primfactoren von 2 ist, welche zu
einem Exponenten von der Form %2 + | erhoben
werden, endlich

ab Sy(w) == 1" 4+ 2% 8 ... + 2
ist.
Ich habe ferner u. a. auch gezeigt, dass die Summe
. n
> Ui i)
x:(l/?)
im Gebiete der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
ganzen complexen Zahlen und im reellen Gebiete die Summe
L':[ll/)ﬁj
n
> [ e
xXr=1
die Anzahl aller durch keine gt Potenz einer Primzahl theil-

baren ganzen Zahlen des beziiglichen Complexes darstellt, wenn
u(x) den Wert O besitzt, falls = durch ein Quadrat (auBer 1)

theilbar ist, in allen anderen Fillen aber gleich (— l)w(x) ist,
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wo @(z) die Anzahl der verschiedenen Primfactoren von « vor-
stellt. Fiir das Gebiet der reellen Zahlen haben wenigstens fiir
specielle Fiélle die Herren Bugajef und Cesaro den Wert
dieser Summe ebenfalls ermittelt.

Diese und viele andere, theils bekannte, theils neue
interessante Sitze folgen aus einem allgemeinen arithmetischen
Theoreme, welches ich in dieser Mittheilung ableiten werde,
und von welchem ich sodann mehrere besonders bemerkenswerte
specielle Fille nebst einigen aus denselben sich ergebenden
Folgerungen angeben will.

Hat u,(x) den Wert 1, wenn « eine Finheit oder durch
keine ¢t Potenz theilbar ist, wihrend diese Function gleich Null
ist, wenn x mindestens durch die ¢* Potenz einer Primzahl
theilbar ist, so ist ,

x
o) = o #[ d,,)
wenn die Summe beziiglich d, tiber alle Theiler der ganzen
Zahl « erstreckt wird, deren complementérer Divisor eine
ot® Potenz ist.

Ist ndmlich « durch keine g'¢ Potenz theilbar, so ist der
einzige Wert, welchen d, annebmen kann, « selbst und daher
die Summe gleich 1. Sind die verschiedenen in x aufgehenden
otn Potenzen aus den 7 verschiedenen Primzahlen p,, ps, ... p:

o,

zusammengesetzt, so hat jede l/, die Form p,“ p,™ ... p:"",

wo jede der Groflen o, mindestens dfe zwei Werte 0, 1 annehmen

kann, und daher ist
P

E“(I/OZ>: I upp . p )

y Oy oeny QT
Nun ist aber nach der Definition der Function u(z) fiir
jedes theilerfremde Wertepaar x, y

u(ey) = p(z) u (y)
und daher verwandelt sich die letzte Relation in

Su kl/ﬂ w ()
aus welcher Wegen
N L\ ——
:k w(p W ) =0

P
Ist oiy[l/;;) -0
S

@ = phipth. L pS= p T prtd L pretd (0 y, <)

folgt
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so hat jeder Theiler d. von « die Form
P 611+(§lp2621+(52 e Ds &T-0s (O é & g 71)
und daher kann w, (d:), falls v > ¢ ist, iiberhaupt nur fiir den
einzigen Wert _
d: = p,‘slpﬁ‘yz . .]9338

und auch fiir diesen nur dann von Null verschieden sein, wenn
simmtliche Zahlen d; <C ¢ sind.

Es hat demnach die iiber alle Theiler d. von = aus-
gedehnte Summe

T T p
S up(de l/ﬂ =X 2l s I/gf
& #p( )f[ dr) dz-f( dr}d' M( dp]
wo d, einen Theiler von d; vorstellt, dessen complementirer
Divisor eine gte Potenz ist, denWert £ (¢g-(x)) oder 0, je nachdem alle
Exponenten der die Zahl « zusammensetzenden Prnnzahlpotenzen
nach dem Modul 7 einer ganzen Zahl unterhalb ¢ congruent
sind oder nicht.
* Ist nun die Function f{x) so beschaffen, dass die iiber alle
der Gleichung
Ny’ 2*) = N(@)
geniigenden ganzzahligen Wertepaare y, z ausgedehnte Summe
= u(y) f(z)
2 Y
den Wert y(n) oder O hat, je nachdem z eine ¢t Potenz ist oder
nicht, so wird, wie man sofort sieht,
4 T »

fx”/c%]:f V l/
(7).

VA g @)
Hat die zahlentheoretische Function ¢(e) den Wert 1 oder 0,
je nachdem N(e)>1 (bez. @ >1) ist oder nicht, so ist

X=—=—00

A (m) = ‘\E t; (.L\(I,)] bezw. [m] = X 8(%}

xr=1

und daher ist

E}I[N‘(ZT)] L) = = ¢ (N@%y*)] (=)
w=(V7) (Vi) y= ()

Sl 5 (v [/ D

oder nach der letzten Gleichung
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a
xr=mn

z=[Va],
S U5m) 1= V(p)f(g () berw. o ] o = =0f (0@)

w=(Vx)
wo die Marke am Summenzeichen andeutet, dass nur jene
ganzen Zahlen @ des betreffenden Gebietes zu nehmen sind, bei
deren Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen alle
Exponenten nach -dem Modul ¢ einer unterhalb ¢ liegenden
ganzen Zahl congruent sind.

Man hat daher den Satz:

Hat die Function u(z) den Wert 0, wenn die ganze Zahl
x durch ein Quadrat (auBer 1) theilbar ist, in allen anderen
Fillen aber den Wert (— 1)®®), wo @(z) die Anzahl der ver-
schiedenen Primfactoren von z vorstellt, ist ferner die Function
f@) so beschaffen, dass die iiber alle der Relation

Ny*2"Y =Nz (t>9)  (bezw. y°2" = o)
geniigenden ganzen Wertepaare y, z erstreckte Summe
= u(y) f2)
den Wert y(x) oder 0 besié/ii:, je nachdem x eine ot¢ Potenz ist
oder micht, so ist

x=[Vn

= )%t[N(x,,)] 1) = 317 00 (bezw. g][ A )—w{% Hao)
2]

wo
[ [7]
gr (ppe™ . .pE) =P Py P

ist und die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene
ganzen Zablen x des betreffenden Gebietes zu nehmen sind, bei
deren Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen alle
Exponenten nach dem Modul = einer ganzen Zahl unterhalb ¢
congruent sind.

Tst speciell # — o, so ldsst sich dieser Satz auch in folgender
Weise aussprechen

Ist die iiber alle Theiler der ganzen Zahl = ausgedehnte

Summe
5 2(d) = fln)
so besteht die Relation

Q

=[Va] " z=n
= 0 A [N(xp ]‘(@ Vf (90()) (bezw xi1 [ ,,,] () :wi 1f (gp(w))]
we HEN A
. 9, (praps@. . p)=p. pPs ...Ps
1st.
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Von den in dieser allgemeinen Formel enthaltenen spe-
ciellen Relationen miogen die folgenden bisher nicht veriffent-
lichten angefiihrt werden:

Ep [1\7(::;)).;(-»')1 = :( f5(ge)
@ :(V{l) - r={n

=3 [N(Zp)] Ka) () = == 7n (gel))
xz=(Vn)

39 (s 0w = 3 v (ga)

Vi M) w=(n)

z=n)

= L(Né‘i)‘) Ha(e) = :-Vzn;“ (ge(»)
x _(Vn)
e=('n)
‘2, 5] (5)= 3 9, g
x:[f/ﬂ r—n

xi1 [ :\1(1 rd @)= El(ge@))(—ge—?—ﬂ

=Y {N(xﬂ)] blx) = (nf)' (_g(,(x))

x_(Vn)

U [’M p)] way=log N(II e o)

=(Vn)

wo die Marke am Summenzeichen in der vorletzten Gleichung

angibt, dass hur jene ganzen Zahlen x des betrachteten Gebietes

zu nehmen sind, bei deren Darstellung durch ein Product von

Primzahlpotenzen ein Exponent unterhalb 2 ¢ und nicht unter-

halb ¢ liegt, wihrend alle anderen kleiner als ¢ sind,

Jgx) die Anzahl der positiven ganzzahligen Losungen der
Gleichung N (n, n,...n g) = Niz) ist,

w(x) die Anzahl der Zerletrungen von N(z) in ein Product von
zwel theilerfremden Factoren vorstellt,

Mz) den Wert + 1 oder — 1 hat, je nachdem 2 aus einer
geraden oder ungeraden Anzahl von (gleichen oder ver-
schiedenen) Primzahlen zusammengesetzt ist,

(x)die Anzahl der Theiler der ganzen Zahl = bedeutet,

o(x) gleich Null ist, wenn @ durch eine andere, als eine erste,
r% oder (r 4+ 1)t¢ Potenz einer Primzahl theilbar ist, und in
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allen anderen Fiéllen den Wert (— 1)* besitzt, wo % die
Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in « in keiner
hoheren als der ersten oder »t2 Potenz enthalten sind.

i‘) das Legendre-Jacobi'sche Symbol,

x4,2) die Anzahl der Lisungen der Congruenz y?== 4 (mod. z),

r die Anzahl der Transformationen einer Form der Discriminante
A in sich selbst,

¢ (4,2) die Anzahl der Darstellungen der ganzen Anzahl z durch

das System der quadratischen Formen der Discriminante - ist,

p ) =p(@p* p,* ...p*) =0, wenn nur eine der Zahlen «; grofier

als 2 ist, oder mindestens zwei von ihnen grofler als 1 sind,

P PPy )= (—1) f(pi)
p(pips...p)=(—1)"t V‘]"(10;.) ist, endlich
A=

v(x) den Wert O besitzt, Wenn x keine Primzahlpotenz ist und

den Wert log. N( )fur @ = p*.

Aus der vorletzten von diesen Gleichungen ergibt sich
sofort, dass die Anzahl der Primzahlen unendlich grof§ ist.

G#be es nidmlich nur eine endliche Anzahl von Primzahlen
in der betrachteten Classe complexer Zahlen, so miisste jede
ganze Zahl, deren Norm oberhalb einer bestimmten Grenze liegt,
mindestens einen Primfactor in einer hiheren als der zweiten
oder mehr als einen in einer héheren als der ersten Potenz
enthalten und demnach wiirde die Summe auf der linken Seite
der erwihnten Relation, wenn nur » hinlénglich grof genommen
wird, die Anzahl ihrer Glieder und die Werte der Coefficienten

der Grofen A [N( P] bei Vergroferung von = unveridndert bei-

behalten. Es wiirde ferner die auf der linken Seite stehende
Summe ihren Wert von einem bestimmten » an nicht mehr
dndern konnen, da in allen ganzen Zahlen, deren Norm eine
gewisse angebbare Grenze iibersteigt, entweder ein Primfactor
in einer hoheren als der (20—1)*® oder mindestens zwei in
einer hoheren als der (o—1)t» Potenz auftreten miissten. Die
erwihnte Relation wiirde daher in diesem Falle eine Function
von n liefern, welche einerseits fiir alle oberhalb einer be-
stimmten endlichen Grenze liegenden Werte von n eine endliche
Constante wire, andererseits mit wachsendem #» wichst und
dies ist unmdglich,

Die letzte Gleichung liefert eine Verallgemeinerung der
bertihmten Tchebychef’schen Relation. Beschrinkt man sich
ndmlich auf das reelle Gebiet, so ist nach einer von mir frither
abgeleiteten Relation

w=[Va] =[]

3 [”]v( )wﬁ_1 [n] @) + SN, [U@D [( +1)“] Niz)

X==1
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wo A=m

S y(k) = Ny(m)

A=1
gesetzt wurde. Da nun, wie man leicht sieht und wie auch
Herr E. Cesaro gezeigt hat

1 1 1
N, (m)=3(m)+ Hm?) +I(m®) +3m*) +...
ist, wo nach Tchebychef J%) die Summe der natiirlichen

Logarithmen aller & nicht iibersteigenden Primzahlen ist, so
entsteht die Gleichung

z=p ‘,c:[(;Tj—T)”] o 20 30
Slebor 2 o) v (V) vo (Vo) )=

. 1 1 .
—| e [ B + 2 () +9 (%) +9 (P4} = log |-

aus welcher ‘die speciellen Relationen
1 1
] =

ST+ o (/) vo () o ()] —

=1 =1

9o(z)

- H (o) 0 75) 0(o787) .. = v ]

a

o (V4o (V) w0/ 4. = s o

folgen, von denen die letzte fiir ¢ =1 in die Tchebychef’sche
(Gleichung iibergeht.

Schlieflich erwihne ich noch den aus den obigen Ent-
wicklungen leicht abzuleitenden Satz:

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Darstellung einer
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen
Zahl durch ein Product von Primzahlpotenzen kein Exponent
auftritt, welcher nach dem Modul 7o der ganzen Zahl ¢ oder

. L Hrog,
einer groBeren congruent ist, betrdgt im Mittel -»g(z))roﬁ, wo
=/ e

Xr==00

g5(®)




