
Einioe arithmetische $ tze. 
Von L. Gegenbauer in Innsbruck. 

ISt die fiber alle Theiler der ganzen comp]exen Zahl m 
erstreekte Summe 

z f ( d )  = F(m) 
d 

so besteht bekanntlieh die Relation 
n 

x=(,) 
we ~/(n) die Anzahl aller ganzen eomplexen Zahlen des be- 
traehteten Zahlengebletes, deren Norm nicht grSl~er als die reelle 
Zahl n ist, vorstellt und ~ of(x)die Summe der Werte  ist, 

x=(n) 
welche die willkiirliche Function ~(x) annlmmt, wenn ihr 
Argument alle 9/(n)Indivlduen des genannten Complexes dureh- 
]~uft. Wenn das betrachtete Zahlengebiet das Gebiet der reellen 
Zahlen ist ,  so tri t t  an die Stelle yon ~I(u) die Anzahl aller 
ganzen n nieht iiberschreitenden Zahlen, d. i .  [n], so dass in 
diesem Falle die Gleichung 

Xzni~  I x zn  
X--1 X~.l 

besteht. 
Summen yon der Form p 

x=[W,] 

X=I L2J 
x=[r:,] 

welche sieh als naturgem~e Erweiterungen der oben genannten 
darbieten, wurden bisher nur fiir einige wenige speeielle Func- 
~ionen f(x) ermittelt. So hat beispielsweise Herr B u g g i e r  im 
13. Bande der ,Nouvelles Annales" folgenden Satz ohne Beweis 
mitgetheilt : 

Ist  ~(x) die Anzahl aller zu x theilerfremden reellen ganzen 
Zahlen des Intervalles 1 . . .  x, [a] die in a enthaltene gr5~te 
ganze Zahl und 

we p~, P 2 , . . . ,  P~ versehiedene Primzahlen sind, so besteht die 
Gleiehung x=[V~,] x = n  

| ~ |  ~(x)= ~ g~(x). 
X ~ I  t . ~ . J  X ~ ] -  
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Ich babe sparer in den Sitzungsberichten der 
Akademie der Wissenschaften die Relationen 

P 

x=[V,;] x=n 
2 n ~k(x) = -~ gp(x) 

X ~  ~ X ~  1 

P 

x=[r~] x = n  

X X : ~ - I  

P 

x=[V~U 

x~l LxPJ 
abgeleitet, wo 

~fk(x) 

(k) 

~,(x) 

ist. 

Wiener 

die Anzahl dcr Systeme yon k ganzen Zahlen des 
Intervalles 1 . . .  x ist ,  welche ein zu x theilerfremdcs 
Zahlensystem bilden, 
die Summe der k te~ Potenzen aller zu x theilerfremden 
ganzen Zahlen des Intervalles 1 . . .  x bedeutet, 
die Anzah] jener n nicht fibersteigenden ganzen Zahlen 
ist, in denen s~mmtliche Exponenten der dieselben zu- 
sammensetzenden Primzahlpotenzen nach dem ~[odul r @ 
einer unterhalb r befindlichen ganzen Zahl congruent sind 
den Wer t  0 besitzt, wenn x einen Primfactor in einer 
Potenz enth~lt, deren Exponent nach dem Modu] r 
einer yon 0 oder 1 verschiedenen ganzen Zahl congruent 
ist, in allen anderen F~,illen aber g]eieh ( - - 1 )  ~ ist, wo 

die Anzahl  jener Primfaetoren yon x ist,  welehe zu 
einem Exponenten yon der Form k r +  I erhoben 
werden, endlich 

x k Sk(.~ ) = 11~ + 2 ~ + 3 k + . . .  + x ~ 

Ich babe ferner u. a. auch gezeigt, dass die Summe 

~=(vO 
im Gebiete der aus den vierten Einhcitswurzeln gebildeten 
ganzen complexen Zahlen und im reellen Gebiete die Summe 

p 
~=[v~,] 

X : l  

die Anzahl  aller durch keine @t~ Potenz einer Primzahl theil- 
baren ganzen Zahlen des bezfigHchen Complexes darstellt, wenn 
g(x) den Wer t  0 besitzt,  fails x dutch ein Quadrat  (auger 1) 

theilbar ist ,  in allen anderen F~llen aber gleich ( - -1 )  ~ ist, 
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wo 5(x) die Anzuhl der verschiedenen Primfactoren yon x vor- 
stellt. Ffir das Gebiet der reellen Zahlen haben wenigstens s 
speeielle Fiille die Herren B u g a j e f  und C e s a r o  den Wer t  
dieser Summe ebenfalls ermittelt. 

Diese u n d  viele andere, theils bekannte, theils neue 
interessante S~itze folgen aus einem allgemeinen arithmetisehen 
Theoreme, welches ieh in dieser l~ittheilung ablelten werde, 
und yon welehem ich sodann mehrere besonders bemerkenswerte 
specielle F~lle nebst einigen aus denselben sieh ergebenden 
Folgerungen angeben will. 

Hat  /~p(x) den Wef t  1, wenn x eine Einhelt oder dureh 
keine ere Potenz theilbar ist, w~hrend diese Function gleieh l~Tull 
ist,  wenn x mindestens dureh die @te potenz einer PrimzaM 
theilbar ist, so ist 

P 

wenn die Summe bezfiglieh dp fiber alle Theiler der ganzen 
Zahl x erstreekt wird, deren eomplement~rer Divisor eine 
r Potenz ist. 

Ist  n~mlich x durch keine @re Potenz theilbar, so ist der 
einzige Wer t ,  welehen dp annehmen ]{ann, x selbst und daher 
die Summe gleieh 1. Sind die versehiedenen in x aufgehenden 
r aus den v verschiedenen Primzahlen 21, p2 . . . .  T~ 

P 

V x die Form ~' ~ ~ zusammengesetzt, so hat jede ~ p, p2 . . .  p~ , 

wo jede der Gr5~en % mindestens die zwel Werte 0, 1 annehmen 
kann, und daher ist 

P 

dp aL, %, ..., av 

!~un ist aber naeh der Definition der Function u (x) s 
jedes theilerfremde Wertcpaar x, y 

un4 daher verwandelt sieh die letzte Relation in 
P 

cv) d? el; ~ ak c 

aus welcher wegen 

a k 
folgt p 

Ist  dp 
x = p l A p ~ / 3 ~  . . . p / ' ,  = p 1 7 ~  T+$, p27~v+62 . . ._poT~T§ b~ ( 0 ~  72, < v )  
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so hat jeder Theiler dr yon x die Form 
p~ ,~+~ ,p~+r  p3~ .~+~. (o <= s~ ~ r~) 

und daher kann ~p (dT), s v ~ q ist ,  fiberhaupt nut flit den 
einzigen Wert  

und auch fiir diesen nur dann yon Null verschieden sein, wenn 
s~mmtliche Zahlen 3~ ~ r sind. 

Es hal demnach d ie  fiber alle Theiler d~ yon x aus- 
gedehnte Summe 

"~ %- = 2 f  ~ 2tL 
dr dr d~ 

wo d~ einen Theiler yon dr vorstellt, dessen complementgrer 
Divisor eine ere 1)otenz ist, d e n W e r t f  (gr(x)) oder 0, je nachdem alle 
]~xponenten der die Zahl x zusammensetzenden ~'rimzahlpotenzen 
nach dem Modul v einer ganzen Zahl unferhMb r congruent 
sind oder nieht. 

Ist nun die Function f(x) so beschaffen, dass die fiber alle 
der Glelehung 

~v(yp ~') _- 57(~,) 
genfigenden ganzzahligen ~:ertepaare y, z ausgedehnte Summe 

Z u(y)f(z) 
~, Y 

den Wert  I(~0 oder 0 hat, je naehdem x eine ~te Potenz ist oder 
nicht, So wird, wie man sofort sieht, 

~" 2" p _ _  

d~ d r d' n 
oder nach der eben ermittelten Relation 

r 

7 (.%(~)) d a 

Hat  die zahlentheoretische Function e(a) den Wert  1 oder 0, 
je naehdem ~V(a)~ 1 (bez. a ~ 1) ist oder nieht, so ist 

X ~ C ~  

~/(m) : 2 ~ s bezw. [m] x : l  ~ x ; 

und daher ist 
n n 

x=(V~) x:(v~), y=(~O 
o" 

oder naeh der ]etzten Gleichung 
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t7 

x=[Vqr  n 1 x=n  
: ~ ( ~ ) ~  x(,)= z(V(g:(~)) be,.w, z /- /~(x) = ~'V(g:(x)) 

x = ( ( / g  ) x -~ (n )  x = l  LxaJ x = l  

wo die ~[arke am Summenzeichen andeutet ,  dass nur  jene 
ganzen Zahlen x des betreffenden Gebietes zu nehmen siud, bei 
deren Darstel lung durch ein Product  yon Primzahlpotenzen alle 
Exponenten  nach dem Modul v einer unterhalb e liegenden 
ganzen Zahl  congruent sind. 

Man hat  d~her den Satz :  
H a t  die Funct ion g(x) den W e f t  0, wenn die gauze Zahl  

x dutch ein Quadrat  (aulter 1) thei lbar  i s t ,  in allen anderen 
Fgl len aber den W e r t  ( 1)~(x), wo ~(x)die  Anzahl  der ver- 
schiedenen Primfactoren yon x vorstellt ,  ist ferner  die Funct ion 

f (x )  so beschaffen, dass die fiber alle der tLelation 
N(yCz ~) = N(x) (v >__ r (bezw. yr z ~ = x) 

geniigenden ganzen Wer tepaare  ~, z erstreckte Summe 
z ,(v) A.) 

den W e r t  z(x) oder 0 besitzt, je naehdem x eine ate Potenz ist 
oder nicht, so ist 

f f  

~<.~ , .  ,.,,Cbe, w X ~ n ~ r , ,  n_. . =~r., .x-,~ 
x=(.)  . = i  

[9] [~] [-~'] 
g~ (pl ~lp~,~ �9 �9 �9 p2') = Pl P~ �9 �9 . i  ~ 

ist  und die ~ a r k e  am Summenzeichen anzeigt ,  dass nur  jene 
ganzen Zahlen x des betreffenden Gebietes zu nehmen sind, bei 
deren Darstel lung dureh ein Produc t  yon Primzahlpotenzen alle 
Exponenten naoh dem Modul r einer ganzen Zahl  unterhalb 
congruent  sind. 

Ist  spedell  v = e, so l~tsst sich dieser Satz auch in folgender 
Weise aussprechen �9 

! s t  die tiber alle Theiler der ganzen Zahl  x ausgedehnte 
S u m n l e  

zz(d) =f(~) 
d 

so besteht die Re l a t i on  
P 

~: ^ { n ~ r x = [ V a J r  n q x = n  

x=( . )  x = l  
x=(V;;) 
WO 

ist. 
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Yon den in dieser allgemeinen Formel enthaltenen spe- 
ciellen Relatlonen mSgen die s bisher nichs verS~Pen+,- 
lichten angefiihrt werden: 

x = ( , 0  x =(i/n) 

p ~:, . .~. = - .D(ar 
- - x = ( . )  

x =(v~ 0 

x =fin) 

--(v,  0 

_ x = ( n )  

=(v,O 

" ~ L~v~) ~ ( ~ )  - - ~ = 0 ' , )  
x =(v+ 0 

P 

x--tr  n  777 ,,,=,, 
= 2" (f(~i, gr162 

P 

- # ~s(x,)) p(x) = x=(,,) 
x =(V.) 

- ,_ L~'(x~)/  
x =(Vn) 

wo die Marke am Summenzeichen in der vorletzten Gleichung 
angibt, dass nur jene ganzen Zuhlen x des betrachteten Gebietes 
zu nehmen sind, bei deren Darstellung durch ein Product yon 
Primzahlpotenzen ein Exponent unterhalb 2 Q und nicht miter- 
halb r liegt, w~hrend alle anderen kleiner als Q sind, 
f ix)  die Anzahl der loositiven ganzzahligen LSsungen der 

Gleichun% h7 (~ .~ .... .9) = ~V(x) ist, 
co(x) die Anzahl der Zerlegungen yon N(x) in ein Product "+on 

zwei theilerfremden Factoren vorstellt, 
~(x) den Wert  + 1 o d e r -  1 hat ,  je nachdem x aus einer 

geraden oder ungeraden Anzahl yon (gleichen oder ver- 
schiedenen) Primzahlen zusammengesetzk ist, 

W(x) die Anzahl der Theiler der ganzen Zahl x bedeutet, 
a..(x) gleich Null ist, wenn x durch eine andere, als cine erste, 

r te oder (r + 1) TM Potenz einer Primzahl theilbar ist, und in 
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allen anderen F~llen den Wer t  ( - - 1 )  ~ besitzt, wo 7r die 
Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in x in keiner 
bSheren als der ersten oder r ten Potenz enthalten sind. 

I~) das L e g e n d r e - J a c o b i ' s c h e  Symbol, 

Z(A, x) die Anzahl der LSsungen der Congruenz y2 ~ j (rood. x), 
v die Anzahl der Transformationen einer Form der Diseriminante 

J in sieh selbst, 
cf (A, x) die 2~nzahl der Darstellungen tier ganzen Anzahl x durch 

das System der quadratischen Formen der Diseriminante d ist, 
p (1) ~ io  (p~, p~ . . . . .  pY~') -~ 0, wenn nur eiue der ZaMen ak grSl~er 

als 2 ist, oder mindestens zwei yon ihnen grSl~er als 1 sind, 
P (P~ P2. . .  P,) = (~l)*f(P,) ,  

~ s  
p (p,  IJ: ...p..) = (--l)*+* z f ( v , )  ist, enmieh 

~(x) den Wer t  0 besitzt, wenn x keine Primzahlpotenz ist und 
den Wef t  log. At(p) fiir x --  p~. 
Aus der vor]etzten yon diesen Gleiehungen ergibt sich 

sofort, class die Anzahl der Primzahlen unendlich grol$ ist. 
Ggbe es n~mlieh nur eine endliche Anzahl yon Primzahlen 

in tier betrachteten Classe eomplexer Zahlen, so miisste jede 
ganze Zahl, deren Norm oberhalb einer bestimmten Grenze liegt, 
mindestens einen t)rimfaetor in einer hSheren Ms der zweiten 
oder mehr als elnen in einer hSheren als der ersten Potenz 
enthalten und demnach wiirde die Summe auf der ]inken Seite 
der erwghnten Relation, wenn nur n hinlRnglich grol~ genommen 
wird, die Anzahl ihrer Glieder und die ~rerte der Coeffieienten 

der GrSl~en 9/(  ~N('~7)I bei VergrSl~erung von n unvergndert bei- 

behalten. Es wiirde s die auf der linken Seite stehende 
Summe ihren Wef t  yon einem bestimmten n an nieht mehr 
gndern kSnnen, da in allen gamnzen Zahlen, deren Norm eine 
gewisse angebbare Grenze iibersteigt, entweder ein Primfactor 
in elner hSheren als der (2,o--1) tea oder mindestens zwei in 
einer hSheren Ms der (@u l) ten Potenz auftreten miissten. Die 
erw~hnte Relation wi~rde daher in diesem Falle eine Function 
yon n !iefern, veelehe einerseits fiir alle oberhalb einer be- 
stimmten endlichen Grenze liegenden Werte yon n eine endliehe 
Constante w~re, andererseits mit wachsendem n wgehst und 
dies ist unmSglich. 

Die letzte Gleiehung liefert eine Verallgemeinerung tier 
beriihmten T c h e b y e h e f ' s c h e n  Relation. Beschr~tnkt man sich 
niimlieh auf das reelle Gebiet, so ist nach einer yon mir frtiher 
abgeleiteten Relation 

* v JV"l <x) [-"-I + (Vl/,,lq _ r l "  



46 L. Gegenbauer. 

W O  ,~-~m 
z 4~) = Nl(m) 

gesetzt wurde. Da nun, wie man ]eicht sieht und wie auch 
Herr E. C e s a r o gezeigt hat 

I 1 1 

N,(m)= O(m)+ ~9(m ~) +a(m ~) +O(rn g) + . . .  

ist, wo nach T c 11 e b y c h e f O(Ic) die Summe der natiirlichen 
Logarithmen aller k nicht iibersteigenden Primzahlen ist, so 
entsteht die Gleichung 

[/r~, l X ~ :  o" o" 2o" 3 a  

x~'[;ol'(~' +x~: ( ' iPI  +,(V~I +~(V'~) + .)- 
x=l  1 x " ' .  

1 1 1 

aus welcher die speciellen Relationen 
1 1 

_ n  ,{ (I/~) + .., 
[~] ,<x> + , (VSl + ,  + (F~) +. * -  

x= l  x= l  
n 

2~ 3~ n 

,9 n + a  j +,9~, + . . . ] -  
x ~ l  

folgen, yon denen die letzte fiir a = 1 in die T c h e b y c h e f'sche 
Gleichung iibergeht. 

Schliel~lich erwihne ich noch den aus den obigen Ent- 
wicklungen leicht a,bzuleitenden Satz: 

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei tier Darstellung einer 
aus den vierten Einhcitswurzeln gebildeten ganzen complexen 
Zahl  dutch ein Product yon Primzahlpotenzcn kein Exponent 
auftr i t t ,  welcher naeh dem ~[odul r e de r  ganzen Zahl eoder  

einer grSl~eren congruent ist,  betr igt  im ~i t te l  'r 7'  wo 
X ~ O O  

~(=) - -  - -  X 

X = I  

X ~ CO 

- ',, ( - ) ? - 2 .  
~* - -  - ( l * - - 1 ) ' *  


