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In particular, if =0, {=0, v=0, then we have the foregoing equation
X =0; and the like for the equations Y=10, Z=0, and W=0

respectively.
Take a, b, c, f, g, h for the six coordinates of the line through the
point 2,9 8¢
LEndow

that is, write a= y{—zn, f =caw—*t,

b=z—an, g=yu—1in,

c=aon—yf h=rw-t,
where, of course, af+bg+ch =0.

Then the foregoing equatioun of the cone is
da' + Bv' + Cc* + Ff* 4+ Gg* + HRW!
—24'bc—2B'ca —20'ab+2F gh+2G@hf+2Hfg
+2Paf +2Mag —2N'ah = 0.
—2L'bf +2Qbg +2Nbh
+2Lef —2M'cg+2Rch

And this may be regarded as the equation of the conic in terms of the
twenty-one coordinates of the conic, aud of the six coordinates of an
arbitrary line meeting the conic. It is, in fact, the general form of the
equation given in the paper—Cayley “ On anew Analytical Representa~
tion of a Carve in Space,” Quart. Math. Jour., t. iii. (1860), see p. 288.

Déduction de différents Théorémes géoméiriques d’un seul Principe
Algébrique. Par H. G, ZEUTHEN.*

Le principe algébrique dont nous allons exposer ici plusieurs appli-
cations géométriques s’exprime par le Théoréme suivant :

Soit donnée une forme algébrique entiére, homogéne et du second degré
par rapport & chacune de deus couples de variables =, =z, et £, & ; formons
les deuz discriminants de cetle forme, qui seront des formes gquartiques
contenant la couple des vartables regardées comme constantes pendant la
Jormation du discriminant: je dis que ces deus discriminants auront les
mémes invariants.

J'ai déduit ce théoréme général d'une de ses applications géomé-

* Received from the Author too late for communication at the Mecting on June 12,
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triques, qui est bien connue (14 2™*) ; maisil sera juste d’en communiguer
ici une démonstration algébrique dirécte, que je doid & un de mes
éldves, Mr. E. Schmidt, & qui j'avais communiqué le théoréme. On y
fait usage du calcul symbolique de Aronkold et Olebsch.®

Soient ayay = U, P = thyp = dyS} = ezep = fo 4
des représentations symboliques équivalentes de la forme donnée, et
Ai=Bi=Ct= (B, alli = (vd)'cddl = (ep)* eift... ...(1)

des représentations de son disoriminant par rapport anx variables &
On en déduit, par formation successive de polaires, et par des permu-
tations de symboles équivalents,

4424, = (aB)’ (2a.a,b3 +2420,0,) = 4 (af)’ a.a, b2,
8414} = (af8)? (a3bl+2a.a,b.0,),
ou bien, & cause de I'identité
2a.a,b.b, = aib)+albi— (ab)® (zy)},
84245 = (af)? [Balb]— (ab)’ (2¥)%] ceevvnrenrnens N ()8
La forme A% = B! = C! a les deux invariants indépendents entre eux :
I=(AB)', J=(4B)*(BO)(04)'.

Les formules (1) et (2), ol 'on peut substituer des symboles (B, et
—B,; a, et —a,, etc.) aux variables, nous permettront d'exprimer I et
J par les symboles de la forme donnée. On aura

I= (4B)* = (y9)* (d¢)? (44)?
=} (aB)’ (v9)* [3 (ac)* (b4)" - (ad)’ (cd)'] 5
et, en posant

K = (af)? (v3)? (ac)? (bd)*=(av)* (83)* (ab)? (cd)!.........(3),

L = (aB)*(ab)’ = (¥9)' (cd)’ = (€9)’ (&f)* weervvveiunarc(4),
on trouve I=K—1L ......ccoceuus erererierseaeeneas (6).
Les invariants K et L dépendent d'une maniére symétrique des

symboles grecs et romains; l'invariant I appartient donc aussi an
discriminant pris par rapport aux variables .

* Voir par exemple Clebsch-Lindemann : Vorlesungen iiber Geometrie, T. I., 3™
section. On reconnaitra, au point de départ de la demonstmhon actuelle, les

opérations dont se sert Clebsch pour former une expression de Hi H.
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On trouve de méme, par la formule (2),

87 = 8 (4B)* (BO) (04)*
=8 (BO)* (af)* (aB)" (80)*— (af)* (ab)’ (BO)*
= 8 (af)! (uB)* (b0)* (BO)*—LI
= 8 (af})* (aB)* (50)* (BOY~EL 43I .o, ).

Le premier terme de cette expression se transforme de la manidre
suivante,

8 (af)*(aB)* (b0)' (BOY" = (ap)* (b0)" (3)* [3 (ca) (@0)'—(cd)* (a0)']
= 8 (ap)’ (8)" (ca)’ (80)* (a0)'~L (40)*
=8 (af)’ ()" (ca)* (0)* (dO)’—KL+%L(7)

Nous transformerons encore le premier terme de cette derniére
expression,

8 (af)* (¥9)" (ca)’ (b0)* (dOY
=38 (aB)’ (v8)' (ca)* (¢9)" (eb)’ (fd)*— (aB)’ (v3)* (ca)' (e9)" (&f )’ (b4)".
Le dernier terme est égal 4 —KL; le premier terme est un invariant
8M, qui prend, par inversion 1° des symboles b8 et cy, 2° des symboles
dd et ee de la forme donnée, la méme forme qui résulterait de la sub-
stitntion de symboles grecs & des symboles romains, et réciproquement,

de fagon que
M = (aB)’ (v3)" (¢¢)" (a)’ (be)’ (&)’

= (ay)? (Be)? (3¢)* (ab)® (cd)* (ef)* ..cvvvrrvrereannn (8).
Des formules (6), (7) et (8) résulte, par des substitntions successives,
J=M—EL+3L uvivivennnricvnnnnnennnnn(9).

La formation de J présente donc la méme symétrie par rapport aux
symboles grecs et romains. que celle de I. Le théoréme est dono
démontré.

Si @ : a; et £ : E sont les paramétres qui déterminent les éléments
@ et & de deuz séries unicursales (de points d’une courbe, de tangentes 4
une courbe, etc.), on aura, en égalant la forme donnée & zéro, une rela-
tion qui fait correspondre & chaque point # denx points £, et & chaque
point & deux points ; réciproquement, si on sait qu'une relation de
cette espéce se fait exprimer algébriqguement, on saura aussi que
I’équation qui I'exprime & la forme indiquée. En égalant un des dis-
criminants & zéro on déterminera les quatre éléments » (ou &) dont les
éléments correspondants ¢ (ou ) coincident. Les denx discriminants

)
ayant le méme invariant absolu "—l’—,, on voit que les 6 rapports an-
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harmoniques des quatre éléments » auzquels correspondent des éléments
coincidents E, sont égaum & ceum des quatre éléments & auzquels corres-
pondent des éléments coincidents ®. Nous allons en indiquer plusieurs
applications.

1. Soient les éléments » les tangentes d’une conique plane, et soient
les éléments & correspondant & une tangente @ ses points d’intersection
avec une antre conique dans le méme plan.: Les deux points £, corres-
pondant & une tangente =, coincident si = est tangente commune aux
deux coniques, et les. deux tangentes » correspondant & un point &
coincident, si § est point d'intersection des deux coniques. On voit
donc que les tangentes communes & deux coniques ont, sur 'une de cés
coniques, les mémes rapports anharmoniques que les quatre points
d'intersection ont sur 1'autre.

2. Soient les éléments correspondants z et £ les droites joignant
deux points fixes d’une courbe plane du troisidme ordre 4 un point
mobile de la méme courbe. La correspondance demandée a évidem-
ment lieu entre les droites des deux faisceaux. On obtient ainsi le
théoréme connu, que les 6 rapports anharmoniques des quatre tangentes
qu’on peut mener d'un point P d’une courbe du troisiéme ordre & cette
courbe sout indépendents de la position de P sur la courbe.

La correspondance ayant encore lieu, si les droites correspondantes
des faisceaux joignent deux points doubles d'une courbe du quatriéme
ordre & un point variable de la méme courbe, on voit que les groupes
de quatre tangentes qu’on peut mener i une courbe do quatriéme ordre
4 deux points doubles de ces deux points ont les mémes rapports
anharmoniques. Ce théoréme résulte aussi, en cas particulier, de
Papplication snivante.

8. Soient les éléments = des génératrices d'ane des générations d'une
surface du second ordre, et les éléments correspondants & les généra-
trices d'une des générations d’une autre swurface qui rencontrent les
droites #. La correspondance demandée a lieu, et I'on voit que: dans
un faisceau de surfaces du second ordre, tous les groupes de 4
génératrices de la méme génération d’une surface du faisceau qui sont
tangentes & la courbe d'intersection out les mémes rapports anhar-
moniques.

En projetant la courbe d’intersection d’'un point guelconque sur un
plan, on obtient une courbe du quatri®me ordre 4 deux points doubles,
et qui n’est soumise & auncune autre particularité. Les contours
apparents des surfaces du faisceau forment un systtme de coniques
tangentes quatre fois & la courbe. On voit que les 8 tangentes com-
munes 4 la courbe et & une conique de ce systéme forment deux groupes
de quatre, et que tous les groupes de tangentes communes qu’on obtient
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en considérant toutes les coniques ont, sur les coniques respectives, les
ménes rapports anharmoniques.*

4. Soit # une tangente variable & une courbe du quatridme ordre et
de la guatridme classe, et soient les éléments correspondants & les
deux points d’intersection de @ avec la courbe. Selon les formules
Pliickeriennes la courbe aura, si elle n’est pas composée (voir I'appli-
cation 1), un point double et denux points cuspidaux, une tangente
double et deux tangentes d’inflexion.

La correspondance demandée a lien ici. Les deux points & qui
correspondent 4 une tangente @ coincident, 1° si @ est la tangente
donble, et 2° si » ést la tangente menée d'un des points cuspidaux
(mals 3 un attre point de contact). Les quatre racines z, : #, de 'un
des discriminants sont donc—1° les deux paramadtres qui déterminent la-
tangente double (ou ses deux points de contact), 2° les paramétres qui
déterminent les tangentes menées des deux points cuspidaux. Les
quatres racines £, : £, de l'antre discriminant déterminent, selon le
principe de dualité, 1° le point double (ou les deux tangentes en ce
point), 2° les points d'intersection des tangentes d’inflexion avec la
courbe.

Tci, ot les denx discriminants se décomposent en deux factenrs
rationnels, se présente encore la question sur I'ordve des éléments o et
£, déterminés par les discriminants, qui ont des rapports anharmoniques
éganx. Faut-il, en effet, faire correspondre aux deux paramétres @ qui
déterminent In tangente double les deux paramétres £ du point double,
ou cenx des points d’intersection des tangentes d’inflexion, ou un
parambdtre de chacun des deux couples? A caunse de l'identité des
rapports anharmoniques

(FEEE) = (FTEE") = (8T = (YY),
les deux premiéres hypothdses ne différent pas entre elles. Pour décider
si I'nne ou I'autre des deux hypothéses différentes qui restent encore pos-
sibles a lieu, il suffit de considérer un cas particulier, par exemple celni odt
les deux points de contact de la tangente double, et en m8me temps les
deux tangentes d'inflexion, coincident.4 Alors, si o et 2” représentent
la tangente double, £” et &' les points d'intersection des tangentes

d'inflexion, on aura (2'z"@"2") = 1 = (§LE"E),

¢ Nous avons démontré autrement le méme théoréme dans un mémoire sur les
courbes du quatriéme ordre 3 deux points doubles, qui est sous presse pour éire
inséré dans le bulletin (“ Oversigter ”’) de I'Académie Royale Danoise, 1879.

1 Ce cas cst possible sans qu'en méme temps d’autres des éléments z, ou des
éléments §, que nous considérons, coincident, $oir la dernidre page de mon mémoire
sur les systémes de courbes planes (Mémoires de 1I'Académie Royale Danoise 1873), od
je détermine les nombres de courbes ayant la propriété indiquée ici (ou plutdt la
propriété réciproque), et satisfaisant & des conditions données.
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pendant que tous les rapports anharmoniques ol £” et &' ne composent
pes la premidre ou la derniére couple du rapport anharmonique des §
sont égaux 4 zéro ou A l'infini. La derniére hypothése est donc im-
possible, et la premiére doit étre juste.

Nous avons donc démontré la propriété suivante des courbes planes
du quatriéme ordre et de la quatridme classe ; les deux® rapports an-
harmoniques des deux points de contact de la tangente double et des
deux points de contact des tangentes menées des points cuspidaux,
sont égaux 3 ceux des deux tangentes au point double et des tangentes
aux points d'intersection des tangentes d’inflexion. (Dans cet énoncé
nous avons, pour plus de commodité, substitué les points de contact
aux tangentes, et réciproguement.)

5. Considérons ensuite une courbe gauche caractérisée par les
nombres Cayleyens suivantst}

m=n=25 r=6 h=g=4
g=y=95 a=pB=2

On déduit de formules connues que la méme courbe a £ tangentes qui
rencontrent encore une fois la courbe, et 2 plans osculateurs qui y sont
encore une fois tangentes. Ces deux nombres résultent du reste aussi
de l'application actuelle de notre principe.

Nous prenons pour éléments z les plans osculateurs & cette coarbe
unicursale. Chacun de ces plans a encore deux points d'intersection
avec la courbe, que nous prenons pour éléments & correspondant an
plan @. Réciproquement, par chaque point £ passent 2 plans @
osculateurs en des points différents de . La correspondance demandée
a donc lien. Le premier discriminant de I’équation qui exprime cette
correspondance détermine—1° les 2 plans osculateurs qui sont encore
une fois tangentes, 2° les 2 plans qui passent par un point cuspidal on
stationnaire, et sont osculateurs en un autre point.} L’auntre dis-
criminant détermine—1° les 2 points de la courbe qui se trouvent sur
des tangentes en d’autres points, 2° les 2 points d’intersection de la
courbe avec les plans stationnaires.

Dans le cas particulier ol un plan rencontre la courbe en cinq points
consécutifs, les deux plans stationnaires—et par conséquent aussi leurs
points d’intersection-—et les deux plans oscnlateurs qui sont encore une
fois tangents seconfondent. On se sert~—comme dans I'application 4—de

* L'ordre des deux couples, ainsi que celui des éléments des couples, étant inconnu,
1e rapport anharmonique a ici deux valeurs différentes.

+ Nous les désignons par les mémes lettres que M. Salmon dans la ¢ Geometry of
three Dimensions.” :

1 Par chacun des 8 = 2 points cuspidaux passe un seul de ces plans (Geomet
of three Dimensions 3m éd.,p;). 302.)“p P plas i
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ce cas particulier pour déterminer les ordres des éléments » et & qui
ont le méme rapport anharmonique. On trouve sinsi la propriété
suivante de la courbe: les deux rapports anharmoniques- des 2 plaus
osculateurs qui sont encore une fois tangents et des 2 plans osculateurs
qui passent par les points stationnaires (sans étre osculateurs en ces
points), sont éganx & ceux des 2 points olt passent des tangentes en
d’autres points et des 2 points d'intersection des plans stationnaires.

6. Soit donnée une surface du quatriéme ordre & une droite double,
et prenons pour éléments 2 les points de cette droite, pour éléments §
correspondant & un point @, les plans tangents & la surface en ». La
correspondance demandée a lieu alors entre les points # de la droite, eb
les plans &, qui forment un faiscean ayant la méme droite pour axe.
Les deux plaus  tangents en un point # coincident, si @ est un point-
pince (pinch-point) de la droite double ; les deux points de contact @
d’un plan £ coincident, si £ est un plan stationnaire de la droite double,
c’est & dire un plan ayant sur la droite un contact qui le fait appartenir
aux (/') plans tangents stationnaires de I'enveloppe des plans tangents
stationnaires de la surface.¥* On voit donc que les quatre points-pinces
sur une droite double d’une surface du quatriéme ordre ont les mémes
rapports anharmoniques que les quatre plans stationnaires de la droite.

Si la surface a deux droites doubles, elle sera réglée, et les plans
stationnaires de 1'une des droites passeront par les points-pinces de
Pautre. On voit donc que les points-pinces de I’'une des droites ont
les mémes rapports anharmoniques que ceux de l'autre.

7. Une généralisation du dernier cas dont nous avons traité dans le
No. 6 se présente presque immédiatement. Soient # et £ des points
mobiles de deux courbes unicursales dans I'espace, ‘0, et 0,, des ordres
m et p, ot soit donnée une relation entre les paramétres de 2 et & qui
fait correspondre & chaque point @ deux points £, et & chaque point &
deux points z.  Alors les droites z, £ engendreront une surface gauche
de Tordre 2 (m+p)t et ayant les courbes O, et U, pour courbes
doubles. Notre principe nous montre que chacune de ces ‘courbes a 4
points-pinces, et que les deux groupes de points-pinces ont les mémes
rapports anharmoniques.

Si les deux courbes sont planes et se trouvent dans le méme plan,
Tenveloppe des dreites , £ sera une courbe de 1a classe 2 (m+p). Les
points-pinces seront alors remplacés par des points de cette enveloppe,
qui ne seront pas en général ses seuls points d’intersection avec les
courbes C,, et 0,, mais qui seront déterminés par des facteurs rationnels

¢ Voir mon article: Sur les droites multiples des surfaces (Mathematische
Annalen IV., p. 8.)

+ On trouve, en effet, par le principe de correspondance, ce nombre de points
d'intersection avec une droite quelconque.



1879.] d’un seul Principe algébrique. 203

du quatrime degré des premiers membres des équations servant-a
déterminer ces points d'intersection.

11 serait facile de multiplier ces applications,—nous proposons par
exemple la discussion de la génération d’une courbe plane du troisidme
ordre comme lieu des points de contact des coniques d'un faisceau avec
les droites d’un faisceau ;—mais nous croyons avoir montré déji
suffisamment 1'unité de propriétés de figures trés-différentes qu’établit
le principe algébrique.

Note by Prof. Oayley.

The algebraical principle employed by Dr. Zeunthen, and from which
he has deduced such interesting results, is certainly & well-known one.
It is, for instance, assumed in my paper “ On the Porism of the in-and-
circumscribed Polygon, and on the (2, 2) Correspondence of the Points
on a Conic,” Quart. Math. Jour., t. zi. (1871), pp. 83—91, see
p- 84, where I say that the two quartic functions are linearly
transformable the one into the other. The two functions may be
written

(az®+2bz+c) (a2 +2b 2+ ¢") — (a2’ +2b2 +¢) = (a, b, ¢, d, ez, 1)*;
and
(ay’+ 2a'y + a'”) (Gy'l + 20”_‘/ + c”) - (by’ + 25'?/ +b") = (-A’ B, 0’ D: EI?/' 1).;

the coefficients consequently are

a= aa’ —a? A= ac -
4b = 2ad” + 2a”b — 4a'd’ 4B = 2a¢ + 2d’c —4bY
6c = ac’+ a’c+4bb’ = 2’ — 46" | 60 = ad” +a”c+4a’c’—2bb"— 4b?
4d = 2bc” + 2b"c — 4b'¢’ 4D = 2a'¢” +2a"¢ — 400"

e = cc — E= a"¢"=b".

I was under the inipression that I had actually calculated the in-
variants of the two functions. For the invariant I, it can be done with-
out difficulty ; the two forms of 121 are

12 (a2’ — a®)(cc”— )
—12 (ab” + a"b—20'5) (be" + b"c —28)
+ (ad’ + a’c+4bb" — 2a'c’— 4b7)?,
and 12 (ac~b*) (a"¢" — 5™)
~12 (ac’ + a’'c—2bb") (a’c"+ o’ — 2b'b")
4+  (ad’'+ a’c+4a'c — 2bb"— 407)?,



