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In particular, if r/=0, £=0, a»=0, then we have the foregoing equation
X = 0; and the like for the equations Y = 0, Z = 0, and W = 0
respectively.

Take a, b, c, f, g, h for the six coordinates of the line through the

point JB, y , e, t

that is, write a = y(—zn, f = xu—#,

c = xii—yt,, h = *<a—t(t

where, of course, af+bg+ch = 0.

Then the foregoing equation of the cone is

As? + Bb* + (7c8 + FP + G£+ Hh*
—2^41)0—25'ca — 20f'ab+2-F/gh+2Grhf+2irfg
+ 2Paf + 2Jfag - 2iV1ah > = 0.

+ 2Lcf -2Mcg+2.Kch

And this may be regarded as the equation of the conic in terms of the
twenty-one coordinates of the conic, and of the six coordinates of an
arbitrary line meeting the conic. It is, in fact, the general form of the
equation given in the paper—Gayley " On a new Analytical Representa-
tion of a Carve in Space," Quart. Math. Jour., t. iii. (1860), see p. 233.

Deduction de differents Theoremes ge'ome'triques d'un seul Principe
Algibrique. Par H. G. ZEUTHEN.*

Le principe algebrique dont nous allons ezposer ici plusieurs appli-
cations gdometriques s'exprime par le Th6oreme suivant:

Soit donnee une forme algebrique entiere, homogene et du second degrS
par rapport a chacune de deux couples de variables xlt x% et lXi £j; formons
les deux discriminants de cette forme, qui seront des formes guartiques
cmtenant la couple des variables regardees comme constantes pendant la
formation du discriminant: je dis que ces deux discriminants auront les
mimes invariants.

J'ai dlduit ce the'oreme g6n£ral d'une de ses applications ge'ome'-

* Received from the Author too late for communication at the Mooting on June 12.
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triques, qui est bien connue (la 2me) ; mais il sera juste d'en communiqtier
ici une demonstration alg^brique directs, qae je dote k nn de mes
sieves, Mr. E. Sohmidt, a qul j'avais communique le th6oreme. On y
fait usage du calcul symbolique de Aroiihold et Olebsch.*

Soient ala\ = b*J\ = «iy{ = * « | = &\

des representations symboliques e'quivalentes de la forme donnde, et

4 = B* = 0* = (. 0/aSM = (yJ)"** = Wtfl (1)
des representations de son discriminant par rapport auz variables (.
On en d^duit, par formation successive de polaires, et par des permu-
tations de symboles Equivalents)

4AIA, = («/3)9 (2aaavbl+*£b.b,) = 4 (aft* amavbl

2AIAI = (aPy(albl+2atavhby),

on bien, a cause de l'identite*

2a,a¥bxbv = a*6J + a\bl- (a6)8 (»y)»,

3JMJ = ( "^ [Sa^J -Ca f t ) 8 ^ ) 8 ] (2).

La forme A% = J3i = Gi a les deux invariants independents entre euz :

i= (AB)\ J = (ABy (Boy

Les formules (1) et (2), ou Ton peut substituer des symboles (B9 et
—2?,; Og et — a^ etc.) aux variables, nous permettront d'exprimer J e t
J par les symboles de la forme donn6e. On aura

[3 («)• (bdy- (ab)>
et, en posant

JST = (a/3)» (y*)> («)• (M)9= («y)' 035)' (aby (ci)« (3),

i=(a/3)8(a6)» = (ya)»(c(2)8= (c0)8 (e/)« , (4),

on trouve I = lf—|L8 (6).

Les invariants K et L dependent d'une maniere symetrique des
symboles grecs et romains; l'invariant J appartient done aussi au
discriminant pris par rapport aux variables x.

• Voir par exemple Clebsch-Lindemann: Vorlesungen iibor Gcometrio, T. I., 3me

section. On reconnaitra, au point de d6part de la demonstration actuclle, lea
opdrations dont se sert ClebBch pour former une expression de HlHy.
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On trouve de mSine, par la formule (2),

= 8 (BOf (a/3)8 (aB)a {10)*- (a/3)8 (a6)8 (BO)*

= 3 (a/3)8 (aB)\bO)% (BO)*-LI

= 3(afiy(aBy{bOy(BCjy-KL+$La (6).

Le premier terme de cette expression se transforme de la maniere
suivante,

3(aPy(aBy(bO)\BOy = (a/3)8 (6C)8 (ySy [3 (caf (dOf -(cdj (aO)']

= 3 (a/3)9 (7sy ^y (boy (doy-L (Aoy

= 3 (a/3)1 (y£)8(ca)8 (6(7)* (dOy-KL+\L*
..-(7).

Nous transformerons encore le premier terme de cette derniere
expression,

= 3 (a/3)8 (ySy (caf (ê J« (e&)8 W " W (y5)9M8(e^)8(e/)8 (6c?)8.

Le dernier terme est e"gal a —KL; le premier terme est un invariant
SM, qui prend, par inversion 1° des symboles 6/3 et cy, 2° des symboles
dS et ee de la forme donne'e, la m^me forme qui resulterait de la sub-
stitution de symboles grecs a des symboles romains, et reciproquement,
de facon que

M = (a|3)8 (y3)8 (e^)8 (at)* (6s)8 (tf/)8

= (ay)8(/3e)8(W(a6)8(Ci)8(6/)8 (8).
Des formules (6), (7) et (8) re"sulte, par des substitutions successives,

/ = M-KL+$L* (9).

La formation de / presents done la mSme syme'trie par rapport auz
symboles grecs et romains que celle de I. Le th^oreme est dono
de'montre*.

Si xx: a;, et lx : f, sont les parametres qui d^terminent les ilements
x et $ de deux series unicursales (de points d'une courbe, de tangentes a
une courbe, etc.), on aura, en e*galant la forme donnee a z^ro, une rela-
tion qui fait correspondre a chaque poiut x deux points £, et a chaque
point £ deux points x; reciproquement, si l'on sait qu'une relation de
cette espece se fait exprimer alg^briquement, on saura aussi que
liquation qui l'exprime a la forme indiquee. En 6galant un des dis-
criminants a zero on determinera les quatre 616ments x (ou () dont les
elements correspondants 5 (ou sc) coincident. Les deux discriminants

78

ayant le merae invariant absolu -=j, on voit que les 6 rapports art,'
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harmoniques des quatre Elements x auxquels correspondent des eliments
coincidents £, sont egaux a ceux des quatre Slements £ auxquels corres-
pondent des elements coincidents x. Nous allona en indiquer plusieurs
applications.

1. Soient les elements x les tangentes d'une conique plane, et soient
les Elements £ correspondant a nne tangente x sea points d'intersection
avec une autre conique dans le m6me plan. Les deux points I, corres-
pondant a nne tangente », coincident si x est tangente commune aux
deux coniques, et les. deux tangentes x correspondant a un point £
coincident, si t, est point d'intersection des deux coniques. On voit
done que les tangentes communes a deux coniques oni, sur l'une de c£s
coniques, les mSmes rapports anharmoniques. que les quatre points
d'intersection ont sur l'autre.

2. Soient les 61 Amenta correspondants as et £ les droites joignant
deux points fixes d'une courbe plane du troisieme ordre a un point
mobile de la m£me coui'be. La correspondance demanded a 6videm-
ment lieu entre les droites des deux faisceaux. On obtient ainsi le
th^oreme connu, que les 6 rapports anharmoniques des quatre tangentes
qu'on peut mener d'un point P d'une courbe du troisieme ordre a cetto
courbe sout independents de la position de P sur la courbe.

La correspondance ayant encore lieu, si les droites correspondantes
des faisceaux joignent deux points doubles d'une courbe du quatrieme
ordre a un point variable de la m6rne courbe, on voit que les groupea
de quatre tangentes qu'on peut mener a une courbe do quatrieme ordre
a deux points doubles de ces deux points ont les memes rapports
anbarmoniques. Ce theoreme resulte aussi, en cas particulier, de
l'applicatiou suivante.

3. Soient les 616ments x des generatrices d'une des generations d'une
surface du second ordre, et les elements correspondants 5 les genera-
trices d'une des generations d'une autre surface qui rencontrent les
droites x. La correspondance demandee a lieu, et Ton voit que: dans
un faisceau de surfaces du second ordre, tons les groupes de 4
generatrices de la meme generation, d'une surface du faisceau qui sont
tangentes a la courbe d'intersection ont les memes rapports anhar-
moniques.

En projetant la courbe d'intersection d'un point quelconque sur un
plan, on obtient une courbe du quatrieme ordre a deux points doubles,
et qui n'est soumise a aucune autre particularite. Les contours
apparents des surfaces du faisceau forment un systcme de coniques
tangentes quatre fois a la courbe. On voit qne les 8 tangentes com-
munes a la courbe et a une conique de ce systeme forment deux groupes
de quatre, et que tous les groupes de tangentes communes qu'on obtient
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en conside*rant tontes les coniques ont, sur les coniques respectiyes, les
me'mes rapports anharmoniques.*

4. Soit x une langente variable a one courbe da quatrieme ordre et
de la quatrieme classe, et soient les e'le'ments correspondants £ les
deux points d'intersection de x avec la courbe. Selon les formules
Pliickeriennes la conrbe aura, si elle n'est pas composes (voir l'appli-
cation 1), nn point donble et denx points cnspidaux, nne tangente
double et denx tangentes d'inflexion.

La correspondance demanded a lien ici. Les denx points I qni
correspondent a nne tangente a> coincident, 1° si x est la tangonte
donble, et 2° si x est la tangente men6e d'nn des points cnspidanx
(malB a nn antre point de contact). Les qnatre racines a*, : as, de l'un
des discriminants sont done—1° les denx parametres qni de'terminent la
tangente donble (on ses denx points de contact), 2° les parametres qni
de'terminent les tangentes menees des denx points cuspidanx. Les
qnatres racines I, : £, de l'autre discriminant determinent, selon le
principe jle duality, 1° le point double (on les deux tangentes en ce
point), 2° les points d'intersection des tangentes d'inflexion aveo la
conrbe.

Ici, ou les denx discriminants se de*composent en denx factenrs
rationnels, se pre*sente encore la question snr l'ordre des e'le'ments x et
£, d^termin^s par les discriminants, qni ont des rapports anharmoniqaes
e'gaux. Faut-il, en effet, faire correspondre anx denx parametres x qni
de'terminent la tangente double les denx parametres { du point double,
on cenx des points d'intersection des tangentes d'inflexion, on nn
parametre de chacun des denx couples ? A canse de l'identite1 des
rapports anharmoniques

les deux premieres hypotheses ne different pas entre eiles. Pour decider
si l'nne on l'autre des denx hypotheses diffe'rentes qni restent encore pos-
sibles a lien, il suffit de consid^rer nn cas particulier, par exemple celni ou
les denx points de contact de la tangente donble, et en m3me temps les
denx tangentes d'inflexion, coincident.f Alors, si x et x" representent
la tangente donble, K" et ?T les points d'intersection des tangentes

d'inflexion, on aura ( » V W ) = 1 = (WV?*),

* Nous avons d&nontrg autrement le meme th6oreme dans nn mSmoire sur les
courbes du quatriemo ordre h deux points doubles, qui est sous presse pour @tre
io86re dans le bulletin (" Oversigter") de l'Acad^mie Koyale Danoise, 1879.

t Ce cas est possible sans qu'en m£me temps d'autres des elements x, ou des
elements {, que nous coneiderons, coincident. Voir la derniere page de mon memoiro
sur les syxthnca de courbes planes (!I6moires del'Acad£mie Royale Danoise 1873), ou
je determine les nombres de courbes ayant la propriety indiquee ici (ou plutdt la
propriete reciproque), et satiafaisant a des conditions donn^es.
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pendant qne tons les rapports anharmoniqnes ou %" et ?T ne composent
pas la premiere on la derniere conple dn rapport anharmonique des {
sont £ganx a zero on a l'infini. La derniere hypothese est done im-
possible, et la premiere doit Stre jnste.

Nous avons done d6montr6 la proprie'te' snivante des oonrbes planes
da quatrieme ordre et de la quatrieme classe; les deux* rapports an-
harmoniqnes des denx points de contact de la tangente donble et des
denx points de contact des tangentes roenees des points enspidanx,
sont egaux a cenx des deux tangentes an point doable et des tangentes
anx points d'intersection des tangentes d'inflexion. (Dans cet enonce
nous avons, pour plus de commodity, substitu£ les points de contact
anx tangentes, et r£ciproquement.)

5. Considerons ensnite nne conrbe gauche caracterise'e par les
nombres Cayleyens snivantsf

j» = w = 5> r = 6, A = gr = 4,

aj = y = 5, a = /3 = 2.

On d£duit de formnles connnes qne la m&me conrbe a 2 tangentes qni
rencontrent encore nne fois la conrbe, et 2 plans oscnlatenrs qni y sont
encore nne fois tangentes. Ges denx nombres resnltent dn reste anssi
de 1'application actuelle de notre principe.

Nous prenons poor elements z les plans oscnlatenrs a cette coarbe
nnicnrsale. Chacnn de ces plans a encore deux points d'intersection
avec la courbe, qne nons prenons ponr cements { correspondant an
plan x. R£ciproquement, par chaqne point ( passent 2 plans ss
oscnlatenrs en des points diff&rents de I. La correspondance demanded
a done lien. Le premier discriminant de liquation qni exprime cette
correspondance determine—1° les 2 plans oscnlatears qai sont encore
nne fois tangentes, 2° les 2 plans qni passent par nn point cnspidal on
stationnaire, et sont oscnlatears en nn antre point.J L'antre dis-
criminant determine—1° les 2 points de la conrbe qni se trouvent snr
des tangentes en d'antres points, 2° les 2 points d'intersection de la
conrbe aveo les plans stationnaires.

Dans le cas particulier ou nn plan rencontre la conrbe en cinq points
pons6cutifs, les denx plans stationnaires—et par consequent anssi lenrs
points d'intersection—et les denx plans oscnlatenrs qni sont encore nne
fois tangents seconfondent. On se sert—comme dans 1'application 4—de

* L'ordre des denx couples, ainsi qne celui des element* des couples, giant inconnn,
le rapport anharmonique a ici deux valeurs diffgrentes.

f Nous les d^sinions par les mfimes lettres que M. Salmon dans la " Geometry of
three Dimensions.

% Par chacun des $ =• 2 points cuspidaux passe un seul de ces plans (Geometry
of three Dimensions 3m 6d., p. 302.)
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ce cas particulier pour determiner les ordres des elements x et £ qui
ont le me" me rapport anharmonique. On trouve ainsi la propriety
suivante de la courbe : les deux rapports anharmoniques des 2 plans
osculateurs qui sont encore une fois tangents et des 2 plans osculateurs
qui passent par les points station naires (sans &tre osculateurs en ces
points), sont e*gaux a ceux des 2 points ou passent des tangentes en
d'autres points et des 2 points d'intersection des plans stationnaires.

6. Soit donn£e une surface du quatrieme ordre a une droite double,
et prenons pour Elements x les points de cette droite, pour elements £
correspondant a un point x, les plans tangents a la surface en x. La
correspondance demandee a lieu alors entre les points x de la droite, et
les plans £, qui forment un faisceau ayanfc la meme droite pour axe.
Les deux plans £ tangents en un point x coincident, si x est un point-
pince (joinch-point) de la droite double; les deux points de contact at
d'un plan £ coincident, si £ est un plan stationnaire de la droite double,
c'est a dire un plan ayant sur la droite un contact qui le fait appartenir
aux (ft') plans tangents stationnaires de l'enveloppe des plans tangents
etationnaires de la surface.* On voit done que les quatre points-pinces
sur une droite double d'une surface da quatrieme ordre ont les mdmes
rapports anharmoniques que les quatre plans stationnaires de la droite.

Si la surface a deux droites doubles, elle sera r£gl6e, et les plans
etationnaires de Tune des droites passeront par les points-pinces de
l'autre. On voit done que les points-pinces de l'une des droites ont
les m§mes rapports anharmoniques que ceux de l'autre.

7. Une generalisation du dernier cas dont nous avons traite" dans le
No. 6 se pr£sente presque imm6diatement. Soient x et £ des points
mobiles de deux courbes unicursales dans l'espace, 'Om ot OM, des ordres
m et ft, et soit donn£e une relation entre les parametres de a; et £ qui
fait correspondre a chaque point x deux points £, et a chaqne point £
deux points x. Alors les droites x, £ engendreront une surface gauche
de l'ordre 2(m+/x)f et ayant les courbes Om et 0^ pour courbes
doubles. Notre principe nous montre que chacune de ces courbes a 4
points-pinces, et que les deux groupes de points-pinces ont les me*mes
rapports anharmoniques.

Si les deux courbes sont planes et se trouvent dans le mgme plan,
l'enveloppe des drcites », £ sera une courbe de la classe 2 (m-f-/u). Les
points-pinces seront alors remplace's par des points de cette enveloppe,
qui ne seront pas en g6n6ral ses seuls points d'intersection avec les
courbes Cm et OM, mais qui seront determines par des facteurs rationnels

* Voir mon article: Sur les droites multiples des surfaces (Mathematische
Annalen TV., p. 8.)

f On trouve, en effet, par le principe de correspondance, ce nombre de points
d'intersection avec une droite quelconque.
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du quatrieme degre" des premiers membres des Equations servant a
determiner ces points d'intersection.

II serait facile de multiplier ces applications,—nous proposons par
exemple la discussion de la ge*n6ration d'une courbe plane du troisieme
ordre comme lieu des points de contact des coniques d'un faisceau avec
les droites d'un faisceau;—mais nous croyons avoir montre" deja
Buffisamment l'unite de propri£t£s de figures tres-difl£rentes qu'6tablit
le principe algebriqne.

Note by Prof. Oayley.

The algebraical principle employed by Dr. Zentnen, and from which
he has deduced such interesting results, is certainly a well-known one.
It is, for instance, assumed in my paper " On the Porism of the in-and-
circumscribed Polygon, and on the (2, 2) Correspondence of the Points
on a Conic," Quai't. Math. Jour., t. xi. (1871), pp. 83—91, see
p. 8.4, where I say that the two quartic functions are linearly
transformable the one into the other. The two functions may be
written

(ax9 + 2bx+c) (aV+2b"x + c") - (aV + 2&'«+c')9 = (a, b, c, d, e$z, 1)*;

and

the coefficients consequently are

-a?a = aa"

6c = ac"+ a"c+46&"- 2a c- 4i'9

4d = 2&c"+ 2b"o - 4&V
e = co — c*

A= ao —b*
4>B — 2ao' +2a'c —4bb'
QO- ac" +a/c+4aV-2&&"-46'»
4D = 2a'c" + 2a" o —46'6"

E- a"c"-b"*.

I was under the impression that I had actually calculated the in-
variants of the two functions. For the invariant J, it can be done with-
out difficulty ; the two forms of 12 J are

-12 (ab"+ a"b-2ab')(be" + b"c-2b'c)
+ {ac" + a"c+46&" - 2a c'— 46/8)s,

and
- 1 2 (ac'+ a'c-2bb') (a'c"+ a"c- 2bfb'r)
+ (ac"+ a"c+4a'c'- 266"- 4&'a)3,


