
Lehrsiitze nnd A ufgaben ilber die Kagel. 
Yon F~. G. A~OLT~a In So~o'rnerx. 

Der grosse Geometer S t e i n e r  verSffentlichte im Band I. des 
Journals fiir reirre und angewnndte Mathematik eine Meng~e yon Lehr- 
s~tzen und Constructionen fiber den Kreis. Am gleichel, Orte wits 
er jedoeh auf einige Aufgaben hh~, als: 1, Drci JtS'~.ise durc]~ eimm 
vierten md~.r gegebe~.en, und 2. Vie~" AS'~qse dutch ei~w~ fii~ft~*~ 
antt.r gkh'M~, Winkeln zu sd,~cidc-~z, ~)hne dass er irgendwo die zuge- 
hSrigen LSsungen und Constr'aetionen aagegeben h~tte. Die Construc- 
tionen der der ersteren genannten Aufgabe entspreehenden im Raume: 
Vi~.r Kugeln d~rch d,se [~in/~e ~t~lt~ �9 gegebe~e~, Wi~d'ebz zu scl~eitle~t, 
babe ieh in Band 16. der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik ge- 
geben, /v~hrend ieh hier die LSsungen zu der der zweiten im Raume 
entsprechendea: Fi6~f Kugeb~ durc]~ cine seeing'b, mde-r gh.icb,~z Wb~,b~ 
zu .u'h~wM~,n, so wie die LSsungen zu einigen andern mil dieser ver- 
wandteli Aufgaben angebcn werde. 

t~ 

Sclmeiden wir zwei Kugeln k, und k.: durch eine ih~ssere f.ler 
innere Aehnlichkeitslinie, so entatehen auf derselben je zwei ii,tss~'4. 
~der ;~*re di,'ekt~, und inw.rse ~'~tnkb,pa~tr,.. Das produkt der Ab- 
schnitt% gebildet aus dem ent~pre<:henden Aehnlichkeit.spunkt und den 
Pnnkten des zugeharigen inversen Paares ist constant und gleieh &~" 
iiu.~se~'en ~h.r inno'r~s 9e.mehtsa~m.n Poh~nz der Kugeln ] 6 und ] 6. Be- 
zeichnen wit die Aehnliehkeitspunkte mit at., und i~2, die Radien der 
Kugeln kj und 1;2 m i t r  I und r~; ihre Centrallinie mit OJ~ und die ge- 
meinsamen Potenzen mit 1~, und ~,, so sind die Werthe dieser Gr~k, sen 
dutch die Gleiehungen 

(t) P~ . . . . . . . . . .  , l * ,=  

gegeben. 
Besehreiben wit aus den Punkten a~ und i~,  ats Mit~ l imnk t en ,  

die Kugetn ai~ und ;1~ mit den Radien 7/lJ,, uad VI,I; s~ kann man.. 
naeh dem Prineip tier reeiprokea Ra~lien ,lie Kugeln k~ und k~ als 
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reciproku Kugela aas@en, in Bezug auf al~ und it~ als ~rausforma~ive 
Kugeln. Es gehSren somit die Kugeln al~ and i~ tler durch die Ka- 
geln k, mad k z gebildeten Kugelsehaar an mad schneiden sich folglieh 
rechtwinkelig. Wir bezeichnen diese Kugeln mit dem Namen der 
iiusseren und inneren ortlwgonalen _Pot+~nzkugeln oder aueh blos Ms 
Potenzkugdn. 

Schneider eine Kugel M die eine oder andere Po~nzkugel recht- 
winkelig, so ist sie ihre eigene reciproke. Dem~ jede dutch den Mittet- 
punkt der Potenzkugel gele~e Gerade wird yon dieser und der Kugel 
M in vier harmonischen Panktea geschnittem Da sich zwei Kugeln 
unter dem n~imlichen Winkel schneiden, wie ihre reciproken und da 
die Mittelpmakte der Kugeln k, und k: auf derselbea Seite yon a~. 
und zu verschiedenell Seiten yon ij~ Iiegen, so s 

1. Jede ]s welct~e ~in.e Kugel o.rtlwgonal sclmeidet, scl~idet 
zwei auf diese bezoge~e rccilrroke Kugeb~ gleichwinkel;g. U~d umge. 
kehrt. 

2. Jedz~ I~ugel, welche zwei gegeb~e Kugdn gleichwinke}ig schneider, 
wird yon de~ die'sea zwei Xugeln zugeh6rige-a iiusseren ode'r in'a~'en 
t'ote~nzkugel rec/#winlwlig geschnitten. Die Sdznittkreise, in denen die 
erstere Kugel die zwei gegebe~en schnddet, liege~ auf e#~vm Kegd, 
desscn Spitze mit dem ~usserv~ oder i~neren Aehnliehkeitsi:mn]:t zu- 
sammo~fiillt. 

Die Kugel M bezeichnen wit als iiussere oder inhere Kugel, je 
nachdem sie die Kugela k~ und I:~ gleich oder ungleichartig unter 
gleichen Winkeln schneider. 

Legea wir van einem der Aehnlichkeitspunkte eine Tangeate an 
die gteichnamige Kugel M, so ist nun leicht ersichtlich, dass die Eat- 
ferauag l des Mittelpunktes der Kugel M yon dem zugehS~igen Aehn- 
lichkeitspunkt durch die Oleichungen 

(2)  l .  ~- ~ -  p .  + ~ ; t,"- = 10, + n ~ 

gegeben i~t. Diese Gteiehmage~ gelten far die EntSernungen aller 
Mittelpunkte solcher Kugelu M, deren Radius gleich R ist. Man hat 
daher: 

3. Die Mith,12)u~l;te allot Yfuge2n, .we~d~e mlt eirc~m bestimmten 
I~adius bcschriebe~ b zwei der Lage u~d G~'~sse nach g~ebe~ Kugdn 
91elehwir&di 9 mul gleich- oder u~*gh'ichartig sclo~eiden, liege~ auf l~uge , 
der,'*~ Mittd)mldote mit d,~, A&~dichla.itsDunkt(~ jenny" zwei $Sagdn zu- 
sam~mmlallen und derc~z .Radiev~ I. und l, beziehlich dutch die Gtei- 
ehuugen (2) gegeben sind, Wi t  ],eisse~ diese IxStgebn iiussere and in~'e 
Mittelpmd,~g~ugeln, dem RcMius tt  xeq~vrdnet. 

Die beidea eiaander zageordaeten "~usseren and inneren Mittd- 
tmnktenku.geln a,~ m{d i~ schneiden eiuander in einem Kreise~ desse~ 
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p~kte Mit~elpunkte sowohl yon ":iusseren a18 yon inneren Kugeln 
M sind~ d. h. sie sind die Mi~elpunkte soleher Kugela M, die die 
K~geln ]"tund 1"2 orthogonal sehneiden. Dieser Sehait~krei~ l i~t  daher 
iu der Potenzebene der Kugeln ];t and ~,'~. ~Wir habeix zomit: 

4. Die l>otenzebe~e yon z.wei Kugebt ist finch, die Poh~zebene vo~ 
~vei ei~ander ~ncl dnem bestimmtr Radl,u,~. zugeordm.t~w, z~ jo~en z~r 
K~geln gehSroule~, Mitteltm~ktenkugeN. 

5. Die Mittdlmrd:te aller .l~ugeln con gegebc~u,~n Radi,us, die zwel 
dot Lage ~md Grgsse hath, gegebe~w Y(~tgeln reddu, hd.dl 9 sdmeideq~, 
t i e~  auf eiscm Kreise, de.sen Mittelj)u't~l:t in den 1Nrcbsdmitts2~.~ N 
der C'entrallin'k ~ mit din" Potenzebene der zwei hqoeb~ fiillt. 

Lassen wir den Radius It der Kuget 3I gleich Null werden, ~ 
hat man 
(3) 1~ ----- ~o, ; U =- 2, ,  
d.h. 

6. Die Pu~kte der Pote~nztmgd~ zwcier Kugeb~ /as,sen sk,h al~ 
Kt~geN vo~ &m Radhts 2%dl ansehe)~, die dies.~, zu'el gb@lm'inl:d~9 
sehneiden. 

]~olgerusagen 1. Mit Hilfe der his d8hin erhaltenen Resultate kann 
m~ nachfolge~ade Aufgaben 15sen: 

1. Anf~labe. Aus einem gegebenen Punkt a/s Mittelpunkt eine 
Kugel so zu beschreiben, dass sie zwei der Lage m~d Grgs~se naeh 
g~ebene gleiehwinkelig scbneide: 

Man leg* yon dem gegebeaen Punkte toad an jede der za den zwei 
Kugeln gehSrenden Potenzkugeln Tangenten~ sind die IAingen dieser 
Linien die Radien der gesuehten Kugeha. Wit haben somit zwei LS- 
sangen mad tblglich ist: 

7. Jeder :Punkt des l~aumes ist Mittel~u,nkt yon zw\ei 0"e~'//za~ elner 
eeellen ",nd einer imaRiniire~z, oder yon z~cd imagi'niir~qi) )~Stt/dn, (einer 
iiusseren and einer innere~), welcl~e zuei der Lage ~md Grii.gce reaclt 
geneses. Kugeln 9Ielchwinkelig s&neiden, 

2. Aufgabe. Mit einem gegebenen Radius .R eine Kagel so za 
beschreiben, dass sie zwel der Lage und GrSsse naeh gegebene Kugela 
g|eiehwi~kelig schneide und ausserdem ihren Mittelpunkt uuf eitter 
gegebenen Geraden liegend ha, be. 

Man cons/ruire mit Iii]I'e der Gteichungen (2) die dem Radius li 
zuge~rdneten Mittelpunkfenkugeln, so sind a|sdann die Sehnitte dieser 
Kugela mit der gegebenen Geraden die Mi~telptmkte der verlang~m 
Kugetn. Es geniigen also zwei iiussere trod zwei inhere Kugeln der 
s Die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen zu den Fu~slpualdert 
der ~oa dem ':iusseren oder inneren Aehnliehkeitspunkt auf die ge- 
gebene Gerade geFdllten Normalen. Die beiden iiusseren Kugeln 
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- -  M~ und M~ - -  sehneiden die .:iussere Potenzkugel a~ reehtwinkelig, 
d. h. der "2ussere Aehnlichkeitspunkt av, ist Potenzpunk~ in Bezug anf 
die Kugeln M t u n d  Me. Die Potenzebene dieser Kugeln geht somit 
dureh den "Eusseren Aehnlicbkeitspunkt. Ebenso zei~ man, dass die 
Potenzebene der beiden inneren Kugeln _~d/und M..," dutch den inneren 
Aehn|ichkeitspunkt it~ der Kugeln ki und k 2 geht. Wir haben so: 

8. ~& K'ttyel~, ~t'etche zwei gegebene I~,9el,u gleicl,~vinkelig und 
z'wag" gleieh- od~" ungleicharti 9 sehneid,~'~ und de~'en M#teltranMe au[" 
eh~er Geraden lie(j,~, bilden f i  elm A'uvelsc],aar. ~rhre Poteneebene gel, t 
im erst~ Fall &t~'ch d~z iit~ssere~z und im zwe;te~'~ .Fall durcl~ den 
inneren AehnlicI~keitsl~nkt der zwei gegebe'ne~ Kugeln. 

An diese S'Etze schliessen sich ohne weiteres die zwei naehfolgen- 
den an. 

9. D& Punkle ~4r~er beliebig~e~z Ebene~ welct~e als Mittell~nkte veto 
K~agetn ,con besthnmte'm ~adh~s~ d& ewei der Lage ~nd Gr~sse nach 
gegeb~e A'ugeln ~o#e'~" glelche~ Winkeln schneidc~n, anzusehe~ sin(l, 
liegc'~ auf zwei Krei~c~. Die .7~Iittell~unkle diesel" Kreise sind die F'uss- 
tmnkte der aus dcn Aeh~zlicl, keits~(nM,~.~ aaf die .Ebe~e 9efi~ltt,~ Loth,: 
Sic siml al~'o bnmec ~'eell , u'ahrend die A%'eise selbst i,mav#ffir sei'n kS'nra~. 

10. Ns r z~'ei K~geb~ ccmbc, sthnmtem t~adius, (lie zwei der Lage 
"und Gg"~sse ,~mch yegebe~e A'~tgeln re, c'ld~cinl:elig s'cl~nehler~ und il~re 
Mittell~unkte ?et eiz~er bdiebi//~,'n ~bene lle(lend habe~t. 

II .  

Nehmen wit zu den zwei Kugeln k, und /:~ noeh eine dritt% die 
Kugel /"3 hinzu, so erhalten wir sechs Aehulichkeitspunkte zu je drei 
ant" vier Geraden -- den Aehnlichkeitsaxen liegend. Wir erhalten ebenso 
vide mit diesen Punkten gleichbezeichne~e Potenzkugeln und je einem 
bestimmtett Radius zugeordnete Mittelpunktenkugeln. Wir" bezeichnen 
die zu den Kugeln k: und k,j gehSrenden Aehnlichkeitspmlkte mlt 
a:.~+ und .i:u, wo x und y ungleich aber die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 
Vou diesen Aehnlichkeitspunkten liegen 

I. a,~; al~; u~z auf der Aehnlichkeitsaxe A ~ .  

4.  it.,; i1~ ; a2a ~ . . ~ A1,za. 

Die  Potenzebenen tlz"; l~3; 12:~, zu je zwei der drei Kuge/n k gehiSrend~ 
sehueiden' sich in einer Geraden, der Potenzgeradeil g~3. 

Die Potenzkugeln al,.,; al~ schneiden sich in einem Krei'se, des~n 
PunkW nach Satz 6. als Kugeln yon dem Radius Null aufzufasse~ 
sind~ die sowohl k~ und k_, als k I und k:~ doch Rile drei Kugeln 
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gleichwinkelig and gleichartJg sehneiden. Dieser Kreis mus~ daher 
aueh auf der Potenz.kugel a~ liegen. Es sehneidea sieh also Mle drei 
Pote, zkugeln ar.,; a~z; a~ in einem Kreise. Ebenso zeigt man, das~ 
sich die Potenzkugeln at2; i13 ; i~a; und 

i~e; i~s; a~s je in einem Kreise ~elmeiden. 
Man hat daher. 
l] .  Die s~-]~s zu .drei Kugd~t 9d~Sre~Mea 1?.otcmkugclu sc],~u:h~n 

~idt ciermal zu je dreicn b~ einem Krehc u'~ut zwar elumal al& drei 
gas.~'re and drebaal jc zwei ianerc mit der nidd z ugctdJriycn iictsser~. 

1st die Kugel M in Bezug aaf die Kugeln k~; k.,; k.~ eine "2ussere, 
so muss sie die drei "2usseren Potenzkugela rechtwiaketig schneiden, 
d. h. der Mittelptmkt ,3I liegt auf der Potenzebene ~ der drei Poteaz- 
kugeln a,,_,; a~:~; a.., z. Is~ hingegen die Kuge! M in Bezug auf zwei 
der drei Kugeln eine .2us~r% hingegen ia Bezag auf die Kugelpaare, 
gebilde~ durch die iibrige dritte Kugel urad je ei~ler yon d~esen zweieu 
eine inhere, so muss sie die zugehSrigen au~sereu und inneren Potenz- 
kugeln rechtwinkelig sclmeiden. Der Mittelpuukt d~eser Kugd ma~ 
daher auf der Potenzebene dieser drei Poteazkugela liegen. Wit be- 
zeiehnen diese Potenzebenen mit ~,e~; e~,~a; ~,r,, so dass ~.~ zu den 
Pofenzkugela (t._,:~; i~; i~:~, u. s. w. gehSren. Diese vier Ehene~ e 
gehen s-~mmtlich dutch die Potenzlinie gl~; denn die Punkte dieser 
Geraden sind Mittelpunkte soleher Kugeln, welehe die drei Kugeha 
k~; ke; k 3 rechtwiakelig, d. h. sowohl gleieh- als unglekJmrtig schneiden. 
Wie ersichfiich, stehen die Ebenen e ~  u. s. w. beziehlich ~af den 
hehalichkeitsaxea .4z~ u. s. ~v. normal; so dass: 

12. Die Mittcl~nMe aIler _l~ugdn~ die drei der Lagc und Gr6sst 
~w~:h gepeben~ KugeM u,~er gteichen Wint~n schnviden, an/" vler dutch 
die Potenzlbde himlurchgelwmlcqz, auf den Aehnlichkeiksaxen beziddich 
~wrmal ste]~nden -Ebe~n tiegen. 

Construiren wir zu den drei Kugeln k die einem ,Radius /~ bei- 
geordnetert Mittelpunktenkugeln, so schneiden sich, wie er~ichtlieh, 
die sechs ent~ehenden Kugeln viermal zu je dreien in einem Kreise 
and zwar in gleichen Gruppen wie die Potenzkugeln ttad haben so: 

13. _Die Mittel2u~dete alk~r Kuyeln you g~ebencm I~adius, die drci 
Kavd~ 9leichwinkelig schneideu, auf Krei~c~ llegca~L D i ~  Krcisc 
sch*~klen s&h iu den ~ffindidte~ z~cci t~a~&te~ &r I"otvnzliui*, &~r drei 
Kagdn. ~ giebt daher zwci K~a~qeln van bestimnde~ Ihulien, die drei 
der Lage u~d GrS&~ nach g~ebote .K~gdel~ recM~wi~dMi# schnvidvn, 
Ihre Mittel2unkt e liegen symmetrisch zu der l~,noene, in dvr die Mittd- 
pauktc der Kugeln k liegc~. 

Folgormagen 2. Schneiden wit ~ie ~qer Mittelptmktenebenen 
zn drei Kugeln/z dutch eine Gerade, .~ folgt augen~flicklieh: 
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]4. Es giebt vie," Kuge~n~ wdche drei der Lage uad Gr6~e ~ach 
geoebe~e gl, iduwi~d~elig ~chneiden und iI~rc Mittdzvunkle aaf einer Ge.- 
raden liegem~ habeas. 

Unter Beachtung des Lehrsatzes 13. hat man: 
15. Es giebt acht Kugeln, die m# einem gegebei'wa B~adius be. 

~chrlebe~n drei Kugeb~ gleichwinl;dig ~cfi~eido~ mul die ihrc Miitdimnkte 
a~e]" tinct ~be~  liegend habeas. .Die acl# Mittelpanl;te dieser Kugdn 
li~+.a viermal zu je zweie~ auf einer Geraden, die aloe dutch eh,e,, 
P~uLr hi~Murchgehc~n. Diese vier Geradea bilden de.r, Oft der PunL'te 
1~ der Ebcq~c~ die sich ah Mittelpunktc cou Ku<deln a~ff'ass~ /<~o~, 
<li: drel gegebcne gleichwint;el 0 schneiden. 

IlL 

Tritt zu deJ: drei Kugeln k noeh eine d e r b  - -  die Kugel k, -- 
hinzu~ so erhalt~n wir die Aeh~flichkeitspunkte 

die j~ zu drciea auf den Aehnliehkeibaxen 

A.2.~t ; A'-'Ai ; A~,~i ; A.~,~, 

mid achtmal zu je sechsen in einer Ebene, del~ Aehnliehkeitsebenen 

e i ~ ;  ex;2~; ez,lzG e~,t;e~t; e~,i2a 

liegom 
Die Potenzgeradea g,~; 9r'*; 9*~a; P~ ,  zu ie drei der vier Kugeln 

tc geh5rend, sehneiden sieh in dem Potenzptmk~ P oder P ~  der vier 
Kugeln. Je drei der vier Kugeln k besitzea vier Mittelpunkte~ebenen e, 
welche jc dutch die zugehSrige Potenzlinie und lblglich alle durch dea 
Potvnzpunkt /o hiadarchgehem Wir haben die Mittelpunktenebenen 

Von diesen gehen je die in horizontaler Reihe geschriebenen durch die 
Potenzgeraden ff~; g,~; g~,~; ~ .  Diese Ebenen schneiden sich in 
16- 15 

- -  ~-- 1~) durch / )  gehenden Geraden. Zu diesen gehSren die Potenz- 
2 

geradeu g al~ seehsfaehe Linien. Wit haben mm noch die 96 abrigea 
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Schnit~linieu auf~ttsuchen~ und ihre Bedeuttmg zu ermitteln. Die Ebel~e 
~=~ wlrd yon allen zwSlf Ebenen ~ bis **,~ gesehnitten. Die 
Sehnitflinie mit~ der Ebene *l~ sei mit g ~  bezeichamt. Jeder Punkt 
dieser Oeraden ist erstens als Mi~tetpunk% einer Kuge], die die Kugeln 
kj ; kq k~ und zweitens als Mit~elptmkt einer Kugel, die die Kugeln kt ; 
1;.~; k~ gleiehat~g und gleichwinkelig schneider, aufzafassen. Diese 
beiden Kugeln fallen daher zusammen, well diese beiden Kugeln in 
Bezug auf k~ und k_~ '~ussere sind und naeh Lehrsatz 7. jeder Pank~ 
des Raumes in Bezug au2" zwei Kugeln Mitt~lpunkt yon nut eider 
~asseren Kugel ist. Die Punkte der Geraden g~=~ sind also Mittel- 
pankte yon Kuge]n, die nile ~er  Kugela k gleiehwinkelig ~ d  gleizh- 
artig schneiden. Durch diese Geraden miissen daher aueh die Ebenen 
~,t und az~ gehen. Die Ebene ~x~.~ wird yon der Ebene ,~,,r-' in 
Geraden g~,t~ geschni~ten. Jeder Punkt~ dieser Geraden is~ Mittelpunkt 
einer Kuge], welche die Kugeln kj; k~; t:z gleiehartig und eine Kugel, 
welche die Kugeln k 1 und ?~z gleichartig, hingegen aber je die Kugel- 
paare k t u n d  )['~ wie l;~ und ]q ungleicharfig sehneiden. Es fallen 
daher naeh Lehrsatz 7. diese beiden Kugeln ebenfalls zusammen. Es 
miissen daher dureh diese Gerade die Ebenen E4.~ und e,.~ gehen. 
Die 8chnittlinien der Ebene ~t.~ m~t den seehseekigen Ebenen enthalt~n 
Punk-re, die sieh als Mittelpunkte you Kugelpaaren ergeben, ~on 
denen die eine Kugel in Be~ug ~uf zwei der drei Kageln k~i tq; 1~.~ 
eine innere und die andere eine "aussere ist, die somit niebt zus~mmen- 
fallen. Auf gleiche Weise zeigt man, dass in jeder der Ebenen ~ zwei 
Geraden g liegen, deren Punkte sich als Mittelpm~kte yon Kugeln .M, 
die die vier Kugeln k gleiehwinkelig sehneiden, auffassen lassen, mad 
sieben Geraden~ bei denen dies nicht stattfindet. Wit erhalten so naeh- 
tblgeade Zusammenstellung. 

Die Ebenen e~e~; e~ ;  e~ ;  ezr sehneiden sich in der Geraden g ~  

Jede dieser Geraden g repr~sentirt sechs Setmit~ger~en, well dutch 
jede vier Ebenen hindurchgehen. Diese aeht Ger~zlen g s~ehen be- 
ziehlich auf den achL AehnlJcbkeitsebenen der "vier Kugeln normal, 
well je die ~5er dutch diese Get~,den hiadarchgeheaden Ebenen ~ je 
auf einer in der betre~enden Aehnliehkeitaebene liegenden Aehnlieh- 
keizzaxe norma! steht. Es ist g~.~oa normal zu e~z~ u. s. w. und wit 
haben so: 



16. Die .Miltellsankte aloof ]~tr welche vier do" ]~atj~ and Crr"a~. 
naeh 9esebeuc gleichwiul~eli v sc.huciden, liege~ auf  acld &trOt de~ Poteaz. 
paul;t der vice K ~ e l u  hi~lurchgehet~le~ mu~ je a u[ de~ Aehnliehkeits. 
ebeneJt normal stehe,nde~t Geradeu - -  den Mittellvunktc*nVeraden, 

Denken wir a~s die einem bestimmt~a Radius beigeordneten *Iittel- 
pu~ktenkugela eonstruirt, so iaat man ohne weiteres: 

17..Die za'glf za tier ~tcjebe ",~gl e i~m be~'timnden .Radius bei. 
[jeord~tete~t Mit~elpu.~&te~ketgdn ~chneiden sieh acldmal zu f l  seclg in 
zwei Prowl;ten, aT~l ztt:a~" 

1. Ebtmul alle seeh~ iittsseren ; 
"2. Viermal drei ii.lt~ere ~nit de'~ tb'ei ,nieht zttgeld~retuler~ iuttercu; 
3. JVreima~ jc ~'ier innere mit ztcei ~iu~ere)~, 

ttml da~2ms folgt: 
18. E~' gicbt sechszchn K~geln, welvhe mit einem bestimmte~ Radil~" 

br162 vicr yeyebene Kageb~ gleichn~i'nkel 0 seh~e/,h~t. ~'~ so~leru 
~ic'h dle ,]'-[itlell~anktc diescr .Kttgeln aehtmol b~ _Paarea so ab, dass die 
ciue~ fl;do~ _Paares z'a der z'tr Ach~dicl&eitsebene .symmelrind~ 
lh'ge~t. 

Besehreibt man die zwSlf Mittelpunktenkugeln, welche dem Radius 
tier Orthogonalkugel beigeordnet sind, so gehen diese s,i, mmtlieh dureh 
den P'otenzpunkt und sehneiden jede Mittelpunktengeraden noeh in 
cinem weiteren Punkte. Man hat daher: 

19. E'~ giebt auger do" Orthogonalk~Vd noeh ,old K~tgel~, ~'ch'l~" 
mit dc~ l~aditts dcr Oftlwgonalkugel bc~chricben die vier K~oeb~ k 
:]Icict~w?nkelig ~e'h'nekh:n. Die Mitlellmnkte dieser K.,Veh~ ~h~d die Grgen- 
lmul;te des Pot(-nzlnenkte,~ in ]3~r auf  dlc aeht Aeh~tlichl;eitsebenen. 

:Folgerung 3. Schneider man die aeht Mittelpunktengeraden g zu 
vier Kugeln k durch eine beliebige Ebene, so hat man: 

20. Aeht Kugebt , wcl~he vicr dot Lave uud Grg~'e ~u~'h gcge&'~ 
Kugcb~ gh'icheriulcJig scIawidcn u'nd ihre Mille~ttnl;te i~ ei~e.r g6yebc~wn 
Ebcuc lieye~ocl habca. 

IV. 

Kommt zu den vier Kugela l,'l; k:; 1,'.;; k~ noch eine ftinfte, die 
Kugel k:. hinzu, ~o erhalten wir ,'Systeme yon Aehnlichkeitspunktenge- 
rade~l und Ebemen, ~owie yon Mittelpunktenebet~et~ urtd Geradem ~lan 
hat die MittelpunktelJ.geradea: 

(2) g~,~;  g~.z~; r 5".~a~; g.,..~ 
U, ~, W.  

mad die Mittelpunktenebenen 
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(2) ~,.~; ~t,'.,*; ~,'.,~; ~ , ~  ~,~; ~l,~; ~;a; ~'.,.~ ~,a; e~a.~ 
t l ,  S. W, 

Darch jede der Geraden g Nehea die Ebenen, ~der ~reffen sicl~ ~venig- 
ste~s im Potenzpunkt die Ebenen, welehe mit den gleiche~, Iaaiee~ 
behaftet sind, wie die Gerade selbst. Jede andere Ebene trifft die 
(~eraden g in Punkben, die w~r n~her zu unter~uehea habea. Die 
6erade gt~ trift~ die Ebeae el~5 m dem Pankte M~.,~. Dieser Punkt 
ist der Mittelpunkt einer Kugel, die die vier Kugeln l" l his k~ and (let 
Mittelpunkt einer Kugel, die die drei Kugela k,; ~.:~; ]:s gleichwinkelig 
and gleichartig sctmeiden. Diese beiden Kugeln sehneiden also <lie 
Kugeln k, und k._, gleichartig and mfissea daher naeh Lehrsatz 7. zu. 
~ammenfaIleu. M,e.~5 ist somit der Mittelpunkt einer Kuge], die die 
s~mtlichen gegebenea fiinf gleichartig antergleichea Winkela sehneidet. 
Dutch diesen Ptmkt gehen daher die Geradea g ~ ;  gt~;  g,o.e,; g**~.; 

~m. Die Gerade g~e~ schneider die Ebene ~5.~ in dem Pankte 3l~.~,.:a. 
])ieser Pankt ist der Mittetpunkt einer I~ugel, welche die vier Kugela 
k~ his k~ gleichartig u~d gleiehwinkelig and je ka in Bezug auf die 
vier erstern tmgleichartig sehneidet. Die Schnittpankte der Geradea 
gr..a mit den obigen ebenen ffihren zu keinen Pankten mehr, die 3|ittel- 
punkte yon Kugeln, die die gegebeuen fiinf gMehwinkelig schnitten, 
~'~en. Dean wit sehen, (lass jeder dieser Sclmittlmnkte Mittelpunkte 
~on zwei Kugeln, yon denen die eine irgend ~wei der f~nf gegehenea 
Kugela gleiehar~ig uad die andere sie ungleiehartig abet gleichwinkelig 
schneiden and somit nicht zusammeafa|lea kSnnen. Auf die~e Weise 
~ehen wit, dass es im Allgemeinen aaf jeder Geraden g zwei Pankte 
M gieb~ und wit die seehszehn Pank-h~ 

erhalten. Oder: 
21. ~2~ giebt ~eclusz&n Kugeb~ , welche fib~f dee L ~ e  u~tl Gr6~sc 

*~tr gegeben e Kugelu glz'idtwi~dzdhj se.h~.iden, u,~ut zwar 9icbt e~ 
I. ~Eiae Kugd, welclu~ age fib,f gleicharto, 
2. Jh~inf Kagelu, welche je ebw iu .[1e;tuj a uf die a~ulereu v~r 

u~udleid, arti 9 uml 
3. Zdta .Kugeln, welclm )c zwe~ Ku~ln in ]3azug auf div a'mk:re,~ 

drei umfleichartlg ~chueiden. 
An diese Resultate sehliessen sich ohne weiteres die folgenden an: 
~2. Von den ,,llittellnmkten ~&r ~]~zehn, [liar g~ebc~w Kugeb~ 

g~c),winkdig schueideudea Kugeln liege~t cierzigmal je zwci mlt ei~aem 
der Iiiuf Poa;,~u,~e in ei)wr Gerad~a, I)u~'cl, jede,~ 3lzlldt)unlN get, et, 
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fiinf und dutch jale~, Pote~tz2mnl;t 9e]u~n add diezer Gerade~. Au~t .  
dem li~en yon diesen Mittdlx~tnkten vierzigmal je fii~f nz~it zwei Pote~. 
paukten in einer Ebene. }Ton diesen Ebe~wn gehen durch jeden Mittd- 
lnotkt zehn, durch jeden Potenzpunl,:l sechszJtn und durch jede der ~ig~ 
Gerade~t vier. 

Es w/irden sich aoch eine Menge yon interessanten Resuttateu 
ergeben, wean man die Lagenverh'gltnisse and met, rischen Relationen, 
die zwischen den 16 Kugeln existiren, untersuchen wfirde. Besondea~ 
die Fragen: 1. Unter welehen Umst~nden ieduzirg sich die Anzahl der 
LSsuugen? 2. Warm und ~n welcher Zahl treten imagin~re Kugela 
auf? 3. Waan und in weleher Zahl treten reelle, abet ima~n~r schaei- 
dende Kugeln auf, lassea sieh sehr eiafach beantworten. Ich behalte 
mir vor, auf diese Beziehungea sp~ter zurfickzukommen. 

Bemerkun 9. Es ist nun aicht mehr schwierig, die yon Steiner 
gestellte Aufgabe: Vier Kreise durch einell fiinften unter gleichea 
Winkeln zu sehneiden, zu 15sere 

S o l o t h u r n ,  den 17. M'grz 1871, 


