Lehrsiitze und Aufgaben iiber die Kugel.

Von Fr. (. AFPPOLTER 1m SoLOTRURN.

Der grosse Geometer Steiner verdffeptlichte im Band 1. des
Journals fiir reine und angewandte Mathematik eine Menge von Lehr-
sitzen und Constructionen iiber den Kreis. Am gleichey Orte wies
er jedoch aunf einige Aufgaben hin, als: 1, Drel Kreise durel cinen
vierfen unter  gegebenen, wnd 2. Vier Kreise durch eipen fiinften
anter gleichen Winkeln zu sclmedden, ohne dass er irgendwo die zuge-
hibrigen Losungen und Constructionen angegeben hiitte. Die Construe-
tionen der der ersteren genannten Aufgabe entsprechenden im Raume:
Vier Kugeln durch eine fimfte wnler gegebenen Winkeln zu scloeiden,
habe ich in Band 16. der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik ge-
geben, wihrend ich hier die Losungen zu der der zweiten im Raume
entsprechenden: Fiinf Kugeln durcl cine sechste wulter gleichen Winketu
su selmeiden, so wie die Losungen zu einigen andern mit dieser ver-
wandten Aufgaben angeben werde.

L.

Sclmeiden wir zwei Kugeln £, und I, duvch eine Hussore oder
inuere Achnlichkeitslinie, so entstehen auf derselben je ywel dussere
dler omere direlte wnd inverse Punktepaare.  Das Prodykt der Ab-
schuitte, gebildet aus dem entsprechenden Aehnlichkeitspunkt und den
Punkten des zugehdrigen inversen Paares ist constant und gleich der
dusseren oder inmeven gemeinsamen Potenz der Kugeln k, und L, Be-
zeichnen wir die Aebnlichkeitspunkte mit ¢, und /,,, die Radien der
Kugeln %, und %, mit », und r,; ihre Centrallinie mit ¢,, und die ge-
meinsamen Potenzen mit p, und p,, so sind die Werthe dieser Grissen
durch die Gleichungen
(1) pa = Dfalot = (= anlrot i — el

{ry—m)? ? R T
gegeben.

Beschreiben wir aus den Punkten ,, und /,,, als Mittelpunkten,
die Kugeln «,, und iy, mit den Radien J/p, und ¥ p.; so kann man,
nach dem Princip der reciproken Radien die Kugeln I, und £, als
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reciproke Kugeln ausehen, in Bezug auf a,, und z,, als transformative
Kugeln. Es gehbren somit die Kugeln «, und ¢, der durch die Ku.
geln /, und £, gebildeten Kugelschaar an und schneiden sich folglich
rechtwinkelig. Wir bezeichnen diese Kugeln mit dem Namen der
dusseren und inneren ovthogonalen Potenzlugeln oder auch blos als
Potenzhugeln.

Schneidet eine Kugel M die eine oder andere Potenzkugel recht.
winkelig, so ist sie ibre eigene reciproke. Denn jede durch den Mittel-
punkt der Potenzkugel gelegte Gerade wird von dieser und der Kugel
M in vier harmonischen Punkten geschnitten. Da sich zwei Kugeln
unter dem nimlichen Winkel schneiden, wie ibre reciproken und da
die Mittelpunkte der Kugeln %, und %, auf derselben Seite von g,
und zu verschiedenen Seiten von (|, liegen, so folgt:

1. Jede Kugel, welche eine Kugel orthogonal schneidet, schneidet
zwei anf diese bezogene vecigwoke Kugebi gleichavinkelig.  Und wmge-
kehrt.

2. Jede Kugel, welche zwver gegebene Kugeln gleichwinkeliq schneidet,
wird von der diesen zwei Kugeln zugehbrigen dusseren oder inneren
Potensfugel rechtwinkelig geschnitten. Die Schwitthreise, in denen die
erstere Kugel die zwei gegebenen schueidet, liegen auf einem Kegel,
dessen. Spitee mit dem dusseren oder inneren Aehnlichkheitspunki zu-
semmenfallt. )

Die Kogel M bezeichnen wir als Hussere oder innere Kugel, je
nachdem sie die Kugeln %, und I, gleich oder ungleichartig unter
gleichen Winkeln schneidet.

Legen wir von einem der Aehnlichkeitspunkte eine Tangente an
die gleichnamige Kugel M, so ist nun leicht ersichtlich, dass die Ent-
fernung ! des Mittelpunktes der Kugel M von dem zugehbrigen Aehn-
lichkeitspunkt durch die Gleichungen
(2) P=p.+ B lP=p+ B
gegeben ist. Diese Gleichungen gelten fiir die Entfernungen aller
Mittelpunkte solcher Kugelu M, deren Radius gleich B ist. Man hat
daher:

3. Diec Mittelpunkic aller Kugeln, welche mit einem bestimnden
Radius beschricben, zwei der Lage und Grisse nach gegebene Kugeln
gleiehwinkeliy wnd gleich - oder ungleichartig schueiden, liegen auf Kugen,
deren Mittelpunkte mit den dehnlichkeitspunkten jener zwei Kuyeln 24
sammenfallen und deven Radien 1, und 1, beziehlich dwreh die Glei-
chaugen (2) gegeben sind. Wir heissen diese Kugeln dussere und innert
Mittelpunktenkugeln, dem Radius R zugeordnet,

Die beiden einander zugeordneten Husseren und inneren Mittel-
punktenkugeln a,, und i,, schneiden einander in einem Kreise, dessen
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Puskte Mittelpunkte sowohl von ifusseren als von inneren Kuogely
M sind, d. h. sie sind die Mjttelpunkte solcher Kugeln M, die die
Kngeln k, und £, orthogonal schneiden. Dieser Schnittkreis liegt daher
in der Potenzebene der Kugeln %, uud k,. Wir hahen somit:

4, Dic Potenzebene von zwel Kugely ist awch die Polenzebene vcon
swei eimander wnd cinem bestimndter. Radis aygeordneten, zu jenen giwei
Rugeln gehirenden, Mittelpunktenkugeln.

5. Die Mittelpunkite aller Kugele von gegebevem Radius, die zicei
der Lage wnd Grisse nach gegebene Kugeln vechtwinkelig selmeiden,
Liegen auf einem Kreise, dessen Mittelpundt in den Duyrchsehmittspunkt
der Centrallimie mit der Potenzebene dev zwei Kugeln fiillf.

Lassen wir den Radius Il der Kugel I gleich Null werden, so
hat man
) I =pa; 1P=p,

d h.

6. Dic Punlte der Potenzhugeln wwcier Kugelu lassen sich  als
Kugeln von dem Radius Nodl anschew, die diese zwei gleichicandeliy
schneiden.

Folgerungen 1. Mit Hilfe der bis dahin erhaltenen Resultate kann
man nachfolgende Anfgaben losen:

1. Aufpabe. Aus einem gegebemen Punkt als Mittelpunkt eine
Kugel so zu beschreiben, dass sie zwei der Lage und Grisse nach
gegebene gleichwinkelig schnejde:

Man legt von dem gegebenen Punkie und an jede der zn den zwei
Kugeln gehorenden Potenzkugeln Tangenten, sind die Lingen dieser
Linien die Radien der gesuchten Kugeln. Wir baben somit zwei Li-
sungen und folglich ist:

1. Jeder Punkt des Rawmes ist Mittelpunkt von zwei (veclien, einer
rellen und einer imagingren, oder von ziwei imaginireny Kuyeln, (ciner
ausseren und emer inmeren), welche awei der Lage und Grisse nack
gegebene Kugeln gleichwinkelig schmeiden.

2. Aufgabe. Mit einem gegebenen Radius K eine Kugel so zu
Yeschreiben, dass sie zwei der Lage und Grosse nach gegebene Kugeln
gleichwinkelig schneide und ausserdem ihren Mittelpunkt auf einer
gegebenen Geraden liegend habe.

Man constroire mit Hilfe der Gleichungen (2) die dem Radius R
tugeordneten Mittelpunktenkngeln, so sind alsdann die Schpitte dieser
krugeln mit der gegebenen Geraden die Mittelpunkte der verlangten
Kugeln. Rs geniigen also zwei fussere und zwei innere Kugeln der
Aufgabe. Die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen zn den Fusspunkten
der von dem Husseren oder inmeren Aehnlichkeitspunkt auf die ge-
Sebene Gerade gefillten Normalen, Die beiden iusseren Kugeln

15%
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— M, wnd M, — schneiden die dussere Potenzkugel a,, rechtwinkelig,
d. h. der fHussere Aehnlichkeitspunkt ¢, ist Potenzpunkt in Bezug auf
die Rugeln M, vnd M,. Die Potenzebene dieser Kugeln geht somit
durch den fosseren Aehnlichkeitspunkt. Ebenso zeigt man, dass die
Potenzebene der beiden inneren Kugeln M, und M, durch den inneren
Achuhlichkeitspunkt ¢,, der Kugeln £, und £, geht. Wir haben so:

8. Die Kugelu, welche zwei gegebene Kugeln gleichicinkeliy wund
awar gleich- oder wngleichartiy schmeiden und deren Mittelpunite auf
emer Geraden liegen, bilden jo eine Kugelschaar. Thre Potenzebene geht
i ersten Fall durch den dusseren und im zweiten Foll durch den
inneren Acknlichkeidspunkt der zwei gegebenen Kugeln,

An diese Sitze schliessen sich ohne weiteres die zwei nachfolgen-
den an.

9. Die Punlte ciner belicbigen Ebene, welche als Mittelpunkte von
Kugeln. von bestimmten: Radius, die zwei der Lage und Grisse nach
gegebene Kugeln wunter gleichen Winkeln schnciden, anzuselen sind,
liegen auf zwei Kreisen. Die Mittelpuniite dieser Kreise sind die Fuss-
punkte der aus deiw Aelmlichkeidspunkten auf die Elene geféllien Lothe,
Sie sind also tmier veell , wilrend die Kreise selbst imagindy sein kinnen.

10. Es giclt zwei Kugeln con bestimmtem Radius, die zwei der Lage
und Grisse nacl yegebene Rugeln  vechtwinkelig schneiden und  dove
Mittelpunkte i einer belichiyen Fhene liegend haben.

1L

Nehmen wir zu den zwei Kugeln %, und %, noch eine dritte, die
Kugel £, hinzn, so crbalten wir sechs Aehnlichkeitspunkte zu je drei
aut vier Geraden — den Achnlichkeitsaxen liegend. Wir erhalten ebenso
viele mit diesen Punkten gleichbezeichnete Potenzkugeln und je einem
bestimmten Radius zugeordnete Mittelpunktenkugeln. Wir bezeichnen
die zu den Kugeln %, und k, gehbrenden Aehnlichkeitspunkte mit
tx, wnd iy, wo 2 und y ungleich aber die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.
Von diesen Aehnlichkeitspunkten liegen

1. @45 a5 gy anf der Aehnlichkeitsaxe Ajs;.

° e
O It L T TR 2 »” A3.12-
3o Gy Wgs by 5 g 2 T Az
4 Gy g Az 5 » 3 Ay

Die Potenzebenen 1,5 I,5; s, zu je zwei der drei Kugeln % gehdrend,
schueiden’ sich in einer Geraden, der Potenzgeraden ¢y,

Die Potenzkugeln a,,; a,; schueiden sich in einem Kreise, dessen
Punkte nach Satz 6. als Kugeln von dem Radius Null anfzufassen
sind, die sowohl £, und L, als %, und I,, doch alle drei Kugeln &
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gleichwinkelig und gleichartig schneiden. Dieser Kreis muss daher
auch auf der Potenzkugel a,; liegen. Es schueiden sich also alle drei
Potenzkugeln @y} @y35 @ in einem Kreise. Ebenso zeigh man, dass
sick die Potenzkugeln ay.; iyy; 453 und

4103 a3 by WIe

@93 %537 Qag Je in einem Kreise schneiden,

Man hat daher.

11. Die sechs zu drei Kugelu gohircnden Potenzhugeln schneiden
sieh viermal zw je dreien in einem Kreise wnd zwar einmal alle drei
dussere wnd dreimal jo zwei innere it der nict sugchdrigen dusseren.,

Ist die Kugel M in Bezug auf die Kngeln j; %,; %, eine dussere,
so muss sie die drei Susseren Potenzkugeln rechtwinkelig schueiden,
d. h. der Mittelpunkt 37 Hegt auf der Potenzebene £,,5 der drei Potenz-
kugeln @, @33 @y Ist hingegen die Kugel M in Bezng auf zwei
der drei Kugeln eine Zussere, hingegen in Bezug auf die Kugelpaare,
gebildet durch die iibrige dritte Kugel und je einer von dlesen zweien
eine innere, so muss sie die zugehfrigen Ausseren uud inneren Potenz-
kugeln rechtwinkelig schuneiden. Der Mittelpunkt dieser Kugel muss
daher auf der Potenzebene dieser drei Potenzkugeln liegen. \Vir be-
zeichnen diese Potenzebenen mit &1 23313 &1z, 80 dass &5 zu den
Potenzkugeln w,y3 ¢53 4, u. 5. w. gehdren. Diese vier Ebenen e
gehen simmtlich durch die Potenzlinie gy:; denn die Punkte dieser
Geraden sind Mittelpunkte solcher Kugeln, welche die drel Kugeln
ks ky; Iy rechiwinkelig, d. h. sowoh] gleich- als ungleichartig schneiden.
Wie ersichtlich, stehen die Ebenen e u. s. w. beziehlich guf deu
Aebnlichkeitsaxen 4;2; u. s. w. normal; so dass:

12, Die Mittelpunkte aller Kugeln, dee drei der Lage und (Grrosse
wah gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln schneidew, anf vier durch
dic Potenzlinie hindurchgehenden, auf den Achnlickleitsaxen beziehlich
normal stehenden Ebenen licgen.

Construiren wir zn den drei Kugeln L die einem Radius E bei-
geordneten Mittelpunktenkugeln, so schnerden sich, wie ersichtlich,
die sechs entstehenden Kugeln viermal zu je dreien in einem Kreise
und zwar in gleichen Gruppen wie die Potenzkugelu und haben so:

13. Die Mittdpunkte aller Kugeln vor gegebenom Badius, dic dre
Kugeln  gleichwinkeliy schneiden, auf Kreisen liegend.  Diese Kreisc
schneiden sich i den ndmlichen zwei Puditen der Potenzlivie, der drei
Kugeln. Es gicbt daher zwei Kugeln von bestimmben Radien, dic dres
der Lage und Grisse nach gegebenc Kugeln rechbwinkeliy schneiden.
Dlre Mittdpunkte liegen symmebrisch zu der Ebene, in der dic M-
puniitc der Kugeln % liegen.

Folgerungen 2. Schueiden wir die vier Mittelpunktenehenen &
zu drei Kugeln % durch eine Gerade,.so folgt augenblicklich:
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14, Es gieht vier Kugeln, welche drei der Lage wnd Grisse nach
gegdbene gleichwinkelig schmeiden und ihre Mitlelpunkte auf einer Ge.
raden liegend haben.

Unter Beachtung des Lehrsatzes 13. hat man:

15. Es giclt acht Kugeln, die mit emem  ge gebenen Radius be-
schricben drei Kugeln gleichwinkeliy schmeiden uwnd die [hre Mittelpunkte
auf ciner Ebene liegend haben. Die acht Miltelpunkie dieser Kugeln
Liegen wiermal 2w je zweien auf einer Geraden, die alle durch einen
Pundit hindurchgehen. Diese vier Geraden bilden den Ort der Punkte
in der Ebene, die sich als Mittelpunite von Kugeln auffassen lassen,
die drei gegebene gleichwinkelig schneiden.

1.

Tritt zu den drei Kugeln L noch eine vierte — die Kugel 1 —
hinzu, so erhalten wir die Aehnlichkeitspunkte
Qyas gy iy Gogy Ay Ay,
byl ds3 digs fad i
die je zu dreien auf den Aehnlichkeitsaxen
Aw:; Am; “11313 Az
Aissy Arasy 4y FIL: PEN
Aagi; Avary dsas Ase
A.sxz, Ail’ A4 153 Aat,..d
und achtwal zu je sechsen in einer Ebene, den Aehnlichkeitsebenen
€123 €121y €21345 €121 €418

i Gzt Q13,245 G143
liegen.,

Die Potenzgeraden ¢ia; gix1y $ise; gese, 2u je drei der vier Kugeln
I gehbrend, schneiden sich in dem Potenapunkt P oder Py, der vier
hugeln. Je drei der vier Kugeln k besitzen vier Mittelpunktenebenen &
welche je durch die zugehdrige Potenzlinie wnd folglich alle durch den
Potenzpunkt P hindurchgehen. Wir haben die Mittelpunktenebenen
1955 E1,23y 2315 S312
1247 1,24 €147 Fpp2
€1347 1,387 &304 4,15
€233 €2347 3243 g3 .
Von diesen gehen je die in horizontaler Reike geschriebenen durch die
Potenzgeraden ¢y giij $han; Gwa. Diese Ebenen schneiden sich in
10 .,1“ 120 durch P gehenden Geraden. Zu diesen gehoren die Potenz

geraden g als sechsfache Linien. Wir haben nun noch die 96 ibriger
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Schuittlinien aufzusuchen, und ihre Bedeutung zu ermitteln. Die Ebene
£s wird von allen zwolf Ebenen s, bis &9 geschnitten. Die
Schnittlinie mit der Ebene &, sel mit g,55 bezeichnet. Jeder Punkt
dieser Geraden ist erstens als Mittelpunkt einer Kugel, die die Kugeln
ky; ky; by und zweitens als Mittelpunkt einer Kugel, die die Kugeln %,;
I,; k, gleichartiz und gleichwinkelig schyeidet, aufzufassen. Diese
beiden Kugeln fallen daher zusammen, weil diese beiden Kugeln in
Bezng auf % und £, Hussere sind und nach Lehrsatz 7. jeder Puukt
des Raumes in Bezug auf zwei Kugeln Mittelpunkt vou nur einer
ausseren Kugel ist. Die Punkte der Geraden ¢ sind also Mittel-
punkte von Kugeln, die alle vier Kugeln & gleichwinkelig und gleich-
artig schneiden. Durch diese Geraden miissen daher auch die Ebenen
&3¢ und &z gehen, Die Ebene & wird von der Ehene JETRTRE
Geraden ;125 geschnitten. Jeder Punkt dieser Geraden ist Mittelpunkt
einer Kugel, welche die Kugeln %,; %,; ; gleichartig und eine Kugel,
welche die Kugeln %, und %, gleichartig, hingegen aber je die Kugel-
paare %y und %, wie [, und k, ungleichartig schneiden. Es fallen
daher nach Lehrsatz 7. diese beiden Kugeln ebenfalls zusammen. Es
miissen daher durch diese Gerade die Ebeuen &3 und &5 gehen.
Die Schrittlinien der Ebene .5 mit den sechseckigen Ebenen enthalten
Punkte, die sich als Mittelpunkte von I\ufrelpaaren ergeben, vou
denen dxe eine Kugel in Bepug auf zwei der drei Kugeln 4,; &y &,
eipe innere und d1e andere ejne Hussere ist, die somit m(,ht Zusammen-
fallen. Auf gleiche Weise zeigt man, dass in jeder der Ebenen & zwei
Geraden g h'egen, deren Punkte sich als Mittelpunkte von Kugeln M,
die die vier Kugeln L gleichwinkelig schneiden, auffassen lassen, und
sieben Geraden, bei denen dies nicht stattfiudet. Wir erhalten so nach-
folgende Zusammenstellung.
Die Ebenen 1233 €123 €553 224 schneiden sich in der Geraden g

1237 Ta093 E4,133 €424 T ” » 3 [/ RT
€145 E3,127 E3,147 E3m 1 »” ”» » 3.1
81343 G233 245 &zt ” » » Juin
Suay G134y S8y fm w » » » G
€1,985 €487 E2,u4) E31a » 1 2 » Jrazs
E1,245 €3.243 €3,135 13 53 » » » Jis,04
1,345 2345 €327 a2 Hre s

Jede dieser Geraden g g repriiseutirt >echs bchmttgemdeu, weﬂ durch
jede vier Ebenen hindurchgeben. Diese acht Geraden g stehen bhe-
ziehlich auf den acht Aehnhchkeltsebenen der “vier }\ugein noral,
weil je die vier durch diese Geraden hindurchgehenden Ebenen ¢ je
auf eluer in der betreffenden Achnlichkeitsebene liegenden Aehnlich-
keitsave normal steht. Es ist gy pormal zu e u s, w. and wir

haben so:
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16. Die Mittelpunkite aller Kugeln, welche vier der Lage und Grisse.
nrech gegebene gleichwinkelig schneiden, liegen wuf acht dwrch den Potene-
punkt der vier Kugeln hindurchgelenden wnd je awf den Aehnlichkeds
ehenen normad stehenden Geraden — den Mittelpunktengeraden,
Denken wir uns die einem bestimmten Radius beigeordneten Mittel-
punktenkugeln construirt, so hat man ohne weiteres:
V1. Die zudlf 2n cier Kugel wnd cinem bestimnden Radius bei-
georducten  Mittelpunlitenkugeln schueider sich wchimal 2w je sechs in
zwei Punkten, und zwar
1. Eaunal alle sechs dusseresn;
2. Viermal drec dussere it den dree wicht zugehiirendens iuncren;
3. Dreimal je cier buiere mad Zwel dusseren,

und darans folgt:

18. Fs gicbt sechseehn Kugeln, welche mit coneie bestinumten Radius
besclrichen cier gegebene Kageln gleichwinkeliy schneiien. By sondern
siche dic Mittelpunkite dieser Kugeln acltmal in Paaren so b, dass die
cines jeden Puares zu der zugchirigen Admlichledtsebone symmetrisch
Legen.

Beschreibt man die 2wolf Mittelpunktenkugeln, welche dem Radins
der Orthogonalkugel beigeordnet sind, so gehen diese siimmtlich durch
den Potenzpunkt und schneiden jede Mittelpunktengeraden noch in
vinem weiteren Punkte. Man hat daher:

19. Es giebt cusser der Orthogonallagel noch achi Kugeln, wddhe
mit dem Radivs der Orthogonallugel beschricben die cier Kugeln
yleichwinkeliy schaeiden.  Die Mittelpadite dieser Kugeln sind dic Gegen-
punkte des Potenzpunktes in Beaug auf die acht deludichleitsebenen.

Folgerung 3. Schneidet man die acht Mittelpunktengeraden g zu
vier Kugeln 7 durch eine beliebige Ebene, so hat man:

20, deht Kugeln, welche vicr der Lage und Grisse nack gegebene
Kugeln gleicheinkliy schiciden wnd dure Mittelpunite i viner gegebenen
Ebene liegend haben.

Iv.

Kommt zu den vier Kugelu 5 k,: L5 &, noch eine fiinfte, die
Kugel £y hineu, so erhalten wir Systeme von Aehnlichkeitspunktenge-
raden und Ebenen, sowie von Mittelpnnktenebenen und Geraden. Mau
hat die Mittelpuukteu_gemden:

(1) Gy Yrzsss Py Pusd o
{2 Jrasey s’ Yrmss Y1655 Y25
. s Wl

und die Mittelpunktenebenen
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1 &z Sty €1y B4y E1355 Ei) Gam) Emad sl dan
2) €133 Er,20) T1,953 F1343 1,353 €153 Sadl 2333 2455 E4n
". 8. W,

Durch jede der Geraden y ehen die Ebenen, oder treffen sich wenig-
stens im Potenzpunkt die Ebenen, welche mit den gleichen Indices
behaftet sind, wie die Gerade selbst. Jede andere Ebene trifft dic
Geraden g in Punkten, die wjr ndher zu untersuchen haben, Die
Gerade yi35 triffit die Ebeue &y; in dem Punkte My, Dieser Punkt
ist der Mittelpunkt einer Kugel, die die vier Kugeln %, bis ¥, und der
Mittelpunkt einer Kugel, die die dvei Kugeln %5 ky; &, gleichwinkelig
und gleichartig schueiden. Diese beiden Kugeln schneiden also die
Kugeln %, und Z, gleichartig und miissen daher nach Lebrsatz 7. zu.
sammenfallen. Mg ist somit der Mittelpunkt einer Kugel, die die
simmtlichen gegebenen fiinf gleichartig unter gleichey Winkeln schueidet,
Durch diesen Punkt geben daher die Geraden gpss; Gums; giae; fims;
Fasta und die zehn Ebenen 1235 €243 G253 €usdl €13y Euan3 famel famsy Eupp
&5 Die Gerade g, schneidet die Ebene &5 in dem Punkte M5 .
Dieser Punkt ist der Mittelpunkt einer Kugel, welche die vier Kugeln
k, bis L, gleichartiy und gleichwinkeliz und je i, in Bezug auf die
vier erstern ungleichartig schneidet. Die Schnittpunkte der Geyaden
121 mit den obigen ebenen fiihren zu keinen Punkten mehr, die Mittel-
punkte von Kugeln, die die gegebenen fiinf gleichwinkelig schnitten,
waren. Denn wir sehen, dass jeder dieser Schoittpunkte Mittelpunkie
von zwei Kugeln, von denen die eine irgend ywei der fiinf gegebenen
Kugelu gleichartig und die andere sie ungleichartig aber gleichwinkelig
schneiden und somit nicht zusammenfallen kdnnen, Auf diese Weise
sehen wir, dass es im Allgemeinen anf jeder Geraden # wei Punkte
X giebt und wir die sechszehn Punkte )
sz&ﬁ»& 3'[1;?.335; Mz,;ml; M3,4512; M4,5ua§ }[5.123/15 Ml'z,:%; Mw.-i&
My 5 Mispss Mogans Moass; Mo Musies Massess Masus
erhalten, Qder: :
21 Es giebt sechszeln Kugeln, welche finf der Lage wud Grosse
nach gegebene Kugeln Jleichwinkelig schneiden, uwwl sway gubt os
L Eine Kugel, welche alle finf gleichartiy,
2. Finf Kugeln, welche je eine i Beug auf dic anderen vier
ungleichartiy wad
3. Zehn Kugeln, welche je¢ 2wei Kugeln in Bozug auf die anderen
drei ungleichartiy schueiden.
An diese Resultate schliessen sich ohne weiteres die folgenden an:
_ 22, Von den Mittelpundten der sechszehn, fanf gegebenc Kugeli
7 k""kw‘-”}"dig schuneidenden Kugeln liegen cierzigmal je ziwce mit cinem
der fiinf Potenzpunkte in einer Geraden, Durch jeden Muttelpunlit gehen
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fiinf und durch jeden Potenzyunki gehen acht dieser Geraden.  Ausser.
dem liegen von diesen Mittelpunkten vierzigmol je fiinf mit zwei Poleya.
punlten e eimer FEbene. Von diesen Ebenen gehen durch jeden Mittel-
gyt zehm, durch jeden Potenzpunlit sechszeln und durch jede der obigen
Gerader vier.

Es wiirden sich noch eine Menge von interessanten Resoltaten
ergeben, wenn man die Lagenverhiltnisse und metrischen Relationen,
die zwischen den 16 Kugeln existiren, untersuchen wiirde. Besonders
die Fragen: 1. Unter welchen Umstinden reduzirt sich die Anzah! der
fiosungen? 2, Wann und in welcher Zahl treten imaginire Kugeln
anf? 3. Wanp und in welcher Zahl treten reelle, aber imaginir schnei-
dende Kugeln auf, lassen sich sehr einfach beantworten. Ich behalie
mir vor, auf diese Beziehungen spiiter zuriickzukommen.

Bemerlung. Ys ist nun nicht mehr schwierig, die von Steiner
gestellte Aufgabe: Vier Kreise durch ecinen fiinften unter gleiches
Wiskeln zu schneiden, zu losen.

Solothurn, den 17. Mirz 1871



