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UBER DIE MULTI['LIKATION DIRICHLET'SCHER REIHEN. 

Von E d m u n d L a n d a u (Berlin). 

Adunanza del 9 giugno x9o7 . 

Es seien 
a n  

( I )  " = x n  s 

und 

n ~ l  ~s  

zwei DIRICItLET'sche Reihen, d. h. es seien a,, a , , . . ,  und b ,  b , , . . ,  zwei gegebene 

Folgen yon komplexen Konstanten, s eine komplexe Variable, 

n s - - -  eslogn 

wo log n den reellen Wert des Logarithmus bezeichnet. Multipliziert man die Reihen 

( I )  und (2) rein formal mit einander, so 1/isst sich ihr Produkt gleichfalls als DmI- 
CHLET'sche Reihe darstellen, indem man alle Glieder 

a l  b m 
1 s m s 

zusammenfasst, ffir welche Im denselben Weft n hat. So entsteht die DIRICHLET'sche 
Reihe 

(3) 
WO 

-T "~ l m=n 
gesetzt ist ~), also 

c ~ a I b 

c 2 = a ,  b2-J-a~b,, 
c3 --- a, b3 -J- a3b,, 

c a = a,b 4--~ a~b, + a4b ,  
c s = a,b s ~- asb ,, 
c~=ab~+a~b 3+ab +a~b 

U.S. f .  

x) Das Zeichen ulv bedeutet, dass u alle Teiler von v durchl~uft. 
Rend. Cirt. Matem. IJalermo, t. XXIV (2 ~ sere. x9o7 ) . -  Stampato il ~ luglio zgo 7. 
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Es entsteht nun die Frage, ob bezw. wann aus der Konvergenz yon ( I ) u n d  (2) 
ffir ein spezielles s die Konvergenz yon (3) fiir dies s folgt. In dieser Form ist die Va- 
riable s unnStig; denn wenn 

gn 

b___z- = ~., 

C, n 
n--;- ~ ~{" 

gesetzt wird, so ist offenbar 

"~ -~ l m=n 

und die Aufgabe lautet, zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen aus der Kon- 
vergenz von 

(4) Z % 
und 

O) 
die Konvergenz yon 

c~o 

( 6 )  . . .  

folgt. 
Dies Problem der Multiplikation nach der DIRmHLET'schen Regel liesse sich in der 

Richtung bearbeiten, welche das Vorbild der Herren PRINGSHEIM "), Voss 8) und CAJORI 4) 

N r  die CAucnY'sche Multiplikationsregel angibt;  diese Autoren fanden einerseits notwen- 

dige, an dererseits hinreichende Bedingungen dafflr, dass mit (4) und (5) auch die Reihe 

(7) 

2) Ueber die Multiplication bedingt convergenler Reiben [Mathematische Annalen, Bd. XXI (i883) , 
S. 327-378]; Ueber die Anwendung der CAuc~tY'schen MuItiplicationsregel at( bedingt convergente oder di- 
vergente Reihen [Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (I9Oi), S. 4o4-412]. 

8) Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen [Mathematische Annalen, Bd. XXIV (I884), 
S. 42-47]. 

4) Multiplication of Series [Bulletin of the New York Mathematical Society, Bd. I (I892), S. I84- 
I89]; On the Multiplication of Semi-convergent Series [American Journal of Mathematics, Bd. XV (x893), 
S. 339-343] ; The Multiplication of Semi-convergent Series [Bulletin of the American Mathematical Society, 
Bd. I (I895), S. 18o-183] ; On the Multipl#ation and Involution of Semi-convergent Series [American Journal 
of Mathematics, Bd. XVIII (I896), S. 195-2o9]; Divergent and conditionally convergent series wbose pro- 
duct is absolutely convergent [Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (I9OI), S. 25.36] ; 
The Application of the Fundamental Laws of Algebra to the Multiplication of Infinite Series [Bulletin of 
the American Mathematical Society, Bd. VIII (i9o2), S. 231-236]; Series Whose Product is Absolutely 
Convergent [Bulletin of the American Mathematical Society, Bd. IX (i9o1) , S. I88-I94]. 
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konvergiert, wo 

(8) 
ist, also 

�9 l - - !  

~ = ~ ,L  + ~ , ,  

u.s.f., und sie liessen auch die Annahme der Konvergenz yon (4) und (5) bei der 
Untersuchung der Konvergenz yon (7) fallen. Doch nicht die Ausftihrung jener ana- 
logen Untersuchungen soll der Zweck des folgenden sein; vielmehr treten die Pro- 
bleme, denen ich besonders nachgehen werde, bei der gew6hnlichen, d.h. CArdCWd 
schen Multiplikationsregel garnicht auf und entstehen durch die Eigenttimlichkeit der 
DIRICltLET'schen Reihen, im Konvergenzgebiete nicht notwendig fiberall absolut zu kon- 
vergieren. Daher habe ich gleich die unendlichen Reihen mit der Variablen s angesetzt. 

Das Problem, das zu den ~ I- 7 des folgenden Anlass gibt, lautet: , Die Reihen 
( I )  und (2) seien ftir s > ~ konvergent, d. h. die Abszissen ihrer Konvergenzgera- 
den s) seien beide ~ ~. Was kisst sich tiber die Abszisse der Konvergenzgeraden yon 

(3) aussagen? )) 
Ftir Potenzreihen, welche bekanntlich der CAucrlY'schen Multiplikationsregel (8) 

entsprechen, ist die analoge Frage trivial. Wenn n~imlich die beiden Potenzreihen 

(9) 
~ = o  

und 

(io) 

mindestens far txl % ? konvergieren, 
? sind, und wenn 

gesetzt wird, so ist die Potenzreihe 

d.h. wenn die Radien ihrer 

dr ~ 2 al b ~-l 
l~O 

d ~ nx 
n ~ o  

Konvergenzkreise 

stets far Ix[ < p konvergent; denn far ]x[ < ? sind die beiden Reihen (9) und ( io)  
absolut konvergent, und das formal gebildete Produkt zweier absolut konvergenter 
Reihen daft beliebig geordnet werden. Bei Dn~IClaLET'schen Reihen ist es jedoch unter 
den oben gemachten Annahmen nicht zulSssig, ohne weiteres ftir alle s ~ ~ die Glei- 

S) Bekanntlich gibt es, wie Herr JEN$EN {Om R,ekkers Konvergens [Tidsskrift for Mathematik, Ser. V, 
Bd. II (I884), S. 63-72], S. 7ol entdeckt hat, zu jeder D1RICHLET'schen Reihe eine Zahl % derart, dass 
die Reihe ff, r ~(s )~% diverglert und s ~(s)>% konvergiert. Die Gerade ~(s )=% heisst alsdann 
die Konvergenzgerade; ~o ist die Abzisse jedes ihrer Punkte. Es sind auch die extremen Ffille % = -- oo, 
~o ~ -J- oo mbglich, in welchen die Reihe ~aberall bezw. nirgends konvergiert. 
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chung 

2a. 
anzusetzen, da (I) und (2) ffir s ) a nicht absolut zu konvergieren brauchen. 

Einige andere Fragestellungen, welche auch an diese formal gebildete Gleichung 
(I i)  anknflpfen und u. a. zu einem Analogon eines ABEL'schen Satzes tiber Multipli- 
kation unendlicher Reihen ftihren, werden in den ~ 8 und Io untersucht. 

Da die Probleme, um welche es sich in dieser Arbeit handelt, bereits ftir DIRI- 
CHLF.X'sche Reihen 

( i )  2 a. 

ungekl~rt sind, so werde ich nur kurz (ira S 9) auf die DIRICHLET'schen Reihen im 
weiteren Sinne 

an e -xns 

bezugnehmen, wo ) , ,  X2, " -  eine beliebige monoton ins Unendfiche wachsende Folge 
reeller GrOssen ist; auch bei Besprechung einer verwandten Klasse yon Integralen 
(ira w II)  werde ich reich auf wenige Untersuchungen beschrSnken. Dafter werde ich 
den Fall der Reihen ( i)  um so ausfflhrlicher er6rtern und durch zahlreiche Beispiele 
belegen. 

In den ~ I2-I 5 enfferne ich reich etwas welter vom ursprtinglichen Gegenstand; 
ich behandle dort nicht mehr allgemeine Eigenschaften DiRiCUZZX'scher Reihen und 
deren Anwendungen, sondern untersuche direkt einige spezielle DIRICttLEX'sche Reihen 
und Potenzreihen, welche mit den Primzahlen zusammenh~ingen. 

Uber die Multiplikation einer konvergenten Reihe mit einer absolut 
konvergenten Reihe nach der Dirichlet'schen Regel. 

Wenn die beiden Reihen (4) und (5) konvergieren, so braucht die Reihe (6) nicht 
konvergent zu sein, wie s BeispM zeigt: 

0~i - ' --  ~i  ~ -  O~ 

( ~  I_)" ffir 

Hier sind offenbar die Reihen 

konvergent. W~ire nun 

n ~ 2 .  

o 5_ s  i). 

n= I  ~=~ fin T .  
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konvergent, so w~ire afortiori 

also speziell 

Es ist aber ftir u ~ 2 

sodass 

lim "1". = o, 
~ o o  

lira ~q. = o. 
u ~ o  

5- "-5-' 
llzU --fl v = o  v=~ 

u--l_ u--I 

o=, 0og . )  T 

2 

- -  2 3 

(loge) 5- ;=, D / u  u 
2 2 

3 
U 

lim y.. = + ~o 
u~e~ 

ist. 
Dass im Falle der absoluten Konvergenz von (4) und (5) die Reihe (6) konver- 

giert, ist trivial. Denn die Doppelreihe 

m~l~2~... 

daft alsdann beliebig geordnet werden; speziell ist also, wenn 
oo  

Z %  --- A~ 

5-'[~. ---- B 
gesetzt wird, die Reihe 

(6) Z r .  

konvergent und 
em 

~__y. - -  AB.  

Herr MERTENS 8) hatte ftir die gew6hnliche (C^ucnY'sche) Multiplikationsregel die 
wichtige Entdeckung gemacht, dass die dutch formale Multiplikation aus dner konver- 
genten und einer absoht konvergenten Reihe entstehende Reihe konvergiert. In For- 
meln : Wenn 

6) Ueber die Multiplicationsregel f~r zwei unendlicbe Reihen [Journal fftr die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. LXXIX (x875), S. I82-I84]. 
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und 

konvergieren, so konvergiert 

(73 ~-~., 
r t ~ 2  

WO 

(8) a =  Z~,L_, 
l = l  

gesetzt isq und es ist 

und 

s s - - A B - -  ~ .  ~.. 
n ~ 2  n ~ l  n ~ I  

Analog besteht ftir die DIRICHLET'sche Multiplikationsregel der Satz: 

(I): Wenn 

5- I~,,I 

konvergieren, so konvergiert 

und es ist 

Dieser Satz ist jedoch nicht neu, sondern ein Spezialfall eines a l lgemeineren-  auch 
den MERTEr/S'schen en tha l t enden-  Satzes, welchen STmLTJES 7) in einer wichtigen 
Arbeit aufgesteUt und bewiesen hat s): 

(II): Die Reibe 

~'o~, ~ A  

sei absolut konvergent ; die Reihe 

sei konvergent. Es werden alle endlicben Summen 

Y ~,L 
1,m 

betrachtet, bei denen mit jedem vorkommenden Wertepaar l, m (wo m ~ I ist) alle 
Paare l, m' vorkommen, far welche m' ~ m ist ; mit anderen Worten, es werden alle 
Summen vonder Form 

L 

02) s = y ~,(~ + ~ + .. .  + ~+cL, ,~) 
l = l  

7) Note sur la multiplication de deux s&ies [Nouvelles Annales de Math~matiques, Ser. III, Bd. VI 
0887), S. 2Io-215], S. 2Io-2I 3. 

8) Ich formuliere den Satz etwas aDders als STIELVJES; es ist abet genau dieselbe Tatsache, 
welche STIELTJES a. a. O. in geometrischer Einkleidung ausspricht und beweist. 
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betrachtet, wo '~ (L, 1)fiir ]edes L nebst 1 = I ,  2, . . . ,  L irgend eine gan~e Zahl ~ o 
be~eichnet 9). Dann gibt es nach Annahme jeder positiven GrOsse ~ ein X- -~  (8), sodass 
far alh L ~ ~, wenn daz~u fiir ]edes 1 = i ,  2, . . .  , )~ 

+(L, i) ~ x 
ist, 

IS--.4B I < ~ 
ist. 

Kurz ausgedrfickt: Die Partialsummen yon der Form (I2), wenn sie soweit aus- 
gedehnt werden, dass fie alle Glieder % I~,. enthalten, far welche l / ) , ,  m ~ ). ist, 
n/ihern rich far ) , - -oo  der Grenze A B. 

Der SxmLxjF.s'sche Satz (II) wird folgendermassen bewiesen. Wenn 

gesetzt wird, so ist 

(I3) 

~ , + . . . + ~ = & ,  

~ , +  .. .  + ~ . = B .  

L 

S - -  ~- ~z B+IL, 11, 

L 

AL BL --- y ~q BL, 
1=i 

L 

S - -  A z B L -= y ~I (B+IL, I I -  BL)" 

Nach Voraussetzung gibt es eine absolute Konstante g, sodass ffir jedes n 

(I4) I~,l + "'" + [~,l < g  
und 
05 )  In.I < g 
ist, ferner nach Annahme yon 8 ~ o ein ) , - -X(8) ,  sodass einerseits ffir alle 
nebst beliebigem p ~ o 

q+P 
(i6) ~l~.l < ~  
und 

(I7) IB~+P- Bql < 3--g 

ist, andererseits f~r alie L ~ ), 

(i8) t.4~B~ -- ~BI < - - .  
3 

Ich nehme nun L ~___ ?,, sowie +(L, I) ~___ ~ ffir 1 = I, 2, . . . ,  ~ an und zerlege die 
rechte Seite yon (I3) in zwei Teile: 

Da in der ersten Summe auf der rechten Seite yon (I9) jeder Index n eines B 
nicht kleiner als )~ und in der zweiten Summe jeder Index n eines % nicht kleiner als 

9) Fiir q~(L, 1) = o ist gemeint, dass das betreffende ~t in keiner Verbindung ~113~ auftritt. 
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), ist, so folgt aus 0 9 )  unter Benutzung yon ( i4)  , (15), (16) und (I7) 

I S - -  AL BLI d ~- I~,l -+- l q ( g  + g) 

~ 8 ~ ~ ~ 28 
Oo) --~ZI,,I + =g,=~+,~_ I~,I< 3g g-+2g-gg 3 + T - T ;  
wegen (18) und (20) ist 

I S-ABILIS-ALB,I+I,4LBL--4B l _  <283 +83 -~" 
Damit ist der Satz (II) bewiesen. 
In diesem Satz s i n d -  wie STIELTJES auch a . a . O ,  xo) hervorgehoben hat ~ der 

MERTE~S'sche Satz ftir 
+(L, t ) = L - t + i  

und der Satz (I) ffir i~) 

,)-[+] 
enthalten; es handelt rich in diesen beiden Spezialf~illen, da zu jedem L nur eine Par- 
tialsumme S betrachtet wird, um den Limes einer Funktion der einen Variablen L, 
n~imlich der Funktion 

L 

Z o~l B4,iL, O 

ftir L - -  oo. Bei der Kompliziertheit des Satzes (II) m6chte ich nicht unterlassen, analog 

zum Obigen den Spezialfall (I)  ab ovo zu beweisen: 

Nach Voraussetzung gibt es eine absolute Konstante g, sodass ffir jedes n (14) 
und ( i5 )  gelten, ferner nach Annahme yon 8 ~  o ein ) ,-- ;k(8),  sodass einerseits ffir 
q + p  ~___ q_~ k (16) und ( I7)  gelten und andererseits ftir x ~ k  ~ 

8 
l&Bx --  At31 < -  

3 
ist. Nun ist x2) 

_x 
x x [ x 

Z v  = B n 
n ~ x  l = x  m = X  1=~ l 

Z Y. - -  AxBx - -  )-- ~ - -  Bx) -~- Y a'(Bx - -  Bx) -Jr- ~ , ( B  - -  B.), 
" = I  l= I  T l x  I T 1 = [ ~ / 7 ] +  I T 

also far x "~ )?, da alsdann in der ersten Summe die Indices n der B nicht kleiner 

xo) S. 2x4. 
ix) Ix] bedeutet die gr6sste ganze Zahl ,~ x. 
12) Eine Summe mit nicht ganzer oberer Summationsgrenze bedeute, dass der Summationsbuchstabe 

aUe ganzen Zahlen des betreffenden Intervalls durchl~uft. B, bedeute entsprechend flit nicht ganze u 
die Summe b x "4- "'" + btu]" 
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als ),, in der zweiten Summe die Indices nde r  a nicht kleiner als ;~ sind, 

x ~ r  ~ 8 2~ 

5 r . - -  V,, --  -4x B= Y 

folglich ist 
x 

limx== ~ Y" - -  A B, 

was zu beweisen war. 
Im Satze (II) sind tibrigens auch die wekergehenden Tatsachen enthalten, dass die 

durch Aufl6sung der Klammern in 
co 

und 

n~2 

entstehenden Reihen 

und 
~ , ~  + ~ + ~ ,  + ~ 3  + ~ + ~3 ~ +  "'" 

konvergieren und = A B sind. Denn die Summe der ersten y Glieder in einer dieser 
beiden Reihen ist ftir jedes y yon der Form (12). 

Es dtirfen sogar die Glieder jeder jener Klammern beliebig untereinander geordnet 
werden; auch dann ist ja die Snmme der y Anfangsglieder yon der Form (12). 

2. 

B e w e i s  einiger yon Euler, MObius und Ces~tro vermuteter SAtze. 

Ich will jetzt mehrere spezielle Anwendungen des (mit frtiheren Resukaten yon 
mir kombinierten) Satzes (I) angeben, ehe ich in der eigentlichen Untersuchung weiter 
gehe. 

I) Herr vo~ MANGOLDT 

(2i )  

und 

(22) 

xs) hat zuerst bewiesen, dass 

- o  
n = l  

2 a ( '0  = o 

~a) Bewds der Gldcb~ng . ~ - - ~  = o [Sitzungsberichte der K6nigl. Preussischen Akademie der 
k=l  

Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang I897 , S. 835-8~2 ~. 
Rend, Circ. Mafem. Palermo, t. XXIV (2 ~ sere. t9o7), --  Stampato il 26 luglio xgo 7. x2 
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ist, wo V-(n) die MoBIUS'sche Funktion und ), (n) die LlotJVlLLE'sche Funktion bezeichnet, 
welche s definiert sind: 

~. ( I )  = I, 

V. ( n ) - - ( - - I )  ~ ffir ein quadratfreies, aus ~ Primzahlen zusammengesetztes n = P , P 2  ".. Pc~' 

V" ( n ) =  o far ein nicht quadraffreies n, 

) . ( I )  = I, 

~I~l P2~2 �9 �9 �9 P ~ 0  = ( - -  I )  * ' + ~ + + ~ ~  

Der Satz (I) zeigt, dass, wenn eimnal (21) bewiesen ist, (22) daraus unmittelbar 
folgt. Denn die Reihe 

entsteht aus 

~=I n 

durch DIRmHLET'sche Multiplikation mit der absolut konvergenten Reihe 

- - I  far Quadratzahlen, 

---o far nicht quadratische Zahlen 

WO 
a,  

a 

ist. In der Tat ist alsdann 

11~ -T  

2) Dieselbe Bemerkung bezieht sich auf die allgemeineren Reihen, welche einem 
beliebigen algebraischen Zahlk6rper entsprechen und in welchen als Argument der Funk- 
tionen ~ und ?, alle Ideale des K6rpers oder auch nur alle Ideale einer gewissen Klasse 
(bei verschiedenen Bedeutungen dieses Wortes) auftreten; abrigens werden meine 
frfiheren Untersuchungen i4) fiber jene Reihen dutch Einfahrung des Satzes (I)nicht 
vereinfacht, da es sich dort um mehr als den blossen Nachweis der Konvergenz der 
betreffenden Reihen handelt. 

Ohne auf den Fall des algebraischen Zahlk6rpers einzugehen, will ich hier nur 
unter Heranziehung des Satzes (I) ein Resultat herleiten, welches im ~ 21 (S. 2oi) 
der zweiten in Anm. 14 genannten Arbeit enthalten ist. Ich will n~tmlich, yon der 

xr Vergl. meine Arbeiten Ober die zahlentheoretische Funktion ~ (k) [Sitzungsberichte der Kaiserlichen 
Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaffiiche Klasse, Bd. CXII ( i 9 o 3 )  , 

Abt. IIa, S. 537-57 o] und Ober die Verteilung der Primideale in den Idealklassen eines algebraischen Zahl- 
ki3rpers [Mathematische Annalen, Bd. LXIII (I9O7) , S. 145-2o4]. 
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frflher ~s) yon mir bewiesenen Konvergenz der Reihe 

(23)  ~ ~t.(mk 27 h) 
,.--o mk27h 

for jedes positive Wertepaar k, h ausgehend, die Tatsache ,6) herleiten, dass auch die 
Reihe 

~ ? ( m k  -~- h) 
(24) ,.=o mk + h 
konvergiert. 

Es gentigt, die Konvergenz yon (24) ffir 

(k, 
zu beweisen, da anderenfalls, wenn 

(k, h) = d > I 
ist, 

k(mk 27 h) ),(d)k(m~- 27 ~ -) 
mk+h -- d k h 

m - d +  T 
ist, (24) also aus 

. = o  r o T + -  d 

durch Multiplikation aller Glieder mit - ~ -  entsteht. 

Es sei also 
(k, h)= 

Ferner daft 
h < k  

angenornmen werden xT). Da die Konvergenz yon (23) for jedes Paar positiver Werte 

xS) Bemerkungen Zu der Abbandlung yon Herrn Kzu,rvEa: Reeksen afgeleid uit de reeks Z ~(m) 
m 

[Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslag van de Gewone Vergaderingen der 

Wis- en Natuurkundige Afdeeling, Bd. XIII (i9o4-), S. 71-83]. 
x6) Fiir diejenigen Leser, denen meine zweite in Anm. 14 genannte Arbeit bekannt ist, bemerke 

ich, dass diese Tatsache t'flr (k, b ) =  I durch Spezialisierung aus der beim Beweise des Hauptsatzes 4 
auftretenden Relation 

c 

L (x) = O (x e -~/l~ 

folgt. Der Fall (k, b) ~> i erledigt sich alsdann unmitteIbar wie im Text. Unter (u, v) verstehe ich 
den grOssten gemeinsamen Teller yon u und v. 

i7) Sonst sind nur endlich viele Glieder tier Reihe hinzuzufl~gen. 
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k und h als bewiesen angesehen wird, so konvergiert jede der ?(k) Reihen 

,.=o m k + b '  ' 

wo h' eine unterhalb k gelegene und zu k teilerfremde Zahl bezeichnet. Diese Reihe 

werde in der Form geschrieben: 

w o  

ist. 

Es durchlaufe nun u v 
[~ - -  I, 2, . . . ,  q~(k)]. Die absolut konvergente Reihe 

n = I  n ~ 

in welcher 
a = i  ftir n - - - u  ~, wo u > o  und 

a - - o  ffir alle anderen n 

~ b. 
~=I 7 ) 

b . - - ~ ( n )  ffir n ~ b '  (mod. k), 

b - - o  ffir n-~&b' (mod. k) 

die zwischen o und k gelegenen, zu k teilerfremden Zahlen 

u ~ u~ (rood. k), 

ist, werde nach der DIP.ICHZEX'schen Regel mit derjenigen Reihe (25)multipliziert, ffir 
welche h' durch die Kongruenz 

2 b , u~ ~ h (mod. k) 

bestimmt ist. So entsteht die nach Satz (I) konvergente Reihe ,8) 
b 

- -  ' n al ~l I Z [L ~ " 

n = x  tin T uZln 

Wird diese konvergente Reihe ffir alle ~(k) Werte yon u~, d.h. ffir v = i ,  2, ..., ?(k) 
angesetzt und wird die Summe dieser .~(k) konvergenten Reihen gliedweise gebildet, 
so ergibt sich die Konvergenz yon (n) 

n=_h n 

welche zu beweisen war. 
3) Da yon den Reihen (23) und (24) die Rede ist, so benutze ich die Oelegenheit 

zu einigen historischen Bemerkungen tiber dieselben. Es handelt sich dabei durchweg 
um ~ikere heuristische Wertbestimmungen in einigen Spezials der Konvergenzbeweis 
ist in keinem SpezialfaU '~) vor Herrn yon MANGOLDT erbracht worden und im allge- 

x8) Z bedeutet, dass u aUe positiven Zahlen durchl~uft, welche ~ u~ (mod. k) sind und deren 

Quadrat in n aufgeht. Z bedeutet, dass nalle positiven Zahlen ~ h (rood. k) durchl~uft. 
n ~ . b  

x~) Natarlich abgesehen yon dem trivialen Fall, dass k und h einen quadratischen gemeinsamen 
Tdler > I haben, in welchem jedes Glled der Reihe (23) gleich o ist. 
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meinen Falle zuerst yon mir; ich wurde durch Herrn KLUYVER'S 2o) heuristische Be- 

I I I 
. , .  " - ~ 0  

2 3 5 

handlung von (23) dazu angeregt. 
a) Dass die Gleichungen 

n ~  1 J~ 

und 
e x ~ ) -  i i i 

- -  I . . . .  + . . . . .  - - - - O  Z.. .=, n 2 3 4 
mit unrichtiger Begrtindung schon bei EuLEa 2z) stehen, ist bekannt. 

b) Femer steht bei EULER " )  die Gleichung 
I I + I I I I I __ '/~ 

. . . .  , ~  _ _  - -  

(~6) i ~ s s 7 + - 9  + 7 ; -  is is 2 ' 
wo nach seinen Erl~iuterungen und seinem vermeintlichen Beweise die linke Seite in 
moderner Schreibweise die Reihe 

bedeutet, in welcher 
z(n)~-- -~  far n ~ o  (rood. 2), 

Z (n) - -  I f~ir n -~- I (rood. 4), 
z ( n ) - - - - I  far n ~ 3  (mod. 4) 

ist. Die Richtigkeit yon (26) folgt erst aus der yon mir bewiesenen Konvergenz der 
Reihe (24). Denn, wenn zuerst k - -  4, h - -  I, alsdann k - -  4, h = 3 gesetzt und 
gliedweise substrahiert wird, so ergibt sich die yon EuLER vermutete Konvergenz yon 

XO) ?'(3) + ~(S) X(7) + . . .  = ~- Z ( n ) ~ ( ' 0  
i 3 5 7 .=,z-'- n 

Nachdem die Konvergenz dieser Reihe auf der linken Seite yon (26) festgestellt ist, 

folgt leicht, dass ihr Wert - - - ~  ist, z.B. aus der ffir s ~  ~ giltigen Identit~it ~)  
2 

,~ z (n)~ (n) p ( 

=H 

P' + P" - - " "  = I +  ) 

pS _ _  P _ _  I ~,=x 

P I 

~o) Reeksen afgeleid uit de reeks ~ (m~)_.~, [Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amster- 

dam, Verslag van de Gewone Vergaderingen der Wis- en Natuurkundige Afdeeling, Bd. XII 09o3), 
S. 432-439]. 

~x) Introductio in analysin infinilorum (Lausanne, I748), Bd. I, S. 229. 
~2) 1. c., S. 9.44. 

I7I 17i 2a) p durchl/iuft in alle Primzahlen, in alle ungeraden Primzahlen. 
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indem man s zu I abnehmen l~isst. Das CAttE~'sche 24) Analogon zum ABEL'schen Stetig- 
keitssatz (ftir Potenzreihen) in der Theorie der DiRicI~l~x'schen R e i h e n -  welches in 

dem hier vorliegenden Spezialfalle reelier Variabler auch beim Reihentypus 5- a e -z.' 

schon durch Herrn DF.BEKI~D 2S) bekannt war ~ liefert n~imlich 
o~ I 

--m2 ( z(n)),(n) li z ( n ) ; ~ ( n )  _ tim I - -  

n , ,, i , = i  

,~ ~ 

I I I q~2 

5- .-2 ~ + - V +  + . . . .  I'~,=~ n- __ 3 "~  __ 3 6 
= I 4 J  ~- 4 i i 4 ~ --2- z ( 2 )  ~ _ _ +  . . . . .  

.=,/-- n 3 5 4 
Nattirlich folgt aus meinem Satz tiber (24) ftir jedes k und jeden Charakter der 

Gruppe der zu k teilerfremden Restklassen die Konvergenz der Reihe 26) 

2 z(n)X(~) 
'121 n 

Doch zur0ck zu EUL~R! 
c) Durch DIRICHLET'sche Multiplikadon der in der Form 

I I I I 7~ 
(27) I - ~ O + - ~ + o - - - - + o +  + o +  + o +  . . . .  

s T ~ 
geschriebenen GMchung (26) mit der absolut konvergenten Reihe 

I I I 
~ + T + O + 7 + o + o + o + - F + o + o +  . . .  = 2  

folgt nach Satz (I) die weitere yon EULER 27) ohne richtigen Beweis ausgesprochene 

Gleichung 
I I I I I I I I I 

(28) ~+-y+t-t 4 5 F T + T + T + T - -  I T +  "'" = ~ '  

in der links das Glied ~ das Vorzeichen Z(u)),(u) hat, wo u der gr6sste ungerade 
n 

Teller yon n ist. 
d) Ebenso ergibt sich aus (27) durch DIRICnCET'sche Multiplikation mit der 

absolut konvergenten Reihe 
I I I 2 

I---+o+2 ~- + ~ 1 7 6 1 7 6  " ' "  = - - 3  

24) Sur la fonction ~ (s)de RIE/~AN~ et sur des fonctions analogues [Annales scientifiques de 

l'l~cole Normale sup~rieure, Set. III, Bd. XI (I894), S. 75-I64], S. 86-87. 
25) u die zweite Auflage (1871) der yon ibm herausgegebenen und mit ZusStzen versehenen 

Vorlesungen DIRICnLET'S 0bet Zahlentheorie, S. 374. 
24) Obrigens wi~rde sich bei direkter Anwendung meiner analytischen Methoden die Konvergenz 

dieser Reihe auf etwas weniger langem Wege ergeben als die Konvergenz yon (24). 

aT) 1. c., S. 245. 
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die von EULER 2s) heuristisch hergeleitete Gleichung 

1 1 1 1 1 I 1 1 I 7r 

i + + 3 2 -3 4 5 6 [- 7 8 - a l - - 9 - - { - ~  + "'" ~ - - - - ,  

in der also links i _  das Vorzeichen ( - - O o Z ( u ) t ( u )  hat, fails n=2'~ gesetzt wird, 
n 

wo u ungerade ist. 
e) Endlich folgt aus (28) durch DmICnnET'sche Multiplikation mit der absolut 

konvergenten Reihe 
I 

I +  7 3 
n=i n 1 x - - - ~ "  

$ 
WO 

aso=e far l a '~ i ,  

a = o far alle anderen n 

ist, die bei EULER ~) unbewiesen stehende GMchung 

I I I I I I I I 371; 

(30) i + T + T + T + T + T + T + T + T  + ... 

deren linke Seite formal aus 

( I - - - ~ ) ( I  - - - ~ ) ( I  - - - [ ) ( I  - - - ~ ) ( I  - -  ~ ) ( I  + ~ ) ( I  + ~ 7 ) ' ' "  

entsteht, wo 2, 5 und die Primzahlen 4 m -I-3 das Minuszeichen, alle anderen Prim- 
zahlen das Pluszeichen haben. 

Hiermit babe ich in allen bisher unerledigten F~llen gezeigt~ dass EULER'S Vermu- 
tungen in jenem berahmten ftinfzehnten Kapitel <, De seriebus ex evolutione factorum 
ortis ~ des ersten Bandes der Introductio in analysin infinitorum richtig find; es 
freut reich besonders, im Andenken seines 2oo-j~thrigen Geburtstages ao) dies gefunden 
zu haben. Der Vollst~ndigkeit wegen bemerke ich, dass--abgesehen yon I) den schon 
bei EULER richtig abgeleiteten oder leicht beweisbaren Gleichungen, 2) den beiden erst 
i897 durch Herrn yon MA~GOLDT bewiesenen Gleichungen (2I) und (22) [nebst einer 
unmittelbaren Folgerung 8,) aus (22)] und 3) den zuerst von mir bewiesenen GM- 
chungen (26), (28), (29) und (30) - -  die Konvergenz aller abrigen EuLER'schen Reihen 
und Produkte aus jenem ftinfzehnten Kapitel schon vor 33 Jahren dutch eine klassi- 

as) 1. r S. 245. 
29) 1. c., S. 246. 
;30) Der am 15. April dieses Jahres gefeiert wurde. 
8~) Es handelt sich um die Tatsache, dims die durch formales Ausmultiplizieren des Produktes 

I 

I ~ .  I wo das Minuszeichen nut endlich vielen Primzahlen entspricht, entstehende Reihe kon- 

vergiert und = o ist. 
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sche Arbeit yon Herrn MERTENS 8a)bewiesen worden war;  jene Konvergenz folgt 
n~tmlich durchweg aus der dort aa) yon Herrn MERTENS zuerst bewiesenen Konvergenz 

der den F~tllen k - -  4, k --- 3 uud k = 8 entsprechenden Reihen a4). 

(3 i )  ~ Z ~ )  1 1 1  I I I 
- 3 -t s 7 i i  

( 3 2 )  Z T ~ ( P )  I I ~ I I + I I ~_ I 

p p 2 5 7 iI 13 17 I9 
und 

(33) ~ Z(P) ~ I ~ I i ~ ! . . . .  
P 3 5 7 + 11 I3 + ] 7  + 19 

und die Richtigkeit der betreffenden EUL~R'schen Relationen folgte hieraus in Verbin- 

dung mit der Tatsache, dass 

p s=~ i' 

ist. Da Herr MERTESS die Konvergenz yon 

y ? ( P )  
; P 

ffir jedes k und jeden yore Hauptcharakter verschiedenen Charakter bewiesen hat, so 
sind auch EULER'S Andeutungen am Schtusse as) des Kap. 15 durch Herrn MERTESS 
gerechffertigt: c~ Simili modo reliqu~e series, quas supra pro expressione arcuum cir- 
cularium invenimus, in factores transformari possunt, qui ex numeris primis consti- 
tuantur )~. 

f )  Bei M6BiUS ~ )  k o m m t -  mit vermeintlichem, abet unrichtigcm B e w e i s -  die 

Gleichung 
I I I I I I I __ 4 

(34) I - [  3 5 + - 7 - n t -  II - - ~ - -  ~S . . . . .  I7 + . . . .  - -  = 

vor, in welcher die linke Seite ~tie Reihe 

(35) Z (n) ('0 

bezeichnet, wo z (n )  der ambige Charakter modulo 4 ist, d.h. den oben in N ~ 3), b) 
erkl~rten Wert hat. Die Richtigkeit yon (34) ergibt sich erst aus der yon mir bewie- 

a2) Ein Beitrag :(ur analytiscloen Zahlentbeorie [Journal fi~r die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. LXXVIII (I874), S. 46-62]. 

3a) 1. c., S. 56 und 61. 
84) In (31) und (32) bedeutet z(n) den ambigen Charakter, in (33) einen der drei ambigen Cha- 

raktere. 
as) S. 252. 
a6) Uber eine besondere Art yon Umkebrung der Reiben l[Journal fi3r die reine und angewandte 

Mathematik, Bd. IX (i832), S. lO5-123], S. 123; Gesammelte Werke, Bd. IV (I887), S. 612 t. In der 

vorletzten ZeiIe dieser Arbeit steht beidemal versehentfich 4 statt ~ bei der Erw~ihnung einer EULER' 
4 

schen (jedoch erst spSter yon Herrn MERTENS bewiesenen) FormeL 
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(36) 
und 

(.37) 

senen Konvergenz aT) der zum Typus (23) gehSrigen Reihen 

~- ~,. (4 m -}- I) 
,~=o 4 m + I  

~--/z(gm + 3) 
~=o 4 m + 3  

4) Ich wende reich jetzt zu einer Arbeit CES.~RO'S aS), deren zahlre iche-  beim dama- 
ligen Stande der Wissenschaft meist unausffiHbare - -  Lficken ich s~imtlich unter Anwen- 
dung des Satzes (I) und der yon mir frfiher bewiesenen Konvergenz der Reihen (23) 
und (24) ausffillen werde ~);  es handelt sich durchweg um dieselbe unerlaubte Ver- 
tauschung zweier Grenzt~berg~inge, und es feh|t bei CESkRO stets nur der Nachweis, 
dass die entstehenden Reihen konvergieren. Allerdings ist dies die haupts~chlichste ft~r 
den vorliegenden Zweck zu fiberwindende Schwierigkeit. 

a) CESkRO ,o) beweist richtig, dass ffir s > I 

~.(I)  ~'(3) X ( j )  .__ / i  I_~_~r 
i s 3s + "'~s - -  " ' "  ~ 4s I L ( $ )  

ist, wo 

und 

I I I oo I 

= ' 7 + 7 + ' = 

I I I ~-")~( ) 
L ( s ) -  i 3' ]- 5' 7' + ' " = . = ,  ~" nn 

gesetzt ist, und schliesst daraus uncrlaubter Weise, indem er s - -  ~ setzt 4,), 

_ + x(s__) _ x (7___) + . . .  = 
I 3 $ 7 2 

Dies ist die schon oben yon mir bewiescne Gleichung (26). 
b) CESA.RO versteht unter to (n) dic Zahl 2 e, wenn p -~- ? (n) die Anzahl dcr ver- 

schiedenen Primfaktoren yon n ist; er schliesst richtig 42) f/Jr s ~ I 

~.(I)r  ~(3)r  ) ~ ( 5 ) o ) ( 5 )  ( I ) ~ ( 2 s )  
i s - -  ~s + ss - -  " ' "  ---" I - -  7 ( L ( s ) )  2 

aT) Auch hier ist (vergl. Anm. 26) direkt die Konvergenz yon (35) aui etwas weniger langem 
Wege beweisbar als die Konvergenz yon (36) und (37). Die Anweridung des CAocHY'schen Integral- 
satzes und der R1~MAlqN'schen Zetafunktion nebst verwandten Funktionen l~tsst sich beim gegenw/irtigen 

Stande der Wissenschaft nicht umgehen.. 

8s) Sur le rdle arithm~tique de sin ~ x [-Annaii di Matematica pura ed applicata, Ser. II, Bd. XIII 
2 

(I885) , S. 315-322]. Diese Arbeit ist auch in della Sammelband Excursions aritbmgtiques ~ l'infini (Paris, 
Hermann, 1885) auf S. 81-88 abgedruckt. 

39) Ich ver~indere C~sARo's Bezeichnungen der Gleichmfissigkeit wegen, indem ich s statt m, ~(s) 

start sin, L (s) start *,, schreibe. 
4o) i. c., S. 318 bezw. 84. 

4~) 1. c., S. 319 bezw. 85 . 
42) 1. % S. 319 bezw. 85 . 

Rend. Circ. Malem. Palermo, t. XXIV (2 ̀) sem. ~9o7).--Stampato il a6 luglio 19o 7. x 3 
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und daraus unerlaubter Weise 

(38) X(x)o~(~) _ X(3)o~(3) + x(5)o,(5) . . . .  = 2 .  
I 3 5 

Den fehlenden Konvergenzbeweis der Reihe auf der linken Seite yon (38) kann ich 
folgendermassen erbringen und behandle dabei gleich den allgemeineren Fall, dass ich 
die Konvergenz der Reihe 

(39) ~- z(n)?'(n)~ 

nachweisen werde, w o k  bdiebig und Z (n) dn beliebiger Charakter rood. k ist. 
Nach dnem yon mir a.a.O, ca) bewiesenen Satz ist 

o(x) U ( x )  = y V.(n) = l o V ~  �9 
n~x  
n~h 

Daraus folgt 

n n n n ~ -  i x -~- I 
n ~ b  

--'- = , log3n n~ + 0 m 0 , 

also ffir jeden Charakter 

W e n n  n u n  

5-- z (,O__v- ( ,0  _ s ,  

5 -- z ( n ) e ( ' O  - s 
t l ~  I n 

gesetzt wird, so ist 

S x = S + O  

wenn das formale DIRICHLET'sche Produkt der Reihe 

mit sich selbst gleich 

gesetzt wird, d.h. 

48) Vergl. die in Anm. x5 genannte Arbeit, S. 79. 
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ist, so ist 

r 
2 ~n --- 2 Z ~.(n)[J.(lZ) S - -  (SI/~-)= 44) 

1/7 S ~' 
= 2 z z ( n ) ~ ( n )  (s x - s i / ) - 3 f - ( i / x ) ,  

t /  

. . . . .  - ~ i o g ~ ( l / x )  - -  O \ ~ = - - ~ j  - -  0 ~ l o g x  = { i i ,  

wo {f(x)} zur Abkfirzung eine Funktion yon x bezeichnet, deren Quotient durch f (x )  
far x - - o o  den Limes o hat, speziell also Ill eine solche, welche selbst den Limes o 
hat. Es ist daher 

o0 x 

)-- [5. = tim ~ ~. --- lim(Sv-2)''-- S ~ . 
~ I  X ~ c o  X ~ o o  

Die konvergente Reihe 

werde nun nach der DIRICHLET'schen RegeI mit der absolut konvergenten Reihe 

multipliziert, wo 

% _  Z (n) far Quadratzahlen, 
n 

~ - - o  far nicht quadratische n 

ist. So entsteht die nach Satz (I) konvergente Reihe 

WO 

n zl ~ 

~o 

}-- "I'., 

(") 
main - ~  

( ' )  v . (O  - ,, 
n 

44) Diese wohlbekannte Identit~it 

ImLx I=~ =x im 

steht far i z = i schon bei MV.lSS~.L auf S. 8 bezw. 3o6 der Observationes quaedam in r numerorum 

[Berolini, typis A. G. Haynii, I85o und Journal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. XLVIII 
(1854), S. 3oi-316]. Letztere Gleichung pflegt mit Unrecht anderen Autoren zugeschrieben zu werden. 
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ist; die Summe 

besteht offenbar aus so vielen yon Null verschiedenen und dcn Weft k(n)besitzenden 
Gliedern, als n quadratffeie Teller besitzt. Daher ist, da o~(n) die Anzahl der qua- 
dratffeien Teller yon n angibt, 

z (n) ('0 (') 
n 

und die Konvergenz der Reihe (39), also speziell die Richtigkeit der Gleichung (38) 
ist bewiesen. 

c) CESkRO stellt richtig cs) lest, dass s s ~ 2 

q~(I) q~(3)  ,~(5) r(7)  L ( s -  1) 
I' 3' -[- 5 ' -  7' + " ' " - - -  L(s) 

ist, wo q,(n) die EULER'sche Funktion bezeichnet. Seine ohne n~ihere Begr/.indung uner- 
laubte Folgerung, dass 

tp(1) r  q)(5) ~P(7) L(I )  
(40) I" 3' -[- 5' 7' + . . . .  L ( 2 ) - -  4L(2) 

ist, werde ich durch den Nachweis rechffertigen, dass allgemein fClr jedes k und jeden 
yore Hauptcharakter verschiedenen Charakter 

konvergiert. 
Diese Reihe ist n~imlich das DIRICHLET'sche Produkt der konvergenten Reihe 

(4i) $ 
mit der absolut konvergenten Reihe 

.=, ~ ; 
in der Tat ist 

/In " - ~  

Von den bier bisher behandelten C~skRo'schen Gleichungen ist (4 o) die einzige, 
bei welcher Cv.skRo selbst den Beweis der Richtigkeit h~itte fahren k6nnen; denn die 
Konvergenz yon (41) ist ja trivial, sodass keine neueren transzendenten Hilfsmittel 
herangezogen wurden. Ubrigens ergibt sich auf diesem Wege unmittelbar for s ~> I 

L ( , )  - - -  n = x  n s - x  n = ~  f t s  n = ~  - T n  " 

4s) L c., S. 319 bezw. 85. 



OBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET~SCHER REIHEN. I 0 I  

Dagegen ist die Reihe 

offenbar divergent, obgleich 

~- z(n)~(~) 
n ~ i  n 

lira 5- Z(n)V(~) 

existiert. CES]iRO hat also mit richtigem Geffihl die unerlaubte Schlussweise nur in 
solchen F~illen angewandt, in denen sich das Resultat sp~iter als wahr ergeben hat. 

d) Aus der ffir s ~ I giltigen Gleichung 

~ ( i )  ~(3)  ~(s)  . . .  _ r  ~ 
i ~ 3 ~ "31- 5---7--- - -  (4s i)~(2S) 

schliesst CES,kRO 4s) ungerechtfertigter Weise, dass 

coO__)) _ ~(3__~) + ~~ (5___)) . . . .  = 

i 3 5 2 

sei. Diese Gleichung beweise ich, indem ich allgemein die Konvergenz von 

(42) s Z (n)~ (n) 

for jedes k und jeden yore Hauptcharakter verschiedenen Charakter folgendermassen 
feststelle. 

Ich zeige zuniichst, dass das DIRmHLET'sche Qua&at 

konvergiert. Dies folgt zwar nicht aus dem Satz (I), aber, wenn 

n ~  i n 

gesetzt wird, mit Leichtigkeit aus der bekannten Restabsch~ttzung 

durch die Schlfisse: 
r 

- -  R ' ~.=2  y Z ( " ) R ~  ( ), 

s ~n __ (el/x)2 = 2 ~  ~(n) ( R -- O ~  I I 
. = ,  . = ,  n --~ Re-;)= .=,n l/~- 

y ~ . = R  ~. 

-If}, 

4s) I. % S. 319 bezw. 85. 
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Nun ist 

n n 

bezeichnet. Wenn daher 

z(1913.(0 

wo T(n) die Anzahl der Teller yon n 

nfit der absolut konvergenten Reihe 

multipliziert wird, wo 

0~12 

% = o for nicht quadratische n 

ist, so r rich wegen 

~ -  1 ~ n n n 
t t~l~ T" 

die Konvergenz 47) der Reihe (4 2) und die Gleichung 

o(~)  __,o(3 ) + ,o(5) . . . .  _ 
o 

1 3 5 2 

e) CES.kRO bestimmt ferner 4s) auf heuristischem Wege mit richtigem Endresultat 

die Werte der Reihen 

__ ) . (  l l  ) X ( I 4 )  7,(i) X(4 ) {_ X(6) ).(9) + __ + . . . ,  
1 4 6 9 11 14 

und 

x(2) x(3) j_x(7) x(8) -t x ( i 2 ) _ x ( i 3 ) + . . . ,  
2 3 7 8 12 13 

[3.(6) [3.(9 ) [3. (11) [3.(14) tz(I) if(4) _{_ [ _{._ . . .  
i 4 6 9 11 14 

[3.(2) /~(3) F- V.(7) [3.(8) + [3.(i2) ~'(~3) ~_ " " ,  
2 .3 7 8 12 13 

deren Konvergenz zuerst durch meine Behandlung yon (23) und (24) bewiesen wurde; 

47) Aus dem hier sp~ter in ~ 3 erwfihnten STmLTJES'schen Satz (IV) folgt iibrigens die Konver- 

genz der Reihe 
~ ('0 ,o ('0_ 

I f~r s > q - .  

48) 1. c., S. 32I bezw. 87. 
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die Verteihmg der Plus- und Minuszeichen in jenen vier Reihen ist ja dutch arithme- 
tische Progressionen modulo 5 bestimmt. Jedenfalls hatte CESkRO einige der von Herrn 
KLUYVER 49) sp~iter gleichfalls heuristisch erhaltenen Relationen schon besessen. 

f )  F~r CESKRO'S Formeln So) 

(43) ~( I )  ~(4) ~ ( 6 )  ~ ( 9 ) + ~ ( I I )  ~(I4)-n t- . - . =  I 
I 4 6 9 iI  14 

und 
~(2) w(3) f ~(7) ~(83 ~(I2) ~(I3)__1_ . . .  I 

(44) 2 3 7 8 "q- 12 I 3 = - 2 -  

folgt der fehlende Konvergenzbeweis der linken Seitcn leicht aus der oben bewiesenen 
Konvergenz von (42); denn for k - - 5  und den Charakter 

Z ( n ) - - o ,  I, i , - - i , - - I  ffir n ~ o ,  I, 2, 3, 4(mod. 5) 

ergibt sich die Konvergenz yon 

o,(6) ico(7 ) o,(8) o~(9 ) coO) + i,,,(2) i ' ( 3 )  0,(4) + + i + . . .  
i 2 3 4 6 7 8 9 

und damit der linken Seiten von (43) und (44). 
g) Nur ftir zwei in der vorliegenden Arbeit CESkRO'S vorkommende unendliche 

Reihen vermag ich die Konvergenz ffir Cv.skRo's Gliederanordnung nicht zu beweisen 
und auch nicht zu widerlegen; jedoch entspricht jene Anordnung offenbar nicht dem, 
was Cv.SkRO hat sagen wollen, und bei der nattirlichen Anordnung der in Betracht 
kommenden Doppelsummen- n~imlich nach wachsenden Werten des Nenners -  kann 
ich jene Konvergenz beweisen. Der Wert der Reihen ist allerdings ein anderer als bei 
CESkRO ;doch liegt bei ihm nur ein Rechenfehler 5~) vor, der sich dutch einige Formeln 
zieht und leicht beseitigt werden kann. CESkRO stelk eine for s > I giltige Identit~it s~) 
for die dort absolut konvergente Doppelreihe 

auf, welche in berichtigter Form 

( (2S)y 5- ; )  - ( ) y=)C-- I - -  ~(2s) (x + 
lautet, und berechnet daraus durch vermeintlichen Grenzfibergang einen Wert ffir 

X (x ~ + YO 
(46) s s x ~ y~ 

x~I y~I + 

49) Vergl. die in Anm. 2o genannte Arbeit, S. 438-439 . 
50) 1. c., S. 32I bezw. 87. 

sx) In der von ihm mit (4) bezeichneten Formel aut S. 316 bezw. 82 muss ~ = ~  statt 

J(n) stehn. Dies Versehen zieht sich bis zur Mitre der S. 318 bezw. 84 hin. 
Sam ~--- n = l  

s2) 1. r S. 3x7 bezw. 83 . 
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Diese Schreibweise verlangt, erst nach y, dann nach x zu summieren, und in die- 
sere Sinne vermag ich nicht zu entscheiden, ob der Ausdru& (46) konvergiert oder 
nicht. Ich will jedoch die Behauptung yon CESKRO- der offenbar nicht beachtet hat, 
dass es auf die Reihenfolge der Glieder a n k o m m t -  so interpretieren, dass die Kon- 
vergenz yon 

(47) 2 ),(n)f(n) 
n ~ l  n 

bewiesen werden soll, wo f(n) die AnzahI der Zerlegungen von u in zwei positive 
Quadrate ist; dies kann ich beweisen, und damit ist dann auch die Konvergenz der Reihe 

~(x ~ + v ~) 
x~+/  

bewiesen, wenn die Wertepaare x, y nach wachsendem x ' +  y~ geordnet sind und die 
Reihenfolge der Wertepaare mit gleicher Quadratsumme unerheblich ist; denn die Sum- 
me der absoluten Betfiige der Glieder, in welchen x ~ +  y ~ - - n  ist, hat offenbar ffir 
n - -  oo den Grenzwert o. 

Bekanntlich ist f(n) ftir nichtquadratische n gleich dem Uberschuss der Anzahl der 
Teller 4 v + I von n fiber die Anzahl der Teller 4 v -{- 3 von n, ftir quadratische n 
um I kleiner; &her ist s s > I 

(48 ) 

=~x(~) ~(2) x(3) , - ~ +  F _ +  F_ + ...) (~0) 

)~(n)f(n) 

~ + - Y -  .=~ -~ 

- -  ~ 

r~ s rr s r~ 2s 
~ i i  g = i  n = l  

P - ~(2s 

= 17I, 
womit (45)bewiesen ist. Man sieht, dass ich ffir den Konvergenzbeweis yon (47) 
nur n6tig habe, die DIRICHLET'sche Multiplikation der beiden bedingt konvergenten 
Reihen 

2 ~'(n) = ~ 
t t = I  n 

~- ~(n)X(.) 
n ~ i  n 

und 

zu rechffertigen. Da nach meinen fraheren Untersuchungen sa) 

Ss) Die in der Anm. 16 genannte Formel entMlt dies und es folgt auch ohne Schwierigkeit aus 

meiner fraheren Relation 

n s  

n = _ b  
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ist, so ist, wenn 

C n 

gesetzt wird, 

folglich 

n-~b 

~" ) ' (n )  - -  R~,, 
* l ~ I  n 

"~- Z (n) X (n) __ & ,  

~- z ( n ) X ( n ) -  S, 
n ~ I  n 

(n ) (n )__)~(n)~z(_~)__)~(n)~z(1) 
= o ( + )  

o(+).  

.=,T-- S.. + 

V7 r 
= y__ ~(~(s~ - s) + y z 

r r 

= o y ' i ( ; )  + o y  .... n log , ,=, 

= o i l o g ~  

n ~ t  

Aus (4 8) folgt also 

(")nx (~) ~,~ -- Rr Sr + Rr S 

I I 

C n 

n 

X(n)f(n) ~j~2 

2 .  ~ ( 2 )  - 

Analog beweise ich die yon CES~RO S4) stillschweigend vorausgesetzte Konvergenz 
von 

~- X(n)f(n)log n 

folgendermassen. Ffir s ~ i i s t  nach (4 8) 

X(n)f(n) log n 

__ __ ~- ), (n) log n n ,  .~-Z ('0k(n)n' 2. __::7. ~ Z ~  ~,(n) (n)~,(nn)logn + 2 ~  lOgnn 2' 

s4)  L c., S. V7 bezw. 8 3 . 

Rend. Cir~. Matem. Palermo, t. XXIV (~o sere. x9o7). - -  Stampato il z6 luglio 19o 7. x4 
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und die Aufgabe besteht lediglich darin, die DIRICHLET'sche Multiptikation von 

2 }~ (n) log n . 2 Z (n) ;~ (n) 
n = I  n n ~  n 

(49) 
und 

(5o) 
~. (n) (n) ;< (n) log n 

zu rechffertigen. Nach der frfiher yon mir bewiesenen Relation ss) 

= O(,o+x) 
n~x 
n~h 

konvergieren die vier in (49) und (50) auftretenden Reihen so stark, dass 

ist. Wird 

gesetzt, so ist also 

2 )'(n)l~ I ) 
n = x + I  n ~ 0 " *  

n = x +  x n - -  

(+) ~,(n) = 0 
n = x +  I n 

s ).(n)log n L, 

2 z (,0~(.) _ ~,  
~t~i n 

d = ' Y - ; ~ ( 1 ) l o g / z ( ~ ) ; ~ ( / )  

2 a _ ~(,)1ogn V~ + Z(')X(~)T~ 

2 d ~ ~(n)log n (U• ~- z(n))'(n) T - -  
.=~ n T 2 -  U(2- = .=~Z n ,, - -  UVT) -~- ,,_"~ n ( ~_ TV~- ) 

r _ /log2xX o [ l o g x • _ . _ l l I .  ",--- 0 log n I I I 
,=, n log3(l/x) + 0 , ~  n log 2 ( 1 / x ) - O { ~ ) +  \ ~ . !  

Damit ist die DIRICHLET'sche Multiplikation in (49) gerechffertigt, und far (50) ergibt 

8s) Vergl. Anm. I6 und 53. Es ist sogar fi~r jedes m aufGrund meiner frflheren Untersuchungen 

n~x 
n ' ~ h  
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sie sich w6rtlich ebenso. Die Wertbestimmung liefert 

;~(n)f(n) Iogn _ ?,(n)log n Z('z)?'@) + --7- n .=~ 
_ _  - .  �9 2 n2 

n= ~ n ,+= ~ fl n= ~ ?l n="'i 

++2 ++ ~- [ogn __ ++3 5_log n 
- -  . . . . .  2 n2 2 h i '  " 6 2 ,,=~ 12 n=t 

Die vorangehenden Bemerkungen in diesem Paragraphen waren durch den STIELTJES' 
schen Satz (I) verantasst; derselbe war nicht imstande, die Hauptschwierigkeiten der 
betreffenden Konvergenzbeweise zu beseitigen, sondern nur einige Rechnungen zu 

vereinfachen. 
5) Meine ausftihrlichen Erg~inzungen zu CeskRo's Arbeit, welche fast durchweg die 

Richtigkeit seiner Vermutungen ergaben, seien ein Tribut der Dankbarkdt far die vielen 
Anregungen, die ich namentlich in der analytischen Zahlentheorie den Abhandlungen 
dieses hervorragenden Mathematikers verdanke, dessen frtiher Tod von der wissen- 
schaftlichen Welt betrauert wird. Auf die Resultate in sdnem Werke 56) , Excursions 
arithmgtiques d l'infini >>, dem ich jenen Stoff entnommen habe, hatte CES3-RO stets 
grosses Gewicht gelegt, wie in dem sch6nen Nachrufe hervorgehoben ist, den ibm Herr 
ALASIA S?) gewidmet hat. Wenn CEs.kao auch in seinen ersten A r b e i t e n -  und die 
Excursions aritbmdtiques fallen in die erste Periode seines Schaffens-  noch unstrenge 
Methoden Mufig angewendet hat (oft mit ausdrficklicher Betonung ihrer Unzul~ing- 
lichkeit) ss), so war er doch sp~iter als Meister der exakten Forschung bekannt, und 
die Wissenschaft verdankt ihm vide allgemeine Grenzwerts~itze. Abet neue allgemeine 
Grenzwerts~itze werden nut in den seltensten F~illen dazu beitragen k6nnen, die ganz 
besonderen Schwierigkeiten zu tiberwinden, welche die Primzahltheorie geboten hat, und 
obgMch CES)iRO auch in der Zahlentheorie sehr viel geleistet hat, so hat er doch aus 
dem angegebenen Grunde in der Primzahltheorie keinen wesenflichen Fortschritt ge- 
macht. In dem Nachruf der ~ Revue g~n&ale des sciences pures et appliqu&s ~ ~), 
dessen warmer Ton reich sehr sympathisch berflhrt, werden CES~.RO mit folgenden 
Worten gerade in der Primzahltheorie Verdienste zugeschricben, die ihm nicht zukommen 
und die er auch garnicht ffir sich in Anspruch genommen hat: , Le jeune g&om&re 
porta son attention sur la th~orie des nombres et les lois asymptotiques si cach&s aux- 
quelles elles conduit: avant tout, sur la plus myst&ieuse de toutes, la distribution des 
nombres premiers. TCBEBYCHEFF avait publi~ ses c&l&bres travaux sur cette question et ob- 
tenu, par sa puissante m&hode, une expression approch& du produit des hombres premiers 
inf&ieurs Jt une quantit~ quelconque donn&. Mais il n'avait pas poursuivi jusqu'au bout 

S6) Vergl.  Anm.  38. 

sT) ERNEST CESkRO, r859-r9o6 [L 'Ense ignement  Math~matique,  Bd. IX (I9O7) , S. 5-23], S. I2. 

5s)  Z. B. geht  seiner  Arbei t  Sull'uso dell'integra~ione in alcune questioni d'aritmetica [Rendiconfi  

del Circolo Matematico di Palermo,  Bd. I (1887) , S. 293-298], in welcher  er auf  unr icht igem Wege  zu 

den Gle ichungen (21) und (22) gelangt,  das von Herrn  J. TANNERY s tammende  Motto  voran  : <, M~me 

en math~matiques  c'est souvent  par des chemins  peu stirs qu 'on  va 5 la d&ouver t e  ,,. 

89) Bd. XVII I  ( t9o7) ,  S. x29-I3 o. 
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les consequences de sa d&ouverte;  beaucoup de questions relatives ~ ce sujet restaient 

~lucider, beaucoup de r6sultats ~ pr~ciser. C'est k cette t~che que se voua surtout 

CES.kRO. C'est ainsi qu'il put resserrer notablement les lilnites indiqu~es par le g~om~tre 

russe: la formule d'approximation qu'il proposa, pour la substituer ,~ celle de TCHEBY- 

CHEFF 1 ne le cSde en exactitude qu',-t une seule autre, celle que fournissent les profondes 

m&hodes de RIEMAN~. C'est ainsi ~galement qu'il parvint ~t d6montrer l'expression 

obtenue empiriquement par PERVOUCHINE, pour le n ~m~ nombre premier, et qu'on lui dolt 

une ~valuation asymptotique pour les produits si int&essants que l'on obtient en mul- 
I 

tipliant entre eux les facteurs de la forme I . . . .  (off les p sont les nombres pre- 
P 

miers cons~cutifs) et auxquels conduit naturellement l'&ude de la fonction [ (s) pour 

s - -  I ~). Hiergegen wende ich folgendes ein. 

a) TSCHEBYSCHWF'S Hauptresultate fiber die Verteilung der Primzahlen liegen in 

den beiden Sstzen: 

(c Wenn ~ (x) die Anzahl der Primzahlen ~ x bezeichnet, so gibt es far jedes ~ > o 

und jedes n unendlich viele ganze Zahlen, ffir welche 

f 2  ~ d u o~x 
( x ) )  log u log" x 

ist, und unendlich viele ganze Zahlen, far welche 

f * d u o~ x 
(x) < log u -Jr- log" x 

ist ~ 6o). 

. Es giebt zwei positive Konstanten A, B, so dass ftir alle x ~ 2 

A__Y_x x 
ist ~ 6~). log x < ~ (x) < B log----x 

Aus dem ersteren Satz zog TSCHEBYSCHEF U. a. die Folgerung: 
(( Wenn die durch die Gleichung 

X 

( x )  _ ( x )  (50  

definierte Funktion ~ (x) ftir x = ~ einen Grenzwert besitzt, so ist derselbe m I ~) % 

60) Dies ist der cc II~mc th6or6me ~ in TSCHEBYSCHEF'S Abhandlung Sur la fonctlon qul ddter- 
mine la totalit~ des nombres premiers inf~rieurs ?tune limite donnde [M6moires pr6sent6s ~t l'Acad6mie 
Imp6riale des Sciences de St.-P&ersbourg par divers savants, Bd. VI 0850; Journal de Math6ma- 
tiques pures et appliqu6es, Ser. I, Bd. XVlI 0852); OEuvres, Bd. I (I899)]. 

6x) Dies Et'gebnis liegt im ~ 9 yon TSCHEBYSCHEF'S M~moire sur les hombres premiers [Journal de 
Math~matiques pures et appliqu~es, Ser. I, Bd. XVII (1852); M6moires pr~sent6s 5 l'Academie Imp6- 
rifle de St.-P6tersbourg par divers savants, Bd. VII (I854) ; (Euvres, Bd. I (1899)]. 

62) Vergl. S. 148 bezw. S. 352 bezw. S. 38 der in Anm. 60 genannten Arbeit. 
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In diesem Sinne ist TSCttEBYSCHEF'S N~iherungsformel 

x 
log x - -  I 

ftir r,(x) zu verstehen. 
In demselben Sinne stellte CEskto 6a) far x(x)  die Naherungsformel 

x 

I 3 
(52) logx - -  I logx log ' x 

lest, auf welche der Verfasser des Nachrufs in dem Satze : c~ c'est ainsi qu'il . . . RIE- 
M^NS ~ anspielt; d.h. CES.kRO bewies auf neuem Wege die Tatsache, welche bereits 
aus TSCHEBYSCHEF'S oben an erster Stelle genanntem Satz unmittelbar folgt, dass die 
durch die Gleichung 

(53) 
= 

i 
log x - -  I log----x + log ~ x 

definierte Funktion ~(x) sich ftir x = oo keinem yon - -  3 verschiedenen Grenzwert 
n~ihern kann. Es ist also unrichtig, dass CrskRo eine bessere Formel als TSCHEBVSCHEF 
gefunden habe; TSCHEBYSCttEr bewies 64) sogar als Folgerung seines Satzes ausdr/~ck- 
lich, dass die durch 

x i ! x  2 !x  ( n -  2 ) !x  t-  (x)x 
(54) ~(x) - -  logx + log ~x + ~ + ' "  + log "-~ x log"x 

definierte Funktion ~ (x ) f i i r x - - -oo  keinen anderen Grenzwert als ( n - - I ) !  haben 
kann, worin ffir n - - - 4  CESkRO'S Resultat unmittelbar enthalten ist. 

b) Auch die Bemerkung, dass nut die RIEiAN~l'sche Primzahlformel besser als 
die C~.s;~ao'sche sei, ist s Denn durch Anwendung der TSCHEBYSCHEF'schen Glei- 
chung (54) auf die Werte -~- 5, 67 7, . . .  ergeben sich unendlich viele N~iherungsformeln, 
deren jede besser ist als die vorige und deren erste besser als die CESkRO'sche (52)ist. 
Die bei diesen Formeln auftretenden Zahlenkoeflqzienten hat Herr AJELCO e6) n~iher 
untersucht und bei diesen leichten Folgerungen, die sich (wie er auch erw~ihnt)schon 
aus TSCHEI3VSCH~F'S Untersuchungen ergeben~ keine prinzipielle Schwierigkeit angetroffen. 
L!brigens hat CEs.kao 66) selbst auf diese Kette yon Formeln, deren jede besser als die 
vorige ist, ohne Ausffihrung jener Zahlenrechnungen aufmerksam gemacht und garnicht 
geglaubt, mehr bewiesen zu haben, als TSCHEBYSCHEF bekannt war. 

c) PERVOUCHIN~ war' empirisch zu einer N~iherungsformel f~ir die n te Primzahl p. 

6a) Nuova contribuzione ai principii fondamentali dell'aritmetica assintotica [Atti della R. Accademia 
delle Scienze fisiche e matematiche di Napoli, Serie II, Bd. VI (I894), No. II ,  S. 1-23] , S. 23. 

64) 1. c., S. 152 bezw. S. 358 bezw. S. 43. 
6s) Sul numero dei humeri primi inferiori ad un dato limite [Giornale di Matematiche, Bd. XXXIV 

(I896), S. I4~2o]. 
6s) I. c., S. 23. 
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gelangt. CES)tRO 67) bewies nicht diese NSherungsformel, wie in dem obigen Zitat steht; 

sondern er zeigte, dass, wenn es ftir p,, einen bis zu der Ordnung n (einschliesslich) 
log * n 

genauen Ausdruck gibt, dies nur der Ausdruck 

log log n - -  2 
(55) n logn n t- loglogn - -  I + logn 

(log log n) ~ - -  6 log log n + I I '/ 
2 (log n) ~ ] 

sein kann, welcher nicht mit dem PERVOUCHINE'schen fibereinstimmt. CESARO bewies 
aber nicht etwa, dass der Ausdruck (55) wirklich mit einem Fehler, dessen Quotient 

n 
dutch ~ ffir n ----- ~ den Limes o hat, gleich p. ist. Diese Tatsache, sowie die 

Gleichung 
l i m z ( x ) = - -  i 
x ~ o  

und die Gleichung 
lira 8 (x) = - -  3 
x=c~o 

for die durch und (53) definierten Funktionen , (x)  und 8(x) ergab sich erst aus 
einer neueren bahnbrechenden Arbeit yon Herrn DE LA VALL~E POUSSlN 6s), welcher 

den Satz 

( f'd.  (56) ~=~lim lOg"x x ~(x)  - -  .]~ log u ]  - -  o 

bewies. H~ttte CESXRO die PERVOUCHI~E'sche Formel in ihrer ursprfinglichen Form oder 

ihrer berichtigten Form (55) bewiesen, so wfirde daraus u.a. leicht 

Y log p 
lira P-~ -'- I 
x = ~  X 

(57) 

und 

(s8) lira ~ ( x )  l o g  x _ I 
x=~o X 

folgen ; diese beiden SStze (57) und (58) [welche weniger besagen als (56)] sind auch 
erst yon den Herren HADAMARD ~)  und DE L.a VALL~E PoussI• ~o)bewiesen worden. 

d) Zum Schlusssatz c~ on lui doit etc. ,~ bemerke ich, dass CEsXr(o an der betref- 
fenden Stelle 7~)mit seiner Methode weniger erhiflt, als schon bekannt war. Herr 

67) Sur une formule empirique de M. PERVOUCHINE [Comptes rendus hebdomadaires des s4ances 
de l'Acad~mie des Sciences (Paris), Bd. CXlX (i894), S. 848-849]. 

68) Sur la fonclion ~ (s) de RIEMAlqN et Ie hombre des nombres premiers infbrieurs ~ une limite donnbe 
[M~moires couronn~s et autres m~moires publi~s par l'Acad~mie Royale de Belgique, Bd. LIX (i899), 

S. 1-74 ]. 
60) Sur la distribution des ~(dros de la fonction ~ (s) et ses consdquences arithmbtiques [Bulletin de la 

SociLt~ Math~matique de France, Bd. XXIV (1896), S. I99-22o]. 
70) Recbercbes analytiques sur Ia tbdorie des hombres premiers [Annales de la Soci&~ Scientifique de 

Bruxelles, Bd. XX, Tell II (i896)] , S. 183-256 und S. 36o-361. 
7 x) VergL die in Anm. 63 zifierte Arbeit, S. 2(>21. 
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MERTEXS 72) (den CESfiRO auch zitiert) hatte u.a. bewiesen, dass 

(59) x=~lim log x I P 

ist, wo C die EULER'sche Konstante bezeichnet. CESkRO'S Schlfisse beweisen nur: wenn 

p 

existiert, so ist dieser Grenzwert ~ e-C; sie ffihren also nicht zur Gleichung (59). 

Beweis  einiger S~itze von Stieltjes fiber die Multiplikation konvergenter 
Reihen nach der Dirichlet'schen Regel. 

Aus der absoluten Konvergenz yon 

und der Konvergenz yon 

folgt nach Satz (I) die Konvergenz yon 

~-y~,  

wo 

l 
ist. 

Es seien nun die beiden DIRICHLET'schen Reihen 

s 

und 
bn 

(2 )  s nS 

ffir s ~ ~ konvergent. Dann sind ( I )  und (2) bekanntlich ffir s > ~ q - I  absolut 
konvergent; denn fflr s > ~ -I- I sind, wenn p zwischen a (exkl.) und s - -  ~ (exkl.) 
gew~ihlt wird, 

tl=I " - ~  

72) Vergl. die in Anm. 32 zitierte Arbeit, S. ~3. 
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und 

konvergent, sodass 

b~ 

lira 7 [  = o, 

Ih.J 
lira i-,,, __ o 
n=~ n p 

ist, woraus die absolute Konvergenz yon (1) und ( 2 )  folgt. 
Es ist also, wenn 

c : z~a tb ,  
Y 

gesetzt wird, 

(3) ~ - C n 

ftir s ~ ~ + I konvergent, und der Satz (I) wiirde nicht mehr ergeben. Die Konver- 
genzabszisse yon (3) ist also h6chstens um I gr6sser als die gr6ssere der beiden Kon- 

vergenzabszissen yon ( i )  und (2). 
Nun hat STmLTJES ohne Beweis im Jahre I885 78) den Satz (III) und im Jahre 

i887 74) die S~itze (IV) und (V) ausgesprochen, von denen ( I I I ) in  (V)enthalten ist. 
Ich will diese drei S~itze beweisen und zweifle tibrigens nicht daran, dass die Beweise, 
welche STIELTJES besessen und nur nicht publiziert hat, richtig waren. Die S~itze lauten: 

(III) : Wenn  ( I )  und (2) f i i r  s = ? konvergieren, f i ir  s = ? + v (wo x ~ o ist) 

absolut konvergieren, so konvergiert (3) f i i r  s --- ? 7 t- ~ - - .  

I 
(iv): wenn 0 )  ,,nd (2)far s  o vergie  n. so ko.w gi rt (3 ) far ,  = p + 5-" 

(V):  Wenn  (1) und (2) f i i r  s : ? konvergieren, ( I )  f i i r  s : ? -Jr x (wo .: ". .  o 

ist) absolut konvergiert und (2) f i i r  s : ? -{- v' (wo v' ~ o und v -~- v'  > o ist) absolut 
.r162 

konvergiert, so ist (3) f i i r  s : ? + v -~- ,~' konvergent. 

(III) ist ftir -r : o trivial, for -~ > o zu beweisen. (IV) besagt, dass die Konver- 

genzabszisse yon (3) unter allen Umst~inden h6chstens um ~ gr6sser ist, als die gr6s- 

sere der beiden Konvergenzabszissen yon ( i )  und (2). (IV) ist nicht etwa als Spezialfall 
"r - -  I in (III) enthalten ; denn aus der Konvergenz der Reihen (I)  und (2) ftir s : 
folgt nicht ihre absolute Konvergenz for s : p + I. (V) ist for v - -  o, v' ~ o oder 
~ '>  o, ~ " =  o der Satz (I) und ftir -r  o, v ' >  o zu beweisen. (V)enth~ilt for ~---v' 

den Satz (III). 

78) Sur une loi asymptotique darts la tblorie des nombres [Comptes rendus hebdomadaires des s~auces 

de l'Acad~mie des Sciences (Paris), Bd. CI (1885), S. 368-37o], S. 369 . 
74) Vergl. die in Anm. 7 zitierte Arbeit, S. 215. 
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Ich habe also nur (IV) und ffir v > o, -~' > o (V) zu beweisen. 
Beweis yon (IV): Es werde 

an 

b. 
n-- V - -  ~ . ,  

Y~,~. =~,. 
lJn 1 

gesetzt. Dann ist die Konvergenz yon 

(60) 
zu beweisen, wenn diejenige yon 

und 

vorausgesetzt wird. 
Es werde noch 

gesetzt; dann konvergiert 

~ n  

2 ~ n  

00 

YL 

n =  t 

5- ~ n  - - ' -  , 4  

~tt 

und zwar ist (i 

ebenso ergibt sich 

= - t c x i  
Nun ist 

m=, ~ V '  =1/ 

r  

r ~ r p. 

r %) 

=lll+l~l=l~t, 

x 

-- 5 - ~  Cm n =  i m ~  i 

Ile~d. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (2 o sere. 19o7).-  Stampato il 2 9 luglio x9o 7. 

A x - - i  ~ A 

Cx 
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~,~ ~n'2 ~" 
womit die Konvergenz yon (60), also der Satz (IV) bewiesen ist. 

Bewds yon (V):  Wenn 

a n 

rt ~ --" ~ ,  

b n 

n--~ = ~ . ,  

gesetzt wird, so sind nach Voraussetzung die vier Reihen 
o0  

Z ~ n 9  

~- iL ,  

. = l  n T 

und 

21~:1 
konvergent; zu beweisen ist die Konvergenz yon 

3-" ,r,rF - 

t , = i  n ~ + ' r  r 

Es ist 
" [ n "  x z ~5 I~ _, ,,-I .I I~.r = ~_ =~ L . ,  / ~ - =  O(x'), 

ebenso 

f e f i l e r~  WeIlI1  

gesetzt wird, 

~-I~.1 = o (x~'), 

x 

Z ~(n - -  A x  

oo 

,.c,.c t - -  , i t  ,17 f 

.=x  n ~-~-4x' ,,=:, n 'r+'r' 

n,r~-r 

i i I _  _ 
, i - ,~t  ,F,.~P ,t-,l- r 
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und ebenso 

Hieraus ergibt sich 

- 

TT v -- ~TV " 

,,= n~+~' x;r+V 

x x T+Tt r 

T~ v TT v / TT t 

~T+T v + "t- 

x 

_ _ Z ~ . _ _  9., 
- -  TTt ,i-,l- t 

T T t T 

XT+T P XT+T t xT+T t oo 

n = n x + x '  "=~  n x + x '  n ~ '  

T X 

m r  ~ m=z 

~t 

x7~,' 

- - - -  T T t  

I< n'+" N -  19.1 .'+" " 

~+~, ~+~,)  (.--v=, ,p+~, x ~ '  "=' 

I X ~ - - ~  x, = I l l  + { I I  { I I '  

x.~V.' 

y. ~. 9. 
TT,..~_t - -  TT t  ~ . ' P I  " t  �9 

,,=, n T§ n T+T' ,=, n T+T' 

m T+'l'v m = l  

$4.  

B e w e i s  einiger neuer Siitze fiber Dirichlet'sche Mulfiplikation. 

Der folgende neue Satz (VI) enth~tlt den STIELTJES'schen Satz (V) als Spezialfall 
p ' = ? .  

(VI): p, % p'~ -r' mbgen vier Grbssen bedeuten, fi~r welcbe 

ist. Es sei (I)f i~r s = p konvergent, f i ir  s = p-I-"~ absolut konvergent, (2)fl2r s - - p '  
p'r' + p"* ~ r 

konvergent, f i ir  s : ?' -[- x' absolut konvergent. Dann ist (3)  f i ir  s - -  T + ' r  v 

konvergent. 
Beweis : Zur Abkfirzung werde gesetzt : 

�9 V + T t  - - -  (D~ 

T 

,.~ + T ,  = Y }  , 

T p 
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Dann ist 

(60  

(6~) 

Cn 

n=~ n ~  

x 

= Y p -  m o 
* l =  I */ t= 1 

n 

~ -  a.~n .d~" 
n 9 ~ t = l  

21~l ,  _ 21 , , . i  . .+v_v, z x.+.v, ~- la: n=~ rtp - -  n=~ r/,l~ ~t. _ _  n=~-'~ ~Zfl+, t- 

~lbol O(x~'+/- 9, 
n p  - ' -  

- - -  0 ( x ' r + P - p ' ) ~  

- - - ' - ' -  9 
n = x  n ~ 

- - - -  Y ~ "  =~ n~ ~ n ~ z... n ~ 

- - - - . , = x ~  + n ~ m ~ * z = i  m = l  - -  

t ~=~ ,,._v--~ + = , . o  xO_V t (xo_v .... . v 5 +  ~-~-~=~.,o t 

t+l  f 
~ ' t ' t+  ~ r  r lo,t. f +  tor,'C+~-,L -t 

"+" +P+ "+'--~'~'+P' ~  = l~l + l~l = l~l, 

oo Cn - -  

.=, n ~ , ~ - ~  ' 

womit der Satz (VI) bewiesen ist. 
Ebenso wie der Satz (IV) einfacher ist als der Satz (V), ohne in ihm als Spe- 

zialfall enthalten zu sein, gibt es hier zum Satze (vi) zwei S~ttze (VII) und (VIII), 

die nicht far ,r' --- i bezw. ~- - -  ,r' - -  i in (VI) enthalten sind, und yon denen auch 

(VIII) nicht in (VII) far -r = ~ enthalten ist. 

(VII):  Es sei 
�9 ~ o ,  ~ + , ~ ' ,  p ' + ~ > ~  

und ( I ) f i i r  s = ? konvergent, fi~r s - - - ~  + "~ absolut konvergent, ( 2 ) f i i r  s-----O' kon- 

vergent. Dann ist (3) f i ir  s - -  ? -~- ~' x -Jr- *: konvergent. , : + I  

(VIII): Es sei 
p + ~ > p ' ,  p ' + ~ > p  

und (~ ) f i i r  s = p  konvergent, (2)fi/r s--p '  konvergent. Dann ist (3)f~r s =  P+P'  } i 
2 2 

konvergent. 
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(VIII) enth~ilt (IV) for ? = p ' .  
Beweis yon (VII) und (VIII): Beim Beweise des Satzes (VI) wurde die absolute 

Konvergenz yon 

n ~ i  n fl+'r 

und 

n=x nO ~-'~' 

nur verwendet, um schliessen zu k6nnen, dass 

nP 
(61) 
und 

(62) • l b . I  = O(x,'+0'- 9 
n o 

ist. Wird im Falle des Satzes (VII) unter v' die Zahl I verstanden, im Falle des Satzes 
(VIII) unter -r und -r' die Zahl I, so bleiben (61) und (62) und damit alles folgende 
richtig; nut muss man hier (62) so begrtinden: 

s = s 4.0,_, = o s  o(x,+,' ,) 
n P n = l  nO . = x  

und (6 0 im FaUe des Satzes (VIII) entsprechend. 

Ss. 
Bemerkungen  zu einer Folgerung von  Stieltjes. 

STIELTJES hatte seinen Satz (III) aufgestellt, 
ziehen 7s): Wenn es wahr ist, dass 

(63) ~ ( . )  = o(r 
ist, so ist ftir jedes ~ ~ o 

! +s 
(64) ~- ~ ( . ) -  x = o(~ ~ 
W O  

um aus ihm die Folgerung zu 

, 

v ( n ) =  log p ftir Primzahlen n = p und Primzahlpotenzen n - - p ' ,  

v(n) = o ftir alle fibrigen n 

ist; (64) ist gleichbedeutend mit 

y l o g p = x + O ( x  4 ). 

Zu jener Folgerung wandte STmra'jEs den Satz (III) auf die beiden Reihen 

(6s) 5 - ~  ) n =~(s) 

7s) Vergl. die in Anm. 73 zitierte Note. 
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und 
(66) 2 T(n) - -  log n - -  2 C ,,=, n' = "(~ ( s )  + ~' ( s )  - -  ~ c ~ ( s )  

an, wo T(n) die Anzahl der Teller yon n und C die EUCeR'sche Konstante bezeichnet, 
und schloss mit Re&t: Nach der Annahme (63) wtirde die iinke Seite yon (65) far 

s ~> ~- konvergieren, nach dem DmmnLex'schen Satz 

2 (T(n) -- log n - -  2 C) = O ( I / x )  

die linke Seite von (66) ebenfalls; nach dem Satz (III) wSre also, da jene beiden 
Reihen ftir s > I absolut konvergieren, das DIRICRLET'sche Produkt 

_~c+5-~-~(~) 
welches ftir s > I 

['(s) 
= [(s) + T O Y -  ~c 

3 konvergen b woraus unmittelbar (64) folgt. ist, f~r s ~ 7  

Man sieht bier wieder einmal, dass die Anwendung allgemeiner Konvergenzs~ttze 
nicht immer das beste ist; denn STIELTJES kam trotz wiederholter Bemtihungen nicht 

' in (64) hinaus [unter der unbewiesenen annahme (63)!], und tiber den Wert 4 

ich habe mit Leichtigkeit auf elementarem Wege zeigen 76) k6nnen, dass unter der 
Annahme (63) 

~_ ~(n) -  x = O(x r ) 
und genauer 

2 ' ~ ( n ) -  x = O(x ~ logx) 

w~tre. Ich benutze diese Gelegenheit, um hierffir eine neue Beweisanordnung mitzuteiIen, 
welche sich noch mehr als die frahere an Herrn MERTESS' Beweis 77) yon 

3 • ( n )  - x = O ( x  4 log  x )  

[unter der Annahme (63)! ] anschliesst. 
Aus (63) folgt, wenn 

X 

Z ~.(,,) = U ( x ) ,  

~-~(n)1og n = N(x)  

76) Ober den Zusammenhang einiger neuerer Satze der analytischen Zahlentheorie [Sitzungsberichte 
der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch'naturwissenschafdiche Klasse, Bd. 

CXV (I9O6), Abt. IIa, S. 589-632], S. 606-608. 
77) Ober eine zahlentheoretische Function [Sitzungsberichte der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften 

in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CVI 0897), Abt. IIa, S. 761-83o], S. 766-775. 
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gesetzt wird, 

N(x)= ~_, (M(n)--M ( n -  ,))log n =,,=~ M(n)(log n - -  log(n + r)) qt_ M(x)log(x -1 t- i) 
x I 

= 0 ~ -  1 /n . - - -1 - -  O(1/xlog x ) =  O(1/xlog x); 

ferner folgt aus (63) die Konvergenz von 

(67) 2 ~" (n) l o g  n 

Der Wert yon (67) ist a l s d a n n -  I, wie z, B. aus 

~ /~ (n) log n ~' 

durch Grenztibergang folgt; ferner ist 

~ (n) logn___  N ( n ) - - N ( n - -  I ) _  n n +  i x 

I { l o g x ]  __ / log  x'~ 
- -  0 21/n1~ n " -~- "-I- O \ ~ x  0 \ l/ x j . 

Die Identit~it 

ergibt nun 

x 3 - y  

x 3 - Z  

[x] 
x 

- -  ~-~(n )  = 3-- t~ (n) logn .  I 

x i x -L ! 
n x 3 n x 3 x 3 

~.(,)log, y ~ + _.y Z ~.(~)log,, - y ~.(,) log , .  y i 

_ I  

[ : ]  (:) , ,  •. (n) log n ~t_ N - -  N (x -~) [ 2 ]  

2 .~2 

x3 x3 x3 / nN'-~N._~_~- X 1 i 

---~ ~ - l J ' ( n ) l ~  O ~-l~ .=1 = l~ - +  O(x=' l~ 

2 
- -  I 

3 ( n )  l o g n  ~ [ _ 5 I ~ 2 
= x  y ~ ~ O ( x Y l o g x ) + O l l / x l o g x ~ - - ~ _ ] _ l _ O ( x T l o g x )  

.... n \ .=, l /n/  

,-~3T + O(x log x) - -  --  x + O(x 3 log x), 

was zu beweisen war. 
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~ 6 .  

B e m e r k u n g e n  zu den U n t e r s u c h u n g e n  yon  H e r r n  C a h e n  f iber 
Dir ich le t ' sche  Multiplikation.  

(i) 
und 

O) 

Auf Grund des STIELTJES'schen Satzes (IV) [oder auch schon des STIELTJES'schen 

Satzes (III)] ist die Konvergenzabszisse yon 

(33 c 
n ~ l  

i h6chstens um -7 gr6sser als die gr6ssere der beiden Konvergenzabszissen yon 

n s 

b. 
."ZT~s �9 

t1=1 n 

! 
Es entsteht nun die Frage, ob diese Zahl ~-, welche an Stelle des grbsseren 

Wertes I getreten ist, noch verkleinert werden kann, und ob es fiberhaupt ein Paar 
DmlcnLET'scher Reihen gibt, welche ftir s > ~ konvergieren, w~ihrend ihr DIRICttLET' 
sches Produkt nicht for alle s > ~ konvergiert. 

Auf letztere Frage gibt das BeispM am Anfang des ~ I nicht etwa die Antwort 
durch Betrachtung der zugeh6rigen Reihen 

denn die Konvergenzabszisse der ersteren beiden ist offenbar o;  mit der festgestellten 
Divergenz der dritten ffir s = o wOrde es aber wohl vertr~iglich sein, dass sie ffir alle 
s ~ o konvergiert. 

Nun steht allerdings in der Arbeit yon Herrn CArtZN 78), welche das Verdienst 
hat, zum ersten Male die DIRICHLET'schen Reihen als Funktionen komplexen Argumentes 
studiert und hierbei wichfige Ergebnisse erzieh zu haben, der Satz, dass aus der Kon- 
vergenz yon (I)  und (2) ffir s ~ ~ stets die Konvergenz yon (3) ffir s ~  ~ folgt 79). 
Jedoch leidet der Beweis, welchen Herr CAHE~ So) ffir diesen Satz beibringt, an einem 
auch beim gegenwSrtigen Stande der Wissenschaft unheilbaren Fehler. Auf den betref- 
fenden mehrfach in der Arbeit vorkommenden Fehlschluss hat zwar schon Herr DE LA 

78) Vergl. die in Anm. 24 zitierte Arbeit, S. IOO. 
79) Der Satz bezieht sich dort auch auf den allgemeineren Fall der konvergenten Reihen 

~-~a, und ~ b,~ e-Z,~ s , vorausgesetzt, dass sie einen Bereich absoluter Konvergenz besitzen, e.--),,nS 
l l ~  I i t =  I 

was nach Herrn CAHEN'S Untersuchungen (I. r S. 92) im Falle der Endlichkeit yon lira sup log n mit 
n ~ o o  ~ n  

Sicherheit eintfitt. 
So) I. c., S. Ioo-xoi. 
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VALLEE Poussls si) im Jahre 1896 ohne spezielle Nennung gerade jener Stelle auf- 
nlerksam gemacht; die Tatsache, dass der vorliegende Satz dadurch zu einem unbewie- 
senen ward, ist aber basher nirgends hervorgehoben worden. Es handelt sich um fol- 
gendes. Wenn die DIRICHLET'sche Reihe 

( i )  ~- a,_, 
n~t  ns  

ffir s > , konvergiert, so ist sie, wie Herr CAHEN S2) zuerst bewiesen hat, in dem 
Gebiete 

wo ~, q, r konstant sand und e ~ o, r ~ q ist, gleichmiissig konvergent, also insbe- 
sondere auf dem endlichen Geradensttick s ='~-{-co i, wo "r r  und ~0 yon q his r 
lauft. Daraus folgt, dass for y ~ o, v ~ a, v ~ o das geradlinige Integral 

qi n = l  7/, n=x qi S 

ist; denn auch die Reihe 

~ a n e ys 

n s 

ist auf jener Strecke gleichmfissig konvergent. Herr CAnv.s schliesst nun sn) unerlaubter 
Weise, dass 

~i "=' n s .=x ~i  - ~  s ds 

ist. Diese gliedweise Integration ist unberechtigt, obgleich auf tier re&ten Seite jedes 
Integral konvergiert und auch die Summe dieser Integralwerte konvergiert. Die gliedweise 
Integration der unendlichen Reihe fiber das unendliche Intervall w~ire auch dann noch 
unerlaubt, wenn Herr CAHES fiberdies ihre gleichm/issige Konvergenz for das ganze 
unendliche Intervall festgestellt h~itte. Herr CANES wurde fibrigens zu jenem Fehlschluss 
dadurch verleitet, dass in einer Notiz KRONECKER'S S4), an welche er ankntipft, eine ffir 
die in Betracht kommende gliedweise Integration einer unendlichen Reihe fiber ein 
unendliches Intervall angeblich notwendige und hinreichende Bedingung steht, welche 
auf Irrtum beruht. 

Die in den N ~ I I und 19 der CAH~S'schen Arbeit enthaltene scheinbare Entdeckung 
einer notwendigen und hinreichenden Bedingung ss) ffir die Entwickelbarkeit einer analy- 
tischen Funktion in eine DIRICHLET'sche Reihe ward u. a. durch jenen Fehlschluss auch 
hinf~illig. Diese Frage scheint mar yon ihrer Kl~irung noch welt entfernt zu sein. Ich 

st) Vergl. S. I92-I93 seiner in Anm. 7 ~ zitierten Arbeit. 
S2) 1. c., S. 82-84. 

s8) 1. c., S. 93"94 und S. IOO. 
84) Noti z i~ber Potenzreihen [Monatsbericht der K6nigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 

Jahrgang 1878 , S. 53-58], S. 54. 
88) 1. c., S. 93-96 und IO2-1o 3. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (2 o sere. 1 9 o 7 ) . -  Stampato il 29 luglio xgo 7. 16 
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benutze diese Gelegenheit zur VerOffentlichung eincs kleinen Beitrages, den ich einer 
schriftlichen Mitteilung yon Herrn HURWITZ verdanke; er besteht in dem Nachweise, 
dass der unendlich ferne Punkt stets eine singul~ire Stelle der ftir ~ ( s ) ~  ~ durch 
eine (nicht konstante) DIRICHLET'sche Reihe 

- t t  

n=-"'~ n s 

definierten Funktion ist s6). Denn ware hit das gemeinsame Gebiet der Halbebene 
~ ( s )  ~ ~ und des Kreisausseren Isl c 

(68) s a,, ~ b 

so wtirde (68) insbesondere for alle reellen s oberhalb eines gewissen Wertes gelten. 
Der Grenztibergang ftir s - -  -[- oo liefert 

a x - -  b ~ 

(69) - g- b 
~ -  - -  m~I~ --Sm ~ 

Wenn nun 
b = b  = . . .  = b , , o _ , = o  , b,,o=)&o ( m o ~ i )  

der erste auf der re&ten Seite von (69) nicht verschwindende Koeffizient i s t ,  d.  h .  b,, o 

ist, so w~tre nach (69) 

w~ihrend offenbar 

~ -  Cln 
lira s "~ ~ ~ ~ b,. ~ 

liln s m~ n~ - -  o 
s ~ o o  n 2 

ist. 

Jene irrttimliche Ansicht fiber die Vertauschbarkeit von Summation und Integration 
hat Herrn CAHEN noch 6 Jahre spater in der Anhangsnote B sT) seines recht guten 
Lehrbuches der Zahlentheorie ss) zu folgender unrichtigen Bemerkung veranlasst, welche 
einigen, aber nicht allen berechtigten Einw~inden gegen seinen damaligen sg) Beweis des 
betreffenden Satzes Rechnung tr~igt: ,( Parmi les r~sultats obtenus se trouve celui-ci: 
Quelque petit que soit le nombre positif k, le hombre des nombres premiers compris entre 
x et (I _qt_ k)x augmente inddfiniment avec x, d~montr6 ~i peu prbs en mSme temps 
par MM. HADAMARD et DE LA VALL~Z PoussI~. J'en ai donnb (Annales de l'l~cole 
Normale sup+rieure, I894 ) une d6monstration non rigoureuse mais tr& simple. Cette 
d+monstration deviendrait rigoureuse si l'on parvenait fi dbmontrer ce th~orbme 6nonc6 

par RIV.MANZq: Les racines imaginaires de la fonction "~ (s) sont de la forme -~ + t i, 

e_%n s 86) Ffir den al lgemeineren Typus a,~ gilt nati~rlich derselbe Beweis. 

sT) Sur les hombres premiers. 
8s) t~l~ments de. la tb~orie des hombres (Paris, 19oo), S. 323 . 
89) L r S. ~I4-rI8. 
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t grant reel ~. Jener Beweis wfirde auch unter der Annahme der Richtigkeit der RIE- 
MAN~'schen Vermutung falsch sein. 

Doch nun zurtick zu den Reihen (i), (2) und (3)! Nachdem aufgedeckt ist, dass 
der CAHE~'sche Beweis seines Satzes, besser gesagt seiner Vermutung [<, mit (I) und 
(2) konvergiert (3) ftir s ~ ~ ~] unrichtig ist, entsteht die Frage, ob diese damals yon 
Herren CAH~n ausgesprochene Vernmtung richtig ist. Ich vermag diese Frage nicht zu 
beantworten; ich kann jene Vermutung weder beweisen noch durch ein BeispM wider- 
legen. 

Immerhin will ich darauf aufmerksam machen, dass die CAH~S'sche Vermutung 
im Widerspruch zur STIELTJES'schen Vermutung 

(63) 2 ~(n) = O(I/x) 

steht, wie folgender etwas komplizierter Gedankengang ergibt. 
Wenn eine DmICHLET'sche Reihe 

f (s) = 2 a. 

ftir s ~ a konvergiert und ~ eine feste positive Gr6sse ist, so ist 90) far positives ins 
Unendliche wachsendes o~ 
(7 o) f (* + ~  -Jr- ~oi) = O(@; 

dies folgt unmittelbar daraus, dass 

~ - a n  E cr+ y *I= I n 
konvergiert und, 

gesetzt, 

ist. 

a. - - A ~  
~ +  

n ~ i  n 2 

e~ 

f ( ,  -~-s -[- oi)  - -  Z A " - A  -~+t01 

= = + o i  A f  
n (n 3 V I) * "=' "']~ u 

- - ( @  ) A f ~  91"l-Id" 
U 

W/ire nun die CAHEN'sche Vermutung richtig, so wfirde das DIRICHLET'sche Qua- 
drat, der DIRICHLET'sche Kubus, . . . ,  die DIRICHLET'sche rote Potenz der Reihe 

2 -- I)'~+~ I I I 2~_s) ,=,( n' - -  I - -  2-- 7 + ~  - -  ~ +  . - - = ( I -  ~(S) 

90) Genauere Absch~tzungen sind hier ohne Belang. 



12 4 EDMUND LANDAU. 

ftir s > o konvergieren. Es w~ire also for jedes feste z zwischen o und I (o < z < I )  
und jedes feste ganzzahlige positive m nach (7o) 

( I  - -  2 ' - ~ - ~  "3 I- O ~ ) )  m ---~ 0 ( o ) ) ,  

also wegen 

(~(~ + o,0) ~ = o(o0, 

(71) ~(2 -[- col) "-- O(~o-~). 

Nun ist bekanntlich zufolge der RIEMA~'schen Funktionalgleichung 

~(1 - , ) =  2 (2=) - '  r ( s )  c o s - ~  ~ ( 0  

(72) I~(1 - ~ + ,oi)1 = I~(1 - 2 - ,oi)l = r~(~ + ~i) l  o ( ~  2). 

Ftir o < ~ < ~- ergeben (71) und (72) 

~-- ~- +8 
~ ( i  - ~ + ~ i )  = o ( ~  ), 

wie klein auch die positive Gr6sse 8 sei. Wird hierin I -  z durch 2 ersetzt, so w~ire 

also ftir ~ < z < i 2 

(73) r(~ + o~i) z O(o+-~+8). 

Andererseits wtirde aus STIELTJES' Vermutung (63) in Verbindung mit der 
CAHEN'schen Vermutung folgen, dass die rote DIRICHL~T'sche Potenz yon 

~ ( n ) _  i 
.=~ T - ~(s) 

ftir ~{ (s) > r konvergiert. Es w~ire also ftir -~ < ~ < I  

I - - -  O (60), 

(2 + o o)" 
I = O ( t O m ) =  O(to,~)" 

(74) ~ (2 + co i) 

Wenn nun 2 irgend ein Wert zwischen -~ und Iist, so folgt aus (73) und (74) durch 
Multiplikation 

3L --~+2~ 

I = O(,o" ), 

was fiir ~<+(~--+)einen Widerspruch enth~ilt. 

Man erkennt aus dem Vorangehenden, dass bereits d i e -  weniger als STIELTJES' 
Vermutung besagende- etwaige Tatsache, dass die Konvergenzabszisse yon 

(70 Y~(~) n~l n$ 

kleiner als i i s t ,  im Widerspruch mit der CxHE~l'schen Vermutung steht; denn (74) 



OBER DIE M U L T I P L I K A T I O N  D I R I C H L E T ' S C H E R  REIHEN.  I 2 ~  

1 w'are far gewisse ~ zwischen T und i giltig. Jedoch steht die RmMANS'sche Vermutung 

(s) --fi o ftir ~ ( s ) )  ~- 

nicht im Widerspruch mit der CAHECschen Vermutung; denn mit der RtE~iAmq'schen 
Vermutung wSre es vertr~iglich, dass die Konvergenzabszisse yon (75) gleich I ist. 

Zur Widerlegung der CmtEs'schen Vermutung wLirde es genagen, zu beweisen, 
dass die rechte Seite yon 

2 ( - -  I)  "+x - - 1 )  "+z /:n 
.=, n' "2(.=, n' = 2 n ' . = ,  

eine positive Konvergenzabszisse hat, d.h. dass nicht far jedes 
x 

Z c = o(x ~) 
t t = l  

ist. Wegen 

ist 

4 4)~__ T(  n ) 
2,+7 ,, 

(x) (4) ,=, c" - -  v ( x ) -  4'~ 2 -~- 4 v ' 

wo v (x) die anzahl aller Teiler aller Z a h l e n / x  bezeichnet. Uber -~ (x)ist durch Herrn 
VotoxoI 9~) bekannt, dass 

(76) ,(x) = xlog x + (2 C - -  i)x + 0 (1/71ogx) 
ist; daraus folgt 

x 

Z c - -  xlog x qt_ (2 C I )x  - -  x x x - -  4 " - 7 1 ~  - -  4(2 C - -  I ) 7  

3 x 
+ 4.41og4~ 4 + 4 ( , c -  i ) 7 +  0 (r 

3 ~  

= O ( l / x  logx), 

sodass die Konvergenzabszisse von 

$ 
n ~ l  n 

! 
hier / -i- ist. Ob sie > o ist, weiss ich nicht ; jedenfalls ist ihr Wert nach einem von 

Herrn CAnE~ allgemein bewiesenen Satz 92) tiber die Konvergenzabszisse einer DmI- 
CtILET'schen Reihe 

= lim=sup log x 

Es hat sich oben herausgestellt, dass die Frage unentschieden ist, ob aus der Kon- 

at) Sur un problkme du calcul des fonctions asymptotiques [Journal flir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. CXXVI (i9o3), S. 241-282]. 

a2) 1. c., S. lO2. 



I 2 6  EDMUND LANDAU. 

vergenz zweier DIRICHLET'scher Reihen in einer Halbebene die ihres formal gebildeten 
Produktes in jener Halbebene folgt. Nun zeigen bekanntlich die Fakultatenreihen 9a) 

n ! t~ n 

n ~ o  �9 �9 �9 

eine grosse Analogie mit den DIRICHCZT'schen Reihen, und es muss daher sehr auffallend 
erscheinen, dass in Herrn NIELSE~'s 94) Arbeiten der Satz ausgesprochen und bewiesen 

steht: ~ Wenn yon zwei Fakuk~itenreihen 
~" n ! a .  

r,~oS(S + I)  : - - ( S + 1 1 )  
und 

n!b. 
.-X_o,(, + . -  (, + 

die erste far ~ (s) > l, die zweite Rir ~ (s) > 1' konvergiert, wo l "x o und l' "x o 
ist, so konvergiert das formal gebildete Produkt 

n ! C n 
(77) ,=,2 s ( s  + i)  ~. ~ (s + n ) '  
w o  

gesetzt ist, far ~ (s) ~ m, falls gMchzeitig m ~ 1 und m _~ I' ist ~. Bei n~therer Be- 
trachmng zeigt es sich jedoch, dass Herrn NIELSE~'S Beweisf~hrung f~r diese Behauptung 
nur dutch schwere Fehlschltisse zum Ziele gelangt. Es seien zwei derselben bier erw~hnt. 

I) Herr NIELSE~ ~S) wendet die falsche Ansicht an: wenn in einer Doppelreihe 

+ . , ,  + . . .  

erstens jede Zeiie 
. . .  

Z U p . v  

absolut konvergiert, zweitens jede Spalte 

2 N I ~  

oa) Vergl. meine Arbeit Uber die Grundlagen der Tbeorie der Fakultatenreiben [Sitzungsberichte 
der mathematisch-physlkalischen Klasse der K6nigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. XXXVI 
09o6), S. I5~-218]. 

94) Sur la multiplication de deux s&ies de factorielles [Rendiconti delia R. Accademia dei Lincei, 
classe di scienze fisiche, matematiche e naturali, Bd. XIII, I. Semester, 19o4, S. 7o-77]; Les sdries de 
factorielles et les opdrations fondamentales [Mathematische Annalen, Bd. LIX (I9O4) , S. 355-376] (hier ist 
nur aufS. j62-363 der Satz ohne Beweis unter Bezugnahme auf die vorige Arbeit ausgesprochen); Handbuch 

tier Tbeorie der Gammafunktion (Leipzig, I9O6), S 99, S. 252-254. 
9s) 1. c., S. 74 bezw. S. 254. 
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absolut konvergiert und drittens die Summe der Zeilensummen 

konvergiert, so sei die Doppelreihe absolut konvergent. 
2) Nachdem Herr NIF.LSEN auf diesem Wege bewiesen hat, dass die Reihe (77) 

ffir alle s konvergiert, deren reeller Teil gleichzeifig gr6sser als I Jr- i und als l' ist, 
schliesst er 96) mit Recht aus Symmetriegrfinden, dass (77) auch konvergiert, wenn 
gleichzeitig ~{ (s) > 1 und ~ (s) > l' + i ist; aus beidem zusammen folgt nun t'fir 
Herrn NIELSEN, dass (77) konvergiert, wenn gleichzeitig ~ ( s ) > l  und ~ { ( s ) >  l' ist! 
Wenn also speziell I' = l angenommen wird (was den Voraussetzungen der CAHEN' 
schen Vermutung entspricht), so lautet jener Fehlschluss : (77) konvergiert ffir ~ ( s )> l - [ - I  
und ffir ~{(s)>l-{-i, also s "~(s )>l .  

$7 .  

Vereinfachung einiger Abschiitzungen in der Theorie 
der Riemann'schen Zetafunkt ion.  

Da einmal yon der Reihe 

i) T M  

? - ( - n ,  _ ( i - 2 ' - , ) ~ ( 0  
~t= I 

die Rede war, so benutze ich die Gelegenhdt, um durch ihre Anwendung (an Stelle 
anderer bekannten Darste]lungen yon ~(s ) im Streifen o < ~ ( s ) <  I) dic Untersu- 
chungen der N ~ I und II meiner Arbeit 97) zu vereinfachen : ~c Sur quelques indgalitds 
daus la thdorie de la fonction ~. (s) de RIEMANN ,). Dabei brauche ich hier die Kenntnis 
jener Arbeit nicht vorauszusetzen. 

In N ~ I derselben handelte es sich darum, einen neuen Beweis ffir den MEL- 
LIN'schen Satz 
(TS) ~ (~ + ~ i) = o (o,'-~) 
anzugeben. Diese Relation beweise ich jetzt folgendermassen. Es ist ffir 

s = ~ + o,i, o < ~ < I, o~>o 

"+I g- ( - o  
( ~ - 2 ' - ' ) ~ ( s ) = ~  . ,  + _ ., 

= .=Bo]+, 

. s  + ( _ _  i ) [o  I I 
- = ([~] + 2k - i)' ([~] + 2k)' 

= y ( _ . l  ~).+, = ft~,+~ au ., + ( -  WI~_Y. .~, ,  
n=~ k=i ,.,' [toJ+2k--i 

( o < ~ <  i) 

96) 1. c., S. 74 bezw. S. 254. 
97) Bulletin de la Soci6t6 Math6matique de France, Bd. XXXIII (I9O5), S. 229-24I. 
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also 
[ol I f [ o ] + 2 k  

I( '  - -  2'--~-"')~ ( z + ,oi)] d ,~=, ~ + (z -+ o,) ~- du 
- -  Zl~+5 
k=, ~, D l + 2 k - i  

t~,l , + ( :  + ~ ,,'+~ _ < Y ,a ~,,,~ - 
~ i  eJ co 

und hieraus ergibt sich (78) wegen 
I~ - ='-~-~ ~ 2 '-~ - -  I. 

Aus (78) folgt nach Herrn MELLI~ mit Rticksicht auf (72) ffir o < z ~/-~ 
~----5 

[ ( ~ + ~ i ) = ~ O - - ~ + 0 ' i ) O (  ' '~ ) = O ( 1 / ; ) .  
In N ~ II meiner genannten Arbeit versch~irfte ich die MELLIS'schen Resultate untei 

Heranziehung des VoRosofschen Satzes (76) zu dem Ergebnis 
t !.5 1 

(79) [(= + coi) = 0(o~ a 4 r  ffir o < m / T, 

~(~ + ~o0 = o(~ 4''-~' r ~) m~ ~ _z ~ < ,. 
Dies ffihre ich jetzt einfacher folgendermassen aus. Ffir ~ ( s ) ) ~ -  ist, wie in ~ 6 
als Folge der VoRosofschen Relation festgestellt wurde, 

Genauer ergibt sich wegen 

(~ 2 ' - ' y  ~0)  ' - -  _ 

n =  i s 

x 3 
c = Z ~. = o ( r  ~og x) 

far 

also 

1 
s =.  ~ + o,i, 7 < ~ < I, ~,~ > o 

3 

~o Cn [ toY]  

y __2T = ~ -  C. 
~ .  _ V +  s-c,,_ . '  c._, 

n ~ r  3 

n=[t0 2 ]+~ 

• C 3 
= Z - ~ +  , C,, ,,,+, , 

= 3 

.=t~,v>, ( [ , , ~ ]  + , ) '  

( ,  - + 0) 

) - -  O _ ~ T q - O  2 1 / n l o g n s  + - - -  - \ 

3 

E~_~I Ic I 0 (o~ l)u log udu) , 3~ 
= o ~ ,  ~ + f ~  .,+~ + o ( ~  -~-~- log ~) 

o'7" 
3 3 

- ~// logo~ "~ • t ~ - r l  ' c '  3 

= o Z  7 + u o, z772~__,- ~ o(, , , :  ~ log : o(o> ~- 
3 

log @. 
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Wegen 

ist 

also 

c . - -  T(n)  far ungerade n, 

c = T ( n ) - - 4  T ( ~ - ) f a r  gerade, nicht durch 4 teilbare n, 

c - -  T ( n ) - - 4 T ( - - ~ - ) - J  r- 4 T ( 4  ) ffir durch 4teilbaren 

D~ = 2 Ic.I - -  O(x  log x), 

3 3 3 

3 

to~-i i O ( ~ log 
---~On~--~nl~ ~ -o ~ 

O 3 

) +  , - I [o21 

(~ + 0 ~ ([o 2] + ~ ) 9  

Z_• 
co O(o 2 ' logo), 

(I - -  2x-~-o')'([(z + oi)) 2 - -  O(o 2 2 logo), 

(~ + ,0 i) = o ( o '  r o). 

Hieraus s mit Rticksicht auf (72) unmittelbar die andere Behauptung (79). 
Im Gegensatz zu dieser Anwendung der ft~r ~ ( s ) >  o giltigen Gleichung 

~ - ( -  ~-)"+' - ( i  - 2~-')~(s) 
n,d.--.t= n s 

muss ich bemerken, dass die Schlfisse, welche Herr vo~ SCHAPER gegen Ende seiner 
Dissertation as) an diese Gleichung angeknt~pft hat, falsch sind; dieser unrichtige 
Beweis eines HADAMARD'schen Satzes [ ,  Die RIEMAN~I'sche Funkt ion ~ (Z), als Funkt ion 

yon Z' aufges hat die H6he o ~] ist auch in Herrn TORELLI'S ~) grosse Monographie 
fiber das Primzahlproblem fibergegangen. Herr vex SCHAVER hat nicht beachtet, dass in 

2 (  - -  I)"+I 
n s 

der Nenner der rechten Seite Nullstellen mit reeUem Teil i hat, was seinen Beweis 
umstOsst. Ubrigens gibt es heute ffir jenen HADAMARD'Schen Satz zahlreiche richtige 
Beweisanordnungen. 

98) Ueber die Theorie der HADAMARD'schen Funktionen find ibre Anwendung auf das Problem der 
Primzahlen (G6ttingen, I898), S. 60-63. 

99) Sulla totalit~ dei humeri primi fine a tin limite assegnato [Atti della R. Accademia delle Scienze 
fisiche e matematiche di Napoli, Ser. II, Bd. XI, N ~ I (I90I), S. 1-222], S. II0-I12. 

Rend. Circ. Malem. Palermo, t. XXIV (2 ~ sem. x 9 o 7 ) . -  Stampato il 30 luglio 19o 7. 1.7 
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Ein Analogon zum Abel'schen Satze fiber Multiplikation unendlicher Reihen. 

Die nachsten Untersuchungen sollen wieder an eine Tatsache aus der Theorie der 
gew6hnlichen Potenzreihen bezw. der CAocnY'schen Multiplikationsregel unendlicher 
Reihen anknt~pfen. 

ABEL ~oo) hat bewiesen: ~ Wenn die beiden Reihen 

(8o) ~- ~. = A 

und 

(8i) 

konvergieren und wenn (das formale CAucnx'sche Produkt) 

(73 ~-~. 
~ 2  

wo 
i t - - !  

gesetzt ist, konvergiert, so ist 
=8  ~ (82) Z .  = L , , .  

ABEL bewies dies durch folgende Betrachtung: F f i r -  I < x ~ i ist wegen tier 
absoluten Konvergenz der in Betracht kommenden Potenzreihen 

O~.+x n + x  " ' -  J 

nach dem cc ABEfschen Stetigkeitssatz )) ist atso, da die drei Reihen (8o), (8I) und (7) 
als konvergent vorausgesetzt werden, 

~- . ---- lira 8.+2 x" ---- lim %+, 

= l i m ~ % + , x  .1 s ~,+ x" ~ s " im - -  ~ .  ~.. 
Xml nmO X=I  n~O t l = I  ~ = [  

Erst C~skRo ~~ hat unter den gemachten Annahmen die Gleichung (82) durch 

xoo) Untersuchungen ~ber die Reihe : 

m . ( m -  I ) . ( , ~ - - 2 )  x3 + . . . . . .  u. s. w .  ~x  , , , . (m- i) x2+ 
I + I  + I  2 ' I 2 3 

[Journal f't~r die reine und angewandte Mathematik, Bd. I (I826), S. 3II-339], S. 317-318; Rechercbes 
sur la s&ie 

m__.m_x m(m - -  I ) x z _ ~ m ( m - -  t)(m -- 2) x3 _1_ . . .  
I ' - ~  I " ~  I~ 1 . 2 ,  3 

[(~Euvres complktes, 2. Aufl. (I88i), Bd. I], S. 226. 
zoo) Sur la multiplication des s&ies [Bulletin des Sciences Math6matiques, Ser. II, Bd. XIV (189o), 

Tell I, S. II4-I2O], S. 114-116; vergl, auch sein Elementares Lebrbucb der algebraischen Anal)'sis und 
der Infinitesimalrechnung, deutsch herausgegeben yon Herrn KOWALEWSKI (Leipzig, I9O4) , S. 165. 
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direkte Grenzwertbetrachtungen ohne Einffihrung der Variablen x folgendermassen 
bewiesen ~o,). 

Es ist, wenn 

n=i 

t 
) ~.=B,, 

gesetzt wird, 

also 

Aus 

"a~2 

D , = F - % i 3 ~ - -  % ~ , +  " "  -+- },+,_v --~--%B,+,_,  
v+gL-"~+: v=~ v=: 

2 B~ %+,_~, 

= 2 2  ' ' D + D = - [ - . . . + D ,  B,%.,_~--ZB~Z%+,_, 

= 2 B ,  2L/,+I__, -~" 2 2 4 ,  B1+I__ = 2Z/I Bi~ + ~/,B,__ I + *"" + ~ / ,B,~  

lim d ,  = A,  
l~oo 

folgt nun, wenn 

lim B, = B 
t~oo 

A, = A + ,, ,  

gesetzt wird, 
B, - -  B - ~ -  ~ t 

lira r = o, 
f~Oo 

Nun ist 

lira mr = o. 
t=~o 

D, + D, + ... + D, ----- 2 (A + %)(B + ~,+,_~) 
t t t 

B t A t I t (83) D' + D" nt- "" + D'= A B + y ~ % - ] - 7  ~ "% + -T- y %~'+'-" _ . v=, 

Ferner ist 

(84) lira I 2 t=oo T $~Tlt+i_ v -7- O. 

xoa) Ich ~ndere die CEsMm'sche Beweisanordnung nur ganz unwesentllch ab. 



I J 2  E D M U N D  L A N D A U ,  

Denn bei passend gew~ihltem g i s t  ftir a l len 

I .1 < g, 
I .l < g ,  

und nach Annahme yon ~ ~ o gibt es ein -r - -  -r (8), sodass hir alle n ~ 1: 

I .1 < - - ,  g 

g 

ist; fur alle t~> 2-r ist daher, da in jedem Gliede ~ , + , _ ,  mindestens ein Index grSsser 

als ~" ist, 

womit (84) bewiesen ist. Ferner ist bekanntlich, wenn 

lira k, = k 
t=0o 

ist, afortiori 

(85) lira k, --[- k, + . . .  + k, = k. 
t~oo t 

Aus (83) folgt also, dass 
l imD,-~-D= + . . .  + D , _ _ A B  
t~oo t 

ist. CES.kRO hatte damit die wichtige Tatsache entdeckt, dass, wenn selbst das 
CAucnY'sche Produkt zweier konvergenter Reihen divergiert, das arithmetische Mittel 
der t ersten Partialsummen in jenem Produkt ftir t-----oo gegen .lIB konvergiert. Im 
vorliegenden Fall, wo tiberdies die Existenz von 

lira D, --- D 
1~o0 

vorausgesetzt wurde, erhielt er unter nochmaliger Anwendung von (85) den ABEt'schen 

Satz 
D .-- .,4 B. 

FOr DIRICHLET'sche Multiplikation behaupte ich nun den Satz: 

( IX):  Wenn 

und 

konvergieren und wenn das DIRICHLET'SChe Produkt 

~_.Y~, 

Y. = ~ ~z ~_~ 
l 
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(86) 

(87) 

und 

(88)  

ist, ebenfalls konvergiert, so ist 

Bewds: Die drei DIRICnLET'schen Reihen 

Y.-~, 
n ~ l  n 

n 

~-L_. 
s 

sind ffir ~ l ( s ) >  I absolut konvergent; daher ist dort, da (88) das DlsmnrEx'sche 
Produkt yon (86) und (87) ist, 

(893 ~ Y ~ - �9 / $ �9 

Die drei Reihen (86), (87) und (88) sind fer.er fur ~ (0  > o konvergent (nach dem 
JEssEs'schen Fundamentalsatz tiber Konvergenz DIRICnLEX'scher Reihen) und sie stellen 
dort regul~re analytische Funktionen yon s dar (nach dem CAn~S'schen Fundamentalsatz 
fiber den analytischen Charakter DIRmnLET'scher Reihen); daher stolen die linke Seite 
und die rechte Seite yon (89) s ~ ( s ) >  o dieselbe analytische Funktion dar; (89) 
gilt also auch far ~ ( s ) ~  o, also speziell s s ~ o. Lasse ich nunmehr die reeUe 
Variable s zu o abnehmen, so folgt aus dem Analogon zum ABwL'schen Stetigkeitssatz 

)-- .(. = lim ~- Y" 0% z _  , = lim . . . . . . . . . .  n ,=o .=~-~" -U 

" 2 2 = lira y Z_, - = B 
s=o ~ n s=o - -  n = i  n = l  

~9 .  

E i n i g e s  f iber Dir i ch le t ' sche  R e i h e n  i m  w e i t e r e n  S i n n e .  

Einen elementaren Beweis des Satzes (IX) im Sinne des CEs3.RO'schen for CAU- 
cHv'sche Multiplikation besitze ich nicht, und ich hebe noch besonders hervor, dass mein 
obiger Beweis nicht n u t -  wie der ABv.z'sche far Potenzreihen- eine reelle Variable 
einfiihrt, sondern die Theorie der Funktionen komplexer Variabeln benutzt, um schliessen 
zu kSnnen, dass (89) far s ]> o gilt�9 

Ich w/~rde reich freuen, wenn ein Leser dieser Arbeit einen elementaren Beweis 
yon (IX) ausfindig machte; vorl~iufig bleibt die Frage often, ob ein entsprechender Satz 
fiir die Multiplikationsregel gik, welche allgemeineren Reihen vom Typus 

oo 

(90) 5- ~.e -~"' 
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ohne absolute Konvergenzhalbebene entspricht. Diese Multiplikationsregel ist so zu ver- 
stehen : X ,  ;~, . . .  sei eine monoton ins Unendliche wachsende Folge reeller Gr6ssen ; 

dann wird formal zwei Reihen 

n - - i  

und 

n = i  

diejenige Reihe 

(93) 5- n 

zugeordnet, in welcher 7,, G,  "I'3, "" �9 die nach wachsenden ),, +),m zusammengefassten 
Produkte % ~,, sind. D. h. die verschiedenen unter den Summen )'z + ~,, seien, 
wachsend geordnet, v ,  v ,  v3, . . .  , v ,  . . .  ; dann ist "1'. die Summe derjenigen Glieder 
% ~m, ffir welche 

)'I -~- )'m --" "% 

ist. Aus dem am Ende der Einleitung angeffihrten Grunde will ich der formalen Mul- 
tiplikation nach einer solchen ),-Regel nicht nachgehen und begnfige reich damit, 
darauf aufmerksam zu machen, dass aus der absoluten Konvergenz yon ( 9 0  und der 
Konvergenz yon (92) jedenfalls nach dem STIELTJES'schen Satze (II) die Konvergenz 

yon (93) folgt. 
Ober die Reihen (9o) will ich nut im Anschluss an eine frtihere Arbeit ioa) von 

mir einige Bemerkungen machen und lege die andere Bezeichnungsweise ,o4) 

(94) l,+, 
n ~ l  n 

zu Grunde, wo l,, l=, . . .  eine Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender 
Gr6ssen ist. Ich habe in jener Arbeit einen Satz von Herrn PHRAGM~S dahin versch~irft, 
class ich nachgewiesen habe: c~ Wenn 

f ( t )  = Y c n = ct  + O(r o < ~' < i  
In~t 

ist und ~(s) die durch die Reihe (94) definierte Funktion bezeichnet, so ist 

c 
- -  - -  

s 

in der Halbebene ~ ( s ) ~  7 ~ I regul/ir ,~. Herr FRANEL teilte mir darauf in einem 
Briefe folgende etwas vereinfachte Beweisanordnung ffir diese Tatsache mit. Es ist ffir 

~o8) Ober einen Satz yon Herrn PHRAOM~N [Acta Mathematica, Bd. XXX (I9O6), S. I95-2oi]. 
Io4) Hierzu ist nur 1, = e-Z,, c. = i n e-X, zu setzen. Der Fall reeller c n ist natiirlich nicht leichter 

zu behandeln als der Fall komplexer c~. 
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$ ( s )  > o 

• )(:: , ) - - _ _  p+s --- I I ' I '+s 
n = i  n n==i n n + l  

/ - - -  - -  = f '  . . . .  f ( u )  d u , { ' = f ( u )  d u 
: J,."'"+' a,, _ ( i  + ~)Z ~ i,~+, = 0  + s . j j ,  z ~ + ~  �9 = (~ + , ) y f ( s  ) u.+, 

Hierbei ist der Integrand fi~r u = 12, 13, . . .  unstetig. Wird 

f(u) = cu Jr- g(u) 

gesetzt, so ist einerseits nach Voraussetzung 

(gs) g(u) = ooa) ,  

andererseits g(u) integrierbar; daher ist ftir ~ ( s ) >  o 

~ ( s ) - - ( i  nt-s)~ ~~ -{-g(U)du__c(iu 2+s + $ ) s  U_.7~ ._{_ ( I d u  +S) ~=g(U)du 

=g(~) 
_ ~(~ + s) ~ + 0 + D f  . - ~ a . .  

s I', .s~, u 

Hierin ist nach (95) ftir ~{ (s) > y - -  I 

konvergent und stellt dort eine regul~tre Funktion dar, da far ~ ( s ) >  y -  i + ~ 
(~ ~ o) dies Integral gleichm~tssig konvergiert. Ferner ist 

~(I + s) ~ 
s 1~ s 

eine ganze transzendente Funktion, sodass die Behauptung bewiesen ist. 
Einen anderen Satz dieser Art hatte Herr LERCrt ~oS) schon vor mehreren Jahren 

(ohne Mitteilung seines leicht erg~nzbaren Beweises) angegeben, n~tmlich : ,c Wenn die 
l n monoton wachsende positive Gr~ssen sind, ftir welche 

z.+, - -  1. = 0 (~+,), o < ~, < 

ist, und f(s) durch die DIRICnLEa"sche Reihe 

definiert wird, so ist 

s ~t, (s) > ~, - -  i regulzir ,,. 

~ - 1 . +  z - -  I .  I 
f(s) -- I.+, I' 

n = i  "n 

f(s) 
s 

I O $ )  Sur les s~ries de DIRICHLET [Comptes rendus hebdomadaires des s~ances de l'Acad+mie des 
Sciences (Paris), Bd. CXXVIII (I899), S. I3iO-Hii ]. 
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S IO. 

Eine h inre ichende Bedingung ffir die Konve rgenz  
des Dirichlet 'schen Produktes  zweier  unendl icher  Reihen.  

Es besteht der Satz 
(X):  Wenn die beiden Reiben 

und 

konvergieren und, 

tin T 
geset~t, 

lira n log n'l'. - -  o 

ist, so konvergiert 

~ "r. , 

und es ist 

yy 
n = I  n = l  n = i  

Beweis: Ftir s ~ o ergibt sich nach Voraussetzung die (absolute) Konvergenz 
yon (88) und die Konvergenz yon (86) und (87), sowie die Giltigkeit der Gleichung 
(89). Nach einem ktirzlich yon mir io6) bewiesenen Satze folgt aus 

wenn fflr abnehmende s 

lira n log n ~' = o, 
n~oo 

limr Y" = C 
S~O ~ n $ 

existiert [was bier wegen (89) der Fail ist], die Konvergenz von 

und die Gleichung 

damit ist der Satz (X) bewiesen. 

5 -y .  

oo 

~ y. --- C; 

xo6) Uber die Konvergen z einiger Klassen yon unendlicben Reiben am Ran& des Konvergenzgebieles 

[Monatshefte fi~r Mathematik und Physik, Bd. Xu (i9o7) , S. 8-28], S. 9. 
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$ I I .  

Uber die Multiplikation von Integralen. 

Zum Abschluss dieses Teils meiner Betrachtungen will ich nun tiber die den Dv 
RICHLET'schen Reihen verwandten Integrale xoT) von der Gestalt 

f ~?(t)t-'dt 

einige S~itze beweisen. ~? (t) braucht nicht stetig zu sein~ sondern sei folgenden weiteren 
Voraussetzungen ~oS) unterworfen: ~(t) ist for alIe endlichen t ~  I als komplexe Funk- 
tion reellen Argumentes definiert, [iegt in jedem endlichen Intervalle t - - ( I  ... co)dem 
absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke und ist tiber jedes solche 
Interval[ eigentlich integrierbar. Wenn ~? (t) und +(t) zwei solche Funktionen sind, so 
l~sst sich formal das Produkt der beiden als konvergent vorausgesetzten Integrale 

(96) ~(t)t-' dt 
und 

(97) f=+(Ot-'dt 
wieder in der Form 

(98) 7~(t)t-'dt 
darstellen, wo 

(99) z ( t ) =  ?(u T 7 

ist. Denn es ist, wenn man (96) und (97) muitipliziert, 

9(t)t-'dt. +(t) t- 'dt= q~(t) t-' +(u)u-'du dt 

j ,  \ t  
also, falls die Vertauschung der beiden Integrationen erlaubt ist, 

f, 7, . . . . .  

J -d t  dr, ~(t)t-'dt. +(t)t-'dt~-j, v-' ~(t)~? 

was, wenn Z(t) die in (99) angegebene Bedeutung hat, das Integral (98) ist. 

xoT) Vergl. S. 2o8-218 meiner in Anm. 93 zitierten Arbeit. Die dort mit I "f, IF" bezeichneten und 
Hcrrn PII~CHERLE zugeschriebenen Sfitze waren iibrigens schon vor ihm in einer Abhandlung yon Herrn 

MITTAG-LEFFLER lSur la reprlsentation analytique d'une brancbe uniforme d'une fonction monog~ne (Qua- 

tri~me note) [Acta mathemafica, Bd. XXVI (I9O2), S. 3S3-39I], S. 376-377i auf cinem yon Herrn 
PHRAGMI~N angegebencn Wege bewiesen werden. 

,os) In den wichtigsten Anwendungen ist n~mlich ~? (t) nicht iiberall stefig. 

Rend. Circ. Matem. _Palermo, t. XXIV ( i  ~ sere. i9o7). - -  $tampato il 1o luglio 19o 7. I8 
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Z (t) lisst sich auch in der Form 

z ( t ) =  +(")r  T ,, 
schreiben. 

Es entsteht n u n -  ihnlich dem Problem der DIRICHLET'schen Multiplikation unend- 
licher Reihen-- die Frage nach hinreichenden Bedingungen fflr die Giltigkeit der Gleichung 

~(Ot-sdt.  t~(t)t-=dt = z( t ) t - 'd t ,  

fiber welche ich kurz einige Bemerkungen machen will, ohne sie weit zu verfolgen. 
Die Variable s ist bei dies& Form der Fragestdlung nicht n6tig; sondern es handdt 
rich um die Frage, wann aus der Konvergenz zweier Integrale 

0oo) ~(t)dt 

und 

[ (IOI) +(t)dt 

die Konvergenz yon 

[ (lO2) z ( t )d t  

und die Gleichung 

[ [ [ 003) z ( t )d t  = ~(t)dt .  +(t)dt 

folgt, wo 

fl' (~)i z ( O =  ~(u)+ - 7  - T d "  

gesetzt ist. Ich behaupte den Satz, welcher dem STIELTJES'schen Satz (I) entspricht: 
(XI): Wenn (IOO) absolut konve~iert und (IOI) konvergiert, so konvergiert (102), 

und es bestebt die Gleicbung (lO3). 
Beweis : Es ist 

f f f (+) [ [ (+) o to t - - I  du = *?(u) du '~ dt z ( t )d t  = dt ~(u)+ u u 

Z Z [ f = "~(=)du +O,)=d~= ~(,,)d. +(v)dv. 
U 

Wenn 

f ~ ( . ) d .  = ,(o,), 

f o ,  (~) d ~ = ,r (o) 

gesetzt wird, so ist also 

f" I" (-~) z (t) d t = ~ (,,) ,v d u. 

Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante g, sodass, ffir ale o~ 

0o4)  I~(u)ldu < g 
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und 

Oos) ftO+(v)dv <g 

ist, ferner nach Annahme yon ~ ~ o ein v = v(~), sodass einerseits ffir alle q .~  v 
nebst p > o 

fq 
~+P 

I~(u)ldu < 006)  

und 

(Io7) 

ist, andererseits for alle ~ ~ 

(108)  ~(u)du. +(v)dv-- ~(u)dtt. (v)dv < 8 3 
Ftir co ~ v = ist alsdann 

also 

f tOz(t)dt_ f~176 ~ f g-~.,(u)]~d u .qt. L]~(u)]2gdu 

< e -  H + 2cue-  s ' 

s176 fff~(u)du.s ~ s dt-  s 
Ca} tO e~O 

womit (lO3) bewiesen ist. 
Die Betrachtungen yon Herrn NIELSES ~o9) fiber die Multiplikation der Integrale 

o'~?(t)t'-'dt, 
i 

wdche durch die Substitution t - - -  unmittelbar wegen 
u 

fo (+1 3(t)t'-'dt = --~--~ u-'du 
in den obigen Typus fibergehen, sind auch unter der yon Herrn NIELSES gemachten 
Annahme der abteilungsweisen Stetigkeit seiner Funktionen ~(t) und +(t) unzul~tssig. 
Seine Vertauschung zweier Integrationen ist n~imlich mit Rficksicht auf die untere 
Grenze o der betreffenden Integrale (welche meiner oberen Grenze ~ entspricht) un- 
gerechtfertigt. Zur Rechtfertigung jener Vertauschung zitiert Herr NW.LSES zwar bei 

Io9) Auf S. II8-I2O seines in Anm. 94 zitierten Handbuches. 
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den Worten cc einem bekannten Satze zufolge ~ STOLZ' GrundKiige der Differential- und 
Integralrecbnung, Bd. III xxo); da er jedoch (im Gegensatz zu seinen sonst sehr aus- 
flihrlichen Zitaten)keine n/ihere Angabe tiber die Stelle dieses Buches macht, kann 
der Leser nicht mit Sicherheit feststellen, welchen richtigen Satz der Integralrechnung 
Herr NIELSEN falsch angewendet hat. 

Ich will jetzt auch ein Analogon zum STIELTJES'schen Satz (Ii) for Integrale ent- 

wickeln. 
(XII): Es sei (lOO) absolut konvergent, (IOI) konvergent; ma~z betracbte alle Inte- 

grale yon der Form f o ;s~<~,., ] = ~(u)du + (v)dv,  
t t  I 

w o ~  ~ I endlicb ist und f ( %  u) fiir ]edes ~o _~_ I nebst I L u .~  ,o einen endlicben 
Wert ~. I hat. Dann gibt es nacb Annabme yon 8 > o ein % = ;~(8), sodass fiir alle 
o "~ ~,, wenn iiberdies far i ~ u L ;~ 

f (o ,  u) G X 
ist, 

ist. 
In (XII) ist offenbar (XI) als Spezialfall 

f (o ,  u ) = -  U 

enthalten. 
Beweis yon (XII): g und ~(8) seien im Sinne der Relationen (lO4) , ( io5) , (IO6), 

(lO7) und (lO8) bestimmt. Ich nehme nun % - -  v, ,o _~ % sowie for i L u L ). 

f(o, .) 
an; dann ist 

] - -  f<~W(t)dt, f~>+(t)dt = S<~<~(t)(~g(f(., t))- ~(@)dt 

d Ir(t)l dt + I~(t)12gdt < - ~ g  + 2g-~g- -  , 

s-f~ f (oa,l+ f;(t)dt, fo' t(t)d t 
~ =~, 

< +5-  
womit der Satz (XII) bewiesen ist. 

x xo) Leipzig, 1899. 



OBER DIE MULTIPLIKATION D[RICHLET'SCHER REIHEN. 14I 

12 .  

Eine Anwendung der Multiplikation Dirichlet'scher Reihen auf die 
DarsteUung der Anzahl der Idealklassen eines algebraischen Zahlk0rpers. 

Ich will jetzt zu den DIRICHLET'schen Reihen zurfickkehren und mich spezielleren 
Problemen zuwenden, die sich zun~ichst noch auf die Multiplikation beziehen. In einem 
wichtigen Fall hatte ich in einer frfiheren Arbeit m)  bewiesen, dass das DmmHLET'sche 
Produkt einer konvergenten und einer divergenten Reihe konvergiert, und will jetzt 
hierffir einen einfacheren Beweis angeben, der auch etwas weniger aus der Primzahb 
theorie voraussetzt. Es handelt rich (in meiner gegenw'artigen Ausdrucksweise) um das 
DImcuLET'sche Produkt der konvergenten Reihe 

mit der divergenten Reihe 

2 F(n) n=x n } 

wo F(n) die Anzahl der Darstellungen yon n als Norm eines Ideals in einem gegebenen 
algebraischen Zah.lk6rper bezeichnet. Wie ich a. a. O. bewies, ist diese Reihe 

g ~ I  T ' 

welche im Falle des quadratischen K6rpers der Diskriminante D mit der bekannten Reihe 

D i 

identisch ist, ffir jeden K6rper konvergent und - - g  b, wo b die Anzahl der Idealklassen 
und g eine andere durch den K6rper wohlbestimmte positive Konstante ist. 

Ffir diesen Satz 
~ C 

WO 

ist, will ich nun eine neue Beweisanordnung angeben. Dieser neue Konvergenzbeweis 
der Reihe 

n~ I n 

setzt aus der Primzahltheorie nur die yon mir bewiesene Gleichung 

(lO9) ~- ~.(n)logn _ _ - - I  
~ I  n 

i n )  Ober die Darstellung der Anzahl der I&alklassen eines algebraischen K6rpers durch eine unend- 
licbe Reibe [Journal  fflr die reine und angewandte  Mathematik,  Bd. CXXVII  (19o4) , S. I67-I74]. 
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als bekannt voraus, w~ihrend mein damaliger Beweis meinen weitergehenden Satz 

= o ( + )  
zugrunde legte. Es wird ausserdem die aus der WEBER'schen ~ )  Relation 

x i - - ~ -  ~ 

0IO) H(x) --- ~ F(n) =gbx  + O(x ~ ), 

wo ~ den Grad des K6rpers bezeichnet, leicht fliessende Folgerung benutzt : 

( i I i )  R(x) - -  2 F(n) = ghlogx + f~ + O(x ~), 

wo ~ eine Konstante bezeichnet; aus ( i io)  folgt in der Tat 

2 F(n ) - -gb= 2 H ( n ) - - g h n - - ( H ( n - -  I ) - -gb (n - -  I)) 

.... . . + i  + x + ~  
x-- x-- i-! x_ x x_! 

o(~ ~) + O(x ~) ~- o(~ ~) ~- O(n ~) -~- 2 + O(x V) 
n~- I-) x + I -- / n(n + I) I) . . . . . . . . .  +, ~(.+ 

I 

= ~ + o ~ --~ -F- O(x- ~-) = ~ + o(2  -~-~), 
n=x+i 1+-~ 

n 

wo "f konstant ist, also 

R(x)__ g- I -• 
.=~ ~ _gh.=,-~+~+o(~ ~)=gblogx+(ghC+~)+O(x -Y) 

_! 

(Xli) = gblog x -Jr- ~ -{- O(x v ) .  

Aus (lO9) folgt einerseits die Konvergenz yon 

5- ~'(") ; 
dieser Wert muss alsdann o sein, und es ergibt sich genauer, wenn 

i-Jr- 2 ~.(n<!og n ,(x) 

gesetzt wird, 

_ 2 
n = i  n n = X + l  n 

~- ,( . )  - , ( n  - i )  

.=x+x log n 

= - -  .=.+,~(n) logn log(n + I) + log(x n t- I) 

x xa) Ueber einen in der Zahlentheorie angewandten Sat z der lntegralrecbnung [Nachrichten der K6nigl. 
Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1896 , 
S. 275-281]; Ueber Zahlengruppen in algebraischen KOrpern. (Zweite Abhandlung) [Mathematische Annalen, 
Bd. XLIX (I897), S. 83-1oo] , S. 89-94. 
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Nach diesen Vorbemerkungen fiber bekannte Sittze (I I I)  
die Behauptung 

~- c_m~ __g h 
1 , 1 ~ i  

und ( i i 2 )  wird sich 

leicht folgendermassen ergeben. Es ist 

2 C , -  z F ( 1 ) ~ . ( m ) ~ , ~ F ( 1 )  [ x ' ~  ~ ( m )  R(_~_ ) R( l / x )gO/x )  
,=x n --lmLx l m - -  ~---l-, g%-~ J + m=x m - -  

~F_(1) I I V7 x O(x-@) O <log (l/x)) liog ( ~  f . log (r + ~ i ~  (~f ~ log --~ + ~ + + t ' 

l +  l ~ v'(m)l~ ~ - O(logx. x-@ Jr-{I1 - -  . logx .-{- (g b log x .-t- fO g (1/ x ) - -  g b Z m 

I ={II + log x. + gb + {I} + = gh + 

was zu beweisen war. 

13" 

Neuer Bewe i s  einer Vermutung von Herrn Lehmer. 

Eine andere Anwendung jener Multiplikationskunstgriffe ist folgende. In einer frtihe- 
ren Arbeit ii8) hatte ich durch eine komplexe Integration und unter Benutzung yon 
Eigenschaften der Zetafunktion und verwandter Funktionen zuerst den Beweis daffir 
erbringen k6nnen, dass 

lira - - I  2 2~c") O (n) 
x~oo X n~l 

existiert, wo p (n) die Anzahl der Primfaktoren yon n bezeichnet und 0 ( n ) =  Iist, wenn 
alle Primfaktoren von n die Form 4 m + 3 haben, w~ihrend sonst O (n) = o ist ~i4). 
Ich kann auch heute jenen Satz nicht ele,nentar beweisen; der Zweck dieses Para- 
graphen ist vielmehr zu zeigen, dass er aus einem spater i~s) yon mir mit denselben 
transzendenten Hilfsmitteln bewiesenen Satz elementar folgt (sodass man also zum 
Beweise aller S~itze der Primzahltheorie hier jene Kette transzendenter Schlfisse einmal 

tzS) Bemerkungen Zu Herrn D. N. LEHMER'S Abbandlung in Bd. 22 dieses Journals, S. 293-335 
[American Journal of Mathematics, Bd. XXVI (i9o4) , S. 209-222]. 

xx4) Auf die a. a. O. bewiesenen zwei anderen S~tze, die den Progressionen 3m@2 und 6m@ 5 
entsprechen, ist natiMich die neue Beweisanordnung des Textes auch anwendbar. 

xi5) Melne in Anm. 15 zitierte Arbelt erschien zwar frt~her als die in Anm. it 3 genannte, ist aber 
sparer verfasst und in Druck gegeben, wie aus den Datierungen 23,5.19o 4 und 28,1o.i9o 3 hervorgeht. 
Ich Mtte also damals die LEHMER'sche Vermutung noch nicht wie im Text beweisen k6nnen. 
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ersparen kann), n~imlich aus der GMchung 

2 
yon der schon in ~ 2, N ~ . 4, b) die Rede war H6). 

Wird zur Abkiirzung 
2 P(n) 0 ( n )  - - -  C n 

gesetzt, so ist f~r s ~ i 

n=x - "r n 

Dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen 

und 
\ 

y z (~) p. (~) 
tz~l ~$ 

wo q die Primzahlen 4 m n t- 3, r die Primzahlen 4 m + ~ durchl~iuft; denn 
I 

( ) lq I-I = = + . . . =  , 7 =  ~ + 7 + ~ +  q,~ 
.=x q q I - - - -  q' 

Wird 

gesetzt ,  so ist S.. 

der Reihen 

und 

x m 

Z z(n)e ( . )=  >-_r z(,0e C,0 = s 
I n ~ x  l = i  n = i  

die Summe der ersten x Glieder in dem Dn~ICULET'schen Produkt 

ffir s -~-o, und man erh~tlt weiter 

Ich setze 

r (0  = ns 

,e z (n) ~. (~) 

c = S , , - - S •  
~ I 2 

4 F ~-z'(n)p'(n) - -  ~(x), 

~(n)F(n) = +(x). 

I T \  
II~) Dort wurde sogar die Restabsch~tzung O ( ~ }  verwcndet, Ein Blick auf die dortigcn 

173 -- 

gect lnul lgel l  zeigt, dass I l o @ ~  I a.uctl gl~Ili~gt h~tte ; da es sich dort  uberhaupt  nu r  darum ]lal~delte, I~illQ" 
g a  

noch nicht bewiesene Gleichung zu beweisen, war es gleichgiltig, welche bekannten Sfitzr angewendet 

wurden. 
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Aus (113) folgt 

,c~) = •  ( ~ ( . ) -  ~(. - ~)) = 2 ~ ( . ) ( ~ - ( .  + o) + 4_ +, (x)(x + ,) 

I 

flog xt ' 

und nunmehr schliesse ich so: 

CT • r x r163 ~7 
l 

r r 

- - I ~  I . -  , I ! xV~Z(n)_~.(n).=, n l 1o~ - -  log(Vx) + + O(l/x) + 1/x 

- - i  x 1 4 x I x f 4 x + { x "  - l o ~ o g x  + ~ -  +lxl+O(r ~ =-g 

�9 c = S ~ - - S  = - - x + { x l ,  
n = i  "T 7~ 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

w 14. 

LSsung eines Problems von Herrn Kluyver. 

Herr KLUYVER legte mir in einem Briefe ein Problem vor, welches im einfachsten 
Falle (den ich der Deutlichkeit wegen vorausschicken will) folgendermassen lautet. 

Es sei ? (n) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren yon n. Herr KLUYVER 
fragte mich, ob ich die Gleichung 

014)  ~- ~(n)? (n) - - o  

beweisen k6nne, deren Richtigkeit er auf Grund heuristlscher Erw~igungen vermutete. 
Dass im Falle der Konvergenz der Reihe auf der linken Seite yon (I I4) ihr  Wert 

o ist, ist leicht einzusehen, z.B. auf Grund der f~r s ~> I giltigen Gleichung 

o~s) - 5 - ~(~)~(') ~ 2  ~(~) ~=x n s ~ ~ -  n n=x n s 

W O  

"i(n) --  I fi~r Primzahlen und Primzahlpotenzen, 
y ( n ) - - o  ffir alle iiT) anderen n 

l x T )  A u c h  f~r  n ~ I .  

Rend, Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (2 ~ sere. t 9 o 7 ) . -  Stampato il 30 luglio tgo 7 t9 
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ist; (~I5)beruht auf der offenbar zutreffenden Tatsache, dass 

nur for quadratfreie, yon I verschiedene n = p ,  ... Pe yon Null verschieden und alsdann 

= " + . . .  + 

ist. Wenn s gegen I abnimmt, so ist bekanntlich 

lim I S y(n) 
I n = ~  n s "--"  I ~  

'=' l~ ~ I 

und 

lim I S 8 " ( n ) = I ;  
S I n s $ = I  - -  n ~ l  

da somit auf der re&ten Seite yon (tI5) der erste Faktor logarithmisch unendlich, 
der zweite yon der ersten Ordnung Null wird, so ist 

lim S ~,.(n)!(n) 
$ ~ I  n ~ l  ~ - -  0 9  

woraus im Falle der Konvergenz der Reihe auf der linken Seite yon (I14) die Rich- 
tigkeit yon 014)  folgt Hs). 

Ich bin nun imstande, die Konvergenz jener Reihe, also des DIRmnLEX'schen Pro- 
duktes der divergenten Reihe 

mit der bedingt konvergenten Reihe 

t t = l  

nachzuweisen und stfitze rnich dabei erstens auf einen Satz yon Herrn MERTESS Hg), 
nach welchem 

f(x) = s 7(n) __ log log x qt_ A + {~l 
~q~I n 

ist, wo A eine Konstante bezeichnet, zweitens auf die yon mir bewiesene Gleichung 

) 
xx8) Ich lege keinen Wert darauf, die Schnelligkeit der Konvergenz der im Folgenden behandel- 

ten Reihen genauer abzusch~tzen (was nati~rlich auf dem Wege des Textes geschehen kann), sondern 
16se genau die mir von Herrn KI.OYVER vorgelegte Aufgabe, die Konvergenz jener Reihen zu beweisen. 

I~9) Vergl. die in Anm. 3 2 zitierte Abhaudlung, S. 5 2. Die Summe der den Primzahlpotenzen 

I nShert sich offenbar fi~r x ~ oo entsprechenden Zusatzglieder zu der MERTENS'schen Summe Z 7  
p~x 

einer endlichen Grenze. 
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Daraus folgt 
x x 

l o g  x ~ . _  ~- . y(n) 8.(m) _~_ 8"(n)~(n)- ~- T -m 

x 

'~ .[(n). (nX_) .3ff ~ - , ( n ) _  ( ~ _ )  

x 

= O  ~- n (log logx) 2 + O  

x_. 

~-- ] ' (n)~  ~.(m) 

- - O [  log logx ~ x __ -- \(loglo-~)2j + O(toglogx-'l- A +lll--LoglOglog x A-'I'-III) 

log x 
= {I } + O (log log x - -  log log x ] - -  {I }, 

womit (114) bewiesen ist. 
Herr KLUYVER legte mir allgemeiner folgende Vermutung vor, die ich auch mit 

meinen Hilfsmitteln beweisen konnte. Er vermutete, dass allgemein far jede arithmetische 
Progression die Reihe 

(116) m=o~- ~.(mk +mk + hh)f(mk -+- b) ~ Z._~ V'(n)f(n), 

konvergiert. Mein Beweis hierfiir lautet folgendermassen. 
Ftir s > I und jeden Charakter modulo k besteht wegen 

(.) (.) 5--v(t)z(t):~ -V z T = z ( . )  v(t)~ - = - ~ ( n ) p ( . ) z ( n )  
fin 

die Gleichung 
O~7) _ ~[~(n)~(.)Z(.) _ ~-v(n)z(") ~ ( . ) z ( n )  

. = t  n ~ - -  ,~=x n ~ " n = x  n s 

a) Wenn z(n) der Hauptcharakter ist, folgt die Konvergenz von 

(118) ~- ~(~)~(.)z(~) 
n ~ i  n 

aus (II7)genau wie oben die Konvergenz der linken Seite yon (114) aus (115); 
denn, wenn ~-' eine Summe bezeichnet, in welcher n nut die zu k tei~erfremden Zahlen 
durchl~uft, so ist einerseits 

s Y(n)z(n) - -  s  "l'(n) - -  loglogx -{- A' + {I 1 
( x ~ 9 )  . = ,  ~ . = ,  n - 
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und andererseits ~ )  

Aus (119) und (I2O) ergibt rich also analog zum Obigen ffir den Hauptcharakter die 
Konvergenz yon (II8). 

b) Wenn z(n) nicht der Hauptcharakter ist, so ist einerseits 

konvergent, da Herr MERTENS x2x) die Konvergenz yon 

~Z@)p 

nachgewiesen hat; andrerseits ist nach meiner Relation 

n ~ x  n n n ~ h  l 
n ~ b  x 

Wird 

- -  n = *  t /  0 I . 

~ Y(~)z( , )  _ s ,  

)~ Y(~)z ( . )  _ s, 

~ ~.(n) z (~) _ L ,  

s V. (n) Z (n) _ T 
n ~ i  n 

folgt 

also hier 

und es ist 

x2o) Denn aus der Relation 
0 X 

n~b  x 

n L x  n=- h 
n ~ b  z 

n ~ I  n n 

U( ') oo I b - ~ - - -  

s  ~ (_n) = lim y '  ~ (n) __ lim I 

plk 
x-,x) Auf S. 6I seiner in Anm, 32 zifierten Arbeit. 

~ O .  



OBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET'$CHER REIHEN. 149 

gesetzt, so ist also 

Daraus folgt 

S - - - - S + { I } ,  

o(+) 
_ Z ~(,,)~(,,)z (,0 

~ t ~  1 n 

x x x 

l~ Y(n)z(n) ~-~'(m)z(m) [ - 2 Y(n)z(n) s ~(m)Z(m) 
. = ,  n m*"~I m n m = ,  m 

x 

= '~-'v(.)z(.); r + =[&~]2. v(")z(")r; _ 
x lo   =lx )) o "~(n))~(n) ( T  + O i "((n) 

n (log log x)* + =[~-~g ~ I + ' L  a n 

x 

-- T(S + {:}) + 0 \(log log x)' ~ + 0 _ x 

0 [ !0g log x --  TS + t~I + ~,(loglogx)~] 'Jf- II} = S T'3i- Ilt, 

sodass ffir jeden Charakter die Konvergenz yon 

0~8) ~- ~ (~)~ (n)z (~) e=_-, ~- 
bewiesen ist. 

Nunmehr mtissen zwei F~ille unterschieden werden. 
I) Es werde in der vorgelegten Progression m b q-h 

(k, h ) =  1 
angenommen, b' repr~isentiere die zu b inverse Restklasse modulo k. Die Reihe 

~- v-(,,)~(-)z~(,O 
. = x  n 

welche ffir jeden Charakter, d.h. ffir ~ - - I ,  2, . . . ,  ~(k) konvergiert, werde 
z~(b') multipliziert; alsdann m6gen diese ~ (k) Reihen gliedweise addiert werden. 
ergibt sich die Konvergenz yon 

9(k) 

~. (n) p (.) Z z, (n b') ~=, = y v-('O0(n)~O) 
Z n n_=h n 

also der vorgelegten Reihe (116). 
2) Es sei 

(k, b ) = d >  

mit 
So 
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und es werde 
k 

h 
-~- - - H ,  

(K, d)~(d) _~_ r 
~(K, d) 

gesetzt. Es ergibt sich unter Anwendung einer elementar-zahlentheorefischen Betrachtung, 
y, die ich a. a. O. ,2,) ausgefflhrt habe, wenn bezeichnet, dass m K + H  zu d teilerfremd 

sein soll, ffir s ~ I 

s ~(mk Av b)p(mk Av h ) ~.(d) ~z(mK Av H)(~(d)-J-~(mKAf- H)) 
m=o (m k + h)' = ~d 7- m=o s  (m K + H) '  

(121) ~(d)?(d)~;-~-~(mk__-J-b~) _ j _ ~ s 1 6 3  
- d' ~ ~o  (ink + h~) z=,-=o (m k + h~)' ' 

wo b z ffir )~--- I, 2, . . .  , r gewisse zu k teilerfremde, zwischen o und k gelegene Zahlen 
durchl~iuft. Fflr s : I i s t  nun auf der rechten Seite jede Summe 

m=o mk-[-h z 

nach meiner frfiheren Arbeit und jede Summe 

,.=o m k -a t- h~ 

nach dem obigen konvergent. Die Gleichung (121) ergibt also, yon rechts nach links 
gelesen, die Konvergenz yon 

v.(mk + h)p(mk + b) x- ~(n)?(n)  
s i n k +  h .=~/-" n (116) .,_,_ 

auch im vorliegendem Falle, dass k und b nicht teilerfremd sind. 
Herr KLISYWR teilte mir welter die folgenden yon ihm heuristisch erhakenen Re- 

lafionen mit, welche ich beweisen kann: 

(122) ~ . v . ( n ) ? ( n ) p  n~ "~(n)sinn~ ' 
.=~ n ~ --  .=, - ~ -  

(123) s ~ '(n)f(n) log [sin-~l = s 7(n)-cosn ~ 

W O  

~ , ( y ) =  y - [y] - + for ni~h~ ganze y, 

P(y) = o s ganze y 

_ _  a und ~ eine rationale Zahl -k- ist, deren Nenner k zum Z~thler a teilerfremd ist und 
2 7  

x~a) Auf S. 75-76 der in Anm. I5 zitierten Arbeit. 
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fiberdies in (I23) nicht quadratfrei sein darf. (I2_3) ist so zu verstehen, dass links die 
Glieder, in welchen n einen quadratischen Teiler hat, garnicht auftreten m).  

Was zun~ichst die re&ten Seiten yon (122) und (123) betrifft, so folgt ihre Kon- 
vergenz aus Schlfissen, welche schon Herrn FATOU ~,4) ftir die Reihe 

024 )  Y Y--~-P 
-r-P 

auf dem Einheitskreise s einen anderen Zweck angestellt hat. Auf der re&ten Seite 
yon (122) und (123) steht namlich der imaginare und reelle Teil der fiber alle Prim- 
zahlen und Primzahlpotenzen erstreckten Summe 

~-, Y__~ 

ftir y - -  e ~. Da die Primzahlpotenzen jedenfalls einen konvergenten Beitrag liefern, ist 
2~a 

i 
also gerade die Konvergenz des imagin~tren Teils yon (124) fi~r y = e k , (a, k ) = I  

2'lZa i 

und des reellen Tells yon (124) ffir y -= e k , (a, k) : -  I und nicht quadratfreies k zu 
beweisen. Herr FATOU wendet hierzu mit Recht die MERTENS'sche ~2S) Relation 

I I 
Y T = r(k) l~176 + ,4 + 11t 

an und erMlt x~), wenn b,, b=, . . . ,  b~lk)ein vollst~indiges Restsystem teilerfremder 
Zahlen modulo k ist und 

2q~ai 

g k  = ~  

2~rpai 
gesetzt wird, 

e p~i e k ~ ~ Z ~ _ + + . . .  + y • 

- -  - -  ptk- P ~ - ~ ( t )  

__ (~b, + . . .  _]_ ~b~k)) I2__ log logx  _]_ B -]-{I  I, 

wo B konstant ist, also, da ~ h  - . . ,  cJ,~k) die primitiven k ten Einheitswurzdn sind, 

(125) Z d __ ~'(~.) log logx -t- B -~-{I I. 
p :xP 9( ) 

Im Punkte y = ,  konvergiert also nach (i25) der imagin~ire Tell der Reihe (I24) 
ffir aUe k und der reelle Teil yon (124) s jedes nicht quadraffreie k. 

~28) Dass der Logarithmus fflr gewisse n sinnlos sein kann, schadet also nichts; for quadratfreie 

n kann dies der gemachten Annahme gemhss nicht eintreten. 
x24) Sur les s&ies enti~res gt coe.ficients entiers [Comptes rendus hebdomadaires des s4ances de 

l'Acad4mie des Sciences (Paris), Bd. CXXXVIII (I9O4), S. 342-344], S. 343-344. 
zas) Vergl. S. 62 seiner in Anm. 32 zitierten Abhandlung. 
~26) In seiner zitierten Note brauchte er nur den Fall zu behandeln, dass k eine Primzahl ist. 



I~2 E D M U N D  L A N D A U ,  

In (i22) und 023)  konvergieren also die rechten Seiten schon auf Grund der 
~ilteren MBkwv, Ns'schen Primzahls'Zitze. Die Konvergenz der linken Seiten folgt erst aus 

den obigen Ergebnissen. In der Tat haben die Funktionen P \~-~=/ und log sin 

die Periode k, sodass jene finken Seiten durch Multiplikation endlich vieler konvergenter 
Reihen des Typus (116) mit konstanten Faktoren und gliedweise Addition entstehen, 
also konvergent sind. 

Aus der Konvergenz ihrer linken und ihrer re&ten Seiten folgt nun zwar die 
Richtigkeit der Gleichungen (122) und (I23) noch nicht; aber es ist jetzt m6glich, 
elementar den Beweis zu Ende zu ffihren. 

Far s ~ i ist wegen der absoluten Konvergenz, falls h irgend eine ganze Zahl ist, 

m' ' '  r t t ~  ~ ~ ~ I =  I 

WO 

c = y r ~ = ," Y__ ~ ( m ) ~ ( m )  
ml n rain 
~ h  m~h 

ist. W i rd  tiber h = i~ 2, . . . ,  k summiert, so ist a l s o  

e y ~ . ( m ) p ( , , )  

�9 - - _  _ ~ Y ~ . ( m )  0 ( m )  

m~k 

8n 2 8n 

- r Y m' 

I) Es habe k einen quadratischen Teiler. In (i26) konvergiert ftir s - -  I die rechte 
Seite, wie oben festgestellt wurde; ferner konvergiert in jede mder endlich vielen Gfieder 
finks der erste Faktor 

y ~(m)~(m), 
m~h m 

wie gleichfalls oben bewiesen wnrde, und [da zufolge des sonst verschwindenden ersten 
Faktors nut solche h in Betracht kommen, far welche (h, k)quadraffrei ist] der zweite 
Faktor 

z ~ b n a  2 ~ h n a  
sin - -  

2 + ' 2  k 

log (2 " '/~ h a " ~  
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konvergiert ebenfalls; (126) ergibt also beim Grenztibergang for s = I 

~-y(n)~" __ ~ - y  V. (m) ? (m) log (2 sin ~_~/) _t_ ~ i~-  ~- v . (m)? (m)p (b~ )  

= s e'(m) ? (m) l~ (2 sin ~3- ) + ~ i  ,~=~ m 

also wegen (114) 

.=~s ~(n)~"n ~s g.(m)?(m):m log sin --~ + 

s ~ (m)? (m)p tm~  ~ 
~=, m \ S-~ / ' 

,.=, m \~-ff~/ 
woraus durch Trennung des Reellen und Imagin~iren die behaupteten Gleichungen (122) 
und (123) folgen. 

2) Es sei k quadraffrei. Dann werde in (i26) zuv6rderst ftir s ~  1 der imagin~ire 
Teil genommen : 

_ _  s y ~(m)~(m)m, " s sin hn ~ s ~  __ s r(n)sin n ~ 
h=~ m~h n=~ h=x 

Alsdann kann wegen der Konvergenz aller aus Reihen zur Grenze s =  I tiber- 
gegangen verden, und man erh~ilt die behauptete Relation (i22). 

w 15. 
I 

Uber das analytische Verhalten der Reihen ~ x p und ~ - ~ - .  

Herr FATOU I27) hatte ftir Primzahlen k die Relation (I25), die alsdann 
2~pal 

e k i 

Y t; - r(k)l~ 10gx + B + {iI 
p~x 

lautet, benutzt, um aus ihr zu schliessen: Die unendliche Reihe 
yP 

T(Y) = Z T p 
2qrai 

divergiert eigentlich ftir y - -  e ~ , indern ihr reeller Teil - - ~  ist; wenn y auf dem Radius 

? e k sich dem Rande des Einheitskreises n~ihert, n~ihert sich also f(v)nicht einem end- 

lichen Grenzwert; die auf der Peripherie dicht verteilten Punkte e k (k Primzahl) 
sind also singul~ire Punkte der analytischen Funktion f(y) ;  f (y )  ist also tiber den 
Einheitskreis nicht fortsetzbar, und es ist daher auch die Funktion 

yf, (y) = y U p = y~ + y3 ._If_ y5 ._~ . . .  

p 
nicht fortsetzbar. Wie Herr FATOU erw~ihnt, hatte ich gelegentlich einmal x2s)bemerk b 

xaT) I. c., S. 344. 
x28) Auf S. lO2 der Abhandlung Ueber die Zu einem algebraiscben Zablk?wper gebOrige Zetafunction 

und die Ausdehnung der TSCHEBYSCHEV'scben Primzablentbeorie auf das Problem der Vertbeilung der Primi- 
deale [Journal ftir die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXV (I9o3), S. 64-x88]. 

Rend. Cira. Matem. Palermo, t. XXIV (2 o scm. 19o7).-- Stampato il 3t luglio x9o7. 20 
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die ftir ~ ( s ) >  I giltige Gleichung 

I I f o  ~ 

sei ffir die Fortsetzung der durch die linke Seite yon (127)definierten Funktion P ( s )  

ungeeigne b w~thrend die Gleichung 

- -  e-"" x ' -~ d x 

oo. I 
nach RtEMANN die Fortsetzbarkeit yon ~ ~7- liefert; denn es sei nicht bekannt, ob 

0 8) Z y  
p 

tiber den Einheitskreis fortsetzbar ist. Da nun Herr FATOU die Nichtfortsetzbarkeit yon 
( i28)  bewiesen hat, ist gewiss (I27) ungeeignet ffir jenen Zweck; ich hatte fibrigens 
damals leicht auf anderem Wege x,9) die Fortsetzbarkeit der Funktion P ( s )  feststellen 
k6nnen =ao). Immerhin habe ich inzwischen erkann b dass Herrn FATOU'S spezielle Be- 
weismethode zum Nachweise der Nichtfortsetzbarkeit yon 0 2 8 )  unn6tig ist, indem diese 
Tatsache aus dnem ganz allgemeinen Satze yon Herrn FABRY =a=) fiber Potenzreihen 
folgt, also mit dem Umstande~ dass die p Primzahlen sind, nichts zu tun hat. 

Der Satz yon Herrn FABRY, der kfirzlicb durch Herrn FABER =a,) auf neuem und 
einfacherem Wege bewiesen worden ist, lautet: ~ Die Koeffizienten einer im Einheits- 

kreise konvergenten Potenzreihe 

: (y )  = 7_]_. 
~ , ~ o  

m6gen folgende Eigenschaften haben. Es gibt eine positive Konstante ), und unendlich 
viele Indizes m ,  m,, . . . ,  m~, . . .  derart, dass 

my 
= 

ferner 

lim s, ~ ---" 0 
v=oo m.) 

ist, wo s, die Anzahl der Indizes n zwischen my (I - -  ),) und m, (I -~-),) bezeichnet, 

xaa) S. Io>Io4. 

xso) Natiirlich liesse sich a posteriori dieser Nachweis auch so wenden, dass er an die Gleichung 
027) ankniipft; doch wfire dies nicht der einfachste Weg. 

i8i) Sur les points singulir d'une fonction donn~e par son d~veloppement en s~rie et l'impossibilitd 
du prolongement analytique darts des cas tr~s g&draux [Annales Scientifiques de l't~cole Normale sup& 
rieure, Ser. III, Bd. XIII (i896), S. 367-399], S. 38>382; Sur les s~ries de T^YLOR qui ont une infinitd 
de points singuliers [Acta mathematica, Bd. XXII (I899), S. 65-87], S. 86. 

xaa) Uber die Nicht-Fortsetzbarkeit gewisscr Potenz~reiben [Sitzungsberichte der mathematisch-physi- 
kalischen Klasse der K6nigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. XXXIV (I9o4), S. 63-74], 
S. 7 o. 
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far welche a yon Null verschieden ist. Dann hat f (y )  den Einheitskreis zur natfir- 
lichen Grenze >). 

Hieraus folgt speziell ~sa): (( Die Potenzreihe 

f(y) -- ~- a1,yP, 
1, 

wo p eine Folge positiver ganzer Zahlen durchl~iuft, ist fiber ihren Konvergenzekreis 
nicht fortsetzbar, wenn die Anzahl der p yon I his x, dividiert durch x, far x = oo 

den Grenzwert o hat )). Denn, wenn der Radius des Konvergenzkreises gleich I vor- 
ausgesetzt wird (was keine Beschrsnkung der Allgemeinheit ist), so l~tsst sich aus 
den p eine Folge m ,  m~, . . . ,  m~, . . .  ausw~ihlen, ffir welche 

mY 

liml/lam~ I - -  I 
II~eo 

ist; falls nun ?, - -  I gew~ihlt wird, so ist gewiss 

lim sv __. o~ 
'0=~o m v 

da s~ nicht gr6sser als die Anzahl der p bis 2m~ ist. 
Daraus folgt offenbar ganz speziell die Nichtfortsetzbarkeit yon 

f (y )  = ~ YP' 

auch die Nichffortsetzbarkeit der a. a. O. :~) wo p die Primzahlen durchl~iuft. Aber 
erw~ihnten Reihe 

029) y y t0, 

wo l~ alle Primideale eines algebraischen Zahlk6rpers durchl~iuft, ergibt sich so. Denn 
es ist 

Z Y Np = 2 G(n)y", 
~ t ~ i  

wo die Anzahl G (n) der Darstellungen yon n als Norm eines Primideals nur far Prim- 
zahlen und Primzahlpotenzen von o verschieden sein kann. 

Da yon der Reihe 

028) 

die Rede war, m&hte ich noch besonders hervorheben, dass TSCHEBYSCnEF xSS) im Jahre 

xss) Vergl. FABER, Uber Potenzreiben mit unendlicb vielen verschwindenden Koeffizienten [Sitzungs- 
berichte der mathematisch-physikalischen Klasse der K6nigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaffen, 
Bd. XXXVI (i9o @ S. 581583] , S. 58,. 

xsr Vergl. S. Io2 meiner in Anm. 128 erw~hnten Abhandlung. 
zss) Leltre de M. le professeur TCH~BYCHEV ~ M. Fuss, sur un nouveau tbdorbme rdalif aux hom- 

bres premiers contenus dans les formes 4 n + I e t  4 n qt_ 3 [Bulletin de la classe physico-math~matique 
de l'Acad6mie Imp6riale des Sciences de St.-P~tersbourg, Bd. XI, S. 208; 1~2uvres, Bd. I 0899), S. 697]. 
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1853 angab, beweisen zu k6nnen: (( Die Reihe 

e-,~ _ e - ~ c +  ~-7~ + ~  . . . .  _ - . c  _ ~-~7, + ~-~9c + ~-23c + . . .  

(wo den Primzahlen 4 m + 3 das positive, den Primzahlen 4 m + I das negative Vor- 
zeichen entspricht) hat ffir positives zu Null abnehmendes c den Grenzwert-~ co ,~. Diese 
Behauptung bedeutet for die Reihe (I28), dass bei Ann~iherung yon y auf dem Radius 
--  ~ i an den Punkt - -  i ihr imagin~irer Tell 

i ~ y =  - + + . . . .  

tiber alle Grenzen w~ichst. Da bis heute nicht entschieden ist, ob dies der Fall ist oder 
nicht, so ist zu vermuten, dass TSCnEBXSCUEF'S unpublizierte Begr/~ndung sdner Behaup- 
tung einen Irrtum enthalten hat. 

Ober die dem beliebigen K0rper vom Grade k ~ 2 entsprechende Reihe 
I 

(13o) ~ N ~ '  ' 

welche durch die Identit~it 

Z N ~ ,  - -  E x ' - 'dx  

mit (129) zusammenh~ingt, hatte ich seinerzeit ~a6) auch ohne Kenntnis fiber das analy- 
tische Verhalten yon (129) auf Orund der fflr ~ ( s ) >  1 giltigen Gleichung 

. . . .  ) )--Np ' - l ~  - 7  ~ ~-s~-r 3 N - ~ - r  

zeigen k6nnen, dass die dutch (13o) definierte analyfische Funktion fiber die Gerade 

hinaus fortsetzbar ist und ffir ~ ( s ) > I - - ~ -  mit Ausnahme der dem Streifen ~(s)= i 

i i - -  T < ~{ (s) < 1 etwa angeh6rigen Nullstellen yon [~,(s) und des Punktes s - -  I 

regul~ir ist. Ebenso benutzte ich for den natfirlichen Rationalit~itsbereich die bekannten 
ffir ~ ( s )~>  I giltigen Gleichungen 

I I 

log ~(s) - -  3- -m- ~- p,,, 
m= I p 

und 
I 

(I3I)  ~ T - - -  ,,= s  ~..(m)m log[. (ms), 

um zu schliessen, dass die ffir ~ ( s ) >  I durch 

I 

definierte Funktion P(s) in jedem Punkte der Halbebene ~(s )~> o regul~tr ist, welcher 
kein aliquoter Tell yon s - -  1 oder yon einer Nullstdle yon ~ (s) ist. 

x86) 1. c., S. Io4-IO5. 
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Unter der Annahme der Richtigkeit der RIEMANS'schen Vermutung 

hatte Herr KLUYVER iaT) schon frt~her aus der bekannten Gleichung (I3I)  ohne n~there 
Ausf/ihrung geschlossen : P(s) wtirde far ~ ( s ) >  o mit Ausnahme unendlich vieler loga- 
rithmischer Singul~iritSten regul~tr und t~ber die Gerade ~ (s) = o nicht fortsetzbar sein. 
Diese Behauptungen Herrn KLUYWR'S sind richtig, wie ich im Folgenden durch Rekon- 
struktion seines Gedankenganges best~itigen will. Auf Grund der RIEMANX'schen Ver- 
mutung haben alle Nullstellen yon ~(s), welche der Halbebene ~ ( s ) >  o angeh6ren, 

den reellen Teil -~. Auf jedem Strahl, der yore Punkt o aus durch eine solche Null- 

stelle ins Unendliche gezogen ist, liegt also nur je eine NuUstelle. Die aliquoten m ten 
Teile jeder solchen Nullstelle sind also far alle quadraffreien m Pole yon P'(s);  ich 
spreche, um mehrdeutige Funktionen zu vermeiden, yon P ' ( 0  und kn/ipfe die Schlasse 
an die Gleichung 

?(m0 
03 ) P' (s )  = ) 

an, welche zeigt, dass P'(s) for ~ { ( s ) >  o meromorph ist. Wenn also dargetan 
werden kann, dass die aliquoten quadratfreien Teile der Nullstdlen von ~(s) sich 
an jeder Stelle der Achse des Imaginiiren h~iufen, so ist unter Herrn KLmCVER'S An- 
nahme die Nichtfortsetzbarkeit bewiesen. Wegen der Symmetrie braucht dies nur for 
den oberen Tell der Achse gezeigt zu werden, und es ist nur n6tig, unter der An- 
nahme, dass die Nullstdlen in der oberen Halbebene 

I I I + t~.i, 
2 I-t~,i, T + ~ , i , . . . , y  . . .  

sind, festzustdlen, dass die Zahlenmenge 

< < ...) 

m 
(n  ~--- i ,  2,  3, 4 . . . .  ; m = i ,  2,  3, 5 . . . .  ) 

die Strecke (o . . .  oo) dicht erfallt; denn alsdann geh6ren der Umgebung 

o < (,) a, a - -  (s) L a + 

des Punktes a i  (a > o) gewiss unendlich vide quadraffreie Teile s =  ~ ( s ) - ~ - i ~ ( s )  
yon Nullstellen der Zetafunktion an. 

Nun hat Herr vo~ MANGOLDT ~ )  ffir die Anzahl ~ )  + (t) der Nullstellen ~ + ~ i 

I87> Benaderingsformules betreffende de priemgetallen beneden eene gegeven grens [Koninglijke Akade- 
mie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslag van de Gewone Vergaderingen der Wis- en Natuur- 
kundige Afdeeling, Bd. VIII (I9OO), S. 672-682], S. 678 , Fussnote 2. 

I88) Zu RIEMANN'S Abhandlung ~ Ueber die An<ahl der Prim<ahlen unter einer gegebenen GrOsse J~ 

[Journal f~r die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXIV (I895), S. 255-3o5], S. 255-273. Ubrigens 
hat Herr voN MAI~GOLDT neuerdlngs in (i 33) O (log 2 t) durch O (log t) ersetzt i Zur Verteilung der Null- 

stellen der RIUMANN'sclaen Funktion ~ (t) [Mathematische Annalen, Bd. LX (I9o5) , S. H9] , S. H I i; doch 
ist ft~r den vorliegenden Zweck bereits die ScMrfe yon (I33) nicht erforderlich. 

x89) Hierbei sind mehrfache Nullstellen entsprechend oft zu z~ihlen. 
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yon ~(s), ffir welche 

o< Lt 
ist, bewiesen, dass 

(133) + ( t ) - -  I - - - t l o g t - - I  @ l ~  O(log~t) 
2O7 2 , ~  

ist. Wenn also u und v gegeben sind, wo 

v >  u >  o 

ist, so ist ffir grosses m die Anzahl der Nullstellen % n t- ~,i von ((s), ffir welche 

u < A v 
m 

ist, 
= + ( v m ) -  +(.m) 

I I =--vmlogm -t- O(m)----umlog m q-- O(m) 
2 o 7  2q~  

"O - -  U 
= - -  m log m + 0 (m), 

2O7 

also yon einem gewissen m an positiv. Die aliquoten quadraffreien Teile der Nullstellen 
yon ~(s) Mufen sich also in der N~ihe jeder Stelle der Achse des Imagin~tren. Unter 
der yon ihm gemachten Annahme der Richtigkeit der RIEuAS~r'schen Vermutung konnte 
also Herr KLUYVER mit Recht schliessen, dass P(s) fiber die Gerade ~ ( s ) - - - o  nicht 
fortsetzbar ist. 

Auf Grund des zur Zeit gesicherten Besitzes in der Theorie der Zetafunktion muss 
ich jedoch die Frage als often bezeichnen, ob P(s) fiber jene Gerade fortsetzbar ist oder 
nicht. Zwar ist der Punkt s-----o sicher eine wesentlich singul~tre Stelle yon P'(s), da 

I 
er H~tufungsstelle der Pole s - - -  (m quadratfrei) yon P'(s) ist. Abet auf einem 

m 
nicht reellen Strahl vom Nullpunkt in die rechte Halbebene k6nnte mehr als eine 
Nullstelle yon ~ (s) liegen; auf der re&ten Seite yon (I 32) haben also eventuell mehrere 
(natfirlich nur endlich vide) Glieder einen Pol erster Ordnung, sodass ein aliquoter 
quadratfreier Tell einer in der Halbebene ~ ( s ) ~  o gelegenen Nullstelle yon ~(s)auch 
regul~tre Stelle yon P' (s) sein kann und die obigen Schlfisse versagen. Die singul~tren 
Punkte von P' (s) in der Halbebene ~ ( s ) ~  o (sie sind Pole erster Ordnung) sind eben 

ausser den Punkten ~ (fir quadraffreies m diejenigen quadraffreien Teile s o yon einer 
m 

Nullstelle von [. (s), for welche 
v m , -  t , (  , )  

2 . . - 7 - ,  --/= o 

ist, wo m s o, . . . ,  m~s o die Nullstellen yon ~(s) sind, welche Multipla von s o sind, 
und ?~, die Ordnung der Nullstdle m~s o bezeichnet. In dem von Herrn KLtJYWR behan- 
dehen Fall war stets ~ - -  i, also jeder quadraffreie aliquote Teil singular und darum 
P(s) nicht fortsetzbar. 

Wenn also die Zukunft lehren sollte, dass die ffir ~ ( s ) ~  i durch die DXRV 
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CI-1LET'sche Reihe 
I I + I I 

~ -  2~ +~ 7 + ~ +  
definierte analyfische Funktion tiber die Achse des Imagin~tren fortsetzbar ist, so wfirde 
damit die Unrichtigkeit der RIEMANN'schen Vermutung bewiesen sein, nach welcher 
alle nicht reellen Nullstellen yon ~(s) den reellen Tell -~ haben. 

Berlin, den 27. Mai 19o 7. 

EDMUND LANDAU. 
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