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UBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET’SCHER REIHEN.

Von Edmund Landau (Berlin).

Adunanza del ¢ giugno 1907,

Es seien
° g,
I
() n; w
und
o0
b
2 n
(2) 2
zwei DiRICHLET’sche Reihen, d. h. es seien @, a,,... und 4, b,, ... zwei gegebene
Folgen von komplexen Konstanten, s eine komplexe Variable,
s __. ,slogn
n =%,

wo logn den reellen Wert des Logarithmus bezeichnet. Multipliziert man die Reihen
(1) und (2) rein formal mit einander, so lisst sich ihr Produkt gleichfalls als Diri-
cHLET’sche Reihe darstellen, indem man alle Glieder

a, b

zusammenfasst, fiir welche Im denselben Wert # hat. So entsteht die DiricHLET sche

Reihe
3) > =,

wo

gesetzt ist '), also

N
Il
8 &
Nl
+
&R
=

c

¢

¢, =ab +ab,
c,=ab +ab +ab,

¢ =ab +ab,
tc=ab,+ab +ab +ab

u.s.f.

') Das Zeichen u|v bedeutet, dass « alle Teiler von v durchliuft.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (20 sem. 1907). — Stampato il 25 luglio 1907. 1r
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Es entsteht nun die Frage, ob bezw. wann aus der Konvergenz von (1) und (2)
fur ein spezielles s die Konvergenz von (3) fiir dies s folgt. In dieser Form ist die Va-
riable s unnotig; denn wenn

a

n—:’ =a,,
b,

ns - Bn7
c

|/ J—

n-‘ Yﬂ

gesetzt wird, so ist offenbar
Yn = Zalﬁn - Zalﬁm - ZalBrrﬂ
lin T mln  m Im=n
und die Aufgabe lautet, zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen aus der Kon-
vergenz von

4) D,

und

() DB,

die Konvergenz von

(6 2 r.=ab b +ab)+ @b 4o b) (28484 b))+ -
folgt.

Dies Problem der Multiplikation nach der DiricureT’schen Regel liesse sich in der
Richtung bearbeiten, welche das Vorbild der Herren PrincsuEIM ?), Voss #) und Cajori #)
fur die Cavcny’sche Multiplikationsregel angibt; diese Autoren fanden einerseits notwen-
dige, andererseits hinreichende Bedingungen dafiir, dass mit (4) und (5) auch die Reihe

@) D3,

2) Ueber die Multiplication bedingt convergenter Reihen [Mathematische Annalen, Bd. XXI (1883),
S. 327-378]; Ueber die Anwendung der CaucuY’schen Multiplicationsregel auf bedingt convergente oder di-
vergente Reihen [Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (1901), S. 404-412].

8) Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen [Mathematische Annalen, Bd. XXIV (1884),
S. 42-471.

4) Multiplication of Series [Bulletin of the New York Mathematical Socicty, Bd. I (1892), S. 184-
1891; On the Multiplication of Semi-convergent Series [American Journal of Mathematics, Bd. XV (1893),
S. 339-3431; The Multiplication of Semi-convergent Series [Bulletin of the American Mathematical Society,
Bd. 1 (1895), S. 180-183]; On the Multiplication and Involution of Semi-convergent Series [American Journal
of Mathematics, Bd. XVIII (1896), S. 195-2091; Divergent and conditionally convergent series whose pro-
duct is absolutely convergent [Transactions of the American Mathematical Society, Bd. II (1901), S. 25-36] ;
The Application of the Fundamental Laws of Algebra to the Multiplication of Infinite Series [Bulletin of
the American Mathematical Society, Bd. VIII (1902), S. 231-236]); Series Whose Product is Absolutely
Convergent [Bulletin of the American Mathematical Society, Bd. IX (1903), S. 188-194].
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konvergiert, wo

n—1

©)) Sn = Z 0B,

l=1

ist, also
o =B,
33 =af, 4B,
3, =B 4«8, + b
u.s.f., und sie liessen auch die Annahme der Konvergenz von (4) und (5) bei der
Untersuchung der Konvergenz von (7) fallen. Doch nicht die Ausfihrung jener ana-
logen Untersuchungen soll der Zweck des folgenden sein; vielmehr treten die Pro-
bleme, denen ich besonders nachgehen werde, bei der gewohnlichen, d.h. Cavcny’
schen Multiplikationsregel garnicht auf und entstehen durch die Eigentiimlichkeit der
DiricurET’schen Reihen, im Konvergenzgebiete nicht notwendig tberall absolut zu kon-
vergieren. Daher habe ich gleich die unendlichen Reihen mit der Variablen s angesetzt.
Das Problem, das zu den §§ 1-7 des folgenden Anlass gibt, lautet: « Die Reihen
(1) und (2) seien fiir s > ¢ konvergent, d. h. die Abszissen ihrer Konvergenzgera-
den %) scien beide . Was lisst sich iber die Abszisse der Konvergenzgeraden von
(3) aussagen? »
Fiir Potenzreihen, welche bekanntlich der Caucny’schen Multiplikationsregel (8)
entsprechen, ist die analoge Frage trivia. Wenn nimlich die beiden Potenzreihen

) D ax

und -
(10) Z b, x"

mindestens fir |x| < p konvergieren, d.h. wenn die Radien ihrer Konvergenzkreise
N\ p sind, und wenn
V dn = i al bn—l

I=o
gesetzt wird, so ist die Potenzreihe

0
Z d x"
N=0

stets fiir |x| < p konvergent; denn fiir |x] <Cp sind die beiden Reihen (9) und (10)
absolut konvergent, und das formal gebildete Produkt zweier absolut konvergenter
Reihen darf beliebig geordnet werden. Bei DiricHLET’schen Reihen ist es jedoch unter
den oben gemachten Annahmen nicht zulissig, ohne weiteres fiir alle s > o die Glei-

5) Bekanntlich gibt es, wie Herr Jensen {Om Rekkers Konvergens [Tidsskrift for Mathematik, Ser. V,
Bd. I (1884), S. 63-72], S. 70} entdeckt hat, zu jeder DiricHLET’schen Reihe eine Zahl o, derart, dass
die Reihe fiir B(s) <o, divergiert und fir B(s)>> o, konvergiert. Die Gerade F(s)=0,, heisst alsdann
die Konvergenzgerade; o ist die Abzisse jedes ihrer Punkte. Es sind auch die extremen Falle 6, = — c0
g, = -} e moglich, in welchen die Reihe Uberall bezw. nirgends konvergiert.

b



84 EDMUND LANDAU.

chung
(11) Z =

anzusetzen, da (1) und (2) fiir s > ¢ nicht absolut zu konvergieren brauchen.
Finige andere Fragestellungen, welche auch an diese formal gebildete Gleichung
(11) ankniipfen und u. a. zu einem Analogon eines ABEL’schen Satzes iber Multipli-
kation unendlicher Reihen fithren, werden in den §§ 8 und 10 untersucht.
Da die Probleme, um welche es sich in dieser Arbeit handelt, bereits fiir Dirr-
cHLET sche Reihen

™ S

H=1

IlMs
Ms

Ln
nS

n

i

I3

ungeklirt sind, so werde ich nur kurz (im § 9) auf die DiricHLET’schen Reihen im
weiteren Sinne

0

—A,s
$ a6
n=1

bezugnehmen, wo A, },, ... eine beliebige monoton ins Unendliche wachsende Folge
reeller Grossen ist; auch bei Besprechung einer verwandten Klasse von Integralen
(im § 11) werde ich mich auf wenige Untersuchungen beschrinken. Dafiir werde ich
den Fall der Reihen (1) um so ausfithrlicher erdrtern und durch zahlreiche Beispiele
belegen.

In den §§ 12-15 entferne ich mich etwas weiter vom urspringlichen Gegenstand;
ich behandle dort nicht mehr allgemeine Eigenschaften DiricHreT’scher Reihen und
deren Anwendungen, sondern untersuche direkt einige spezielle DiricHLET’sche Reihen
und Potenzreihen, welche mit den Primzahlen zusammenhingen.

§ 1.
Uber die Multiplikation einer konvergenten Reihe mit einer absolut

konvergenten Reihe nach der Dirichlet’schen Regel.

Wenn die beiden Reihen (4) und (5) konvergieren, so braucht die Reihe (6) nicht
konvergent zu sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

a =B =o,

@, =B, = 3( ' fir n X\ 2.
Ylogn

_N
@,—Z%O_g;

Hier sind offenbar die Reihen

M

«dﬂ pommand

v

n=I

fn=2
konvergent. Wire nun

ZY# - izal(5

n
Na=1 "” T
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konvergent, so wire a fortiori

ll{n Yn = O’
also speziell
limy,, = o.

N=00

Es ist aber fir u X\ 2
#° #H—1
Y = 2 b, = Z“z‘v B = Zocz,, Bu—v
2% T V=0 =1
u_1 u—1

. 1 I . I 1
- 2
3

o= ;/vlogzi/(u-——'u)logz—(logz) V=T i/v(u—'v)

[

u—1 2,

N I I . 2 \3u—1
= 2 L - (logz 2 )
(log2)’ =r4/u u u

' 2 2

sodass
limy,, = -4
ist.
Dass im Falle der absoluten Konvergenz von (4) und (5) die Reihe (6) konver-
giert, ist trivial. Denn die Doppelreihe
. Z « ?)m

darf alsdann beliebig geordnet werden; speziell ist also, wenn

i“"=A,

gesetzt wird, die Reihe

(6 DY

konvergent und

Ms

Y, = 4B.

7

Herr MertENs %) hatte fiir die gewohnliche (Cauchy’sche) Multiplikationsregel die
wichtige Entdeckung gemacht, dass die durch formale Multiplikation aus einer konver-
genten und einer absolut konvergenten Reihe entstehende Reihe konvergiert. In For-
meln: Wenn

3 iel

fn==1

6) Ueber die Multiplicationsregel fir zwei unendliche Reihen [Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, Bd. LXXIX (1875), S. 182-184).
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und

px
konvergieren, so konvergiert
() PN
wo
(8) 3, = "‘Zal B

1=

335, =4B=734.38,

gesetzt ist, und es ist

Analog besteht fiir die DiricHLET’sche Multiplikationsregel der Satz:
(D): Wenn

=1
und
o
(5
. . =1
konvergieren, so konvergiert
2] o0
ZYﬂ = Z % Bn 3
=1 n=1 l'n T
und es ist
o0 o0 00
Svn=4B=345¢,
= Nn= n=

Dieser Satz ist jedoch nicht neu, sondern ein Spezialfall eines allgemeineren — auch
den MEeRTENS’schen enthaltenden — Satzes, welchen StieLtjes 7) in einer wichtigen
Arbeit aufgestellt und bewiesen hat ®):

(I): Die Reihe

E a, = A4
n=I
sei absolut konvergent; die Reihe

0

38,=8B

n=1

sei konvergent. Es werden alle endlichen Summen

lzalﬂm

betrachtet, bei denen mit jedem wvorkommenden Wertepaar 1, m (wo m > 1 ist) alle
Paare 1, m' vorkommen, fiir welche m’ < m ist; mit anderen Worten, es werden alle
Summen von der Form

L

(12) S = Z“z(px +8+ -+ Bw,, )

l=1

7) Note sur la multiplication de deux séries [Nouvelles Annales de Mathématiques, Ser. III, Bd. VI
(1887), S. 210215], S. 210213,

8) Ich formuliere den Satz etwas anders als STiELT]ES; es ist aber genau dieselbe Tatsache,
welche STIELTJES a.a.O. in geometrischer Einkleidung ausspricht und beweist.
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betrachtet, wo Y (L, 1) fiir jedes L nebst 1=1, 2, ..., L irgend eine ganze Zahl o0
bezeichnet ©). Dann gibt es nach Annabme jeder positiven Grisse 8 ein \=2(3), sodass
fiir alle LX)\ wean dazu fiir jedes 1 =1, 2, ..., X

$(L DA

ist,
|S— 4B <3

ist,

Kurz ausgedriickt: Die Partialsummen von der Form (12), wenn sie soweit aus-
gedehnt werden, dass sie alle Glieder «,p, enthalten, fir welche I £, m £\ ist,
nihern sich fir A = oo der Grenze 4 B.

Der Stievtjes’sche Satz (II) wird folgendermassen bewiesen. Wenn

ax+ ----—l—d”:An,
B+ -+ +6,=B,

L
S punased IZQIBML’ )

L
4, B, = lZ“tBu

gesetzt wird, so ist

L

(13) S— 4,8, = lz“l(B¢(L,l) - BL)'

Nach Voraussetzung gibt es eine absolute Konstante g, sodass fiir jedes n
(14) o o A ] <8

und

(15) 1B <¢

ist, ferner nach Annahme von 8 >> o ein A = A(9), sodass einerseits fiir alle g N\ %
nebst beliebigem p N\ o

g+ S
(16) Sl < 2

=7 4
und - 3
() B, — B <5
ist, andererseits fir alle L N\

3

(18) |4, B, — 4B <?.

Ich nehme nun L X\ A sowie $(L, DD\ 2 fir I =1, 2, ..., X an und zerlege die
rechte Seite von (13) in zwei Teile:

L

)
(19) S— 4, B, = Z % (Bq,(L,Z) — B+ 12 %, (B¢(L,l) — B)).

=1 <1

Da in der ersten Summe auf der rechten Seite von (19) jeder Index » eines B,
nicht kleiner als % und in der zweiten Summe jeder Index 7 eines «, nicht kleiner als

9) Fir (L, I) = o ist gemeint, dass das betreffende a; in keiner Verbindung «,f, auftritt.
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\ ist, so folgt aus (19) unter Benutzung von (14), (15), (16) und (17)

5 — 4,8 >+ 3 e+
d 3
(20) Zlazl+2g;la,f< Dot g6g=7+7=2—};

wegen (18) und (20) ist
S— AB LIS — 4B+ 14,8, — 4B <% + 2 =

Damit ist der Satz (II) bewiesen.
In diesem Satz sind — wie StiELTjES auch a.a. O. ™) hervorgehoben hat — der
MerteNns’sche Satz fiir

V(L D=L—I+r1

v@ n=[7]

enthalten; es handelt sich in diesen beiden Spezialfillen, da zu jedem L nur eine Par-
tialsumme S betrachtet wird, um den Limes einer Funktion der einen Variablen L,
nimlich der Funktion

und der Satz (I) fir ™)

I
Z % By
I=1

fiir L= oo. Bei der Kompliziertheit des Satzes (II) mochte ich nicht unterlassen, analog
zum Obigen den Spezialfall (I) ab ovo zu beweisen:

Nach Voraussetzung gibt es eine absolute Konstante g, sodass fir jedes n (14)
und (15) gelten, ferner nach Annahme von 8> o ein A=2%(3), sodass einerseits fiir

g+p>g> % (16) und (17) gelten und andererseits fur x 2%

ist. Nun ist **)

Z“Y”—AxB,,-z«l(B —B)-z (B, — B) + S %(B,—B),

=1 i=1 oy l__[i/_x_]+ 1 l

also fur x 2. 2%, da alsdann in der ersten Summe die Indices # der B, nicht kleiner

10) S. 214.

11y [x] bedeutet die grosste ganze Zahl .2 x.

12) Eine Summe mit nicht ganzer oberer Summationsgrenze bedeute, dass der Summationsbuchstabe
alle ganzen Zahlen des betreffenden Intervalls durchliuft. B, bedeute entsprechend fir nicht ganze u
die Summe b; 4 ... 4 bpy.
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als %, in der zweiten Summe die Indices » der «, nicht kleiner als A sind,

> a8 22 Sy 3 i<l
_ S N, s 3 _ab
n=1Y" x x___sgl,:? ! gzz[V?]+x 1 3g.g g6g 3
iY,,-—ABlé S v, — 4B+ 14,B,— 45| <?+%=3;

folglich ist
lim Zx Y, = 4B,

A= =1
was zu beweisen war.
Im Satze (II) sind tibrigens auch die weitergehenden Tatsachen enthalten, dass die

durch Auflosung der Klammern in

ZY,.zoc,@I +(“,Bz+°‘zﬁ,)+(¢,@3—I—a3(31)+

und

S8, =8, 4 (2,8, 4 0,8) + (2,5, + 0,8, F 8+ -

n=2
entstehenden Reihen

af, + o, b, +af, A f B
o B, F o B, Foa b o B fo B A

konvergieren und = 4 B sind. Denn die Summe der ersten y Glieder in einer dieser
beiden Reihen ist fiir jedes y von der Form (12).

Es diirfen sogar die Glieder jeder jener Klammern beliebig untereinander geordnet
werden; auch dann ist ja die Summe der y Anfangsglieder von der Form (12).

und

§ 2.

Beweis einiger von Euler, M8bius und Cesaro vermuteter Sitze.

Ich will jetzt mehrere spezielle Anwendungen des (mit friiheren Resultaten von
mir kombinierten) Satzes (I) angeben, ehe ich in der eigentlichen Untersuchung weiter
gehe.

1) Herr von Mancorpr ™) hat zuerst bewiesen, dass

(21) iy—(;lzo

und
(22) M) o

s

n=1r

It

. . < w(k
13) Beweis der Gleichung Z li;—) =0 [Sitzungsberichte der Konigl. Preussischen Akademie der
=

1
Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1897, S. 835-852].

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (2© sem. 1907). — Stampato il 26 luglio 1907. 12
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ist, wo p.(n) die Mosrus’sche Funktion und A(#) die LiouviLLe’sche Funktion bezeichnet,
welche folgendermassen definiert sind:

p() =1,
p(n)=(— 1)’ fiir ein quadratfreies, aus p Primzahlen zusammengesetztes n==p p, ... p ,
(n) = o fur ein nicht quadratfreies n,
A1) =1,
MNPupse .o pi) = (— 1)t
Der Satz (I) zeigt, dass, wenn einmal (21) bewiesen ist, (22) daraus unmittelbar
folgt. Denn die Reihe
2 (n)
s 7

8

entsteht aus

durch DiricHreT’sche Multiplikation mit der absolut konvergenten Reihe

:
5 e

Nn=1

Il

wo
a, = 1 fiir Quadratzahlen,

"

a, = o fur nicht quadratische Zahlen

n

ist. In der Tat ist alsdann

n
a " (T) 1 n \(n
T T=7;|n*"(7) =t
Tl T

2) Dieselbe Bemerkung bezieht sich auf die allgemeineren Reihen, welche einem
beliebigen algebraischen Zahlkorper entsprechen und in welchen als Argument der Funk-
tionen p und A alle Ideale des Korpers oder auch nur alle Ideale einer gewissen Klasse
(bei verschiedenen Bedeutungen dieses Wortes) auftreten; ibrigens werden meine
fritheren Untersuchungen ™) iiber jene Reihen durch Einfithrung des Satzes (T) nicht
vereinfacht, da es sich dort um mehr als den blossen Nachweis der Konvergenz der

betreffenden Rethen handelt.
Ohne auf den Fall des algebraischen Zahlkérpers einzugehen, will ich hier nur
unter Heranzichung des Satzes (I) ein Resultat herleiten, welches im § 21 (S. 201)
der zweiten in Anm. 14 genannten Arbeit enthalten ist. Ich will nimlich, von der

14) Vergl. meine Arbeiten Uber die zablentheoretische Funktion (k) [Sitzungsberichte der Kaiserlichen
Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXII (1903),
Abt. IIa, S. 5375701 und Uber die Verteilung der Primideale in den Idealklassen eines algebraischen Zahl-
kbrpers [Mathematische Annalen, Bd. LXIII (1907), S. 145-204].
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friher **) von mir bewiesenen Konvergenz der Reihe
p(mk 4 h
(23) M——(m P h)

fiir jedes positive Wertepaar %, b ausgehend, die Tatsache *®) herleiten, dass auch die

Reihe (mk )
2 A(m
(24) 2 mhEh
konvergiert.
Es geniigt, die Konvergenz von (24) fiir

(k, h) =1

M

zu beweisen, da anderenfalls, wenn

(k, h):d>1

ist,
b
d

d

k

l(mk—}—h)_“l(d))‘(mf_{_

mk4b 4k
m7i—+

o=

ist, (24) also aus

it
m=0 d +
durch Multiplikation aller Glieder mit Ei) entsteht.

Es sei also

(k b) = 1.
h <k

angenommen werden 7). Da die Konvergenz von (23) fiir jedes Paar positiver Werte

Ferner darf

15) Bemerkungen 7u der Abhandlung von Herrn KLUYVER: Reeksen afgeleid uit de reeks Z —P%}

[Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslag van de Gewone Vergaderingen der
Wis- en Natuurkundige Afdeeling, Bd. XIII (1904), S. 71-831.

16) Far diejenigen Leser, denen meine zweite in Anm. 14 genannte Arbeit bekannt ist, bemerke

ich, dass diese Tatsache fur (k, h)=1 durch Spezialisierung aus der beim Beweise des Hauptsatzes 4
auftretenden Relation

C-__

-Vlogx

L(x)=0(xe )

folgt. Der Fall (£, h) > 1 erledigt sich alsdann unmittelbar wie im Text. Unter (u, v) verstehe ich
den grossten gemeinsamen Teiler von » und v.
17} Sonst sind nur endlich viele Glieder der Reihe hinzuzufugen.
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k und b als bewiesen angesehen wird, so konvergiert jede der ¢ (k) Reihen
w(mk -4 b")
= mk++b’
wo b’ eine unterhalb & gelegene und zu k teilerfremde Zahl bezeichnet. Diese Reihe
werde in der Form geschrieben:

& b
(25) 2o
WO
b, =p(n) fir n="» (mod. k),
' b,=o fuir n=&b (mod. k)
ist.

Es durchlaufe nun #, die zwischen o und & gelegenen, zu k teilerfremden Zahlen
[v=1, 2, ..., ¢(k)]. Die absolut konvergente Reihe

w0 a”
. e’
in welcher
o, =1 fir n=wu", wo u>o0 und u=u, (mod. k),
a. — o fiir alle anderen #

n

ist, werde nach der DiricuieT’schen Regel mit derjenigen Reihe (25) multipliziert, fir
welche b' durch die Kongruenz

u, b’ = h (mod. k)

bestimmt ist. So entsteht die nach Satz (D) konvergente Reihe *®)

b I « n
DO 4i=naze(E)
"=% " lln w2l
Wird diese konvergente Reihe fiir alle ¢ (k) Werte von u,, dh. fir v=r, 2, ..., p(k)
angesetzt und wird die Summe dieser ¢ (k) konvergenten Reihen gliedweise gebildet,
so ergibt sich die Konvergenz von
I 7 A(n

S () =25
welche zu beweisen war.

3) Da von den Reihen (23) und (24) die Rede ist, so benutze ich die Gelegenheit
zu einigen historischen Bemerkungen iiber dieselben. Es handelt sich dabei durchweg
um iltere heuristische Wertbestimmungen in einigen Spezialfillen; der Konvergenzbeweis
ist in keinem Spezialfall *) vor Herrn vox MancoLpT erbracht worden und im allge-

18) 2 bedeutet, dass « alle positiven Zahlen durchliuft, welche = », (mod. k) sind und deren
U=ty
u2ln
Quadrat is n aufgeht. Z bedeutet, dass # alle positiven Zahlen = k (mod. k) durchliuft.
n=h
X5} Natiirlich abgesehen von dem trivialen Fall, dass 2 und b einen quadratischen gemeinsamen

Teiler > 1 haben, in welchem jedes Glied der Reihe (23) gleich o ist.



UBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET SCHER REIHEN. 93

meinen Falle zuerst von mir; ich wurde durch Herrn KrLuyver’s *°) heuristische Be-
handlung von (23) dazu angeregt.
a) Dass die Gleichungen

ZP(”) I I ! + ...

______ —05
= 2 3 5

und
& \(n) I _
& “I——z____*_*_ =0

mit unrichtiger Begriindung schon bei Eurer *) stehen, ist bekannt.
b) Ferner steht bei EuLEr ”) die Gleichung
I I ™
(26) I+—*~—‘+ + +*—§—§—"':‘2"
wo nach seinen Erlauterungen und seinem vermeintlichen Beweise die linke Seite in
moderner Schreibweise die Reihe
pRADLQ)
. n=r n

bedeutet, in welcher

x(n)=o fir »n=o (mod. 2),

r(n)y=1 fir n==1 (mod. 4),

x(n) =—1 fir n=3 (mod. 4)
ist. Die Richtigkeit von (26) folgt erst aus der von mir bewiesenen Konvergenz der
Reihe (24). Denn, wenn zuerst k = 4, h = 1, alsdann k=4, bh =3 gesetzt und
gliedweise substrahiert wird, so ergibt sich die von EuLEr vermutete Konvergenz von

M) 2B, M) D, x(n)l(n)
3 T 7 T Z

I

Nachdem die Konvergenz dieser Reihe auf der linken Seite von (26) festgestellt ist,

folgt leicht, dass ihr Wert = —;r— ist, z.B. aus der fiir s> 1 giltigen Identitit *)

KOO, D ) )]
IS

1@ TT(; — 2@ s L
UI 1G5~ IP;I(( —;)):(I—F)g‘fjf)’

21‘

30) Reeksen afgeleid uit de reeks XE%Q (Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amster-

dam, Verslag van de Gewone Vergaderingen der Wis- en Natuurkundige Afdeeling, Bd. XII (1903),
S. 432-439].

21y Introductio in analysin infinitorum (Lausanne, 1748), Bd. I, S. 229.

) L ¢, S. 244.

33) p durchliuft in I l alle Primzahlen, in I I’ alle ungeraden Primzahlen,
b4 4
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indem man s zu 1 abnehmen lisst. Das CAHEN’sche **) Analogon zum ABEL’schen Stetig-
keitssatz (fiir Potenzreihen) in der Theorie der DricuiET’schen Reihen — welches in

dem hier vorliegenden Spezialfalle reeller Variabler (auch beim Reihentypus iaﬂ e‘lﬂ‘)

n=1

schon durch Herrn DEpEkiND **) bekannt war — liefert niimlich

n=1 s=1 g=1 s=1

iM@W&:mix@ﬂ@:h%b_%);F

1l=ln

2 1 1 I 7w
_QWH;”—Jf+f+?+“_AZf1
B 4w 4 x4 2

& 5T 4

Natiirlich folgt aus meinem Satz tiber (24) fiir jedes k und jeden Charakter der
Gruppe der zu k teilerfremden Restklassen die Konvergenz der Reihe *°)

> x(mA(m)

Doch zuriick zu EuLer!
¢) Durch DiricHLET’sche Multiplikation der in der Form

(27) 1+0+—;~—}—o-———;—+0+%+o+~_;_-+0+...:__

geschriebenen Gleichung (26) mit der absolut konvergenten Reihe

t+ 5 Hottotototgtotot =2

folgt nach Satz (I) die weitere von EuLer *7) ohne richtigen Beweis ausgesprochene
Gleichung

R e i i S St ST

in der links das Glied 711— das Vorzeichen y (#)(#) hat, wo u der grosste ungerade

Teiler von #n ist.
d) Ebenso ergibt sich aus (27) durch Dricrier’sche Muldplikation mit der
absolut konvergenten Reihe

I—é——}-o—}—-j—{—l—o-[—o-l—o——%—-{-... =2

24) Sur la fonction § (s) de RIEMANN et sur des fonctions analogues [Annales scientifiques de
I'Ecole Normale supérieure, Ser. IIT, Bd. XI (1894), S. 75-164], S. 86-87.

25) Vergl. die zweite Auflage (1871) der von ihm herausgegebenen und mit Zusitzen versehenen
Vorlesungen DiricHLET's iber Zahlentheorie, S. 374.

20) {Jbrigens wiirde sich bei direkter Anwendung meiner analytischen Methoden die Konvergenz
dieser Reihe auf etwas weniger langem Wege ergeben als die Konvergenz von (24).

37 L ¢, S. 245,



UBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET’SCHER REIHEN. 95

die von Eurer 2%) heuristisch hergeleitete Gleichung

@ 1—g+  t ot gttt =T

I

in der also links —;— das Vorzeichen (— 1)’y (#)h(u) hat, falls n=2"u gesetzt wird,

wo u ungerade ist.

¢) Endlich folgt aus (28) durch Diricurer’sche Multiplikation mit der absolut
konvergenten Reihe
1 —|—- — _i_
—r 2’
5

a4 =1,
ap=12 fir pX1,

a = o fiir alle anderen #

n

ist, die bei EuLER ™) unbewiesen stehende Gleichung
I 1 I I I I 1 137
(30) 1+*2'+—3‘+—4“‘|"~5—+—6—+"7"+—8‘+9+ 5

deren linke Seite formal aus

I
(=)= =H =D =D+ +5) -
entsteht, wo 2, § und die Primzahlen 4 -+ 3 das Minuszeichen, alle anderen Prim-

zahlen das Pluszeichen haben.

Hiermit habe ich in allen bisher unerledigten Fillen gezeigt, dass EULER’s Vermu-
tungen in jenem berihmten fiinfzehnten Kapitel « De seriebus ex evolutione factorum
ortis » des ersten Bandes der Introductio in analysin infinitorum richtig sind; es
freut mich besonders, im Andenken scines 200-jihrigen Geburtstages 3°) dies gefunden
zu haben. Der Vollstindigkeit wegen bemerke ich, dass—abgesehen von 1) den schon
bei EULER richtig abgeleiteten oder leicht beweisbaren Gleichungen, 2) den beiden erst
1897 durch Herrn von Mancorpr bewiesenen Gleichungen (21) und (22) [nebst einer
unmittelbaren Folgerung *) aus (22)] und 3) den zuerst von mir bewiesenen Glei-
chungen (26), (28), (29) und (30) — die Konvergenz aller iibrigen EuLer’schen Reihen
und Produkte aus jenem fiinfzehnten Kapitel schon vor 33 Jahren durch eine klassi-

38y . ¢, S. 245.

29) L ¢, S. 246.

39) Der am 15. April dieses Jahres gefeiert wurde.

81y Es handelt sich um die Tatsache, dass die durch formales Ausmuliplizieren des Produktes

I
I I T4 1 , wo das Minuszeichen nur endlich vielen Primzahlen entspricht, entstehende Reihe kon-

vergiert und = o ist.



96 EDMUND LANDAU.

sche Arbeit von Herrn MerTENs *) bewiesen worden war; jenc Konvergenz folgt
nimlich durchweg aus der dort %) von Herrn MERTENS zuerst bewiesenen Konvergenz
der den Fillen 2= 4, k = 3 und k = 8 entsprechenden Reihen ).

M _ 1o, r 1,1
(31) 5}_ ) = P ot ts—
¢ _ ¢+ o+, ¢ 1, vt 11
(32(1) ZpT_ 2 5 +7 11+13 17+T9_—”'
un
@ _ v v 1, v to,x o r
(33) 2?17_3 5 7+11 13+17+19 ’

und die Richtigkeit der betreffenden Eurer’schen Relationen folgte hieraus in Verbin-
dung mit der Tatsache, dass

S _ 510
7 P =17 P

ist. Da Herr MerTeNs die Konvergenz von

y 12)

7 b
fir jedes k und jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter bewiesen hat, so
sind auch Eurer’s Andeutungen am Schlusse *) des Kap. 15 durch Herrn MERTENS
gerechtfertigt : « Simili modo telique series, quas supta pro expressione arcuum cir-
cularium invenimus, in factores transformari possunt, qui ex numeris primis consti-
tuantur ».

f) Bei Mosius *°) kommt — mit vermeintlichem, aber unrichtigem Beweis — die
Gleichung

(34) 1ttt == ——— 4=

vor, in welcher die linke Seite die Reihe
&y (n)p(n
(35) ';X( ) 72’ ()
bezeichnet, wo y (#) der ambige Charakter modulo 4 ist, d.h. den oben in N°. 3), )
erklirten Wert hat. Die Richtigkeit von (34) ergibt sich erst aus der von mir bewie-

32) Ein Beitrag qur analytischen Zahlentheorie [Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
Bd. LXXVIHI (1874), S. 46-62].

33) 1. ¢, S. 56 und 61.

34) In (31) und (32) bedeutet ¥ (#) den ambigen Charakter, in (33) einen der drei ambigen Cha-
raktere.

35) 8. 252.

36y Uber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen %[]ournal fiir die reine und angewandte
Mathematik, Bd. IX (1832), S. 105-123], S. 123; Gesammelte Werke, Bd. IV (1837), S. 6122. In der

- . . . . 7: . .- - I
vorletzten Zeile dieser Arbeit steht beidemal versehentlich % statt e bei der Erwihnung einer EULER

schen (jedoch erst spiter von Herrn MERTENs bewiesenen) Formel.
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senen Konvergenz %) der zum Typus (23) gehorigen Reihen

(36) iv(4m+ 1)

=0 4m+ I
und (am - 3)

- E(4m 43
(37) m§~————~4m+3 :

4) Ich wende mich jetzt zu einer Arbeit Cesiro’s *%), deren zahlreiche — beim dama-
ligen Stande der Wissenschaft meist unausfiillbare — Liicken ich simtlich unter Anwen-
dung des Satzes (I) und der von mir frither bewiesenen Konvergenz der Reihen (23)
und (24) ausfilllen werde *); es handelt sich durchweg um dieselbe unerlaubte Ver-
tauschung zweier Grenzitberginge, und es fehlt bei CesAro stets nur der Nachwels,
dass die entstehenden Reihen konvergieren. Allerdings ist dies die hauptsichlichste fiir
den vorliegenden Zweck zu tiberwindende Schwierigkeit.
a) Ceshro #°) beweist richtig, dass fur s > 1

A1) 23 4 M) (o 2\ AGs)
AP = ()

" =
ist, wo

C(s):1+_;_s+%+.%+ =31

und
I I I & x(n)
) 3 3 7
gesetzt ist, und schliesst daraus unerlaubter Weise, indem er s = 1 setzt #*),

NOIRIONRIONRIC I
5 T 7 T TR

I
Dies ist die schon oben von mir bewiesene Gleichung (26).
b) Cesiro versteht unter w(n) die Zahl 2¢, wenn p == p(n) die Anzahl der ver-
schiedenen Primfaktoren von # ist; er schliesst richtig %) fir s > 1
LOLIORIOLIE) NEIC)LI6) N (I _ L) q¢D)
I 3 5’ A0

37) Auch hier ist (vergl. Anm. 26) direkt die Konvergenz von (35) aul etwas weniger langem
Wege beweisbar als die Konvergenz von (36) und (37). Die Anwendung des CauchY'schen Integral-
satzes und der RIEMANN’schen Zetafunktion nebst verwandten Funktionen lisst sich beim gegenwirtigen
Stande der Wissenschaft nicht umgehen.

38y Sur le rdle arithmétique de sin%Ji [Annali di Matematica pura ed applicata, Ser. I, Bd. XIil
(1885), S. 315-322]. Diese Arbeit ist auch in dem Sammelband Excursions arithmétiques & Uinfini (Paris,
Hermann, 1885) auf S. 81-88 abgedruckt.

39) Ich verindere CESARO’s Bezeichnungen der Gleichmissigkeit wegen, indem ich s statt m, {(s)
statt s,,, L(s) statt o, schreibe.

49 L ¢, S. 318 bezw. 84.

49 1 ¢, S. 319 bezw. 8s.

42) 1. c., S. 319 bezw. 85.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXIV (2° sem. 1907). — Stampato il 26 luglio 1907. 13
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und daraus unerlaubter Weise

9 LOHORRIOTONEIGED NP

Den fehlenden Konvergenzbeweis der Reihe auf der linken Seite von (38) kann ich
folgendermassen erbringen und behandle dabei gleich den allgemeineren Fall, dass ich
die Konvergenz der Reihe
ey (n)A(n)w(n
(39) ;X( ) (n) (n)
nachweisen werde, wo & beliebig und y (#) ein beliebiger Charakter mod. % ist.
Nach einem von mir 2.2.0. #®) bewiesenen Satz ist

M@~§u@~(m)

Daraus folgt
EMZEM(@——M@——I):EM(”)(I I )_M(x)

n=x-4+1 n n=x—+1 n n=x-+1

n=h
noo1 I I
- On_xzﬂ log’n n* T O(log’x) = O(log’x)’
also fir jeden Charakter
x(")v () _
Z O(log’x )

ix“f“)=s

=1

Zx(n)y(n)

=1

5. =S+ O(log x)

wenn das formale DiricHLET’sche Produkt der Reihe

i % () (n)

n=I

Wenn nun

x)

gesetzt wird, so ist

mit sich selbst gleich

M

Bn

gesetzt wird, d.h.

:Exm#wx<%)P(%) 1O s e (4)

T l Iln

43) Vergl. die in Anm. 15 genannte Arbeit, S. 79.
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ist, so ist

Z — 9 2 X. (n> P (ﬂ) S (SV:)Z 44)

n=I

=2 Zx l&ﬂ@(s{_ - 51/:) + (51/:)27

==l

D B I 8 R (e

wo {f (x)} zur Abkiirzung eine Funktion von x bezeichnet, deren Quotient durch f(x)
fir x = co den Limes o hat, speziell also {1} eine solche, welche selbst den Limes o
hat. Es ist daher

S =lm38 =lm(s,)=5s"

X=® =1

Die konvergente Reihe
2.5

werde nun nach der DiricieT’schen Regel mit der absolut konvergenten Reihe

o
2.
n

=1

multipliziert, wo
@, = %ﬁ) fiir Quadratzahlen,

«, = o fir nicht quadratische

ist. So entsteht die nach Satz (I) konvergente Reihe

Z p ;x(m)x(;) %;u(l)fk(,:zl)
(n)Z Z&'-(’)f"(m 1) 1 )ZP()}I_— (m l) :%ﬂ%#(m(";‘)

Ln’ !

44) Diese wohlbekannte Identitit

X
T 7%
3 o, _2Zm,Zam— S o
Im<x =1 M=l =1
steht fiir w; = 1 schon bei MEisseL auf S. 8 bezw. 306 der Observationes quaedam in theoria numerorum
[Berolini, typis A. G. Haynii, 1850 und Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. XLVIII
(1854), S. 301-316]. Letztere Gleichung pflegt mit Unrecht anderen Autoren zugeschrieben zu werden.
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>0 ()

besteht offenbar aus so vielen von Null verschiedenen und den Wert X (#) besitzenden
Gliedern, als # quadratfreie Teiler besitzt. Daher ist, da w(n) die Anzahl der qua-
dratfreien Teiler von # angibt,

ist; die Summe

. — LMo
{n - n ’
und die Konvergenz der Reihe (39), also speziell die Richtigkeit der Gleichung (38)
ist bewiesen.
¢) Cesiro stellt richtig +°) fest, dass fiir s > 2
(1) B3, vG) e, . _L(s—1)
II 35 + 53 75 + L(s)
ist, wo ¢(n) die EuLer’sche Funktion bezeichnet. Seine ohne nihere Begriindung uner-
laubte Folgerung, dass
o(0) _ 93 4 206) _9(D) Ly =
o T T T T e T = =
(#) S L N 16 WY A6)
ist, werde ich durch den Nachweis rechtfertigen, dass allgemein fiir jedes & und jeden
vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter

i x(n)f(n)

n=I1

konvergiert.
Diese Reihe ist nimlich das DiricHrET’sche Produkt der konvergenten Reihe
WAL,
(41) 2=
mit der absolut konvergenten Reihe
ix(")tﬂ(n).
= n2 b

in der Tat ist

Zx(qy(l)x(nT) Q) 2_w) _ 10 30 _ 1 (e

n n ! n n

Iin

Von den hier bisher behandelten Cesiro’schen Gleichungen ist (40) die einzige,
bei welcher CesAro selbst den Beweis der Richtigkeit hitte fithren konnen; denn die
Konvergenz von (41) ist ja trivial, sodass keine neueren transzendenten Hilfsmittel
herangezogen wurden. Ubrigens ergibt sich auf diesem Wege unmittelbar fir s > 1

Le—1) _ ix(n) ix(ﬂ)v(n): pRAQLION
n = o

L(s) &t A

45) L ¢, S. 319 bezw. 8j.
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Dagegen ist die Reihe
pRADLIC
n

n=I

offenbar divergent, obgleich
(“)ﬂo(”)
existiert. CEsArRO hat also mit rlchtlgem Gefiihl die unerlaubte Schlussweise nur in
solchen Fillen angewandt, in denen sich das Resultat spiter als wahr ergeben hat.
d) Aus der fir s > 1 giltigen Gleichung

w(1) o(3) +w(s) Y 5 ¢ 10)
S T W —0les
schliesst CesAro *°) ungerechtfertigter Weise, dass

w(II) _w(3)+w(55) =t

T2

sel. Diese Gleichung beweise ich, indem ich allgemein die Konvergenz von
n) o (n

( 42) MZ,X( ) ( )

fir jedes & und jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter folgendermassen
feststelle.
Ich zeige zunichst, dass das DiricHLET’sche Quadrat

WAGA PR
(3E) =5,
konvergiert. Dies folgt zwar nicht aus dem Satz (I), aber, wenn

Z X(”)

n=1i

Z(n)"‘R

x’

gesetzt wird, mit Leichtigkeit aus der bekannten Restabschitzung

R—& =51 —0(])

n<xr1 M

durch die Schliisse :

Ve
Z ZX(”)R — (R ),

ne=1

I I

. f
St-@® y=23 0@, & )——0; = {1},

46) 1. c., S. 319 bezw. 8s.
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Nun ist

5 = x(ll)x(j) :x(:) T,

n l

wo T(n) die Anzahl der Teiler von n bezeichnet. Wenn daher

ZB

mit der absolut konvergenten Reihe

multipliziert wird, wo

GH0)

«, = o fiir nicht quadratische

ist, so ergibt sich wegen

S, = Z X(lz)lf"(l) x(nli) T(—l"—) = @%p.(z)r(%) = Z(”_);.(”_)

n 1 -
n l2
die Konvergenz #7) der Reihe (42) und die Gleichung
o(f) _o@) o6 .. L
1 3 T o2

¢) Crshro bestimmt ferner #%) auf heuristischem Wege mit richtigem Endresultat
die Werte der Reihen

A1) A4, M6) A9 4 ran)  M14)
- :+(6 - 99+ III—— 144+'“’

I

NONRIONRIGERICO BRI NRICS) N
2 3 + 7 8 0 13 +o

(1) ONRA0) ) (1) _ ¢(14)
P‘1 —H4 + 6 _5’-9 +y'11 _ 14 +

und

p(2 _pG) @ _p® w02 pa3)
2 3 + 7 8 + 12 13 + ’
deren Konvergenz zuerst durch meine Behandlung von (23) und (24) bewiesen wurde;

47) Aus dem hier spiter in § 3 erwihnten StiELTJES schen Satz (IV) folgt ibrigens die Konver-
genz der Reihe
- 1mw(n)

s
— n

fr s> .
48) 1. ¢, S. 321 bezw, 87.



UBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET’SCHER REIHEN, 103

die Verteilung der Plus- und Minuszeichen in jenen vier Reihen ist ja durch arithme-
tische Progressionen modulo § bestimmt. Jedenfalls hatte Cesiro einige der von Herrn
Kruvver %) spiter gleichfalls heuristisch erhaltenen Relationen schon besessen.

f) Fiir Cesiro’s Formeln %)

0(@) o) , 0®) _e©) , o) e _
(43) Lpe) oo Uy o

I

und

(44)

0(2) o3 o(7) (8 w(12) o(13) 1
2—3+7_8+12_—1§—+“'_2

folgt der fehlende Konvergenzbeweis der linken Seiten leicht aus der oben bewiesenen
Konvergenz von (42); denn fir £ = 5 und den Charakter
y(n)=o, 1,4 —i,—1 fir n=o, 1, 2, 3, 4 (mod. )
ergibt sich die Konvergenz von
o (1) w(2)  .0(3) o), «6) o) e@) o«
1+12 '3 4+T+17_18 9+
und damit der linken Seiten von (43) und (44).

g) Nur fiir zwei in der vorliegenden Arbeit CesAro’s vorkommende unendliche
Reihen vermag ich die Konvergenz fiir Cesiro’s Gliederanordnung nicht zu beweisen
und auch nicht zu widerlegen ; jedoch entspricht jene Anordnung offenbar nicht dem,
was CesAro hat sagen wollen, und bei der natiirlichen Anordnung der in Betracht

kommenden Doppelsummen — nimlich nach wachsenden Werten des Nenners — kann
ich jene Konvergenz beweisen. Der Wert der Reihen ist allerdings ein anderer als bei
CesAro ; doch liegt bei ihm nur ein Rechenfehler 5*) vor, der sich durch einige Formeln
zieht und leicht beseitigt werden kann. Cesiro stellt eine fiir s > 1 giltige Identitit %)
fir die dort absolut konvergente Doppelreihe

= A0 +)

&2 F 5
auf, welche in berichtigter Form

5200 () (6
AT =\ 1— = ) a7 — o2

@) LT ¥)tore e

lautet, und berechnet daraus durch vermeintlichen Grenziibergang einen Wert fiir

(46) 2;y:13§;§;?§¥2.

49) Vergl. die in Anm. 20 genannte Arbeit, S. 438-439.
5% 1 ¢, S. 321 bezw. 87.

(»?)

5I) In der von ihm mit (4) bezeichneten Formel auf S. 316 bezw. 82 muss Z statt
H=1

n2m

Sym = Z q:z( ) stchn. Dies Versehen zieht sich bis zur Mitte der S. 318 bezw. 84 hin.

5%3) 1 c., S. 317 bezw. 83.
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Diese Schreibweise verlangt, erst nach y, dann nach x zu summieren, und in dic-
sem Sinne vermag ich nicht zu entscheiden, ob der Ausdruck (46) konvergiert oder
nicht. Ich will jedoch die Behauptung von Cesiro — der offenbar nicht beachtet hat,
dass es auf die Reihenfolge der Glieder ankommt — so interpretieren, dass die Kon-
vergenz von

(47) Z )‘(71>f(n)

bewiesen werden soll, wo f(n) die Anzahl der Zerlegungen von #» in zwei positive
Quadrate ist; dies kann ich beweisen, und damit ist dann auch die Konvergenz der Reihe
Mx 99
R
bewiesen, wenn die Wertepaare x, y nach wachsendem x* - y* geordnet sind und die
Reihenfolge der Wertepaare mit gleicher Quadratsumme unerheblich ist; denn die Sum-
me der absoluten Betrige der Glieder, in welchen x* - y* = n ist, hat offenbar fur
n = o den Grenzwert o.

Bekanntlich ist f(n) fiir nichtquadratische # gleich dem Uberschuss der Anzahl der
Teiler 4v -4 1 von » iiber die Anzahl der Teiler 4v - 3 von n, fir quadratische #
um 1 kleiner; daher ist fir s > 1

Z 1(”)f Q)

=1

- (0120420 )(m x(s>+x<s> Y-
) O] Zx(ﬂ)l(") w

[I(:—2) TI(s— x(P))
= by — L9,
(1) 1)
p b ’ p*

womit (45) bewiesen ist. Man sieht, dass ich fir den Konvergenzbeweis von (47)
nur notig habe, die DiricHLET’sche Multiplikation der beiden bedingt konvergenten
Rethen

und

#=1 n
zu rechtfertigen. Da nach meinen fritheren Untersuchungen %)

53) Die in der Anm. 16 genannte Formel enthilt dies und es folgt auch ohne Schwierigkeit aus

ZP‘(”) = (l“(‘)‘gg-;)

néx

meiner fritheren Relation



UBER DIE MULTIPLIKATION DIRICHLET SCHER REIHEN. 10§

,;,W) - (10g x)

n:h

Z
z" n)l(n)

ist, so ist, wenn

s x(nzil(n) .
=3 MDX(”T) (—) X! (lz) =21(1> 1 ()
gesetzt wird,
k= 0(10g x)

1
S, — 5= O(log’x) ’

. “w(ro x(nﬂ(n)
Z—n— 2 S +Z R R SVx

folglich

s :
— l(’")(s S)—]—;X——(")Z—WR —R,S,_+RS

i
=0y =4 0> — = + {1} {1}

=on log*(Yx) = 1 log*(f/x)
2=

H=1

Aus (48) folgt also

Analog beweise ich die von Ceshro %) stillschweigend vorausgesetzte Konvergenz
von

Z (n)f(n) log n

=1

folgendermassen. Fiir s > 1 ist nach (48)
52 g
— Yy T

n=1

“—i x(ﬁ)logn Zx(ﬂ)l(n) “Z () XX(”)*(")bg” zzlongf,

54) L ¢, S. 317 bezw. 83.

Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XXIV (2° sem. 1907), — Stampato il 26 luglio 1907. 14
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und die Aufgabe besteht lediglich darin, die DiricuLET’sche Multiplikation von

(49) il(n) log n Z x(ﬂ)l(n)

n=1 n=1I

und
(50 §20§ 1A og

=1 n

zu rechtfertigen. Nach der friiher von mir bewiesenen Relation 5%)

;xl(") - (10g x)

n=h

konvergieren die vier in (49) und (50) auftretenden Reihen so stark, dass

Zw l(n)logn:O( I )’

n=x+1 n logz X
(n) ©(n) I
w5 O(IOg’x)’
e Mn) I
n;I =0 (log3 x) ’
i X(n)lgf) g =0 (1052 x)
ist. Wird B °
= \(n)logn T,
Hn= n

gesetzt, so ist also

Z_—X)\(n)lognU +Zx(n))\(n)T— T U _,

= Ve Vi
31y =50y _)+Z“”“("><T ~T)

x 1/:: 2
' log n I I I (log x) ( logx)
=0) — 4+ 0> = =0 + O(i—=— ) = {1t

0n=1 n log? (1/95) Ou:[ n log* (Yx) log® x log® x i

Damit ist die Diricurer’sche Multiplikation in (49) gerechtfertigt, und fiir (50) ergibt

55) Vergl. Anm. 16 und §3. Es ist sogar fur jedes m auf Grund meiner fritheren Untersuchungen

,;,M")— (10g x)

n=h
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sie sich wortlich ebenso. Die Wertbestimmung liefert

i l(n)f(;z)logn _ 5: )\(n)iog " i /*(ﬁ);}(n)‘l“ 2 1(:) ‘ g; y(mu(n)logn ) i logn

n==1I n=1 =1 n=I n = n

6 2 = on 12 = on

Die vorangehenden Bemerkungen in diesem Paragraphen waren durch den STIELTJES’
schen Satz (I) veranlasst; derselbe war nicht imstande, die Hauptschwierigkeiten der
betreffenden Konvergenzbeweise zu beseitigen, sondern nur einige Rechnungen zu
vereinfachen.

5) Meine ausfihrlichen Erginzungen zu CesAro’s Arbeit, welche fast durchweg die
Richtigkeit seiner Vermutungen ergaben, seien ein Tribut der Dankbarkeit fiir die vielen
Anregungen, die ich namentlich in der analytischen Zahlentheorie den Abhandlungen
dieses hervorragenden Mathematikers verdanke, dessen frither Tod von der wissen-
schaftlichen Welt betravert wird. Auf die Resultate in seinem Werke *) « Excursions
arithmétiques & Pinfini», dem ich jenen Stoff entnommen habe, hatte Cesiro stets
grosses Gewicht gelegt, wie in dem schonen Nachrufe hervorgehoben ist, den ihm Herr
Avasia *7) gewidmet hat. Wenn Cesiro auch in seinen ersten Arbeiten — und die
Excursions arithmétiques fallen in die erste Periode seines Schaffens — noch unstrenge
Methoden hiufig angewendet hat (oft mit ausdriicklicher Betonung ihrer Unzuling-
lichkeit) %%), so war er doch spiter als Meister der exakten Forschung bekannt, und
die Wissenschaft verdankt ithm viele allgemeine Grenzwertsitze. Aber neue allgemeine
Grenzwertsitze werden nur in den seltensten Fillen dazu beitragen konnen, die ganz
besonderen Schwierigkeiten zu tiberwinden, welche die Primzahltheorie geboten hat, und
obgleich CesAro auch in der Zahlentheorie sehr viel geleistet hat, so hat er doch aus
dem angegebenen Grunde in der Primzahltheoric keinen wesentlichen Fortschritt ge-
macht. In dem Nachruf der « Revue générale des sciences pures et appliquées » %),
dessen warmer Ton mich sehr sympathisch berithrt, werden Cesiro mit folgenden
Worten gerade in der Primzahltheorie Verdienste zugeschricben, die thm nicht zukommen
und die er auch garnicht fiir sich in Anspruch genommen hat: « Le jeune géométre
porta son attention sur la théorie des nembres et les lois asymptotiques si cachées aux-
quelles elles conduit : avant tout, sur la plus mystérieuse de toutes, la distribution des
nombres premiers. TCHEBYCHEFF avait publi¢ ses célébres travaux sur cette question et ob-
tenu, par sa puissante méthode, une expression approchée du produit des nombres premiers
inférieurs 4 une quantité quelconque donnée. Mais il n’avait pas poursuivi jusqu’au bout

56) Vergl. Anm. 38.

57) Ernest CEsAro, 1859-1906 (L'Enseignement Mathématique, Bd. IX (1907), S. 5-23], S. 12.

58) 7. B. geht seiner Arbeit Sulluso dell'integrazione in alcune questioni d'aritmetica [Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, Bd. I (1887), S. 293-298], in welcher er auf unrichtigem Wege zu
den Gleichungen (21) und (22) gelangt, das von Herrn J. TANNERY stammende Motto voran: « Méme
en mathématiques c’est souvent par des chemins peu sirs qu'on va 4 la découverte ».

59) Bd. XVIII (1907), S. 129-130.
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les constquences de sa découverte ; beaucoup de questions relatives & ce sujet restaient

1

a élucider, beaucoup de résultats 4
CesAro. Clest ainsi qu’il put resserrer notablement les limites indiquées par le géométre

préciser. Clest 4 cette tiche que se voua surtout

russe : la formule d’approximation qu’il proposa, pour la substituer 4 celle de TcrEBY-
CHEFF, ne le céde en exactitude qu’a une seule autre, celle que fournissent les profondes
méthodes de Riemann. Clest ainsi également qu’il parvint 4 démontrer l'expression
obtenue empiriquement par PERVOUCHINE, pour le #¢™¢ nombre premier, et qu’on lui doit
une ¢valuation asymptotique pour les produits si intéressants que lon obtient en mul-

- |
tipliant entre eux les facteurs de la forme 1 — 5 (ot les p sont les nombres pre-

miers consécutifs) et auxquels conduit naturellement ’étude de la fonction {(s) pour
s = 1 ». Hiergegen wende ich folgendes ein.
@) TSCHEBYSCHEF’S Hauptresultate tber die Verteilung der Primzahlen liegen in
den beiden Sitzen :
« Wenn =(x) die Anzahl der Primzahlen £ x bezeichnet, so gibt es fiir jedes 2> o
und jedes # unendlich viele ganze Zahlen, fiir welche

ax

m () > f logn ~ log"x

ist, und unendlich viele ganze Zahlen, fir welche

ax
() < f logu + log® x
ist » %),

« Es giebt zwei positive Konstanten 4, B, so dass fir alle x )\ 2

v x
oy <" <Br
ist » ).

Aus dem ersteren Satz zog TscHEByscHEF u. a. die Folgerung:

« Wenn die durch die Gleichung

(s1) ") = T

definierte Funktion e(x) fir x=co einen Grenzwert besitzt, so ist derselbe —1» ).

60y Dies ist der « ITtme théoréme » in TscHEBYSCHEF's Abhandlung Sur la fonction qui déter-
mine la totalité des nombres premiers inférieurs & une limite donnée [Mémoires présentés 4 I’Académie
Impériale des Sciences de St.-Pétersbourg par divers savants, Bd. VI (1851); Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, Ser. I, Bd. XVII (1852); Ewuvres, Bd. I (1899)].

61y Dies Ergebnis liegt im § 9 von TSCHEBYSCHEF's Mémoire sur les nombres premiers [Journal de
Mathématiques pures et appliquées, Ser. I, Bd. XVII (1852); Mémoires présentés 4 ’Academie Impé-
riale de St.-Pétersbourg par divers savants, Bd. VII (1854); (Euwvres, Bd. I (1899)].

63) Vergl. S. 148 bezw. S. 352 bezw. S. 38 der in Anm. 60 genannten Arbeit.
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In diesem Sinne ist TscHeByscHEF’s Niherungsformel

x
logx — 1
fur w(x) zu verstehen.
In demselben Sinne stellte Cesiro %) fir =(x) die Niherungsformel

x
(52) SRR S
logx — 1 logx ~ log’x

fest, auf welche der Verfasser des Nachrufs in dem Satze: « C’est ainsi qu’il . . . Rig-

MANN » anspielt; d.h. CEsAro bewies auf neuem Wege die Tatsache, welche bereits
aus TSCHEBYSCHEF’s oben an erster Stelle genanntem Satz unmittelbar folgt, dass die
durch die Gleichung

x

n(x) =
(53) 43 3(x)

logx —1 — og’

logx
definierte Funktion 8(x) sich fiir x = oo keinem von — 3 verschiedenen Grenzwert
nihern kann. Es ist also unrichtig, dass CesAro eine bessere Formel als TSCHEBYSCHEF

gefunden habe; TscHEBYSCHEF bewies ®) sogar als Folgerung seines Satzes ausdriick-
lich, dass die durch

2lx (n—2)'x (x)x
54) m(x) = logx + log x + log®x ot log"" x + Yiog"x

definierte Funktion % (x) firx = oo keinen anderen Grenzwert als (n — 1)! haben
kann, worin fir n = 4 CesAro’s Resultat unmittelbar enthalten ist.

b) Auch die Bemerkung, dass nur die Riemann’sche Primzahlformel besser als
die CesAro’sche sei, ist falsch. Denn durch Anwendung der TscuesyscueF’schen Glei-
chung (54) auf die Werte =35, 6, 7, ... ergeben sich unendlich viele Niherungsformeln,
deren jede besser ist als die vorige und deren erste besser als die CEsAro’sche (52) ist.
Die bei diesen Formeln auftretenden Zahlenkoeffizienten hat Herr Ajerio *) niher
untersucht und bei diesen leichten Folgerungen, die sich (wie er auch erwihnt) schon
aus TscueyscHEF’s Untersuchungen ergeben, keine prinzipielle Schwierigkeit angetroffen.
Ubrigens hat Cesiro %) selbst auf diese Kette von Formeln, deren jede besser als die
vorige ist, ohne Ausfithrung jener Zahlenrechnungen aufmerksam gemacht und garnicht
geglaubt, mehr bewiesen zu haben, als TscHeByscHEF bekannt war.

¢) PErRvOUCHINE waf empirisch zu einer Niherungsformel fir die #te Primzahl p_

8) Nuova contribuzione ai principii fondamentali dellaritmetica assiniotica [Atti della R. Accademia
delle Scienze fisiche e matematiche di Napoli, Serie II, Bd. VI (1894), No. 11, S. 1-23], S. 23.

64) L ¢, S. 152 bezw. S. 358 bezw. S. 43.

85) Sul numero dei numeri primi inferiori ad un dato limite [Giornale di Matematiche, Bd. XXXIV
(1896), S. 14-20].

6) 1. c., S. 23.
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gelangt. Crsiro %) bewies nicht diese Niherungsformel, wie in dem obigen Zitat steht;
sondern er zeigte, dass, wenn es fiir p, einen bis zu der Ordnung ——- oz (e1nsch11esslldl)
genauen Ausdruck gibt, dies nur der Ausdruck

loglogn — 2 (loglogn)* — 6loglogn -+ 11
(55) n(logn -+ loglogn — 1 ogn > (logny )

sein kann, welcher nicht mit dem PErvoucHINE’schen iibereinstimmt. CEsAro bewies
aber nicht etwa, dass der Ausdruck (55) wirklich mit einem Fehler, dessen Quotient

durch oo™ n fir n = oo den Limes o hat, gleich p, ist. Diese Tatsache, sowie die
Gleichung

lims(x) = — 1
und die Gleichung -

lim 3(x) = —

fir die durch (51) und (53) definierten Funktionen e(x) und 8(x) ergab sich erst aus
ciner neueren bahnbrechenden Arbeit von Herrn pE 1a VarLke Poussiy %), welcher
den Satz

69 i 25 (00— [ gg7) =

bewies. Hitte CesAro die PervoucHiNg’sche Formel in ihrer urspringlichen Form oder
ihrer berichtigten Form (55) bewiesen, so wiirde daraus u.a. leicht

Z logp _

(s7) lim & ——
r— X
und
(58) lim 7: (xilog X _

folgen; diese beiden Sitze (57) und (58) [welche weniger besagen als (56)] sind auch
erst von den Herren HapamarD ®) und pE La VarLte Poussiy 7°) bewiesen worden.

d) Zum Schlusssatz « on lui doit etc. » bemerke ich, dass CesAro an der betref-
fenden Stelle 7*) mit seiner Methode weniger erhilt, als schon bekannt war. Herr

67) Sur une formule empirique de M. Pervoucuine [Comptes rendus hebdomadaires des séances
de PAcadémie des Sciences (Paris), Bd. CXIX (1894), S. 848-849]1.

68y Sur la fonction {(s) de RIEMANN ef le nombre des nombres premiers inférieurs & une limite donnde
[Mémoires couronnés et autres mémoires publiés par I'Académie Royale de Belgique, Bd. LTX (1899),
S. 1-74].

99) Sur la distribution des zéros de la fonction §(s) el ses conséquences arithmétiques [Bulletin de la
Société Mathématique de France, Bd. XXIV (1896), S. 199-220].

7°) Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers [Aunales de la Société Scientifique de
Bruxelles, Bd. XX, Teil II (1896)], S. 183-256 und S. 360-361.

71) Vergl. die in Anm. 63 zitierte Arbeit, S. 20-21.
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MerteNns 7%) (den Cesiro auch zitiert) hatte u.a. bewliesen, dass

(59) }irillogxn (1 — _I.I)_> — o€

P

ist, wo C die Eurer’sche Konstante bezeichnet. CEsAro’s Schlisse beweisen nur: wenn

li_mlogxn(l — i)—)

ps

C

existiert, so ist dieser Grenzwert = ¢™°; sie fithren also nicht zur Gleichung (59).

§ 3.

Beweis einiger Sdtze von Stieltjes iiber die Multiplikation konvergenter
Reihen nach der Dirichlet’schen Regel.

Aus der absoluten Konvergenz von
und der Konvergenz von

folgt nach Satz (I) die Konvergenz von
Z Yn?
= a, f
Yn % ! _'lf_

- Es seien nun die beiden DiricHLET’schen Reihen

WO

ist.

()

und

(2)

fir s > o konvergent. Dann sind (1) und (2) bekanntlich fir s> ¢ 4 1 absolut
konvergent; denn far s > ¢ 4- 1 sind, wenn p zwischen ¢ (exkl) und s — 1 (exkl.)
gewihlt wird,

e
SRR

2
i

b

n

M
“ R

R*)
b

Mg
SR

i

7%) Vergl. die in Anm. 32 ztierte Arbeit, S. 53.
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und

g
2l
AR

n==1

konvergent, sodass

ca]
fim 5 = ©
lim M —
H==0 ﬂp

ist, woraus die absolute Konvergenz von (1) und (2) folgt.
Es ist also, wenn
¢, = Zdl bl '

. iln 1
gesetzt wird,

(3)

[

7

Ms

; '

1

I

fir s > ¢ 4 1 konvergent, und der Satz (I) wiirde nicht mehr ergeben. Die Konver-
genzabszisse von (3) ist also hochstens um 1 grosser als die grossere der beiden Kon-
vergenzabszissen von (1) und (2).

Nun hat StieLtjes ohne Beweis im Jahre 1885 7°) den Satz (III) und im Jahre
1887 ™) die Sitze (IV) und (V) ausgesprochen, von denen (III) in (V) enthalten ist.
Ich will diese drei Sitze beweisen und zweifle iibrigens nicht daran, dass die Beweise,
welche STIELTJES besessen und nur nicht publiziert hat, richtig waren. Die Sitze lauten:

(1) : Wenn (1) und (2) fir s = p konvergieren, fir s = p 47 (wo v X0 ist)

absolut konvergieren, so konvergiert (3) fiir s =p - %

(IV): Wenn (1) und (2) fiir s=p konvergieren, so konvergiert (3) filr s =p -+ é—

(V): Wenn (1) und (2) fiir s = p konvergieren, (1) fir s=p~+7 (wo 70
ist) absolut konvergiert und (2) fir s=rp— =" (wo v X o und v <" > o ist) absolut
konvergiert, so ist (3) fir s =p - % konvergent.

(IID) ist fir T = o trivial, fiir © > o zu beweisen. (IV) besagt, dass die Konver-
genzabszisse von (3) unter allen Umstinden hochstens um - grosser ist, als die gros-
sere der beiden Konvergenzabszissen von (1) und (2). (IV) ist nicht etwa als Spezialfall
v =1 in (II) enthalten; denn aus der Konvergenz der Reihen (1) und (2) fiir s =¢
folgt nicht ihre absolute Konvergenz fir s =p--1. (V) ist fiir t=10, 7'> 0 oder
>0, v'=o0 der Satz (I) und fir v>0, v’ >0 zu beweisen. (V) enthilt fir r=='
den Satz (1IT).

73) Sur une loi asymplotique dans la théorie des nombres [Comptes rendus hebdomadaires des séances
de I’Académie des Sciences (Paris), Bd. CI (1885), S. 368-370], S. 369.
74) Vergl. die in Anm. 7 zitierte Arbeit, S. 215.
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Ich habe also nur (IV) und fiir > o, v > o (V) zu beweisen.
Beweis von (IV): Es werde

n

n{) =ot”,
.b_"_:p ,
n? "

2 P =1,
gesetzt. Dann ist die Konvergenz von
(60)

zu beweisen, wenn diejenige von

und

vorausgesetzt wird.
Es werde noch

gesetzt; dann konvergiert

und zwar ist

¢4 _ x4, —4)—(4

_n L S A) frone 3 —_—
i & /n 2

3L
Vx\’

=BG

& B (1)
& TR

ebenso ergibt sich

Nun ist
Ve . Ve o Ve
S Ye N % iin L Ba
nZ=11/ﬁ n=11/;mZ=n m + = ,,,Z_ ]/m n_'—xi/n n=11/17’
1/76_ Vx
C Yy %y B
;1/5 =n =Y
V?a” %Bm 1/,7(5 1/?@ %1 Ve o
=2t (Ee -
Y% 1 an Ve e
=R A R = A S =
n=1 Vx n=I anS I/_x n=1 l/n l/x n=1 ‘l/n

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (2 sem. 1907). — Stampato il 29 luglio 1907.

D)
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T = ¥ % 5 B
ant/n yl/nnzx n

womit die Konvergenz von (60), also der Satz (IV) bewiesen ist.
Beweis von (V): Wenn

a —
T
b, _e
nP n?

Yo = %“zp%

gesetzt wird, so sind nach Voraussetzung die vier Reihen

und

Tu
sl
=g 2l
Es ist
x X I nI T T X |1n‘ T
e = 3 it 2o S = o),
n=1 H=1 n=1
ebenso .
D 1Bl =0G"),
fn=1{
ferner, wenn
X
= d’n = Ax’
@
2% =4
gesetzt wird,
2 (4, —4)—4,.,— 4)
’ !
n=x n'::‘r’ n=x T’-r:'r’

=S — (= o)t

n=x n'r—w (?’L + I)T—M" x‘r+‘r’ xT+'l"
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und ebenso

=T7 n'r+'r’ yTHT
Hieraus ergibt sich
,.[J
x T+T w xT+T’ xT+7 L T+T
I %, + B
! Tl TT’ fr'r’ Tt
H==1 n'H‘T' =1 nT"‘Tl n=1 nT*‘T, =1 n'r-w =1 nT+T' T premyy n'r+'r’
I
T+T' ) xT+T'
— pﬂl + pn
T’ T’
pryyy n'r+'r r— m'r—w =1 T+ o n'r+'r’ Py ,m'r-a-'r:’ m'r—o-'r'
o T ,
T ! T ud T > _._L,
’ vy, T+T T+T
S Ilnl nT+T I@nl nT+T I * I I ¥
= —_ ——-——:—~—~Ea|+ El’
™’ + o T e VT T L ﬁn
8 =l T Xt P
1 T’ !
’ '
—\_ T+ X+l .
' + = {1} + {1} = {1},
x'r+'r' x’l’+‘r'
o0
) OO
! T 'r'r’ .
gttt n T+T' n T+

§ 4

Beweis einiger neuer Sétze iiber Dirichlet’sche Multiplikation.

Der folgende neue Satz (VI) enthilt den Stierrjes’schen Satz (V) als Spezialfall
o =¢
(VD): p, =, p'y =/ migen vier Grissen bedeuten, fiir welche
TN AN T+ >0, s SNy s N
ist. Es sei (1) fiir s=1p konvergent, fiir s =p -+ absolut konvergent, (2) fiir s=¢
pr ettt
T

’

konvergent, fiir s =1¢' <" absolut konvergent. Dann ist (3) fir s =

konvergent.
Beweis: Zur Abkirzung werde gesetzt:

—I—p'c—}-'rﬂr
v ?

T -
L
T,

i
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X él
= nf’ = A
Sy
= nf
Dann ist NI
6 I "I.‘+p— T+p—p’ l[ll —_ T+p—p
(61) ; ' Z Lx n? 7 = O(x )
|
(62) 3 nJ = O(x¥"7-"),
n=1I
a3 d,—D—4,_, —4) |1
H=x nm n=x nw_() xw——P
shoi
= — P 9
X C Tn' a [22] b (=2 a x‘n b Xﬂ, a x’n "‘,
w n _n (3 n n _n
n=I nm n=I nm 1; n nz:::l nm n=1 @ + =1 nw n=i @
x X
Mg (b @ p O Ap (g © g
— ¥ s mo Zm I mo__ Zm
—Su(Zm-La)riulSe -2
T R R X d SO NESE 1) N o Y
- — n® '\’“’—9' n=1 n® x9°°f o XO_PI =1 n{)’ + x9f =1 nt
I I
:éxm_{;' xﬂ'(’r+p—p')§ +§ — xn('r'+p’—-p)§
p'r'+p"r+'r'r’ ! ot +p"r+'r'r
e TR T e P RET =y,
; © _; © an !

womit der Satz (VI) bewiesen ist.

Ebenso wie der Satz (IV) einfacher ist als der Satz (V), ohne in ihm als Spe-
zialfall enthalten zu sein, gibt es hier zum Satze (VI) zwei Sitze (VII) und (VIII),
die nicht fir ' = 1 bezw. 7 =1’ = 1 in (VI) enthalten sind, und von denen auch
(VIID) nicht in (VII) fiur == 1 enthalten ist.

(VID): Es sei

X0 ety 1>
und (1) fiir s == p konvergent, fiir s = p -- v absolut konvergent, (2) fir s =" kon-

vergent. Dann ist (3) fir s = Pt P‘I‘ i i konvergent.

(VII): Es sei
pH1>¢, o t1>e

und (1) fiir s=p konvergent, (2) fiir s =" konvergent. Dann ist (3) fiir s=

konvergent.

9ﬂ4%

2
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(VIII) enthilt (IV) fur p = ¢"..
Beweis von (VIT) und (VIII): Beim Beweise des Satzes (VI) wurde die absolute
Konvergenz von

8

a

n

- nP+T

i

und

t

b

n

. np+'r'

”n

I

nur verwendet, um schliessen zu konnen, dass

X la Ttpp!
(61) ;Iﬁ—;ﬂ—‘: O (=" ")
und

z b 7'+ —
(62) 3B = ogrrn

ist. Wird im Falle des Satzes (VII) unter t' die Zahl 1 verstanden, im Falle des Satzes
(VIID) unter  und = die Zahl 1, so bleiben (61) und (62) und damit alles folgende

richtig; nur muss man hier (62) so begriinden:
x Ibn' x bn = I o 1+p—
Zﬁzz%n{’ P = O';nf’ P = O@"P)

n=I fn==1

und (61) im Falle des Satzes (VIII) entsprechend.

§ 5.

Bemerkungen zu einer Folgerung von Stieltjes.

STiELTJES hatte seinen Satz (III) aufgestell, um aus ihm die Folgerung zu
zichen 7°): Wenn es wahr ist, dass

(63) Y u(n) = 0(/)

ist, so ist fir jedes 8 > o

3
(64) S —x=0@""),
WO -
v(n) = log p fiir Primzahlen #» = p und Primzahlpotenzen n = p*,
v(n) = o fiir alle dbrigen 7
ist; (64) ist gleichbedeutend mit
3
D> logp=1x-+ O(x-"’-+8 ).

p<=
Zu jener Folgerung wandte StieLtjes den Satz (IIT) auf die beiden Reihen

() 1
(65) ;{Ln’ =70

75) Vergl. die in Anm. 73 zitierte Note,
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und
(66) iT(ﬂ)*lZ?n-2C — ()4 () — 2 CL()

=1

an, wo T(n) die Anzahl der Teiler von # und C die EuLER’sche Konstante bezeichnet,
und schloss mit Recht: Nach der Annahme (63) wiirde die linke Seite von (65) fir

s > = konvergieren, nach dem DiricHLET’schen Satz
> (T(#) —logn — 2C) = O(yx)

die linke Seite von (66) ebenfalls; nach dem Satz (II) wire also, da jene beiden
Reihen fiir s > 1 absolut konvergieren, das DiricHLET sche Produkt

—Zc_l—ZI_nr(n))

o+ Y e

ist, fir s > konvergent, woraus unmittelbar (64) folgt.

welches fiir s > 1

Man sxeht hier wieder einmal, dass die Anwendung allgemeiner Konvergenzsitze
nicht immer das beste ist; denn StiELTJES kam trotz wiederholter Bemiihungen nicht
iiber den Wert > in (64) hinaus [unter der unbewiesenen Annahme (63)!], und
ich habe mit Leichtigkeit auf elementarem Wege zeigen 7°) konnen, dass unter der
Annahme (63)

Sy —x=0G")

=1

und genauer
Zlv(n) —_—x = O(leogx)

wire. Ich benutze diese Gelegenheit, um hierfiir eine neue Beweisanordnung mitzuteilen,
welche sich noch mehr als die frithere an Herrn MEeRTENS' Beweis 77) von

Zlv(n) — x = O0(x* log %)

[unter der Annahme (63)!] anschliesst.
Aus (63) folgt, wenn

S b(m = M(),
S p(r)logn = N(x)

76) Uber den Zusammenhang einiger neuerer Sitze der analytischen Zablentheorie [Sitzungsberichte
der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd.
CXV (1906), Abt. Ila, S. 589-632], S. 606-608.

7) Uber eine zablentheoretische Function [Sitzungsberichte der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften
in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CVI (1897), Abt. IIa, S. 761-830], S. 766-775.
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gesetzt wird,

NG)=Y (M(n)—M(n—1))logn=3 M(n)(logn—log(n+1)) + M(x)log(x+1)
= 0> 1/?;-% 4+ 0(Yxlog x) = O(Vxlog x);
ferner folgt aus (63) die Konvergenz von

67) St (m)logn

n=I1 n

Der Wert von (67) ist alsdann — 1, wie z. B. aus

ap(n)logn _ T'(s)
& 7 0

durch Grenziibergang folgt; ferner ist

Z‘M(n)nlogn:ZCN(n)——iV(n ;N(n)(__n_iil)__N(xx— 1)

= OZVﬁlogn-iz——}- O(%{) = O(l(:/g; )

Die Identitit

§V(n)=—§;u(n)logn[%]

ergibt nun

—Z (n) = Yy.(n)logn I

x 2

"

w.(n) log Z Z .(m) log m — Z v.(n) log n . 2

=[x

L
%3

R
M wle

2
[

.3
e

Mm-

() log [*] +3IN(2) = NEDED

3
)

fn==1I

bl |

(n)logn——l—OZlogn+OZ]/~—log—+O(x logx.x )

"M w[u
M e

"

:x(— 1+ O(log;)) + O(x3 logx) = — x O(x3 log x),

1

(n)logn_l_O(xslogx)_}_O(Vxlogxz )+O(x3logx)

X

was zu beweisen war.
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§ 6.

Bemerkungen zu den Untersuchungen von Herrn Cahen iiber
Dirichlet’sche Multiplikation.

Auf Grund des Stievtjes’schen Satzes (IV) [oder auch schon des StieLtjes’schen
Satzes (III)] ist die Konvergenzabszisse von

3 i 2

=t n

hochstens um — grosser als die grossere der beiden Konvergenzabszissen von

(1) 32

= n

und
() S
=

Es entsteht nun die Frage, ob diese Zahl <, welche an Stelle des grésseren
Wertes 1 getreten ist, noch verkleinert werden kann, und ob es iberhaupt ein Paar
DiricuLeT’scher Reihen gibt, welche fiir s > ¢ konvergieren, wihrend ihr Diricuier’
sches Produkt nicht fiir alle s > ¢ konvergiert.

Auf letztere Frage gibt das Beispiel am Anfang des § 1 nicht etwa die Antwort
durch Betrachtung der zugehorigen Reihen

S L L
denn die Konvergenzabszisse der ersteren beiden ist offenbar o; mit der festgestellten
Divergenz der dritten fir s = o wiirde es aber wohl vertriglich sein, dass sie fiir alle
s > o konvergiert.

Nun steht allerdings in der Arbeit von Herrn Canen 7®), welche das Verdienst
hat, zum ersten Male die DiricHLET schen Reihen als Funktionen komplexen Argumentes
studiert und hierbei wichtige Ergebnisse erzielt zu haben, der Satz, dass aus der Kon-
vergenz von (1) und (2) fir s > o stets die Konvergenz von (3) fiir s> ¢ folgt 7°).
Jedoch leidet der Beweis, welchen Herr Canen *) fiir diesen Satz beibringt, an einem
auch beim gegenwirtigen Stande der Wissenschaft unheilbaren Fehler. Auf den betref-
fenden mehrfach in der Arbeit vorkommenden Fehlschluss hat zwar schon Herr DE LA

78) Vergl. die in Anm. 24 zitierte Arbeit, S. 100.
79) Der Satz bezieht sich dort auch auf den allgemeineren Fall der konvergenten Reihen

o0 *«©
Zan ¢—*n* und an et vorausgesetzt, dass sie einen Bereich absoluter Konvergenz besitzen,
Nax 1 n=1

was nach Herrn CangN’s Untersuchungen (I. ¢., S. 92) im Falle der Endlichkeit von lim sup o mit

n=0o 2

Sicherheit eintritt.
89) L ¢., S. 100-101.
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Varrte Poussiy ®) im Jahre 1896 ohne spezielle Nennung gerade jener Stelle auf-
merksam gemacht; die Tatsache, dass der vorliegende Satz dadurch zu einem unbewie-
senen wird, ist aber bisher nirgends hervorgehoben worden. Es handelt sich um fol-
gendes. Wenn die DiricHLET’sche Reihe

= a
I "
(1) 2
fiir s > o konvergiert, so ist sie, wie Herr CaHEN %) zuerst bewiesen hat, in dem

Gebiete
BN+ ¢ LIG L,

wo ¢, g, 7 konstant sind und € > o, r > ¢ ist, gleichmissig konvergent, also insbe-
sondere auf dem endlichen Geradenstiick s=7-wi, wo *>¢ ist und o von ¢ bis r
liuft. Daraus folgt, dass fiir y > o0, * > 6, 7 == o das geradlinige Integral

THri o a o ® T+ri a e
/ Y r—ds=) f n—ds
Tagi H=1 n s #=1¢) gi n N

ist; denn auch die Reihe

»a
2 q, ¢

=ntos

ist auf jener Strecke gleichmissig konvergent. Herr CaHEN schliesst nun ) unerlaubter
Weise, dass

T+ i o ys +®i ys
a, ¢ = a ¢
SEl4s=3 [T hia
T n s = s

—o0i M=l —0 i n

ist. Diese gliedweise Integration ist unberechtigt, obgleich auf der rechten Seite jedes
Integral konvergiert und auch die Summe dieser Integralwerte konvergiert. Die gliedweise
Integration der unendlichen Reihe iiber das unendliche Intervall wire auch dann noch
unerlaubt, wenn Herr Canew iberdies ihre gleichmissige Konvergenz fur das ganze
unendliche Intervall festgestellt hitte. Herr CanEN wurde tibrigens zu jenem Fehlschluss
dadurch verleitet, dass in einer Notiz KroNECKER’s %), an welche er ankniipft, eine fiir
die in Betracht kommende gliedweise Integration einer unendlichen Reihe tber ein
unendliches Intervall angeblich notwendige und hinreichende Bedingung steht, welche
auf Irrtum beruht.

Diein den N° 11 und 19 der CanEN’schen Arbeit enthaltene scheinbare Entdeckung
einer notwendigen und hinreichenden Bedingung %) fiir die Entwickelbarkeit einer analy-
tischen Funktion in eine DiricHLET’sche Reihe wird u. a. durch jenen Fehlschluss auch
hinfillig. Diese Frage scheint mir von ihrer Klirung noch weit entfernt zu sein. Ich

81) Vergl. S. 192-193 seiner in Anm. 70 ztierten Arbeit.

82y 1. ¢, S. 82-84.

83) 1. ¢, S. 93-94 und S. 100.

84) Notiz dber Potengreiben [Monatsbericht der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Jahrgang 1878, S. 53-58], S. 54.

85) 1 ¢, S. 93-96 und 102-103.

Rend, Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (20 sem. 1907). — Stampato il 29 luglio 1907, 16
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benutze diese Gelegenheit zur Veroffentlichung eincs kleinen Beitrages, den ich einer
schriftlichen Mitteilung von Herrn Hurwrrz verdanke; er besteht in dem Nachweise,
dass der unendlich ferne Punkt stets eine singulire Stelle der fir 3 (s) > o durch
eine (nicht konstante) DiricHLET’sche Reihe

a

1

: 7’

s

[

definierten Funktion ist ). Denn wire fiir das gemeinsame Gebiet der Halbebene

R() > o und des Kreisiusseren |s| > ¢
N afl — R bm
(68) 2w T &

so wiirde (68) insbesondere fur alle reellen s oberhalb eines gewissen Wertes gelten.
Der Grenziibergang fiir s = -~ o liefert

al - bo’
N d” ~ bﬂl
(69) n; no ;—;1 P

Wenn nun
b!:bz:“'zbmo—‘zo? bmo;éo(m’oél)
ist, d. h. b, der erste auf der rechten Seite von (69) nicht verschwindende Koeffizient
ist, so wire nach (69)
lim s™e i a_,: = by,,

§=00 n=2

wihrend offenbar

: e a
lims™ > -~ =0

. s=00 =2
ist.

Jene irrttimliche Ansicht iiber die Vertauschbarkeit von Summation und Integration
hat Herrn CAHEN noch 6 Jahre spiter in der Anhangsnote B %7) seines recht guten
Lehrbuches der Zahlentheorie %) zu folgender unrichtigen Bemerkung veranlasst, welche
einigen, aber nicht allen berechtigten Einwinden gegen seinen damaligen %) Beweis des
betreffenden Satzes Rechnung tridgt: « Parmi les résultats obtenus se trouve celui-ci:
Quelque petit que soit le nombre positif k, le nombre des nombres premiers compris entre
x et (1 -4 k)x augmente indéfiniment avec x, démontré 4 peu prés en méme temps
par MM. Hapamarp et pE LA VarLLke Poussiv. Jen ai donné (Annales de I'Ecole
Normale supérieure, 1894) une démonstration non rigoureuse mais trés simple. Cette
démonstration deviendrait rigoureuse si 'on parvenait 4 démontrer ce théoréme énoncé

par RieMann: Les racines imaginaires de la fonction ((s) sont de la forme - - ti,

Ay

86) Fiir den allgemeineren Typus Z a,¢ " gilt natirlich derselbe Beweis.
fn=1

87) Sur les nombres premiers.
88 Eléments de. la théorie des nombres (Paris, 1900), S. 323.
89) 1 ¢, S. 114-118.
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t étant réel ». Jener Beweis wiirde auch unter der Annahme der Richtigkeit der Rie-
MANN’schen Vermutung falsch sein.

Doch nun zuriick zu den Reihen (1), (2) und (3)! Nachdem aufgedeck ist, dass
der CaneN’sche Beweis seines Satzes, besser gesagt seiner Vermutung [« mit (1) und
(2) konvergiert (3) fiir s > ¢ »] unrichtig ist, entsteht die Frage, ob diese damals von
Herren CAHEN ausgesprochene Vermutung richtig ist. Ich vermag diese Frage nicht zu
beantworten ; ich kann jene Vermutung weder beweisen noch durch ein Beispiel wider-
legen.

Immerhin will ich daranf aufmerksam machen, dass die CanEN’sche Vermutung
im Widerspruch zur StiELTjES’schen Vermutung

(63) S w(m=0(/x)

steht, wie folgender etwas komplizierter Gedankengang ergibt.
Wenn eine DiricareT’sche Reihe

e a
f&) =2
=1 n
fir s > o konvergiert und ¢ eine feste positive Grosse ist, so ist %) fiir positives ins
Unendliche wachsendes w

(70) fe+ e+ oi)=0(v);

dies folgt unmittelbar daraus, dass

aﬂ
- 3
o+
n=1 n
konvergiert und,
X
a
n J———
o+ & o Ax
n=l g 2
gesetzt,
A, — 4
rn—1
fle+etoi)= 2 o
n=1 n2
3 I 1 e \ vt du
—,,Z,Aﬁ< f2_+mi %—Hoi) _(T—!—ml);Aﬁf x+—;-+wi ’
n (n+ 1) "ou
c o 71 du
e Fodl £ (o) Sl [T
n=
®
ist.
Wire nun die CaHEN’sche Vermutung richtig, so wiirde das DiricHLET’sche Qua-
drat, der DIRICHLET’sche Kubus, ..., die DiricureT’sche mte Potenz der Reihe

0 I)ﬂﬁ»l

Z

2 ==

99) Genauere Abschitzungen sind hier ohne Belang.
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fir s > o konvergieren. Es wiire also fiir jedes feste 5 zwischen o und 1 (o <5 <1)
und jedes feste ganzzahlige positive m nach (70)

(1 — 25 ({5 + o) )" = O(w),
2N 2
(G + o))" = 0(w),
(71) (54 wi) = 0(™).

Nun ist bekanntlich zufolge der Riemann’schen Funktionalgleichung

also wegen

C(1 —s)=12(2m)"T(s) cosizi C(s)

72) LG —s+od)=F0—s— o) =LE+o0) 0@ )
Fiir o <5 <{ & ergeben (71) und (72)
(G —3to) =00 ")

wie klein auch die positive Grosse 3 sei. Wird hierin 1 — 5 durch 3 ersetzt, so wire

also fir —<s <1
(73) (o) = 00" ).

Andererseits wiirde aus StieLTjES’ Vermutung (63) in Verbindung mit der
CaHEN’schen Vermutung folgen, dass die mte DiricHLET’sche Potenz von

iu(n)_;

n T {(s)
fur B(s) > ; konvergiert. Es wire also fir 5 <3 <1
I
== O(w),
CG+ o) ()
(74) —Z—(S—I_F—O;T) — O(an) = O(ma).

Wenn nun s irgend ein Wert zwischen — und 1 ist, so folgt aus (73) und (74) durch
Multiplikation

%—S+26‘
1= 0(e )
was fiir § < —;—( y— %) einen Widerspruch enthlt.

Man erkennt aus dem Vorangehenden, dass bereits die — weniger als StiELTJES’
Vermutung besagende — etwaige Tatsache, dass die Konvergenzabszisse von

(75) )3 &%@

=1

kleiner als 1 ist, im Widerspruch mit der CanEN’schen Vermutung steht; denn (74)
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wiire fiir gewisse 5 zwischen — und 1 giltig. Jedoch steht die Riemann’sche Vermutung

LG6)s£0  fur R(E) >+
nicht im Widerspruch mit der CareN’schen Vermutung; denn mit der RieMaNN’schen
Vermutung wire es vertriglich, dass die Konvergenzabszisse von (75) gleich 1 ist.
Zur Widerlegung der Canen’schen Vermutung wiirde es geniigen, zu beweisen,
dass die rechte Seite von

(=0 s (=0 _ 5
Z ' ; n’ Z-_ T
eine positive Konvergenzabsz1sse hat, d.h. dass nicht fiir jedes &

Z—,‘" = 0(x%)

n+1 n—+1

ist. Wegen

< Cn —_ __ ATSY Y 2 ___ - _fi'__ i
; n - ((I 2 )C(S)) - (I 2° + $ )Z n
ist

;5 :T(x)—41'( )+4 ( )
wo 7(x) die Anzahl aller Teiler aller Zahlen .~ x bezeichnet. Uber = (x)ist durch Herrn
Vorovot @) bekannt, dass

(76) +(x) = xlog x 4 (2 C — 1)x 4 O (Yxlog )

ist; daraus folgt

X X X X
n;c"_ xlogx 4+ (2C — 1)x — 4-710g—5— — 4(2C— 1)7
3_—.
+4log—- +4(2C — 1)+ O (Vxlog)

= 0(13/; log x),

sodass die Konvergenzabszisse von
i c,
=
hier £ % ist. Ob sie > o ist, weiss ich nicht; jedenfalls ist ihr Wert nach einem von

Herrn CaHEN allgemein bewiesenen Satz 9%) iiber die Konvergenzabszisse einer Diri-

cHLET schen Reihe
) =4 ( ) + ( )‘
= lim sup .

x= log x

log

Es hat sich oben herausgestellt, dass die Frage unentschieden ist, ob aus der Kon-

91) Sur un probléme du calcul des fonctions asymptotiques [Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, Bd. CXXVI (1903), S. 241-282].
9% 1 ¢, S. 102.
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vergenz zweier DiricHLET scher Reihen in einer Halbebene die ihres formal gebildeten
Produktes in jener Halbebene folgt. Nun zeigen bekanntlich die Fakultitenreihen 9%)

& nla,
;s(s—]—l) oo (5 n)

eine grosse Analogie mit den DiricHLET schen Reihen, und es muss daher sehr auffallend

erscheinen, dass in Herrn NieLsen’s %) Arbeiten der Satz ausgesprochen und bewiesen
steht: « Wenn von zwei Fakultitenreihen

2 nla,
,,Zos(s—f- 1) ... (s+n)
nlb,
nZ_oS(S—I—I) N X))
die erste fir B(s) > I, die zweite fir B (s) > I’ konvergiert, wol > ound I’ X0
ist, so konvergiert das formal gebildete Produkt

und

o

e nlc,
(77) ,,Z,s(s—}—l)...(s—l—n)’

WO

nle, ::Z(n —1—v)Wvlb _ }L_(n -t ; vt )a‘,_pL

gesetzt ist, fur B (s) > m, falls gleichzeitig m X 1 und m X I ist ». Bei naherer Be-
trachtung zeigt es sich jedoch, dass Herrn NiELSEN’s Beweisfuhrung fir diese Behauptung
nur durch schwere Fehlschliisse zum Ziele gelangt. Es scien zwei derselben hier erwihnt.

1) Herr NieLsen 9°) wendet die falsche Ansicht an: wenn in einer Doppelreihe

erstens jede Zeile

93) Vergl. meine Arbeit Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultitenreihen [Sitzungsberichte
der mathematisch-physikalischen Klasse der Konigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. XXXVI
(1906), S. 151-218].

94) Sur la maltiplication de deux séries de factorielles [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei,
classe di scienze fisiche, matematiche e naturali, Bd. XIII, 1. Semester, 1904, S. 70-77]1; Les séries de
factorielles et les opérations fondamentales [Mathematische Annalen, Bd. LIX (1904), S. 355-376] (hier ist
nur auf S. 362-363 der Satz ohne Beweis unter Bezugnahme auf die vorige Arbeit ausgesprochen); Handbuch
der Theorie der Gammafunktion (Leipzig, 1906), § 99, S. 252-254.

98) L. ¢, S. 74 bezw. S. 254.
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absolut konvergiert und drittens die Summe der Zeilensummen
220
konvergiert, so sei die Doppelreihe absolut konvergent.

2) Nachdem Herr NieLsen auf diesem Wege bewiesen hat, dass die Reihe (77)
fir alle s konvergiert, deren reeller Teil gleichzeitig grosser als / 4~ 1 und als [" ist,
schliesst er 9°) mit Recht aus Symmetriegriinden, dass (77) auch konvergiert, wenn
gleichzeitig R (s)>1 und F (s)>1" + 1 ist; aus beidem zusammen folgt nun fiir
Herrn NieLseN, dass (77) konvergiert, wenn gleichzeitig R (s)>7 und 3 (s)> I’ ist!
Wenn also speziell I’ = | angenommen wird (was den Voraussetzungen der CAHEN’

schen Vermutung entspricht), so lautet jener Fehlschluss: (77) konvergiert fiir B(s)>I-1
und fiir R(s)>IH1, also fir B(s5)>1

§7

Vereinfachung einiger Abschitzungen in der Theorie
der Riemann’schen Zetafunktion.

Da einmal von der Reihe

SEDT (-t

die Rede war, so benutze ich die Gelegenheit, um durch ihre Anwendung (an Stelle
anderer bekannten Darstellungen von {(s) im Streifen o < $(s) < 1) die Untersu-
chungen der N° I und II meiner Arbeit97) zu vereinfachen : « Sur quelques inégalités
dans la théorie de la fonction L (s) de RieMaNN ». Dabei brauche ich hier die Kenntnis
jener Arbeit nicht vorauszusetzen.

In N° I derselben handelte es sich darum, einen neuen Beweis fir den MEer-
LIN’schen Satz
(78) {(5+ wi) = 0(u"") (o< s<1)

anzugeben. Diese Relation beweise ich jetzt folgendermassen. Es ist fiir

s= 134 v, o <=5 <1, ®» >0
—re=3CRTy G

)]

(—x)"“ - s
=2 T )”Z<<[«»]+zk 5~ @)
Z(_I) oS [ A

145 )
=t ot Jolrok—s ¥

96y |, ¢, S. 74 bezw. S. 254.
97) Bulletin de la Société Mathématique de France, Bd. XXXIII (1905), S. 229-241.
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also
[w]+-2k d o

=22ty L +Gras [ 4

I+
ks fw]+2k—1

[w] I 30 ®
<Z + (4 w)/ :+s— O(w as)_{_i!"}‘ ~ O(w 0™,

und hieraus erglbt sich (78) wegen
‘I . 21-‘3~w£[ é 21——3 —_ 1.
Aus (78) folgt nach Herrn MErumv mit Ricksicht auf (72) fir o <32+

(o) =10 —3+u)0@ )= O0{a)

In N° II meiner genannten Arbeit verschirfte ich die MELLIN’schen Resultate untet

Heranziehung des Voronot’schen Satzes (76) zu dem Ergebnis
i1y
(79) {3+ 0i)=0(" * {logn) fir o<sL2,
-y —_—
(x4 wi)= O(m“( ) Ylogw) fir <+ Ls<1.

Dies fithre ich jetzt einfacher folgendermassen aus. Fur $(s) > - ist, wie in § 6

als Folge der Voronor’schen Relation festgestellt wurde,

I—sYy2 2 < cn
(=277 @y =25
Genauer ergibt sich wegen

C,= Zc = O(Vx log x)

Hz=

far
S:S—*—(»i, %<3<I, 0 >0
3
[©72)
) ¢ eC, —C_
;_"s:"‘; n"s__l__i 3 nsnl
n:[wz—]+1
3 C ;
[02] c P n+1 du [07]
:Zn—t—*—sgcnf F——_—*x___w?
Hn= —_—
o CRE;
also

(1 — 277 (s + i)’
(02 o 3 1 w—; log o
. Ie,| 3,— du g
‘—O;—n?‘f‘ O(w X anogn.[ )+O< 3 )

[0]

3
*Yulogudu 1_3
=0 3—I—O(m ) 0 log )

[b‘zl

logw)_ OZ N O(m B

n]w

{
o
i
3"1’:—
+
Q
o
8 =2
hig =¥
w OQ
I €
\./
N——
_|_.
o
~
8N‘_

s
* log »).
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Wegen
¢, = T'(w) fiir ungerade #,
¢, = T(n)—4 T(—Z—) fir gerade, nicht durch 4 teilbare n,
¢, = T(n)— 4T( ) + 4T( ) fir durch 4 teilbare n
ist
D, =3 |5 = O(xlog )
also -
3 3 3 D
P _fnn P sy, %
=1 n% - =1 '}'l3 T n= " 1’lS n
G gy
3 2
2] 2 3. 3s
=0y nlogn— +0 ‘1—1?%3 = 0(* * logw),
=1 w?

(1 — 22 ({5 f 0i) = 0(0 * logau),

(s 4 oi)= 0@ loga).

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (72) unmittelbar die andere Behauptung (79).
Im Gegensatz zu dieser Anwendung der fir 3 (s)>o giltigen Gleichung

SEXT -2t

n=I

muss ich bemerken, dass die Schliisse, welche Herr von Scuaper gegen Ende seiner
Dissertation %) an diese Gleichung angekniipft hat, falsch sind; dieser unrichtige
Beweis eines Hapamarp'schen Satzes [« Die Riemany’sche Funktion £ (3), als Funktion
von z* aufgefasst, hat die Hohe o »] ist auch in Herrn ToreLL’s %) grosse Monographie
iiber das Primzahlproblem iibergegangen. Herr von ScHaPEer hat nicht beachtet, dass in

0 ( . I)n+l
2
fn=1
Z(‘Y) = I _— 2!—5
der Nenner der rechten Seite Nullstellen mit reellem Teil 1 hat, was seinen Beweis
umstosst. Ubrigens gibt es heute fir jenen Hapamarp’schen Satz zahlreiche richtige

Beweisanordnungen.

98) Ueber die Theorie der HADAMARD’schen Funktionsn und ihre Anwendung auf das Problem der
Primzahlen (Gottingen, 1898), S. 60-63.

99) Sulla totalitd dei numeri primi fino a un limite assegnato [Atti della R. Accademia delle Scienze
fisiche e matematiche di Napoli, Ser. II, Bd. XI, N° 1 (1901), S. 1-222], S, 110-112.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXIV (20 sem, 1907). — Stampato il 30 luglio 190%. 1l
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$ 8.

Ein Analogon zum Abel’schen Satze {iber Multiplikation unendlicher Reihen.

Die nichsten Untersuchungen sollen wieder an eine Tatsache aus der Theorie der
gewohnlichen Potenzrethen bezw. der Caucny’schen Multiplikationsregel unendlicher
Reihen ankniipfen.

Aser ™) hat bewiesen: « Wenn die beiden Reihen

(80) Sa=4

n=l1

und

(81) Zp =B

==

konvergieren und wenn (das formale CavcHy’sche Produkt)

(7) 3,

WO

gesetzt ist, konvergiert, so ist

(82) 33, =

ne=2 f=1

AseL bewies dies durch folgende Betrachtung: Fir — 1 < x <1 ist wegen der
absoluten Konvergenz der in Betracht kommenden Potenzreihen

S Y =33

n=0

nach dem « ABeL’schen Stetigkeitssatz » ist also, da die drei Reihen (80), (81) und (7)
als konvergent vorausgesetzt werden,

ZS —th 3, x”:lizn(ian“x”.iﬁnﬂx")

i Ms

H=2 x==1 5=0
— lim X " lim z B, x" i i
X oy =1 pe0 =1 =

Erst CesAro ™) hat unter den gemachten Annahmen die Gleichung (82) durch

100y Untersuchungen iiber die Reihe :

m.(m—1 m—1).(m—2
R D D)
{Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd I (1826), S. 311-339], S. 317-318; Recherches
sur la série

m m(m — 1) m(im — 1)(m — 2
e SR I.z)Fg )
[GEuvres complétes, 2. Aufl. (1881), Bd. I1, S. 226.

101y Sur la muliiplication des séries [Bulletin des Sciences Mathématiques, Ser. II, Bd. XIV (1890),
Teil I, S. 114-120], S. 114-116; vergl. auch sein Elementares Lelrbuch der algebraischen Analysis und

der Infinitesimalrechnung, deutsch herausgegeben von Herrn KowALEwskr (Leipzig, 1904), S. 165.

x4 ..
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direkte Grenzwertbetrachtungen ohne Einfihrung der Variablen x folgendermassen
bewiesen *°%).
Es ist, wenn

an:At?
3
4 Bn=BH
t+ 3 —D

gesetzt wird,

Dt:Zava:Z“v

Y+pLi+1 v=r1

z Bv at+x—v 2

¢
: + Bt+x—v) = ; %, Bt—H—V

—
-~
+

also
i L4 i
D(+Dz+'.'+Dt:ZZ vr—t-l—\?:; ;am-x—v
= ‘;BVA#H—-V = ‘;A\OB:ﬂ_v: Ax Bt + Ath..x + s + Ath'

Aus

lim 4, = 4,

limBl — B

=00
folgt nun, wenn

At:A—l-sf’

B, =B+,

gesetzt wird,
lime, = o,

f=co
lim», = o.
t=t0

Nun ist

D, 4+D,4 - 4D, = ‘ZI(A—-I—ev)(B—}—mﬂ_,,)
:ABt—}-B‘ZISv+AZW,+,_9+Zevnt+x_v’

DDA dD B | Ay | 14
(83) x+ 2—|; + ':AB—}—T;%—I‘T‘;"’\)_}'T;svnz+1—v'
Ferner ist

(84) lim -3 ¢,n,,,_, =o.

t=co 1

102) Ich indere die CeSARO’sche Beweisanordnung nur ganz unwesentlich ab.
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Denn bei passend gewihltem g ist fir alle »

) <&
n| <g,

und nach Annahme von 8 >> o gibt es ein v = ©(3), sodass fir alle n > =
b)
‘snl < ?7

b)
|wnl < _E-

ist; fir alle +> 27 ist daher, da in jedem Gliede ¢,n,, _, mindestens ein Index grosser
als 7 ist,

1
D ey
V=1

womit (84) bewiesen ist. Ferner ist bekanntlich, wenn

limk, =%

f==00

3
<t_g_g:3t,

ist, a fortiori

(85) LI s L
Aus (83) folgt also, dass
hle—I_‘Dz—l; Tt +DI_____AB

ist. Ceshro hatte damit die wichtige Tatsache entdeckt, dass, wenn selbst das
Caucny’sche Produkt zweier konvergenter Reihen divergiert, das arithmetische Mittel
der ¢ ersten Partialsummen in jenem Produkt fir + — oo gegen 4B konvergiert. Im
vorliegenden Fall, wo tberdies die Existenz von

limD, = D

=00
vorausgesetzt wurde, erhielt er unter nochmaliger Anwendung von (85) den ABEL’schen

Satz
D = 4B.

Fir DiricHLET’sche Multiplikation behaupte ich nun den Satz:
(IX): Wenn

o0
S a=4
=1

und
Z 8, =B

konvergieren und wenn das DRicHLET'sche Produkt

ZYM
Tn:%“zp‘

wo

-
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ist, ebenfalls konvergiert, so ist

y Y, = AB.

=

Beweis : Die drei DiricHLET schen Reihen

74

n
s 2

s

*

(86)

n

I

[\l/]s;

I

(87

und

(58) 2o

sind fir 3 (s) > 1 absolut konvergent; daher ist dort, da (88) das DiricHLET’sche
Produkt von (86) und (87) ist,

n

(89) Jash_3$L

Die drei Reihen (86), (87) und (88) sind ferner fiir § () > o konvergent (nach dem
JensEN’schen Fundamentalsatz iiber Konvergenz DiricHLET scher Reihen) und sie stellen
dort regulire analytische Funktionen von s dar (nach dem CaneN’schen Fundamentalsatz
tiber den analytischen Charakter DiricHLET’scher Reihen); daher stellen die linke Seite
und die rechte Seite von (89) fir 3 (s) > o dieselbe analytische Funktion dar; (89)
gilt also auch fir 3 (s) > o, also speziell fir s > o. Lasse ich nunmehr die reelle
Variable s zu o abnehmen, so folgt aus dem Analogon zum ABEL’schen Stetigkeitssatz

o0

oo\ Y In__' mﬁ oe&—
Z[n'—hmzns_lsl__{lg(z J'Zns)

n=1 $=0 =1 n=I n=1i
. 00 an . 00 @” 0 oo
=lim ) =*.lim» -+ =>a.>p =4B.
s=ome N s=0o = B =1 a1

§9.

Einiges {iber Dirichlet’sche Reihen im weiteren Sinne.

Einen elementaren Beweis des Satzes (IX) im Sinne des CesAro’schen fiir Cau-
cuy’sche Multiplikation besitze ich nicht, und ich hebe noch besonders hervor, dass mein
obiger Beweis nicht nur — wie der ABer’sche fiir Potenzreihen — eine reelle Variable
einfithrt, sondern die Theorie der Funktionen komplexer Variabeln benutzt, um schliessen
zu konnen, dass (89) fir s > o gilt.

Ich wiirde mich freuen, wenn ein Leser dieser Arbeit einen elementaren Beweis
von (IX) ausfindig machte; vorliufig bleibt die Frage offen, ob ein entsprechender Satz
fur die Multiplikationsregel gilt, welche allgemeineren Reihen vom Typus

(90) Zw «, e”"n‘
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ohne absolute Konvergenzhalbebene entspricht. Diese Multiplikationsregel ist so zu ver-
stehen: 2, A, ... sei eine monoton ins Unendliche wachsende Folge reeller Grossen ;
dann wird formal zwei Rethen

(91) D,

und

(92) 2 b,
diejenige Reihe

(93) 2.

n=I

zugeordnet, in welcher y,, v,, 1,, ... die nach wachsenden %, -2, zusammengefassten
Produkte «, 8 sind. D. h. die verschiedenen unter den Summen X, -}, seien,
wachsend geordnet, v, v,, v., ..., v,, ...; dann ist y, die Summe derjenigen Glieder

22 37
B, , fir welche

n?

N, =,

ist. Aus dem am Ende der Einleitung angefiihrten Grunde will ich der formalen Mul-
tiplikation nach einer solchen 2 -Regel nicht nachgehen und begniige mich damit,
darauf aufmerksam zu machen, dass aus der absoluten Konvergenz von (91) und der
Konvergenz von (92) jedenfalls nach dem StierLtjES’schen Satze (II) die Konvergenz
von (93) folgt.

Uber die Reihen (90) will ich nur im Anschluss an eine frithere Arbeit *%) von
mir einige Bemerkungen machen und lege die andere Bezeichnungsweise ***)

& ¢
(94) D

n=1

zu Grunde, wo I, I,, ... eine Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender

Grossen ist. Ich habe in jener Arbeit einen Satz von Herrn PHrRAGMEN dahin verschirft,
dass ich nachgewiesen habe: « Wenn

fO= a=a+00) o<r<r
ist und ¢(s) die durch die Reihe (94) definierte Funktion bezeichnet, so ist
¢
9() ——+
in der Halbebene 3 (s5) > y — 1 regulir ». Herr FraneL teilte mir darauf in einem

Bricfe folgende etwas vereinfachte Beweisanordnung fiir diese Tatsache mit. Es ist fiir

193} Uber einen Saty von Herrn PuRAGMEN [Acta Mathematica, Bd. XXX (1906), S. 195-201].
104) Hierzu ist nur J, = e~*, ¢, = «, e~*» zu setzen. Der Fall reeller ¢, ist natiwlich nicht leichter
zu behandeln als der Fall komplexer ¢, .
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2. & 1Y — f(l »
=3 =51 ")Tzf(—ﬁ: ;_lfan)(,is ~ )

n-+1

I+ S);Z—,f(l") l ﬂt_ __( + S)Y f(”z)_fu_ (I + )fwf(ltg+cfit.

nx,l

Y

Hierbei ist der Integrand fur w =1, I, ... unstetig. Wird
F(n) = cu+ g(w)

gesetzt, so ist einerseits nach Voraussetzung

(95) g () = O(u?),

g gff,) integrierbar; daher ist fir (s)> o

"

e(s)=(1 +s)f Cu—tf:(u)du—c(l s)f m-—[—(l s)[ g2(+,)du
=G bt [ G |

Hierin ist nach (95) fir B()>y—1
"g(u) du

2+S

konvergent und stellt dort eine regulare Funktion dar, da fir B(s)>y—1+4¢
(s > o) dies Integral gleichmissig konvergiert. Ferner ist

c(14s5) 1 ¢
5 I s
eine ganze transzendente Funktion, sodass die Behauptung bewiesen ist.
Einen anderen Satz dieser Art hatte Herr LercH *°) schon vor mehreren Jahren
(ohne Mitteilung seines leicht erginzbaren Beweises) angegeben, nimlich: « Wenn die

I, monoton wachsende positive Grossen sind, fiir welche

l I_O(n—H)? 0<Y<I
ist, und f(s) durch die DiricurET’sche Reihe

—1
(S)__”Zl n+xl n_lIS__

definiert wird, so ist
1
fs)— 5
fir R(s) >y — 1 regulir ».

105) Sur les séries de DiIRICHLET [Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des
Sciences (Paris), Bd. CXXVIII (1899), S. 1310-1311].
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§ ro.

FEine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz
des Dirichiet’schen Produktes zweier unendlicher Reihen.

Es besteht der Satz
(X): Wenn die beiden Reiben

und

konvergieren und,

= B
Yn T l _'ll_
geseizt,

limnlogny, =o

ist, so konvergiert

zYn7

und es ist
;sz:;an';@n'

Beweis: Fir s > o ergibt sich nach Voraussetzung die (absolute) Konvergenz
von (88) und die Konvergenz von (86) und (87), sowie die Giltigkeit der Gleichung
(89). Nach einem kiirzlich von mir *°) bewiesenen Satze folgt aus

limnlogny, = o,

n=0w

wenn fir abnehmende s

im> 1= ¢

§5=0 n=1

existiert [was hier wegen (89) der Fall ist], die Konvergenz von
und die Gleichung
damit ist der Satz (X) bewiesen.

196y Uber die Konvergeny_einiger Klassen von unendlichen Reihen am Rande des Konvergenzgebieles
[Monatshefte fir Mathematik und Physik, Bd. XVIII (1g07), S. 8-28], S. 9.
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§ 1L
Uber die Multiplikation von Integralen.

Zum Abschluss dieses Teils meiner Betrachtungen will ich nun iiber die den Dr-
RICHLET’schen Reihen verwandten Integrale *°7) von der Gestalt

/:wcp(t)t-‘dt

einige Sitze beweisen. ¢ (¢) braucht nicht stetig zu sein, sondern sei folgenden weiteren
Voraussetzungen %) unterworfen: ¢(#) ist fiir alle endlichen ¢\ 1 als komplexe Funk-
tion reellen Argumentes definiert, liegt in jedem endlichen Intervalle t=(1 ... ») dem
absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke und ist tiber jedes solche
Intervall eigentlich integrierbar. Wenn ¢ (¢) und {(#) zwei solche Funktionen sind, so
lisst sich formal das Produkt der beiden als konvergent vorausgesetzten Integrale

(96) [ owrar
und '

o) [ v
wieder in der Form Ix

(98) f (Dt dt

darstellen, wo t
(59) 1= [ 2wi(5)

ist. Denn es ist, wenn man (96) und (97) muitipliziert,

fm?(t)t“dt.‘[w¢(t)t“dt=./Xw(¢(t)t"[w¢(u)u"du)dt
- [loor [H(2) 24 [0 [ ()]

also, falls die Vertauschung der beiden Integrationen erlaubt ist,

/‘W‘?(t)t_‘dt_jm&}'(t)f’dt:j’:w(v-sl~v@(t)¢(lt)—lt-dt)dv,

was, wenn y (t) die in (99) angegebene Bedeutung hat, das Integral (98) ist.

107y Vergl. S. 208-218 meiner in Anm. 93 zitierten Arbeit. Die dort mit I, I bezeichneten und
Herrn PINCHERLE zugeschriebenen Sitze waren ibrigens schon vor ihm in einer Abhandlung von Herrn

MirTaG-LEFFLER 3Sur la représentation analytique d’une branche uniforme d'une fonction monogine (Qua-
tri¢tme note) [Acta mathematica, Bd. XXVI (1902), S. 353-391], S. 376-3772 auf einem von Herrn

PHRAGMEN angegebenen Wege bewiesen werden.
108) In den wichtigsten Anwendungen ist nimlich ¢ (f) nicht iberall stetig.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (20 sem. 1907). — Stampato il 30 luglio 1907. 18
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x (¥) lisst sich auch in der Form
! t\ 1
1= [vwe() 5
schreiben. l :

Es entsteht nun— ahnlich dem Problem der DiricHLET’schen Multiplikation unend-
licher Reihen — die Frage nach hinreichenden Bedingungen fiir die Giltigkeit der Gleichung

‘/wgo(t)t“dt./]mq;(t)t"dt:fmx(t)t"dt,

iiber welche ich kurz einige Bemerkungen machen will, ohne sie weit zu verfolgen.
Die Variable s ist bei dieser Form der Fragestellung nicht notig; sondern es handelt
sich um die Frage, wann aus der Konvergenz zweier Integrale

(100) "o ()d!

und

(101) /lm\[»(t)dt

die Konvergenz von

(102) f Y ()dt
und die Gleichung

(105) [ x@ar= [T [“aar

folgt, wo
¢ i\ 1
X(t):f(p(u)q» (—l;->—u—du

gesetzt ist. Ich behaupte den Satz, welcher dem Stierrjes’schen Satz (I) entspricht:
(XI): Wenn (100) absolut konvergiert und (101) konvergiert, so konvergiert (102),
und es besteht die Gleichung (103).
Beweis: Es ist

P [ xon(z) o= 50 [( )0
:flw%ﬁld“fl%q,(v)udv :qu(zt)du[%¢(v)dv.
[owan=0)
gesetzt wird, so ist also f‘m¢ W=

fmx(t)dt — f‘w@(u)\v (—Z—)du

Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante g, sodass fiir alle o

(100 [nlan <

Wenn
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und

(105) [ 4@ae] <g
ist, ferner nach Annahme von & >> o ein v = v(d), sodass einerseits fir alle ¢\ v

nebst p > o
9+
(106) [ Rl <

und

(107) | f b(@)do| <

ist, andererseits fiir alle @ X\ v
)

(108) fxw@(u)du.fxwgp(v)dv_-ff@(u)du.fxwxp(v)dv <2

Fir o X\ v* ist alsdann

[ ra— [Cean [Cvae= [Ceeo(v () = ve)es
Yo " ' ‘
also :'/; Cp(u)(llj.(?) h W(w))du+‘f1/3?(u)(w(7)—‘F("’))du,
[rwai— [Cewe. [ ¢(v)dv4f |<p<u)1—-du+/“,q,(u)|2gdu

<g—— T2 g6g ——,

3
o= [Tewan. [4@ad <

1 (t)dt——/:wqa(u)du.‘/;mq;(v)dv
+|f°?(u)du.fm¢(v)dv—'/:wcp(u)du./lwq»(v)dv <2—3§+_§__—_3,

womit (103) bewiesen ist.
Die Betrachtungen von Herrn Niersen *°9) iber die Multiplikation der Integrale

/ e(Htrdt,

welche durch die Substitution + = — unmittelbar wegen

'/‘cp(t)t’"dt_‘/ ——cp(—;—)u“du

in den obigen Typus tibergehen, sind auch unter der von Herrn NIELSEN gemachten
Annahme der abteilungsweisen Stetigkeit seiner Funktionen ¢ (#) und ¢ (#) unzulissig.
Seine Vertauschung zweier Integrationen ist nimlich mit Riicksicht auf die untere
Grenze o der betreffenden Integrale (welche meiner oberen Grenze oo entspricht) un-
gerechtfertigt. Zur Rechtfertigung jener Vertauschung zitiert Herr NIELsEN zwar bei

109) Auf S. 118-120 seines in Anm. 94 zitierten Handbuches.
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den Worten «einem bekannten Satze zufolge» Storz’ Grumdziige der Differential- und
Integralrechnung, Bd. III ™°); da er jedoch (im Gegensatz zu seinen sonst sehr aus-
fihrlichen Zitaten) keine nihere Angabe wber die Stelle dieses Buches macht, kann
der Leser nicht mit Sicherheit feststellen, welchen richtigen Satz der Integralrechnung
Herr Niersen falsch angewendet hat.

Ich will jetzt auch ein Analogon zum StieLTjES’schen Satz (II) fur Integrale ent-
wickeln.

(XID): Es sei (100) absolut konvergent, (101) konvergent; man betrachte alle Inte-

grale von der Form ) o
]-_—.f q)(u)duf $ (v)do,

wo o N\ 1 endlich ist und f(w, ) fir jedes © X\ 1 nebst 1 L u L w einen endlichen
Wert \ 1 hat. Dann gibt es nach Annabme von & > o ein % = \(3), sodass fiir alle
© N\ A, wenn dberdies fir 1 Lu L

f(o, ) 22
]f—./:wqa(t)dt-ffup(t)dtl <3
1st.

In (XII) ist offenbar (XI) als Spezialfall
flo, W)=—

ist,

enthalten.
Beweis von (XII): g und v(3) seien im Sinne der Relationen (104), (105), (106),
(107) und (108) bestimmt. Ich nehme nun A =v, @ X\ X sowie fir 1 Lu £\

fo, u) X2

an; dann ist

]——./;mqa(t)dt.[m\p(t)dt}:'fw@(t)(w(f(w, t))——‘[f(w))dtl
][50 (v )~ v@)af [ [ 2O (¥ (10 0) — ¥ @)

" 3 ? 3 5 23
2[R it [Me@nga <ot agt =2,

3
= [ ewar [“v@a

é|f—[”q»(t>dtf¢(t)dt|+][”@<t>dt.[”Mt)dt—fep(t)dt.[nv(t)dt{
<24l

womit der Satz (XII) bewiesen ist.

119) Leipzig, 1899.
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§ 12.

Eine Anwendung der Multiplikation Dirichlet’scher Reihen auf die
Darstellung der Anzahl der Idealklassen eines algebraischen Zahlkorpers.

Ich will jetzt zu den DiricHLET’schen Reihen zuriickkehren und mich spezielleren
Problemen zuwenden, die sich zunichst noch auf die Multiplikation beziehen. In einem
wichtigen Fall hatte ich in einer fritheren Arbeit ") bewiesen, dass das DiricHLET sche
Produkt einer konvergenten und einer divergenten Reihe konvergiert, und will jetzt
hierfiir einen einfacheren Beweis angeben, der auch etwas weniger aus der Primzahl-
theorie voraussetzt. Es handelt sich (in meiner gegenwirtigen Ausdrucksweise) um das
DrricHreT’ sche Produkt der konvergenten Reihe

i&_@

E(n)

n b

mit der divergenten Reihe

M

2
i

wo F(n) die Anzahl der Darstellungen von # als Norm eines Ideals in einem gegebenen
algebraischen Zahlkorper bezeichnet. Wie ich a.a. O. bewies, ist diese Reihe

M

Ln
’
= n

I

welche im Falle des quadratischen Korpers der Diskriminante D mit der bekannten Reihe

)

identisch ist, fiir jeden Korper konvergent und = gh, wo b die Anzahl der Idealklassen
und g eine andere durch den Korper wohlbestimmte positive Konstante ist.
Fir diesen Satz

icn "—:gh’

n=J n

=2 e(BF (%)

kln
ist, will ich nun eine neue Beweisanordnung angeben. Dieser neue Konvergenzbeweis

der Reihe
N

setzt aus der Primzahltheorie nur die von mir bewiesene Gleichung

(109) s pmlogn

n=1 n

wOo

111y Uber die Darstellung der Anzahl der Idealklassen eines algebraischen Korpers durch eine unend-
liche Reibe [Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXVII (1904), S. 167-174).
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als bekannt voraus, wihrend mein damaliger Beweis meinen weitergehenden Satz

Z p(n) = (log x)

zugrunde legte. Es wird ausserdem die aus der WeBER’schen ) Relation

(110) H(x) =3 F(i)=ghx+ 0",

wo v den Grad des Korpers bezeichnet, leicht fliessende Folgerung benutzt :

F
(111) R =20 = phlogx 8 4 0( ),
wo § eine Konstante bezeichnet ; aus (110) folgt in der Tat

Z"F(n)-—gh:Zx H(n)——gbn—(H(n—I)—gh(nwl))

= n) — n L_ I H(x)——ghx

= S (HM —ghn) (4 — ) T

$ 0077 4 06T _ 00 e 0 | -
+ x+1 _”Z,n(n_l_l) ﬂ-x+ln('ﬂ+1)+ O(x )

<+ 06 H=v4 0N,

wo v konstant ist, also
1
v

R@=3 T —gh$ Lty t 0 y=ghlogr+(ehCHn)+0G )

(111) —ghlogx 4+ 8+ O(x °).-
Aus (109) folgt einerseits die Konvergenz von
e p(n).
; v p ) ;

dieser Wert muss alsdann o sein, und es ergibt sich genauer, wenn

I__Ihzy,(n)logn e(x)

Nn=1

gesetzt wird,

(=g SHO__ 5 ooy

n=x+1 N

_x x ()
== 3 g7 ~ 6 +9) TG 4D

T
T llog xy’

(112)

112) Ueber einen in der Zahlentheorie angewandien Saty der Integralrechnung [Nachrichten der Konigl.
Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1896,
S. 275-281); Ueber Zahlengruppen in algebraischen Korpern. (Zweite Abhandlung) [Mathematische Annalen,

Bd. XLIX (1897), S. 83-100], S. 89-94.
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Nach diesen Vorbemerkungen iiber bekannte Sitze (111) und (112) wird sich

die Behauptung
cﬂ
1

M
I

gh

.

If

leicht folgendermassen ergeben. Es ist

3= ZF(I)P(’”) :/ZF(Z)( ) ZE‘(”)R( )-—R(I/;)g(t/f)

=1 N Im<x

___ng_(l_) ] Z*’( )(ghloo—+5+0(“”))+0(log(1/x))2 s >€

13 m m -5
log x| 4 (g log x + B)g (1) — gh S LU LB 4 0logxx” )

log

={1} —f—glogx-log(———@

was zu beweisen war.

+eb+ {4t =gh -+ {1,

§ 13.

Neuer Beweis einer Vermutung von Herrn Lehmer.

Eine andere Anwendung jener Multiplikationskunstgriffe ist folgende. In einer frithe-
ren Arbeit ™3) hatte ich durch eine komplexe Integration und unter Benutzung von
Eigenschaften der Zetafunktion und verwandter Funktionen zuerst den Beweis dafur
erbringen konnen, dass

L E

£1i£1°7;2?‘ e (n)
existiert, wo p(#) die Anzahl der Primfaktoren von » bezeichnet und ®(n) =1 ist, wenn
alle Primfaktoren von n die Form 4m - 3 haben, wihrend sonst ©(n) — o ist *#).
Ich kann auch heute jenen Satz nicht elementar beweisen; der Zweck dieses Para-
graphen ist vielmehr zu zeigen, dass er aus einem spiter ™) von mir mit denselben
transzendenten Hilfsmitteln bewiesenen Satz elementar folgt (sodass man also zum
Beweise aller Sitze der Primzahltheorie hier jene Kette transzendenter Schliisse einmal

118) Bemerkungen zu Herrn D. N. LEHMER’s Abbandlung in Bd. 22 dieses Journals, S. 293-335
[American Journal of Mathematics, Bd. XXVI (1904), S. 209-222].
£14) Auf die a.a. O. bewiesenen zwei anderen Sitze, die den Progressionen 3m--2 und 6m—

© entsprechen, ist natiirlich die neue Beweisanordnung des Textes auch anwendbar,

115) Meine in Anm. 15 zitierte Arbeit erschien zwar friher als die in Anm. 113 genannte, ist aber

i spiter verfasst und in Druck gegeben, wie aus den Datierungen 23.5.1904 und 28.10.1903 hervorgeht.
Ich hitte also damals die LEHMER’sche Vermutung noch nicht wie im Text beweisen kdnnen.
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ersparen kann), nimlich aus der Gleichung
2O
(113) Z + logx
von der schon in § 2, N° 4, b) d1e Rede war ™),
Wird zur Abkiirzung

2Me(n) =¢,
gesetzt, so ist fiir s > 1

4= (- H)0 S 2,

n=1

Dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen

C(‘OZ I I 1
(= 2= 06)
SR (o5 2)1(e- ).

und

4

wo ¢ die Primzahlen 4m - 3, r dic Primzahlen 4m - 1 durchliuft; denn
I

w ) I —
Swe=Tl(+gtptit)=I1—%
:

Wird
D xmp(n) = Z 7 1 (m)p(n) =S,

nét le=1 n==1

gesetzt, so ist S_ dic Summe der ersten x Glieder in dem Diwicurer’schen Produkt

der Rethen
= 1
— ,,Z=, -

i 1.(n) b (n)

A=1

U
~~

und

fir s = o, und man erhilt weiter

Zc =S, -—S

H=1

Ich setze

_ ';“t‘ + Z x(n)?if»(@ = e(x),

S 1men) =)

116y Dort wurde sogar dic Restabschitzung O (Fg-?) verwendet. Ein Blick auf die dortigen
1 . . ;
Rechnungen zeigt, dass 5 % auch genigt hitte; da es sich dort itberhaupt nur darum handelte, cine

{log

noch nicht bewiesene Gleichung zu beweisen, war es gleichgiltig, welche bekannten Satze angewendet

wurden.
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Aus (113) folgt

d(x) = Eg_x
b =Y —etn— 1) =3 e (r— (1) + 4+ + 0
+

und nunmehr schliesse ich so:

x |_yx )
logzy — (logx}’

S
3,,_2 logn

X

7 W Ve Vi
g (")U(")-FZX(’l)H(")ZI—Z ZX(")H(")

x

Vs x

2;(%)+ZJMW@{i]—n@nwa
+ AZ)’(”)P(”) + O(l/‘f) +
+La s 00F) +

V)

ix + {«},

k3

% —’;—log(l/x

= b

log x

log x

S =8-S, =—x+{x

x
n=1 3

womit die Behauptung bewiesen ist.

§ 14.

Lésung eines Problems von Herrn Kluyver.

Herr Kruvver legte mir in einem Briefe ein Problem vor, welches im einfachsten
Falle (den ich der Deutlichkeit wegen vorausschicken will) folgendermassen lautet.
Es sei p(n) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von #. Herr KLUYVER
fragte mich, ob ich die Gleichung
& p-(m)e(n) _
(114) 2 =0
beweisen konne, deren Richtigkeit er auf Grund heuristischer Erwigungen vermutete.
Dass im Falle der Konvergenz der Reihe auf der linken Seite von (114) ihr Wert
= o ist, ist leicht einzusehen, z. B. auf Grund der fiir s > 1 giligen Gleichung
n)e(n n n
(115) ZF()P()*‘ZY( )ZP'()

n=1

wo
v(n) = 1 fir Primzahlen und Primzahlpotenzen,
y(n) = o fur alle ™) anderen n

£17) Auch fir # = 1.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (20 sem. 1907). — Stampato il 30 luglio 1907.
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st; (115) beruht auf der offenbar zutreffenden Tatsache, dass

PRIOY (1)

nur fiir quadratfreie, von 1 verschiedene n=p ... p_ von Null verschieden und alsdann
Y 1 4

= 10e(5-) + -+ +10r () = (=17 = = b))

ist. Wenn s gegen 1 abnimmt, so ist bekanntlich

lim T =1
se=1 10 1 =_ n
gS — 1
und
lim S y—(ii) =1

da somit auf der rechten Seite von (i15) der erste Faktor logarithmisch unendlich,
der zweite von der ersten Ordnung Null wird, so ist

i $ ) _
woraus im Falle der Konvergenz der Reihe auf der linken Seite von (114) die Rich-
tigkeit von (114) folgt ™).
Ich bin nun imstande, die Konvergenz jener Reihe, also des DiricnLer’schen Pro-
duktes der divergenten Reihe
()

i R

")

n

i

i

mit der bedingt konvergenten Reihe

~

y.

Ms

H

-

nachzuweisen und stiitze mich dabei erstens auf einen Satz von Herrn MERTENs **®),
nach welchem

f(x):i@:loglogx + 4+ {1}

ist, wo A eine Konstante bezeichnet, zweitens auf die von mir bewiesene Gleichung

g(x) = 2 y-(n) (log x)

118y Ich lege keinen Wert darauf, die Schnelligkeit der Konvergenz der im Folgenden behandel-
ten Reihen genauer abzuschitzen (was natiirlich auf dem Wege des Textes geschehen kann), sondern
ldse genau die mir von Herrn KLuvvER vorgelegte Aufgabe, die Konvergenz jencr Rethen zu beweisen.
119) Vergl. die in Anm. 32 zitierte Abhandlung, S. 52. Die Summe der den Primzahlpotenzen

| S, . ..
entsprechenden Zusatzglieder zu der MERTENS’schen Summe Z — nihert sich offenbar fir x =«

. Y pLx
einer endlichen Grenze.
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Daraus folgt

@) + 00~ (553))

log log x
0(@%) + O(loglogx + 4 + 11} — log log o — 4 + 1)

=i+ O( °8 log x —ligl::glog r) = ith

I

womit (114) bewiesen ist.

Herr KLuvver legte mir allgemeiner folgende Vermutung vor, die ich auch mit
meinen Hilfsmitteln beweisen konnte. Er vermutete, dass allgemein fur jede arithmetische
Progression die Reihe

(116) Zoy(mk —I;n’;)j_(fzk+h) ;9#(%)9(%)

konvergiert. Mein Beweis hierfiir lautet folgendermassen.
Fir s > 1 und jeden Charakter modulo % besteht wegen

%Y(Z)X(Z)P(“?‘)X(li) =13 1O (—ln—) = — p(mMe(mx ()
die Gleichung
) — SR _ 100 e

@) Wenn y(n) der Hauptcharakter ist, folgt die Konvergenz von

a18) $ L0 (L)
aus (117) genau wie oben die Konvergenz der linken Seite von (114) aus (115);

denn, wenn D ' eine Summe bezeichnet, in welcher # nur die zu k teilerfremden Zahien
durchliuft, so ist einerseits

(19) 31O _ 1) — joglogs 4 + i
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und andererseits **°)

(120) Z P-(”) 1(n) Z

340 = 0(gg):

Aus (119) und (120) ergibt sich also analog zum Obigen fiir den Hauptcharakter die
Konvergenz von (118).
b) Wenn y () nicht der Hauptcharakter ist, so ist einerseits

i Y(m)x(m)

n=t¢

121

konvergent, da Herr MerTENS ™) die Konvergenz von

> 1 (p)
7P
nachgewiesen hat; andrerseits ist nach meiner Relation

y ¢t V(n) ZH(")_,_ (log x)

Z;;xoo Zu(n)x(n) 40 (1 )
= = og’x

Wird
1O _ g

x)?
=1

iy(n);(n) _

3 e () (n)x(n)

n=I

§ e _ 7

fn=I

£20) Denn aus der Relation

% w(n) = (10g3 x)

folgt

TED 5 @ ( )

”4; — n log? x
also hier -

=opm) _ rp(®)_ (

”Z=I n ; o log? x
und es ist

’ P-(”) — lim 4 l"'( )-hm PS
e
plk P

131) Auf S. 61 seiner in Anm. 32 zitierten Arbeit.

n=x
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gesetzt, so ist also

:S+{I;7

T =T+ o(bg x)
ZH(”)P(“)X(")

N=

Daraus folgt

,l°g"v(")/c(") #(m);((m) Y(")x(") f*(m)x(m)
2 + > Z

A——
N=I m=I
+1I
[105 x]

on

_ZY(n)x(ﬂ)T + Y T(”)X(”)T
- ]

%xY(n)X(n) (T+ O((log I;g x)z)) e [Z] ‘ {(n)

=TE+i +O((loglog x):%wg’n)) +0 (f( )~ f(log x))

=1

= TS+ + O( bt ) + i} = ST + 11

sodass fiir jeden Charakter die Konvergenz von
& (me(m)y(n)
(118) > >

n=1

bewiesen ist.
Nunmehr miissen zwei Fille unterschieden werden.
1) Es werde in der vorgelegten Progression mb - b

(k B) =1

angenommen. k' reprisentiere die zu b inverse Restklasse modulo k. Die Reihe

i w(n)e ()t (ﬂ),

welche fiir jeden Charakter, d.h. fur v=1, 2, ..., ¢(k) konvergiert, werde mit
1, (#") multipliziert; alsdann mogen diese ¢ (k) Reihen gliedweise addiert werden. So
ergibt sich die Konvergenz von
o)
RAOHOPRNCTD
BL1OD _ 5 pr2e)
n

n=1 n n=h

also der vorgelegten Reihe (116).
2) Es sei

(k B)=d>1
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und es werde
— K,

&]w &.‘w

= H,

(K, d)o(d) _
o(K, )
gesetzt. Es ergibt sich unter Anwendung ciner elementar-zahlentheoretischen Betrachtung,
die ich a.a. O. ***) ausgefithrt habe, wenn > ' bezeichnet, dass m K 4 H zu d teilerfremd
sein soll, fiir s > 1

S e(nb A DoGnk4 ) u(d)zw,MmKwL H)(s(d) + p(mK + H))

= (mk -+ by d &= (mK -+ HY
(d)P(d) (mk-i-hx) (d) p(mk + b)p(mk + h)
(121) = Z ,,,Z_D }ka + h;_) ; ,,,Zzo (m kl-{- b)Y )

wo b, fir =1, 2,..., 7 gewisse zu k tellerfrernde, zwischen o und % gelegene Zahlen
. durchliuft. Fur s = 1 ist nun auf der rechten Seite jede Summe

(mk + by)
,,,Z_o mk—{—h1

nach meiner fritheren Arbeit und jede Summe

iu(mk + h)e(mk + by)
= mk - b,
nach dem obigen konvergent. Die Gleichung (121) ergibt also, von rechts nach links
gelesen, die Konvergenz von
o p(mk+bemk+h) _ y-(ﬂ)?(n)

(116) MZ=O wE+ b ;
auch im vorliegendem Falle, dass k& und b nicht teilerfremd sind.

Herr KLuyver teilte mir weiter die folgenden von ihm heuristisch erhaltenen Re-
lationen mit, welche ich beweisen kann:

P(y)=y — [y] — =+ fur nicht ganze y,
P(y) = o fiir ganze y

s . . a . " . .
und o eine rationale Zahl — ist, deren Nenner k zum Zihler a4 teilerfremd ist und
™

k

133y Auf S. 75-76 der in Anm. 15 zitierten Arbeit.
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iiberdies in (123) nicht quadratfrei sein darf. (123) ist so zu verstehen, dass links die
Glieder, in welchen n einen quadratischen Teiler hat, garnicht auftreten ™).

Was zunichst die rechten Seiten von (122) und (123) betrifft, so folgt ihre Kon-
vergenz aus Schliissen, welche schon Herrn Fatou ™#) fir die Reihe

(124) 2 _yi)i

auf dem Einheitskreise fiir einen anderen Zweck angestellt hat. Auf der rechten Seite
von (122) und (123) steht nimlich der imaginire und reelle Teil der tiber alle Prim-
zahlen und Primzahlpotenzen erstreckten Summe

m,.z:
2w

fir y = ¢". Da die Primzahlpotenzen jedenfalls einen konvergenten Beitrag liefern, ist

2Ta

also gerade die Konvergenz des imaginiren Teils von (124) fiir y = et i, (a, B)=1

2Ta .

und des reellen Teils von (124) fir y =¢ * , (4, k) = 1 und nicht quadratfreies k zu
beweisen. Herr Fatou wendet hierzu mit Recht die MERTENS’sche "5) Relation

1 1
— = —<loglogx + A4 {1
%p S (yoslogx + 4+ i
PE
an und erhilt **®), wenn b,, b,, ..., b, cin vollstindiges Restsystem teilerfremder
Zahlen modulo % ist und _
[4 ”‘ - &
gesetzt wird,
27 pai .
ol e * et 34 1 — I
———::Z :Z———:Z—-—f—-eh'z———l—---—{»sk?’(k)z_—
pLx P p<Lx p p<x p p<x p pLx P p<Lx P
e F=hy r=he(hy
= (o o o ) s log log - B -1,
wo B konstant ist, also, da e, ..., ¢'¢® die primitiven % ten Einheitswurzeln sind,
1))
12§ — ='“>Aloglogx -+ B 1k
(125) ,,ép SR olosx + B4

Im Punkte y = ¢ konvergiert also nach (125) der imaginire Teil der Reihe (124)
fir alle # und der reelle Teil von (124) fiir jedes nicht quadratfreie .

123) Dass der Logarithnus fir gewisse n sinnlos sein kann, schadet also nichts; fir quadratfreie
n kann dies der gemachten Annahme gemdss nicht eintreten.

124) Sur les séries entitres & coefficients entiers [Comptes rendus hebdomadaires des séances de
I'Académie des Sciences (Paris), Bd. CXXXVIII (1904), S. 342-344], S. 343-344.

125) Vergl. S. 62 seiner in Anm. 32 zitierten Abhandlung.

136y In seiner zitierten Note brauchte er nur den Fall zu behandeln, dass % eine Primzahl ist.
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In (122) und (r23) konvergicren also die rechten Seiten schon auf Grund der
ilteren MERTENS’schen Primzahlsitze. Die Konvergenz der linken Seiten folgt erst aus

. B3 )
sin —~
2 i
die Periode k, sodass jene linken Seiten durch Multiplikation endlich vieler konvergenter
Reihen des Typus (116) mit konstanten Faktoren und gliedweise Addition entstehen,
also konvergent sind.

Aus der Konvergenz ihrer linken und ihrer rechten Seiten folgt nun zwar die
Richtigkeit der Gleichungen (122) und (123) noch nicht; aber es ist jetzt moglich,
elementar den Beweis zu Ende zu fithren.

Fir s > 1 ist wegen der absoluten Konvergenz, falls s irgend eine ganze Zahl ist,

zM(M)P(M) is 2761

den obigen Ergebnissen. In der Tat haben die Funktionen P(zw) und 1og(

n=h =1 n n=t
wo
L
6= 2 p(mpe(m)e™ =& 2 p(mp(m)
. m=h m=h
ist. Wird itber b =1, 2, ..., k summiert, so ist also’

¢ Zv(m)P(m)

Lo empe(m) & e 0 o & &
DR > S e O BRIOUD
=35> e =—3, L)
(126) —_ gmsl]ﬂ”%g@_,zg :Zﬂz?e .

1) Es habe k einen quadratischen Teiler. In (126) konvergiert fiir s =1 die rechte
Seite, wie oben festgestellt wurde; ferner konvergiert in jedem der endlich vielen Glieder

links der erste Faktor
> p-(m)p(m)
m=h m ’
wie gleichfalls oben bewiesen wurde, und [da zufolge des sonst verschwindenden ersten

Faktors nur solche b in Betracht kommen, fir welche (b, k) quadratfrei ist] der zweite

Faktor
2mhna . 2whna
sin

bn Cos

€ 2 k L2 k
=& TR
. wha .n{ha
= — log (2 sm-—k-‘) _THP(T)

b
— — iog( sm~——|) — i P(zw)

i

it

=1
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konvergiert ebenfalls; (126) ergibt also beim Grenzﬁbergang fur s=1

in((n)8 )3 f*(m)P(m) 1Og( ) Yy P(’")P(m) (”)

:Zfl_(’n?ip(m o (o0 ) 4 Xu(%??n) (2 )
also wegen (:1 I:;) "

27(2)8” )y zJ(m)P( ) log

=1

sin —

sm

Gl Z &L(m)e('n) (M)

woraus durch Trennung des Ree]len und Imagmaren die behaupteten Gleichungen (122)
und (123) folgen.

2) Es sei k quadratfrei. Dann werde in (126) zuvorderst fiir s> 1 der imaginire
Teil genommen :

P m)p(m & smhn?.s e y(n)sinny
hZ > ( ) =3 )n’ .
Alsdann kann wegen der Konvergenz aller auftretenden Reihen zur Grenze s=1 tiber-
gegangen verden, und man erhilt die behauptete Relation (122).

§ 15.
Uber das analytische Verhalten der Reihen gx" und ;};—

Herr Fatou **7) hatte fiir Primzahlen % die Relation (125), die alsdann

2T pai

k

%—F :—-@bglogx—]-B—}—{I}

lautet, benutzt, um aus ihr zu schliessen: Die unendliche Reihe
yi’
f=2 s
2Mat ?

divergiert eigentlich fiir y—¢ * , indem ihr reeller Teil —oo ist; wenn y auf dem Radius
ymai
k

pe* sich dem Rande des Einheitskreises nihert, nihert sich also f(v) nicht einem end-

21m1

lichen Grenzwert; die auf der Peripherie dicht verteilten Punkte e * (k Primzahl)
sind also singulire Punkte der analytischen Funktion f(y); f(y) ist also iber den
Einheitskreis nicht fortsetzbar, und es ist daher auch die Funktion

W= Zpy’” =y+y+y+--
nicht fortsetzbar. Wie Herr FaTou erwihnt, hatte ich gelegentlich einmal **) bemerkt,

27) 1 ¢, S. 344.

128) Auf S. 102 der Abhandlung Ueber die zu einem algebraischen Zahlkorper gehirige Zetafunction
und die Ausdehnung der 'T'SCHEBYSCHEF’schen Primzahlentheorie auf das Problem der Vertheilung der Primi-
deale [Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXV (1903), S. 64-188].

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIV (29 sem. 1907). — Stampato il 31 luglio 1907. 20
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die fiur H(s) > 1 giltige Gleichung

I 1 .
12 — = o~ e dx
@ Syl

sei fiir die Fortsetzung der durch die linke Seite von (127) definierten Funktion P(s)
ungeeignet, wihrend die Gleichung

9 I I " & —HX s—I

; —h—s— = -I‘-(}-')L/o\ ”ZI e X dx

nach Riemann die Fortsetzbarkeit von » "
N=1

(128) 2

iiber den Einheitskreis fortsetzbar ist. Da nun Herr Fatou die Nichtfortsetzbarkeit von
(128) bewiesen hat, ist gewiss (127) ungeeignet fiir jenen Zweck; ich hatte tibrigens
damals leicht auf anderem Wege ™) die Fortsetzbarkeit der Funktion P(s) feststellen
konnen ™). Immerhin habe ich inzwischen erkannt, dass Herrn Fatou’s spezielle Be-
weismethode zum Nachweise der Nichtfortsetzbarkeit von (128) unndétig ist, indem diese
Tatsache aus einem ganz allgemeinen Satze von Herrn Fasry ') iiber Potenzreihen
folgt, also mit dem Umstande, dass die p Primzahlen sind, nichts zu tun hat.

Der Satz von Herrn Fasry, der kiirzlich durch Herrn Faser *) auf neuem und
einfacherem Wege bewiesen worden ist, lautet: « Die Koeffizienten einer im Einheits-
kreise konvergenten Potenzreihe

liefert; denn es sei nicht bekannt, ob

s

fO)=73 ay

mogen folgende Eigenschaften haben. Es gibt eine positive Konstante A und unendlich

viele Indizes m , m,, ..., m,, ... derart, dass
my
oz Ve, = 1,
ferner
.S
lim 2~ =o
y=c M,

ist, wo s, die Anzahl der Indizes # zwischen m, (1 — X) und m, (1 --2) bezeichnet,

129) S. 102-104.

130) Natiirlich liesse sich a posteriori dieser Nachweis auch so wenden, dass er an die Gleichung
(127) anknitpft; doch wire dies nicht der einfachste Weg.

131Y Sur les points singuliers d'une fonction donnée par son développement en série et Pimpossibilité
du prolongement analytique dans des cas trés généraux [Annales Scientifiques de IEcole Normale supé-
rieure, Ser. I, Bd. XII (1896), S. 367-3991, S. 381-382; Sur les séries de TAYLOR qui ont une infinité
de points singuliers [Acta mathematica, Bd. XXII (1899), S. 65-87], S. 86.

132) Uber die Nicht-Fortsetzbarkeit gewisscr Potengreihen [Sitzungsberichte der mathematisch-physi-
kalischen Klasse der Konigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Bd. XXXIV (1904), S. 63-74],
S. 70.
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fir welche @, von Null verschieden ist. Dann hat f(y) den Einheitskreis zur natiir-
lichen Grenze ».
Hieraus folgt speziell **): « Die Potenzreihe

NOES % apyp’

wo p eine Folge positiver ganzer Zahlen durchliuft, ist iiber ihren Konvergenzekreis
nicht fortsetzbar, wenn die Anzahl der p von 1 bis x, dividiert durch x, fir x=o0
den Grenzwert o hat ». Denn, wenn der Radius des Konvergenzkreises gleich 1 vor-
ausgesetzt wird (was keine Beschrinkung der Allgemeinheit ist), so lisst sich aus
den p eine Folge m , m,, ..., m,, ... auswihlen, fir welche

mv*
lim ¥z, = 1
ist; falls nun X\ = 1 gewihlt wird, so ist gewiss

s
m—Y = 0,
Y==c0 mv

da s, nicht grosser als die Anzahl der p bis 2m, ist.
Daraus folgt offenbar ganz speziell die Nichtfortsetzbarkeit von

=2,

wo p die Primzahlen durchliuft. Aber auch die Nichtfortsetzbarkeit der a.a. O. *#)
erwihnten Reihe

(129) zppr,

wo p alle Primideale eines algebraischen Zahlkdrpers durchliuft, ergibt sich so. Denn
es ist

el

) G(n)y",

=

Sy =
y

wo die Anzahl G(#) der Darstellungen von # als Norm eines Primideals nur fir Prim-
zahlen und Primzahlpotenzen von o verschieden sein kann.
Da von der Reibe

(128) 2

die Rede war, méchte ich noch besonders hervorheben, dass TscHEBYSCHEF *3°) im Jahre

133) Vergl. FABEr, Uber Potengreiben mit unendlich vielen verschwindenden Koeffizienten [Sitzungs-
berichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Konigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
Bd. XXXVI (1906), S. 581-583], S. 58..

134) Vergl. S. 102 meiner in Anm. 128 erwihnten Abhandlung.

135) Leltre de M. le professeur TcHEBYCHEV 4 M. Fuss, sur un nouveau théordme relalif aux nom-
bres premiers contenus dans les formes 4n =1 et 4n - 3 [Bulletin de la classe physico-mathématique
de PAcadémie Impériale des Sciences de St.-Pétersbourg, Bd. XI, S. 208; (Euwres, Bd. I (1899), S. 6971.
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1853 angab, beweisen zu konnen: « Die Reihe

— — e-—S6 + e——’]c + e——‘lIC . e—l}C S 84—176 + e———lgc _l__ 8—236 + e
(wo den Primzahlen 4m + 3 das positive, den Primzahlen 4m -1 das negative Vor-
zeichen entspricht) hat fiir positives zu Null abnehmendes ¢ den Grenzwert -~ co ». Diese
Behauptung bedeutet fir die Reihe (128), dass bei Anniherung von y auf dem Radius
— pi an den Punkt — i ihr imaginirer Teil

i—Z =¢ =+t —

itber alle Grenzen wichst. Da bis heute nicht entschieden ist, ob dies der Fall ist oder
nicht, so ist zu vermuten, dass TSCHEBYSCHEF’s unpublizierte Begriindung seiner Behaup-
tung einen Irrtum enthalten hat.

Uber die dem beliebigen Kérper vom Grade k X\ 2 entsprechende Reihe

1
(130) %W’
welche durch die Identitit

L S s
Sev =il 20T

mit (129) zusammenhingt, hatte ich seinerzeit %39} auch ohne Kenntnis iiber das analy-
tische Verhalten von (129) auf Grund der fir B (s) > 1 giltigen Gleichung

T el — (AL P
%NP‘ = log sn(S) < 2 %szs + 3 % Npss -I_ )

zeigen konnen, dass die durch (130) definierte analytische Funktion iber die Gerade

3(;): 1 hinaus fortsetzbar ist und fiir 1]{(5)>1——£— mit Ausnahme der dem Streifen

1 — — < B(s) <1 etwa angehdrigen Nullstellen von £.(s) und des Punktes s=1

regular ist. Ebenso benutzte ich fir den natirlichen Rationalititsbereich die bekannten
fir $(s)> 1 giltigen Gleichungen
I
10g§(5) — Z _Z ms
7P

m=1 m
und

(131) 3 o= =3 E0 1ot (),

m=1

um zu schliessen, dass die fir B (s) > 1 durch

S
7P
definierte Funktion P(s) in jedem Punkte der Halbebene 3 (s) > o regulir ist, welcher

kein aliquoter Teil von s = 1 oder von einer Nullstelle von {(s) ist.

136y L. c., S. 104-105.
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Unter der Annahme der Richtigkeit der Riemann’schen Vermutung
(G¢)s%0 fir R()> <
hatte Herr KLuyver ™) schon frither aus der bekannten Gleichung (131) ohne nihere
Ausfithrung geschlossen : P(s) wiirde fir §} (s)>> o mit Ausnahme unendlich vieler loga-
rithmischer Singulirititen regulir und iber die Gerade 3} (s) = o nicht fortsetzbar sein.
Diese Behauptungen Herrn Kruyver’s sind richtig, wie ich im Folgenden durch Rekon-
struktion seines Gedankenganges bestitigen will. Auf Grund der Riemaxn’schen Ver-
mutung haben alle Nullstellen von {(s), welche der Halbebene 3 (s) > o angehoren,
den reellen Teil <. Auf jedem Strahl, der vom Punkt o aus durch eine solche Null-
stelle ins Unendliche gezogen ist, liegt also nur je eine Nullstelle. Die aliquoten m ten
Teile jeder solchen Nullstelle sind also fiir alle quadratfreien m Pole von P'(s); ich
spreche, um mehrdeutige Funktionen zu vermeiden, von P’(s) und kniipfe die Schliisse
an die Gleichung ()
AN "(ms
(132) PO=3 vy
an, welche zeigt, dass P'(s) fiur 3 (s) > o meromorph ist. Wenn also dargetan
werden kann, dass die aliquoten quadratfreien Teile der Nullstellen von {(s) sich
an jeder Stelle der Achse des Imaginiren hiufen, so ist unter Herrn Kruyver’s An-
nahme die Nichtfortsetzbarkeit bewiesen. Wegen der Symmetrie braucht dies nur fir
den oberen Teil der Achse gezeigt zu werden, und es ist nur notig, unter der An-
nahme, dass die Nullstellen in der oberen Halbebene

B b, B (8, <B, <)

sind, festzustellen, dass die Zahlenmenge

b
o n=1,234...;m=12,3,5,...)
die Strecke (o ... o) dicht erfillt; denn alsdann gehoren der Umgebung

o< RE LY, a—3LI)Ladd
des Punktes ai (2 > o) gewiss unendlich viele quadratfreie Teile s = 3 (s) 4 iF(s)
von Nullstellen der Zetafunktion an.
Nun hat Herr von Mancorot ™) fiir die Anzahl ™) ¢ (£) der Nullstellen « -84

'87) Benaderingsformules betreffende de priemgeiallen beneden eene gegeven grens [Koninglijke Akade-
mie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslag van de Gewone Vergaderingen der Wis- en Natuur-
kundige Afdeeling, Bd. VIII (1900), S. 672-682], S. 678, Fussnote 2.

188) Zu RIEMANN’s Abhandlung « Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse»
[Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXIV (1895), S. 255-305], S. 255-2'}3. Ubrigens
hat Herr voN ManGoLDT neuerdings in (133) O(log? £) durch O (log {) ersetzt iZur Verteilung der Null-
stellen der RieMANN'schen Funktion § (f) [Mathematische Annalen, Bd. LX (1905), S. 1-19], S. 1-11 {; doch
ist fir den vorliegenden Zweck bereits die Schirfe von (133) nicht erforderlich,

139) Hierbei sind mehrfache Nullstellen entsprechend oft zu zihlen,
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von {(s), fir welche

ol B Lt
ist, bewiesen, dass
1 14 log(2mn .
(133) §() = S tlogr — LT OECT, 4 010gr)
ist. Wenn also # und v gegeben sind, wo
v >u>0
ist, so ist fiir grosses m die Anzahl der Nullstellen «, 4 f,i von {(s), fir welche
B,
w - L

ist,
= Y(om) — b (um)

:;—wvmlogm + O(m) — ;—wumlogm + O(m)

v —

“m log m -+ O(m),

27

also von einem gewissen m an positiv. Die aliquoten quadratfreien Teile der Nullstellen
von {(s) hiufen sich also in der Nihe jeder Stelle der Achse des Imaginiren. Unter
der von ihm gemachten Annahme der Richtigkeit der Riemann’schen Vermutung konnte
also Herr Kruyver mit Recht schliessen, dass P(s) tber die Gerade 3 (s) = o nicht
fortsetzbar ist.

Auf Grund des zur Zeit gesicherten Besitzes in der Theorie der Zetafunktion muss
ich jedoch die Frage als offen bezeichnen, ob P(s) iiber jene Gerade fortsetzbar ist oder
nicht. Zwar ist der Punkt s = o sicher eine wesentlich singulire Stelle von P’(s), da
er Hiufungsstelle der Pole s =—:; (m quadratfrei) von P'(s) ist. Aber auf einem
nicht reellen Strahl vom Nullpunkt in die rechte Halbebene konnte mehr als eine
Nullstelle von {(s) liegen; auf der rechten Seite von (132) haben also eventuell mehrere
(natiirlich nur endlich viele) Glieder einen Pol erster Ordnung, sodass ein aliquoter
quadratfreier Teil einer in der Halbebene 3} (s)> o gelegenen Nullstelle von {(s) auch
regulire Stelle von P’'(s) sein kann und die obigen Schliisse versagen. Die singuliren
Punkte von P'(s) in der Halbebene 3 (s)>o (sie sind Pole erster Ordnung) sind eben

ausser den Punkten —’%— fir quadratfreies m diejenigen quadratfreien Teile s, von einer
Nullstelle von {(5), fiir welche

Sy ..., m,s, die Nullstellen von {(s) sind, welche Multipla von s, sind,
und g, die Ordnung der Nullstelle 2, s, bezeichnet. In dem von Herrn KLuyver behan-
delten Fall war stets v = 1, also jeder quadratfreie aliquote Teil singulir und darum
P(s) nicht fortsetzbar.

Wenn also die Zukunft lehren sollte, dass die fiir 3 (s) > 1 durch die Dirr-

ist, wo m_s
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curersche Reihe

I I I I I
ZPPS——25+35+SS+7S+

definierte analytische Funktion iiber die Achse des Imaginiren fortsetzbar ist, so wiirde

damit die Unrichtigkeit der RiemanN’schen Vermutung bewiesen sein, nach welcher

alle nicht reellen Nullstellen von {(s) den reellen Teil + haben.

Berlin, den 27. Mai 1907.

Epmunp LanDAU.
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