
SUL SISTEMA DI TRE FORME CUBICHE BINARIE. 

Nora di k u i fl i $ i n i ~ a II i a (Milano). 

Adunanza del as giugno t9o$, 

I1 sistema completo di tre forme cubiche binarie consta, come ha dimostrato 
sig. v. GALL *) delle seguenti forlne fondamentali: 

I) 28 invarianti: 

R = ( A A ) ,  P = ( v v , )  =, A = ( a a )  2, J - - ( f ~ ? ) ' ,  

s = ( o _ 9  =, s ' = ( o ' a y ,  s " = ( O " v y ,  x = ( o v )  =, 
] '  = (~bf)', ] "  - -  (3~b),, 

x'=(o '~) ' ,  x "=(o "~)  2, 

T = (Avy,  T' = ( ~ y ,  T" = (V~)', a = (O a) (O v) (a v), 

~' = (O' ~) (O' a) (a ~), W' = (O" v)(O" ~) (v ~), 

B = (O" A)', B' = (O' v)', B" - -  (O ~)', 

c = (~"Q) , ,  c '  = (~ 'K) , ,  C" = (~, Z)', 

D = (~"Q)', D' = (['.K')3, D" = ([ Z)', 
E = (a v) (a S) (v ~) ; 

2) 33 covarianti lineari: 

p--(~-~)', p '=(f~) ' ,  P" - -  (+ v)', ~ - - ( f v ) ' ,  ~' --- (+,x)', ~" - - (~?~) ' ,  
s = (ap), s' = (~p'), s" = (vp"),  t = (a~),  t' = ( ~ ' ) ,  t" = (v~") ,  

, = (vp), ~' = (ap'), ," = (sp"), , = (v ,0 ,  -e = (a='),  ~-" = 0 , e , ) ,  
p = ( o + y ,  r  r  , - = ( o " 0 y ,  , - ' = ( o ' K y ,  , - " = ( o z )  2, 

r = (~"Q)' ,  ~ ' =  (z'K)',  , " - -  (~Z)', g = (~)~,  g ' =  (~"A)', g " - -  (~'V) ~, 

h = (~' vY, h' = (~ a)', h" = (~" ~y ;  

3) 21 covarianti quadratici : 

'.x - -  (a b)', v = ( a ' b ' )  ', ~--(a"b") ~, e - - ( f ? ) ' ,  O ' - - - (+ j0  =, O " - - ( ~ + ) ' ,  

q--( fp) ,  q ' - - ( + p ' ) ,  q " = ( ~ ? p " ) ,  t o - - ( ~ ) ,  co ' - - ( fw ' ) ,  to" _~-- (+ w"), 

~ - - ( a  v ) = 0 : f ) - - ( ~ P ) ,  ~ ' = ( 3 •  v " - - ( v S ) - - ( ~ " ~ ) = ( + p " ) ,  
m--(~'~) ~, m'=(~.+) ~, m"=(~"f) ~, h=(~+) ~, n'--(~"f) ~, n " - - ( ~ ' ~ ) ' ;  

*) v. GALL, Das vollst~ndige Formensystem dreier cubischen bin&en Formen [Math. Ann., XLu 

(I894), pp. 2o7-234]. 
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4) 15 covarianti cubici: 

x, 9---- , ,  , , Q - - - - ( f •  K = ( q a v ) ,  Z = ( + a ) ,  

( fv) ,  ~' (+.l), ~" (~,~), [ (?• • r,, - -  - -  - -  __~ , = ( f S ) ,  .. ----- (+ V), 

n = ( o + ) ,  H ' = ( o ' r  k J . J  

5) 3 covarianti biquadratici: 

= ( f ~ ) ,  = ' = ( + f ) ,  ~ " = ( ~ + ) .  

I1 sig. v. GALl. nota poi che i covarianti ?, ~', ?" soddisfanno alia identita 

e+e '+e"=o ,  
e che fra i covarianti H, H', H" sussiste una relazione lineare 

4 H = 2 if-/' + H") + ]"f  - -  ] '  
Si pub per6 subito osservare che scambiando in questa ultima equazione i simboli 

a, a" ffa loro si ottiene da essa un'altra relazione ffa le H e le altre forme del siste- 
ma completo 

4 H' '  = 2(H '  + H ) - - J +  + J'~?; 
relazione questa ben distinta dalla precedente, tanto che, unita alla prima, ci permette 
di ricavare le espressioni di due deile H in funzioni della terza e delle altre forme 
dello stesso sistema. Si ha infatti 

H ' - - - ~ ( 6 H + J + + J ' ~ - - 2 J " f ) ,  H " = T ' ( 6 H - - J + - - J " f  +2J'~?). 

BasterA quindi nel sistema completo tenere conto di due covarianti lineari ? e di 

un covariante cubico H. 
Diciamo (A) il sistema corapleto delle tre cubiche f, ?, ~; e (B) il sistema com- 

pleto delle altre tre cubiche: 

~,f-]-p.Q, ), .~ --]- p. K, )'=+ + P'=Z" 

1~ chiaro che le s del sistema (B) dovranno essere funzioni razionali intere 
delle forme del sistema (A): scopo di questa breve Nora 6 appunto di determinare 
queste funzioni. 

Delle forme del sistema (A) ve ne sono alcune (I2) che contengono i coefficienti 
di una sola delle forme date, altre (54) contengono i coeflicienti di due delle cubiche 
date, mentre le rimanenti contengono contemporaneamente i coefficienti delle tre cubiche. 

Per le 12 forme del primo gruppo il problema 6 stato gi~ risoluto *). 
Per trovare poi le altre formole che cerchiamo, analogamente a quanto ~ stato 

s nel caso di una sola cubica, possiamo procedere cosl. Sia II una forma invariantiva 
qualunque del sistema (A) e sia r:.x,~,z,~,z=~= la forma corrispondente del sistema (B); 
se 11 ha i gradi % %, % rispettivamente nei coefficienti di f, '(,, + potremo porre: 

*) CLEBSCH, Theorie der bin~ren algebraischen Formen (Leipzig, 1872), pag. 119. 
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- -  " I t i 2 i - - 2  i ~  
i 

o v e  

a ~ . + Y 3 1  = ~2 " I~,, + v,, = ~, L, + w, = ~,, ~, 

Se ora ad ambo i membri della ( i )  applichiamo l'operazione 8 _ ~ Q ~ - / , - - ,  0 ne 

deduciamo la relazione: 

i 

i 
(2) 

--" I.,-- Y ~ x i  t LLYzi)`~2i, i x  tL'l'2i )`~312 t 2  ~Yji  ~x [ l i "  
i 

0 
Un'altra simile equazione otteniamo applicando alia (~) l'operazione ~ - - ~ ,  K, c)a I 

,-- 0,, 
ed una terza pure analoga si ha coli'applicazione alia ( I )  della operazione 3--2 .Z~j~ �9 

Se poi uguagliamo fra loro i coefficienti deUe stesse potenze di ),V.X I~ ),~ V-, dei due 
membri della (2) e di quelli delle altre due relazioni ad essa analoghe cui abbiamo ora 
accennato, otterremo tre gruppi di equazioni che ci permetteranno di calcolare succes- 
sivamente tutti i coefficienti dello sviluppo (I).  

Accade talvolta che potendosi uno stesso coefficiente calcolarsi con formole diffe- 
renti, si giunga ad avere per esso diverse espressioni: si hanno cosi alcune sizigie del 
sistema (`4). I1 sig. v. GALL si riprometteva alia fine del suo citato lavoro di fare c o -  

n o s c e r e  le pifi semplici sizigie del sistema (.4), ma non ci ~ stato possibile di trovare 
la pubblicazione che egli allora annunciava, se pure ~ avvenuta. 

Premesso ci6 riportiamo i risultati che abbiamo ottenuto, omettendo di scrivere, 
per amore di brevit~l, le formole che si possono ottenere da quelie date con un sem- 
plice scambio di indici o di simboli e raggruppando le singole forme secondo i loro 
gradi nei coefficienti delle tre cubiche fondamentali, come si conviene di fare in questa 
ricerca. 

I. ~ F o r m e  contenent i  i coefficienti di due sole delle t re  cubiche. 

a) Forme lineari nei coeffdenti di ciascuna delle cubiche. 
~,, Sono qui comprese le forme J, J', J", o, o', o",  ~, =', e si ha 

lx#,~, z ),),  ] - -  ),,~S + )` v-, ~ + {-v-~, (2 f~ + J T )  

' ' r % ~ , ~ =  x x o  + ~x v-(:~ - q) - -  ~ xv-,(/v + ~) + w,v-,( o - -p~)  

~ , ~ ,  = xx~ + + x v-(~ o--f .p)  + r xv-, (~.~-- v o) + ~ v- ~ If. o -  +A (0, +Iv)] .  
b) Forme di secondo grado nei coed~cienti di una cubica e lineari in quelli ddraltra. 
Sono qui comprese le forme 

p, p', p", ,~, ~', ~", ~, ~', U, ~, ~', ~"; 



7 8 L U I G I  S I N I G A L L I A .  

e se poniamo 
I r = ~ + TR7. ~, r~ - -  X~ + - ~ P s ~ ,  

abbiamo 

c) Forme di ter(o grado nei coe~cienti di nna cubica e lineari in quelli dell'altra. 
Sono qui comprese le forme 

S, S', S"~ X, X', X", q~ q', q", % co', co" 
ed abbiamo 

coz~z,~---l',t),),?, + X#(Sv + p ~ - -  T O ) +  ).[z (PO--XV)-~-{ [zV.i[ T to -  2(flv-~- w*)]l. 
d) Forme di secondo grado nei coe.fficienti di ciascuna delle due cubiche. 
Queste sono 

t Mtr T, T', T", v, ~, , 

e si hanno le semplici relazioni 

e) Forme di quarto grado nei coefficienti di una cubica e lineari in quelli ddraltra. 
Sono qui comprese le forme 

St% ,~pt S 9 St~ ~ ~t l 

e si ha 
= + rp)] .  

f )  Porme di ter~o grado nei coefficienti di una cubica e di secondo grado in quelli 
dell'altra. 

Queste sono le forme 
~pt t" % if', t, t', 

ed abbiamo 
%~,~, = r , . L ( x , ,  + -)~.,.P.P). 

g) Forme di ter~o grado nei coeffcienti di ciascuna delle due cubiche. 
r o" .  ed abbiamo Sono queste i tre invarianti ~, L ,  . , 

- -  •  r, I e ) , ) , ,P .+x  ~ , . ( S T - - R x ) + ) , ~ , ( S P - -  TX) 
f l i ,  V.Z~V. x - -  2 ~" 

+ r  T ' ) - -  2 rl~]l. 

II. ~ F o r m e  c o n t e n e n t i  c o n t e m p o r a n e a m e n t e  i coef f ic ient i  

di tu t t e  le tre  cubiche .  

a) Forme lineari nei coeffcienti di ciascuna delle tre cubiche. 
Appartengono a questo gruppo i tre covarianti lineari ~, ~', ?" ed i tre covarianti 

cubici H, H', H". 
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Si ha qui: 

Av { )~ ~. IZl ( B' p Af- B ~ 2 f- T,~ + f "  t - -  J' a ) -lt- X X F~ r" 

+ ~-X FF : (T '  0 - - J t ' - -  B"~') + r + T"p - -  B"t/ '  ) 

' ~2"C" S~") r"  + ; ~ , ~ 2 L ~  p -- --  (2 ,+r ) ] .  

+ ~;xLv . , (J~"+ vp - -  op") + C x h ~ ( B " +  - -  ~p) 

+ ~-x ~ , [ a ( : , '  - -  r')-- :x~' + ~'(]v + ,~)] 
_L), + 4 t ~ 2  [ ~ ( 2 g  + r )  - -  2 C + ]  + x)i~x4 [~ [~(r - -  2 r - -  2D' +] 

+ �88 + 1 , " - -  B " p " ) - - ( I v  + o)t' + x(+ T ' -  ~')]. 
b) Forme di secondo grado nd coe~cienti di una delle cubicbe e Iineari in qudli 

delle altre due. 
Sono qui comprese le forme : 

B, B'~ B", m, m', m", n, n', n" 
ed otteniamo 
Bx~z,~,~2~, = r [), X~B--?,  F2D"- -X ,F  , C ' +  - ) F , ~ ( I " E +  S " T ' +  x " T - - B T " ) ]  

mz~,z,~,,x,~,, = r,  Ix, X,m + - ~ X t F , ( 2 ~ ' ~ "  + B ~ - -  ]" , , '  - -  X " A - -  3 T'O") 

• TO" S" ]"~ "-['- 6 ,Fx( By + + A - -  - -  2pp") 

-[- ~F,  F~[2 (2p*"  - -  D"V - - x " v )  - -  T(~o" + J"~)  - -  a (2 a "  + J"  T")] I. 
c) Forme di terzo grado nei coeaficienti di una delle cubicbe e lineari in quelli delle 

altre due. 
Questo gruppo comprende i covarianti lineari r, r', r",  ~, , ' , d'. 
Le formole relative si riducono a queste due: 

rx~z,~,z~,-- I" I).),, ),~ r + - {  XX F~ (T' ?" + J " , ' - - B p ' ) +  ~-),),~ F, ( T ~ " - - J " t - - B ~ )  

• F~ [2(C'p '  S"*') T ' ( 2 E + r ' ) ] - - 2 X X ~ F R ? "  
4. ~ ~ - -  

- • . ~ . R  ( z , " - - r " )+  ~L ~ . R  (2,' +r ' )  

+ + F F ,  e .~R(J*"--B'  ~ " - - B " p " - -  T"p"- -J ' t " ) l .  

cz~z,~,z,~, ---~ r,  l)')',)',* + +;~x, F, E2(Jt' + n"~ ' )  + B p ' - - ] " , ' +  r ' ( ? '  - -  p)] 

+ ~;xx,~,[2(l',--B'p)--B,~--J"t + r(~'--,o)] + �88 X ~R(~-- ~') 

+ ~ X~,~(S~" + D~"- -  ~'t" --  C~" + ~ r",) + -~X, ~ , ~ ( 3  ~" + , ,") 

nt-v ,FF,  R(2~' 3 r ' ) + ~ F F ,  F ~ R [ ] e " + I ' t " + B ' , 4 ' - - B " p " + T " ( O - - p ' ) ] I .  
d) Forme di secondo graclo nei coe~cienti di due cubicbe e lineari in quelli della 

terra. 
Sono qui compresi i sei covarianti lineari g, b, g', b', g", b". I loro sviluppi 
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possono tutti dedursi dal seguente 

o v e  

I2.g, - -  2(2B' + ]]")~r" - -  2(B0 + Z ' p " )  + 6 T' ~ - -  5 T p' - -  S~" 

I J(4g' + h,) + - ~ I ' O " - g " )  + 1 " 0 ~  + r) 

e) Forme di terzo grado nei coe~cienti di una cubica, di secondo grado in quelli di 
un'altra e lineari in quelli della rimanente. 

Questo gruppo comprende i sei invarianti C, C', C", D, D', D", it cui svi- 
luppo pu6 dedursi daUa formola: 

Cz~z,~,~,~-=-r,.r [}.),, C +-~x y.RS" + -~;~. ( T B " - -  T ' ~ - -  T " S - - I E ) - - 2 ; ~ .  RD']. 

f )  L mzarmnte E, che ~ di secondo grado nei coefficienti di ciascuna delle tre 
cubiche, soddiss aUa relazione: 

E~z,~,~, - -  r r~ r 3 E. 

Vogliamo da ultimo segnalare le pifi semplici relazioni tra le forme del sistema 
completo (A) cui siamo pervenuti col calcoli precedenti. 

Esse sono le seguenti: 

2(RD' + S E - -  T ' ~ - -  TC) - -  ] ( T T '  + T"R), 

2(Cp" -J 7 Xt' q- Tr") - -  T"(2r --~ r) - -  ] ( T " ~ : ' - -  T'p"), 

2(pC' + C t " ) - -  T(,o" + J "8 ) -~  r ' ( q " - - J " v ) ,  

2(c '~  - - x " ~  - -  D " v  - -  S"~') = T'(q" - -  ] " v )  - -  TOo" + J" ~), 

2(Ar" + Ot' + C + ) - -  ~(2~ + r) = ] ( ~ ' . ~ - -  r '+) ,  

A(2~' - -  r ') + v(2~ + r) + p " ( J A  - -  0 + ~ ' ( Jv  + ~) = 2 (~ . '  - -  St"),  

E f  --~'.~r + ~.p', 

~.~ + v . r  + A.r = o. 

Da ciascuna di queste altre ne possiamo subito ottenere scambiando fra loro i 
simboli a, a', a", e poi combinando opportunamente Ie relazioni che in tale modo si 
hanno. Cosl daUa seconda deUe sizigie scritte, scambiando i simboli a, a', si ottiene: 

2(D'~'--~-Sa"2ff T r " ) +  T ' ( 2 ~ ' -  r')--- J ( T " ~ ' - -  T'p"), 

che, combinata colla precedente, d~t 

2(Cp" + X t '  - -  O'er' - -  S , " )  : T"(2r -~- r) -}- T ' (zd  - -  r'). 

Milano, giugno I9o 5. 

L. SINIGALLIA. 


