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d.
Yerwandlung und Theilung spharischer Figuren durch
Construction.
(Vom Herrn J, Steiner.)

1.
I‘n den Elementen der Geometrie (Anmerk. X.) beweiset Liegendre
den merkwiirdigen Satz:
,,dals die Scheitel aller sphidrischen Dreiecke iiber derselben Grund-
linie und von gleichem Flacheninhalte in einem bestimmten kleinen
Kreise liegen.”
Den Satz hat Lexell zuerst gefunden (Vovae acte Petropolitana, fiinfter
Band, erster Theil).

Die kiinstlichen Ausdriicke, welche fiir den Radius des genannten
Kreises und zur Bestimmung der Liage seines Mittelpuncts gefunden wer-
den, sind nicht geeignet, die eigentliche Liage des Kreises leicht zu er-
kennen zu geben, noch weniger, denselben danach leicht construiren zu
konnen. Da aber auf diesen Satz mancherlei Untersuchungen gegriindet
werden konnen, wie z B. die Verwandlung und Theilung der sphiri-
schen Figuren, so war eine genauere Bestimmung desselben, so wie ein
einfacherer Beweis, sehr wiinschenswerth. In der That findet sich, dafs
der genannte Ortskreis, ohne Rechnung zu Hiilfe zu nehmen, unmittel-
bar construirt werden kann, und dafls auch der Satz selbst durch eine
ganz elementare Betrachtung sich beweisen lilst.

In Folgendem soll daher der Liexell’sche Satz dahin vervollstiin-
digt werden: :

,,dals der Ort der Scheitel aller sphirischen Dreiecke iiber dersel-
ben Grundlinie und von gleichem Flicheninhalt ein bestimmter klei-
ner Kreis ist, welcher durch die beiden Gegenpuncte der
Endpuncte der Grundlinie geht”

Hiernach ist alsdann der Ortskreis leicht zu construiren, und da-
durch wird man in den Stand gesetzt, durch Hiilfe dieses Satzes eine Reihe
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von Aufgaben iiber Verwandlung und Theilung der sphirischen Figuren
zu losen, welche denen bei geradlinigen Figuren in der Ebene analog
sind, d. h., man kann alsdann durch blofse Construction jedes beliebige
sphirische Polygon successive in ein Dreieck oder Zweieck, oder auch
in ein sphirisches Quadrat verwandeln, desgleichen jedes gegebene sphi-
rische Dreieck (oder Polygon), von einem gegebenen Punct aus, in zwei
gleiche Theile, oder nach sonstizen Bedingungen, theilen.

2.

Jeder Kreis auf der Kugelfliche, dessen Ebene durch den Mittelpunct
der Kugel geht, heilse ein Hauptkreis, jeder andere dagegen Sphiren-
kreis oder auch schlechthin Kreis. Der Bogen eines Hauptkreises aus
dem Pol eines Sphirenkreises, bis an irgend einen Punct der Peripherie
des letzteren, heifse sphirischer Radius desselben. Ein durch 2,3,4,....
Hauptkreis-Bogen begrenzter Theil der Kugelfliche heifse sphirisches
Zweieck , Dreieck, Viereck, . . . . etc., wie gewobnlich. Ein Haupt-
kreis, der einen anderen Kreis beriihrt, heilse sphirische Tangente an
letzteren.

Die Sdtze: ,,dafls die spharischen Tangenten eines Sphirenkreises auf
dem zugehorigen sphirischen Radius senkrecht stehen;” — ,,dafs der
Durchschnittspunct zweier sphérischen Tangenten, die denselben Kreis
berithren, gleich weit von beiden Berithrungspuncten entfernt ist;” —
»und dafs im gleichschenkligen sphidrischen Dreieck die Winkel an der
Grundlinie einander gleich sind, und umgekehrt;” sind leicht zn bewei-
sen und aus der Elementargeometrie bekannt.

3.

In einem beliebigen Spharenkreis, dessen Pol M (Fig.2.), sei ein
sphirisches Viereck ABCD eingeschrieben. Nach den Ecken des Vier-
ecks ziehe man die sphirischen Radien MA, MB, MC, MD, welche, da
sie einander gleich sind, rait den Seiten des Vierecks vier gleichschenk-
lige Dreiecke A4MB, BHMC . . .. bilden, in denen die Winkel an den
Grundlinien einander gleich sind (2.), so dafs

“=B5 Y, =Bx§ ')/::37 o, = 815

atoty+y=P+B+I+;
A4+ C = B+ D;

und folglich:

oder:
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das heifst: ,,bei jedem sphédrischen Viereck im Kreise sind
die Summen der zwei Paare gegeniiber liegender Winkel
einander gleich.” ¥) '
4.
Zieht man in dem sphirischen Viereck #BCD (Fig. 3.) im Kreise
die sphirische Diagonale 4C, so hat man, zufolge des vorliegenden Satzes:
at+c—B=D—oa—y.
Ebenso hat man: e, ¢,— B, = D —a — ¥y, und mithin:

e+c—B =a,++c¢—B;
das heifst: ,,bei allen sphidrischen Dreiecken 4BC, 4B,C, ....,
welche iiber der nemlichen sphirischen Sehne 4C und auf
der nidmlichen Seite in einen Sphirenkreis beschrieben
werden, ist der Unterschied zwischen dem Winkel (B, B,)
an der Spitze und der Summe der Winkel (¢+4¢, o,+¢,) an
der Grundlinie constant.” Und umgekehrt:

»Der Ort der Scheitel (B, B,) aller sphiarischen Drei-
ecke 4BC, AB,C, .... iiber der nemlichen Grundlinie 4C,
und bei welchen der Unterschied zwischen dem Winkel an
der Spitze und der Summe der Winkel an der Grundlinie
gleich ist einer gegebenen Grofse, ist ein bestimmter Spha-
renkreis, welcher durch die Endpuncte 4, C der Grund-
linie geht”

Nimmt man an, die Grundlinie #4C gehe durch den Pol M des
Keises, so folgt, vermoge der gleichschenkligen Dreiecke 4/ B und BMC,
dals B=¢ae¢+} ¢, d. h.:

y»Bei jedem in einen Sphirenkreis beschriebenen sphirischen Drei-
ecke, das den sphirischen Durchmesser des Kreises zur Grundlinie hat,
ist der Winkel an der Spitze gleich der Summe der Winkel an der
Grundlinie;” und umgekehrt: ,,die Scheitel aller sphirischen Dreiecke
iiber der nemlichen Grundlinie, und bei welchen der Winkel an der

*) Dieser Satz ist blofs ein specieller Fall von dem allgemeineren Satze: ,,Bei jedem sphi-
rischen 22Eck im Kreise, ist, wenn man die Winkel der Ordnung nach nume-
rirt,die Summe der Winkel mit geraden Nummern gleich der Summe der ibri-
gen,” welcher sich auf gleiche Weise beweisen lifst. Es steht ihm ein anderer Satz: ,,Bei je-
dem sphirischen 2nEck um den Kreis ist die Summe der Seiten mit geraden
Nummern gleich der Summe der tbrigen,” gegeniiber, welcher eben so leicht zu be-
weisen ist,
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Spitze gleich ist der Summe der Winkel an der Grundlinie, ist die Pe-
ripherie des Sphirenkreises, welcher die Grundlinie zum sphirischen
Durchmesser hat.”

5.

Es sei ABC (Fig. 4.) ein beliebiges sphirisches Dreieck. ,, B,
sollen die Gegenpuncte von A, B, also die Bogen 4C4,, BCB, halbe
Hauptkreise sein, so finden zwischen den Winkeln der beiden sphiri-
schen Dreiecke ACB und A,CB, folgende Beziehungen statt: nemlich
c=c; a=a,; 3=25,, und da ¢4 =& 4 3=2R (2 Rechte), so ist
auch ¢ + ¢, = b6 4+ b, =2R, und folglich:

a+b+c=c,—(aMHb,)+ 4R,
d. h.: ,bleibt die Summe a - b - ¢ constant, so bleibt auch der Unter-
schied ¢, — (@, 5,) constant.”

Nun folgt aus dem bekannten Satze, wonach der Flicheninhalt
eines sphirischen Dreiecks aus der Summe seiner drei Winkel gefunden
wird, dafls fiir alle sphirische Dreiecke A4BC, iiber derselben Grundlinie
AB und von gleichem Flicheninhalt, die Summe der drei Winkel
(a 4 & 4 ¢) constant bleibt, daher bleibt auch in den zugehorigen Drei-
ecken A4,CB, der Unterschied ¢,— (a,+,), d. L. der Unterschied zwi-
schen dem Winkel (c,) an der Spitze uud der Summe (e, + b,) der Winkel
an der Grundlinie, constant, und folglich ist der Ort des Scheitels C die
Peripherie eines Sphérenkreises, der durch die Puncte 4,, B, geht (4.).
Daraus folgt der nachstehende merkwiirdige und fruchtbare Satz:

»Der Ort der Scheitel aller spharischen Dreiecke 4BC,
iiber derselben Grundlinie 4B und von gleichem Flachen-
inhalt, ist die Peripherie eines bestimmten Sphidrenkreises,
der durch die Gegenpuncte 4,, B, der Endpuncte 4, B der
gemeinschaftlichen Grundlinie geht”

6.

Bleibt also die Grundlinie 4B des sphirischen Dreiecks 4BC un-
veridndert, und sein Scheitel C bewegt sich in der Peripherie des Krei-
ses A,CB,, so bleibt sein Flicheninhalt constant. Nahert sich der Schei-
tel.C einem der beiden Puncte A4,, B,, z. B. dem Puncte B,, bis er end-
lich mit ihm zusammenfillt, so fillt der Bogen 4C mit 4B, zusammen,
und da CB, =0 wird, so geht BC in den halben Hauptkreis BDB, iiber,
welcher den Kreis 4,CB, in B, berithrt. Daher folgt, dals der Fli-

chene
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cheninhalt des Dreiecks 4BC gleich ist dem Fliachenin-
halt des Zweiecks B4B DB oder 4BA EA, dessen eine
Seite BDB, eder AE 4, den Ortskreis 4,CB, in B, oder 4,
berihrt. :

Es ist zu bemerken, dafs, wenn die Grundlinie 4B und der Fli-
cheninhalt des sphirischen Dreiecks 4BC gegeben sind, dals alsdann ei-
gentlich zwei Ortskreise fiir den Scheitel C statt finden, indem man sich
das Dreieck auf zwei verschiedenen Seiten der Grundlinie vorstellen kann;
beide Ortskreise sind aber nothwendiger Weise einander gleich, schnei-
den einander in den Puncten 4,, 8,, ihre Ebenen bilden mit der Ebene
des Hauptkreises 4B4,B, gleiche Winkel, und die Gerade, welche ihre
Pole verbindet, steht auf der letzteren Ebene senkrecht. In dem beson-
deren Falle, wo die Sumie der Winkel des Dreiecks gleich 4 Rechten,
dh wo a+4b+4¢c = 4R, ist ¢c,=ea, + b, (5.), und daher ist 4 B, ein
sphirischer Durchmesser fiir jeden der beiden genannten Ortskreise (4.),
folglich fallen beide Ortskreise in einen einzigen zusammen, dessen Ebene
zu der- Ebene des Hauptkreises 4 B4, B, senkrecht ist.

7.

Es sei P (Fig. 5.) der Pol des Hauptkreises 4B4,B, und EPF der-
jenige Hauptkreis, welcher die Puncte B, B, zu Polen hat. Man ziehe
aus B, durch den Pol M des Ortskreises 4,CB, den Quadranten B,MG,
und beschreibe mit ihm aus dem Pol G den Hauptkreis B,DB, so hat,
da dieser Hauptkreis den Kreis 4,CB, in B, beriihrt, weil GMB, zu DB,
senkrecht (2.), das Zweieck BDB,4B mit dem Dreieck 4BC gleichen
Flicheninbalt. Nun ist der Bogen DE das directe Maals fiir den Fla-
cheninhalt des Zweiecks B.4B,DB, und da die Quadranten PE und GD
einander gleich sind, also auch DE = PG ist, so ist auch der Bogen PG
ein directes Maafs fir den Flicheninhalt des Zweiecks BAB,BD oder des
Dreiecks ABC; d. h., in demselben Verhiltnifs, in welchem sich der Fla-
cheninhalt des Dreiecks indert, indert sich auch der ihm zugehorige
Bogen, und umgekehrt; so dafs also einem Dreieck von doppeltem FIi-
cheninhalt, ein zweimal so grofser Bogen entspricht. ~Stehen also z. B.-
iiber derselben Grundlinie 4B zwei Dreiecke 4BC und 4BC,, deren Fli-
cheninhalte sich verhalten wie 7:m, und entsprechen ihnen respective
die Puncte G, G,, so ist auch PG:PG, = n:m, und umgekehrt, -

Crelle’s Journal. 1L, Bd. 1. Hft, < 7
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Kann man also den Bogen PG in G, so theilen, dals PG:PG, ir-
gend einem gegebenen Verhiltnifs n:m gleich ist, so kann man auch
ein Dreieck 4BC, finden, welches mit dem gegebenen Dreieck 4BC ei-
nerlei Grundlinie und in Hinsicht des Flicheninhalts das nemliche ge-
gebene Verhaltnils hat.

8.
Aus dem Bisherigen ergiebt sich unter anderen zunidchst die Auflo-
sung folgender Aufgaben.

I. Aufgabe. ,,Ueber der Grundlinie 4B eines gegebenen spha-
rischen Dreiecks 4BC ein gleichschenkliges Dreieck zu errichten, wel-
ches mit jenem gleichen Flicheninhalt hat”

Man lege durch den Scheitel C des gegebenen Dreiecks und durch
die Gegenpuncte 4,, B, der Endpuncte seiner Grundlinie den Ortskreis
A.,CB,, und errichte aus der Mitte der Grundlinie zu dieser einen spha-
rischen Perpendikel, so ist der Durchschnittspunct dieses Perpendikels
und jenes Ortskreises, zufolge des Obigen, der Scheitel des zu construi-
renden gleichschenkligen Dreiecks.

II. Aufgabe. ,,Ueber der Grundlinie 4B eines gegebenen sphi-
rischen Dreiecks 4BC ein anderes Dreieck zu errichten, welches mit
ihm gleichen Fldcheninhalt und entweder 1) an der Grundlinie einen
rechten oder irgend einen gegebenen Winkel a, oder 2) eine gegebene
Seite hat.” '

Auflosung und Beweis folgen von selbst. Fiir den Fall (2) ist die
Aufgabe nicht immer maoglich.

III. Aufgabe. ,,Ein sphirisches Dreieck zu finden, welches mit
einem gegebenen sphirischen Dreieck #BC dieselbe Grundlinie 4B und
gleichen Flicheninhalt hat, und dessen Spitze in einem gegebenen Haupt-
kreise K liegt.”

Man construire den Ortskreis 4,CB,, so schneidet derselbe den ge-
gebenen Hauptkreis X in denjenigen zwel Puncten, in welchen allein die
Spitze des zu construirenden Dreiecks liegen kann; schneidet er ihn nicht,
so 1st die Auflosung der Aufgabe unmdaglich.

IV. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Dreieck #BC in ein

Zweileck zu verwandeln, d. h., ein Zweieck zu finden, welches mit
dem Dreieck gleichen Flicheninhalt hat.”
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Man suche den Pol M des Ortskreises 4,CB, (Fig. 5.), ziehe den
sphiirischen Radius MB, und errichte B,DB senkrecht zu MB,, so ist
BDB, 4B das verlangte Zweieck (7.).

V. Aufgabe., ,,Ein sphirisches Dreieck zu construiren, dessen
Grundlinie gegeben ist, und welches mit einem gegebenen sphiri-
schen Dreieck 4BC einen Winkel gemein und mit ihm gleichen Fla-
cheninhalt hat.” ' .

Es sei 4D (Fig.6.) die gegebene Grundlinie des zu construirenden
Dreiecks, und 4 sei der beiden Dreiecken angehorige Winkel: Man ziche
den Hauptkreis CD, und construire nach (III.) das Dreieck CDE, wel-
ches mit dem gegebenen Dreieck CDB gleichen Flicheninhalt und die
Grundlinie CD gemein hat, und dessen Scheitel E in dem gegebenen
Hauptkreise 4C liegt, so ist ADE das gesuchte Dreieck. Denn ist
ACDB = ACDE, so ist auch ACFE = ADFB, und folglich auch
AABC = AADE.

VI. Aufgabe. ,Ein sphirisches Dreieck zu construiren, wel-
ches mit einem gegebenen sphirischen Dreieck #BC gleichen Flidchen-
inhalt hat, und von dessen Seiten zwei der Grofse nach gegeben sind.”

Diese Aufgabe lifst sich mittelst (11, 2.) auf (V.), und umgekehrt,
mittelst (V.) auf (II, 2.) zuriickfilhren. Uebersteigt der genannte Flichen-
inhalt eine bestimmte Grenze, so findet die Aufgabe nicht Statt.

VII. Aufgabe. ,,Ein sphirisches Dreieck zu construiren, welches
mit einem gegebenen sphirischen Dreieck 4BC gleichen Flicheninhalt
hat, und von welchem eine Seite und ein Winkel der Grolse nach ge-

geben sind.”
Diese Aufgabe lifst sich, wie die vorige, durch Hiilfe von (II, 1.)

und (V.) losen.

VII. Aufgabe. ,Ein gegebenes sphirisches Viereck in ein sphi-
risches Dreieck zu verwandeln, d. h., ein Dreieck zu construiren, wel-
ches mit dem Viereck eine Seite und einen Winkel gemein, und mit
ihm gleichen Fldcheninhalt hat.”

Es sei 4BCD (Fig. 7.) das gegebene Viereck. Man ziehe eine
sphirische Diagonale DB, und verlingere an dem einen Endpuncte der-
selben eine Seite des Vierecks, z. B. in B die Seite 4B nach E hin,
und construire sodann, nach (IIL.), das Dreieck DBE, welches mit dem

Dreieck DBC iber derselben Grundlinie DB steht, gleichen Flichen-
. ”*



32 Steiner, Ferwandlung und Theilung sphdrischer Figuren durch Construction.

inhalt hat, und dessen Scheitel E in der Verlingerung der Seite #B liegt,
go ist AED das gesuchte Dreieck, welches mit dem Viereck A4BCD
gleichen Flicheninhalt und den Winkel 4 und die Seite AD ge-
mein hat.

IX. Aufgabe. ,Irgend ein gegebenes sphirisches Vieleck in ein
anderes. zu verwandeln, welches eine Seite weniger hat.”

Die Aufgabe wird auf dhnliche Weise gelost wie die vorige.

Hieraus. folgt:

»Dafls man durch blofse Construction jedes gegebene
sphirische Vieleck in ein sphirisches Vieleck irgend ei-
ner Gattung mit einer kleineren Anzahl Seiten, folglich je-
des gegebene sphirische Vieleck in ein Dreieck oder Zwei-
eck verwandeln kanun.”

9.

Ferner ergiebt sich aus den obigen Betrachtungen die Auflosung
folgender Aufgaben. X

I. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Dreieck durch einen
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.”

Es sei ABC (Fig. 8.) das gegebene Dreieck. Man construire den
Ortskreis 4,CB,, dessen Pol /M ist. Aus dem Pol B ziehe man den
Hauptkreis EPGF. Ferner ziche man den Hauptkreis DPMD, so, dafs
er zu der Grundlinie 4B senkrecht ist und sie in D halbirt; alsdann
ist P der Pol des Hauptkreises 4BA4,B,. Endlich ziehe man den Qua-
dranten B,MG, halbire PG in G,, ziehe den Quadranten G,M,B,, wel-
c¢her den Hauptkreis DP{VI,Dl in M, schneidet, und ziehe aus dem Pole
M, mit dem sphirischen Radius M, B, den Sphirenkreis B,baA,, so ist,
zufolge (7.), sowohl das sphérische Dreieck 4Be, als auch 4B, halb so
grofs als das gegebene Dreieck 4BC, und folglich leistet jeder der bei-
den Hauptkreise A& und Bb der vorgelegten Aufgabe Geniige.

Es sei Cc der dritte Hauptkreis, welcher das gegebene Dreieck 4BC,
der Aufgabe gemils, halbirt, und C, sei der Gegenpunct des Scheitels C,
so liegen, vermoge der vorstehenden Auflosung, sowohl die vier Puncte
4., B,, b, a, als auch B,, C,, ¢, b, so wie auch C,, 4,, @, ¢ in einem
Kreise. Da die Ebenen dieser drei Kreise einander im Allgemeinen in
einem Punct O schneiden, so treffen auch die drei Geraden A, a, B, b
C,c, in welchen die nemlichen Ebenen einander schneiden, in demselben
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Punct O zusammen, und folglich schneiden die Ebenen der drei Hauptkreise
Aad,, BbB,, CcC, einander in einem und demselben Durchmesser
SQO0 der Kugel, welcher durch den Punct O geht, so dafs folglich die
drei Hauptkreise £e, Bb, Cc einander in eineng und demselben Puncte
Q schneiden. Daraus folgt der nachstehende merkwiirdige Satz:

»Die drei Hauptkreise (4@, Bb, Cc), von denen jeder
durch einen Winkel eines gegebenen sphidrischen Dreiecks
(4BC) geht und die Fldche desselben halbirt, treffen einan-
der in einem und demseben bestimmten Puncte Q.”

Durch irgend zwei der drei Hauptkreise ist demnach der dritte
unmittelbar gegeben.

Der vorstehende Satz findet bekanntlich auf analoge Weise beim
geradlinigen Dreieck statt, bei welchem der Punct (), in welchem die
drei Halbirungslinien einander schneiden, zugleich die Eigenschaft hat,
dafs er der Schwerpunct der Flache des Dreiecks ist.

II. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Dreieck, von einem
beliechigen Punct aus, der in einer seiner Seiten liegt, durch einen
Hauptkreis in zwei gleiche Theile zu theilen.”

Es sei 4BC (Fig. 9.) das gegebene Dreieck und D der gegebene
Punct. Man theile das Dreieck aus einem Winkel, z. B. aus A, durch
den Hauptkreis 4a in zwei gleiche Theile (I.), und verwandele nach
(8, 111.) das sphirische Dreieck 4 D¢ in DeE, so theilt der Hauptkreis
DE das gegebene Dreieck in zwei gleiche Theile..

1. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Viereck durch einen
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.”

Es sei 4BCD. (Fig. 10.) das gegebene Viereck. Dasselbe soll z. B.
aus dem Winkel 4, durch einen Hauptkreis, in zwei gleiche Theile ge-
theilt werden. Man verlingere die Seite BC nach E hin, und mache,
nach (8 1IL), das Dreieck ACE. gleichflichig mit 4CD, und theile das
Dreieck AEB durch den Hauptkreis 4F in zwei gleiche Theile (L), so
ist auch AAFB = Viereck AFCD, und folglich leistet der Hauptkreis
AF der Aufgabe Geniige. Hitte man statt der Seite BC die Seite DC
nach E, hin verlingert, und A 4CE, = AACB gemacht, und durch den
Hauptkreis 4F,. das Dreieck #ADE, halbirt, so miifste man alsdann noch
das Dreteck ACF, in ACF verwandeln, um den Hauptkreis #4F zu fin-
den, welcher die Forderung der vorgelegten Aufgabe erfiillt.
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Hat man erst einen Hauptkreis #F gefunden, so lassen sich dar-
aus, mit Hiilfe von (8, IIL), die drei iibrigen Hauptkreise, welche aus den
drei iibrigen Winkeln B, C, D das Viereck halbiren, leicht finden.

IV. Aufgabe. o, Ein gegebenes sphirisches Viereck durch einen
Hauptkreis, welcher durch einen in einer Seite desselben gegebenen
Punct geht, in zwei gleiche Theile zu theilen.”

- Es sei 4BCD (Fig. 11.) das gegebene Viereck und E der gegebene
Punct. Man theile z. B. aus dem Winkel 4, durch den Hauptkreis 4F,
das Viereck in zwei gleiche Theile (IIL.), und verwandele hierauf das
Dreieck EF4 in EFG, so theilt der Hauptkreis EG das gegebene Vier-
eck in zwei gleiche Theile.

V. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Vieleck durch einen
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.”

Es sei z. B, das Fiinfeck 4BCDE (Fig. 12.) gegeben, welches aus
dem Winkel 4 durch einen Hauptkreis #H in zwei gleiche Theile ge-
theilt werden soll. :

Man verwandele das gegebene Fiinfeck in das Viereck 4FDE,
theile dieses Viereck durch den Hauptkreis #G in zwei gleiche Theile
(IIL.), und verwandele das Dreieck 4DG in ADH (8§ 1IL), so theilt der
Hauptkreis 4H das gegebene Fiinfeck in zwei gleiche Theile.

Hat das gegebene Vieleck mehr als fiinf Seiten, so verfihrt man
auf dhnliche Weise.

VI. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Vieleck aus einem
Punct, der in einer seiner Seiten gegeben ist, durch einen Hauptkreis in
zwei gleiche Theile zu theilen,”

Die Aufgabe kann durch Hiilfe von (V.) wie die Aufgabe (IV.)
durch Hilfe von (IIL) gelost werden,

VII. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Dreieck 1) von ei-
nem seiner Winkel aus, oder 2) von einem in einer seiner Seiten ge-
gebenen Punct aus, durch Hauptkreise, in 4, 8, 16, ..... gleiche Theile
zu theilen.” '

Der Fall (1.) erfordert nur eine wiederholte Anwendung der Auf-
gabe (1.). Der Fall (2.) dagegen erfordert die Anwendung von (I.) und
(IIL). Soll z.B. das Dreieck #BC (Fig. 9.) aus dem Punct D in vier
gleiche Theile getheilt werden, so theile man dasselbe zuerst durch den
Hauptkreis DE in zwei gleiche Theile, und hierauf theile man sowohl
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das Dreieck DEC, als auch das Viereck DEBA, von D aus, in zwei
gleiche Theile (I. und IIL.), so hat man die Forderung der Aufgabe erfiillt

Auf dieselbe Weise kann das Viereck u. s. w. getheilt werden.

Da man einen gegebenen Winkel oder einen gegebenen Kreisbo-
gen, durch Construction, nicht in drei gleiche Theile theilen kann, so
kann auch das sphérische Dreieck durch blofse Construction nicht in
drei gleiche Theile getheilt werden (7.) und (I). 'Wohl aber kann um-
gekehrt ein gegebenes sphirisches Dreieck, blofs durch Construction, be-
liebig vervielfacht werden (7.).

VIII. Aufgabe. ,,Von einem gegebenen sphirischen Dreieck ein
Stiick abzuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphérischen
Dreieck gleichen Fliacheninhalt hat.”

Es soll z. B. von dem Dreieck #BC (Fig. 13.) ein Stiick abgeschnit-
ten werden, welches mit dem Dreieck 4DE gleichen Flicheninhalt hat.
Man verlingere 4E nach F hin, und verwandele das Dreieck BED in
BEF (8, 111.), desgleichen das Dreieck 4BF in 4BG, so ist dieses Drei-
eck 4BG das verlangte abzuschneidende Stiick (vergl. 8, VIL).

Auf dhnliche Weise kann man von einem gegebenen sphérischen
Vieleck ein Stiick abschneiden, ' welches einen gegebenen Flidchen-
inhalt hat.

10.

Ein spharisches Dreieck, oder iiberhaupt ein sphirisches Vieleck,
von einem in der Kugelfliche beliebig liegenden Punct aus, in zwei
gleiche Theile zu theilen, sind einige Hiilfssiitze ndthig, die an einem
anderen Orte im Zusammenhange vorgetragen und bewiesen, also hier
nur kurz angedeutet werden sollen. Zum leichteren Verstindnils mogen
die analogen Betrachtungen bei geradlinigen Figuren in der Ebene vor-
angehen, weil zwischen beiden Betrachtungen eine auffallende Ueberein-
‘stimmung Statt findet.

11.
I. Haben zwei geradlinige Dreiecke 4BC und 4DE (Fig. 14.)
einen geméinschaftlichen Winkel 4 und gleichen Flicheninhalt, so ist

bekanntlich:
ABR. AC = 4D .AE,
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Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z. B., ist AD:#AE, 50 ist

alsdann
AB. AC — AD* = AE>

Nimmt man 4B, = 4B und zieht irgend einen Kreis M, der durch
die Puncte B, und C geht, so ist die Potenz dieses Kreises (s. Bd. 1.
8. 164. dieses Journals), in Bezug auf den Punct A gleich 4B, X 4C=A4D?%
dieselbe Potenz ist aber auch gleich dem Quadrat der aus 4 an den Kreis
gelegten Tangente A7, d. i. = 47", folglich ist AF—= AD = AE,

1I. Es ist ferner bekannt, -dafs die Grundlinien BC, DE, . .. aller
Dreiecke 4BC, ADE, . .., welche einen gemeinschaftlichen Winkel A4
und gleichen Flicheninhalt haben, von einer bestimmten Hyperbel, wel-
che die Schenkel 4D, AC des Winkels 4 zu Asymptoten hat, beriihrt
werden, und zwar wird jede Grundlinie in ihrer Mitte beriihrt. Die
Hauptaxe der Hyperbel halbirt demnach den Winkel 4, und der eine
ihrer Scheitel liegt in der Mitte G der Grundlinie DE des gleich-
schenkligen Dreiecks 4DE. Daher folgt ferner, dals der mit dem Ra-
dius 4D = AE = AT, aus dem Mittelpunct 4 beschriebene Kreis DFET
die Axe 4G im Brennpunct F' der Hyperbel schneidet. Wenn also das
Dreieck ABC gegeben ist, so kann man, durch Hiilfe des Kreises /7,
leicht den Scheitel G und den Brennpunct F derjenigen Hyperbel fin-
den, welche die Grundlinie BC beriihrt und die Seiten 4B, AC zu
Asympt(ten hat.

12.

Auf den Eigenschaften (11.) griindet sich unter anderen die Auflo-
sung folgender Aufgaben. ,

I. Aufgabe. ,Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren, wel-
ches mit einem gegebenen Dreieck gleichen Flicheninhalt und den Win-
kel an der Spitze gemein hat.”

Die Avuflosung dieser Aufgabe ergiebt sich sehr leicht aus (11, L).

II. Aufgabe. ,,Ein Dreieck zu construiren, welches mit einem
gegebenen Dreieck gleichen Flicheninhalt und den Winkel an der Spitze
gemein hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht”
Oder, was dasselbe ist:

,»Aus einem gegebenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dafs sie
mit zwei gegebenen Geraden, welche mit dem Punct in einer Ebene
liegen, ein Dreicck bilde, dessen Flicheninhalt gegeben ist.”

Es
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Es sei A4BC (Fig. 15.) das gegebene Dreieck und P der gege-
bene Punct.

Nach (11, 1IL) folgt, dals die Aufgabe einerlei ist mit foigender:

»Aus einem gegebenen Puncte P an eine Hyperbel, deren Asymp-
toten AC, AB, nebst einer Tangente BC, gegeben sind, eine Tangente
zu legen.”

Die Aufgabe wird demnach, wie folgt, geloset.

Man mache 4B, = 4B, lege durch die Puncte B,, C, einen beliebi-
gen Kreis B,7C, an diesen aus A die Tangente 47, und beschreibe mit
derselben aus 4 den Kreis ZEFDF,, welcher die Hauptaxe F,F' der
Hyperbel in ihren Brennpuncten F, F, schneidet, und dessen Sehne DE
derselben Axe in ihrem Scheitel G begegnet. Mit der Hauptaxe G,G
== 2.4G beschreibe man aus F, den Kreis 00, 0,, und aus P den Kreis
FQQ., verbinde den Durchschnitt { beider Kreise mit dem Brennpunct
F, und fille auf diese Gerade QF aus P das Perpendikel PO, so ist die-
ses Perpendikel die gesuchte Tangente, und leistet folglich der obigen
Aufgabe Geniige, d. h.; sie schneidet ein Dreieck HIA ab, welches mit
dem gegebenen Dreieck 4BC gleichen Flacheninhalt hat. Ebenso ist
das aus P auf die Gerade F(), gefillte Perpendikel PO,H.I, eine Tan-
gente an diec Hyperbel, und schneidet ein Dreieck #H I, ab, welches mit
dem gegebenen Dreieck ABC gleichen Flicheninhalt hat.

IIi. Aufgabe, ,,Wenn in einer Ebene ein Dreieck und irgend
ein Punct gegeben ist, so soil man aus diesem Puncte eine Gerade so
ziehen, dals sie die Fliche des Dreiecks in zwei gleiche Theile theilt.”

Man ziehe aus den Winkela nach den Mitten der gegentiber lie-
genden Seiten des gegebenen Dreiecks 4BC (Fig. 16.) die Geraden 44, ,
BB, CC,, von denen bekanntlich jede das Dreieck halbirt, und die ein-
ander in einem und demselben Puncte 8 schneiden, und die Ebene in 6
unendliche Winkelriume theilen. Befindet sich nun der gegebene Punct,
z. B., in dem Winkelraum 48C,, wie P, so ziehe man die Gerade PDE
so, dafs das Dreieck DEB mit dem Dreieck BCC, gleichen' Flichenin-
halt hat (IL), so ist der vorgelegten Aufgabe Geniige gethan. :

Liegt der gegebene Punct P aufserhalb des gegebenen Dreiecks, so
lalst die Aufgabe nur eine Auflosung zu; liegt er aber innerhalb des-

selben, so sind eine, zwel und hochstens drei Auflosungen moglich.
Crelle’s Journal. 1L Bd. 1. Hft. 4 8



38 Steiner, Perwandlung und Theilung sphdirischer Figuren dwrch Construction.

Denn aus (11, 1L) folgt, dafs von-allen moglichen Geraden, welche das
Dreieck halbiren, jede eine von drei bestimmten Hyperbeln beriihrt,
welche die Seiten des Dreiecks zu Asymptoten haben.

IV. Aufgabe. ,,Aus einem in der Ebene eines gegebenen Drei-
ecks willkiirlich angenommenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dals
sie die Fliche des Dreiecks nach einem gegebenen Verhiltnils theilt.”

Diese Aufgabe wird, wie die vorige, auf (II.) zuriickgefiihrt.

V. Aufgabe. ,;Wenn in einer Ebene ein Viereck und irgend
ein Punct gegeben ist, so soll man aus dem Punct eine Gerade so zie-
hen, dafls sie das Viereck 1) halbirt, oder 2) nach irgend einem gegebe-

nen Verhiltnifs theilt, oder 3) von demselben ein Stiick von gegebener
Grofse abschneidet.”

Es sei ABCD (Fig. 17.) das gegebene Viereck und P der gegebene
Punct. Fiir den Fall (1.) halbire man das Viereck durch die Gerade
CC, ans dessen Winkel C, und ziehe hierauf die Gerade PFG so, dafs
das Dreieck FGE mit dem Dreieck C,CE gleichen Fldacheninhalt hat
(IL), so geniigt sie der Aufgabe. Hitte man das Viereck durch die Ge-
rade A4, (statt CC,) in zwel gleiche Theile getheilt, so miifste man zu.
erst durch die Gerade PIH ein Dreieck ZDH abschneiden, welches mit
ADA, gleichen Flacheninhalt hitte, und dann noch das Dreieck PCH

in das Dreieck PCG verwandeln, wozu man HG mit PC parallel zie-
hen miifste.

Es ist also nicht gleich bequem, von welchem Winkel aus man
das Viereck zuerst theilt. Um dieser Schwierigkeit auszuweichen, und
um zum Voraus entscheiden zu konnen, welchen zwei Seiten des Vier-
ecks die zu ziehende Theilungslinie (PG) begegnen werde, ziche man
zuerst aus den Winkeln des Vierecks die vier Geraden 44,, BB,, CC,,
DD,, von denen jede dasselbe in zwei gleiche Theile theilt, so ldfst sich
alsdann auf ahnliche Weise, wie (IIL.), erkennen, welche der vier Thei-

lungen man zu wahlen habe, und welchen zwei Seiten die Theilungslinie
PG begegnen werde. ’

Bei den Fillen (2.) und (3.) verfihrt man auf dhnliche Weise.

Diese Art von Aufgaben lassen sich auch auf die Vielecke ausdeh-
nen und werden auf Zhnliche Weise geldset.
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13.

Die Betrachtungen (11. und 12.), iiber geradlinige Figuren in der
Ebene, finden nun, wie oben bemerkt (10.), auf analoge Weise bei den
sphirischen Figuren statt, nemlich wie folgt:

I. Haben zwei sphirische Dreiecke 4BC, ADE gleichen Flichen-
inhalt und einen Winkel 4 gemein, so ist bekanntlich (Legendre,
élémens de géom. Anmerk, X.):

tgz AB.tg ;3 AC = tg1 4D . tg} AE.

Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z. B. ist 4D = AFE, so ist:

tg3 AB.tg3 AC = tg; AD* = tg; AFE".

Nimmt man AB,= 4B (Fig. 14., wo man sich unter jeder Gera-
den einen Hauptkreis der Kugel denken mufs), und legt durch die Puncte
B und C irgend einen Spharenkreis M, und an diesen aus A4 die Tan-
gente A7), so ist, — da der Satz von der Potenz bei Kreisen in der Ebene
(11, 1.) auf @ahnliche Weise bei Kreisen auf der Kugelfliche gilt, nem-
Lich, dafs fiir alle, aus demselben Punct 4 durch den Kreis M gezogenen
spharischen Secanten 4B,C, das Product tg3 4B,.tg 1 4C constant bleibt*),
welches an einem andern Orte bewiesen werden wird, und leicht zu be-
weisen ist —:

tg3 4B, . 1g3 AC = tg3 AT = tg3 4D?,
und folglich
AT = AD = AE,
das heilst: ,,die sphérische Tangente 47" aus dem Winkel £ an den Kreis
M ist gleich der Seite 4D oder AE des gleichschenkligen Dreiecks 4DE,
welches mit dem Dreieck #4BC gleichen Fldcheninhalt hat” '

II. Ferner werden wir an einem anderen Orte beweisen, dafs die
Grundlinien BC, DE, .. ... (Fig. 18.) aller sphirischen Dreiecke 4BC,
ADE, . ..., welche gleichen Flicheninhalt und einen Winkel 4 ge-
mein haben, von einem spharischen Kegelschnitt (die Durchschnittscurve
der Kugelfliche mit der Fliche eines Kegels zweiten Grades, dessen
Scheitel im Mittelpunct der Kugel liegt) beriithrt werden, und zwar, dafs
jede Grundlinie in ihrer Mitte beriihrt wird; dafs ferner die Haupt-
axe AG des sphirischen Kegelschnitts den gemeinschaftlichen Winkel

*) Ebenso findet die Eigenschaft zweier Kreise in der Ebene, welche wir ihre gemein-
schaftiiche Potenz genannt haben (I. Band, Seite 175. dieses Journals), auf analoge WWeise bei
zwei Kreisen auf der Kugel siatt. .

8#

~
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A halbirt, und einer ihrer Scheitel in der Mitte G der Grundlinie DE
des gleichschenkligen Dreiecks ADE liegt; dafs der mit der Seite 4D
dieses Dreiecks aus 4 beschriebene Sphirenkreis DFEF, der Axe in
den Brennpuncten F, F, des Kegelschnitts begegnet; dafs, wenn f der
Gegenpunct von F,, mithin 4,f=AF ist, der Kegelschnitt, in Bezug
auf die beiden Brennpuncte F, F,, hyperbolische, dagegen, in Bezug auf
. die bheiden Brennpuncte F, f elliptische Eigenschaften hat, d. h., dafs fiir
jeden Peripheriepunct 7 des Kegelschnitts sowohl der Unterschied der beiden
Bogen IF,— IF, als auch die Summe der beiden Bogen IF - If constant ist,
nemlich ersterer =2A4G=GG,, und letztere =G g; dals endlich die Tan-
gente BIC den Winkel FIF, der Leitstrahlen halbirt, und dafs iiberhaupt
das Verfahren, an einen sphirischen Kegelschnitt eine Tangente zu legen,
demjenigen bei den ebenen Kegelschnitten ganz und gar analog ist.

Die beiden Hauptkreise 4CA, und AB4, kann man, wegen der
Uebereinstimmung ihrer hier angegebenen Eigenschaft, in Bezug auf den
sphirischen Kegelschnitt, mit den Asymptoten, in Bezug auf die Hyper-
bel (11,1I1.), spdrische Asymptoten des sphidrischen Kegel-
schnitts nennen?*).

%) VVir fiigen hier kiirzlich noch folgende Resultate hinzu, die mit den obigen Silzen im Zu-
sammenhange sind, aber aufser dem Zwecke dieser Abhandlung liegen.

I. ,,Die Polarfigur eines sphirischen Kegelschnitts ist ebenfalls ein sphirischer Kegelschnitt,
d. h., zieht man in einem Peripheriepunct I des gegebenen sphirischen Kegelschnitts die sphi-
vische Normale 7K, und nimmt /K = einem Quadrantén, so ist der Ort des Puncts K ebenfalls
die Peripherie eines bestimmten Kegelschnitts, und zwar ist JK zugleich auch die sphérische Nor-
male auf denselben imy Puncte XK. Ferner baben die beiden sphirischen Kegelschnitie folgende Be-
ziechungen zu einander: VVenn sie beide als sphirische Ellipsen angesehen werden, so haben sie
denselben Mittelpunct &, ihre sphirische Axen liegen in denselben Hauptkreisen 4S4;, LSL,,
und zwar liegt die kleine Axe der einen sphirischen Ellipse mit der grofsen Axe der andern im
gleichen Iaupikreise, und die Summe zweier solcher zusammen gehiriger Axen ist einem halben
Hauptkreise gleich; und endlich sind die Brennpuncte des einen sphérischen Kegelschnitts die Pole
der Asymptoten des andern.”

Aus diesem Satze folgt mit andern Worten der folgende :

II. ,,Fillet man aus einem belicbigen Puncte k; Lothe auf die Ebenen, welche einen gegebe-
nen Kegel k zweiten Grades beriihren, so liegen alle Lothe zusammen in einer andern Kegeliliche
K, desselben Grades. Sind 2a und 25 der grifste und kleinste VWinkel am Scheitel des Kegels K
(die Axen-VWVinkel), und 2a,, 2%, dasselbe fiir den Kegel Ky, so ist 2a 425, =2a, +2b=28,
und sowohl die beiden Axen-WWinkel 2a, 25, als 25, 2a; liegen in einer und derselben Ebene.
WWerden diese beiden Axen-Ebenen zu Coordinaten - Ebenen genommen, so ist die Gleichung des
Kegels K, wenn dessen Scheitel K der Anfangspunct ist:

y2tga? + x2tgh? = z2.1g a2 13 b2,
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14.
Aus diesen angedeuteten Sitzen und Eigenschaften (13.) ergeben
sich die Auflosungen vieler spharischen Aufgaben, z. B. der folgenden:
I. Aufgabe. ,Ein gegebenes sphirisches Dreieck in ein gleich-
schenkliges zu verwandeln, welches mit ihm den Winkel an der Spitze

gemein hat.”

Die Auflosung ergiebt sich aus (13, L.).

II. -Aufgabe. ,,Ein gegebenes spharisches Dreieck in ein anderes
zu verwandeln, welches mit ihm den Winkel an der Spitze gemein
hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht.”

Die Auflosung dieser Aufgabe griindet sich auf (13, IL), und ist mit
(12, I1.) analog, so dafs letztere fiir die gegenwirtige Aufgabe wortlich
iikertragen werden kann.

II. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Dreieck durch einen
Hauptkreis, der von einem auf der Kugel gegebenen Punct ausgeht, in
zwei gleiche Theile zu theilen.”

Die Auflosung ist analog mit (12, II.), nur dafs beim sphérischen
Dreieck die Hauptkreise, welche dasselbe von seinen Winkeln aus hal-
biren, nicht durch die Mitten der gegeniiberliegenden Seciten gehén, wie
beim geradlinigen Dreieck, sondern nach (9, I.) construirt werden miissen.

1IV. Aufgabe. ,Von einem gegebenen sphirischen Dreieck durch
einen Hauptkreis, der durch einen gegebenen Punct geht, ein Stiick ab-

und die Gleichung des Kegels K;,; wenn dessen Scheitel k, zum Anfangspunct genommen wird, ist
y2 x2 22 .
tga? ' tgb? — tgaZ.tgh?’

Aus dem bekannten Satze (Correspondance sur I'école polytechnigue Tom. I. p. 179.): ,,dafs
der Ort der Durchschnittslinie zweier Ebenen, die zu einander senkrecht sind und die dorch die
Schenkel eines fixen VVinkels gehen, eine Kegelfliche zweiten Grades ist, die den fixen VVinkel zum
kleinen Axen- VVinkel hat;” oder mit andern VWWorten: ,,dafs der Crt der Scheitel aller sphiri-
schen Dreiecke iiber derselben Grundlinie, deren WWinkel am Scheitel rechte sind, ein sphirischer
Kegelschnitt ist, welcher die Grundlinie zur kleinen elliptischen Axe hat,” folgt nach (L) folgen-
der Satz:

11T, ,,Dafs alle Quadranten, wie z. B, BC (Fig. 18.), die man zwischen zwei gegebenen und
fixen halben Hauptkreisen 4BA4;, ACA; ziechen kann, zusammen von einem bestimmten sphiri-
schen Kegelschnitt ¢ Ihg H beriihrt werden;” oder mit andern VWorten: ,,dafs alle mégliche Ebe-
nen, von denen jede durch einen gegebenen Punct K in der Durchschnittslinie zweier gegebenen
fixen Ebenen geht und diese so schneidet, dafs die beiden Durchschnittslinien einen rechten VWin-
kel bilden, zusammen einen bestimmten Kegel K zweiten Grades beriihren, dessen Scheitel in dem
genannten Punct K liegt, und welcher zugleich auch die beiden fixen Ebenen beriibrt.”



62 Steiner, Verwandlung und Theilung sphérischer Figuren durch Construction.

zuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphirischen Dreieck
gleichen Flicheninhalt hat.”

Die Aufgabe lifst sich, vermoge (8, VIL), auf (IL) zuriickfiihren.

V. Aufgabe. ,,Ein gegebenes sphirisches Viereck durch einen
Hauptkreis, der durch einen gegebenen Punct geht, in zwei gleiche Theile
zu theilen.”

Die Auflosung ist analog mit (12, V.). U. s. w.

15.

Es mogen hier noch folgende zwei Aufgaben nebst einigen Bemer-
kungen, die mit (13.) in Beziehung sind, ihren Platz finden.

»Wenn auf der Kugel zwei Hauptkreise 4 BA,, 4CA,
(Tig. 18.) und irgend ein Punct 7 gegeben sind, so soll man
denjenigen Bogen BIC finden, 1) fiir welchen IB=1C, oder
?) fiir welchen das sphirische Dreieck 4BC ein Minimum
oder das sphidrische.Dreieck 4,BC ein Maximum ist.”

Ein und derselbe Bogen erfillt zugleich die Forderungen beider
Aufgaben. Angenommen, es sei Bogen 47<C4,1. Man nehme IN=14,
mache Winkel ZNC=1A4B, und ziehe aus dem Durchschnitt C der Bo-
gen IVC und A4C den Bogen CIB, so geniigt dieser beiden Aufgaben zu-
gleich. Denn die beiden sphirischen Dreieke 4L und NVIC sind, ver-
moge der gleichen Seiten 47 und VI und der daran liegenden gleichen
Winkel, congruent, und daher ist /B = IC. Dafs ferner jedes andere
Dreieck, wie z. B. 4B,C,, grofser ist als das sphirische Dreieck 4BC,
folgt eben so leicht. Denn die beiden sphirischen Dreiecke /BB, und
ICC, sind, vermige der gleichen Seiten /B und IC und der daran lie-
genden gleichen Winkel, congruent. Nun aber ist offenbar das sphéri-
sche Dreieck JCC,>ZCC,, also auch das sphirische Dreieck /CC,>IBB,,
und folglich auch das sphérische A 4B,C, > A 4BC.

Bemerkt man ferner, dafs der gefundene Bogen BC, nach (13, 1L),
in seiner Mitte I von einem bestimmten sphirischen Kegelschnitt beriilirt
wird, welcher die gegebenen Hauptkreise 4BA, und 4CA, zu Asympto-
ten hat, so folgt: ,Dals die vorliegende Auflosung zugleich lehrt, wie
man durch Construction, in einem gegebenen Punct 7 an einen sphari-
schen Kegelschnitt eine Tangente BC legen kann, wenn nur die beiden
Asymptoten desselben gegeben sind.” ,,Dafs sofort ferner auch die den
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Kegelschnitt im Scheitel G beriihrende Tangente DE, mithin auch die-
ser Scheitel selbst, so wie endlich auch die Brennpuncte F, F, oder f
durch blofse Construction zu finden sind (13.).” U. s. w. Dieses alles
findet bekanntlich auf analoge Weise bei der Hyperbel in Hinsicht ihrer
Asymptoten statt. )

Zum Schlusse kann noch bemerkt werden, dafs sich aus dem Obi-
gen der nachstehende bekannte Satz (Legendre, VIL Buch, 26. Satz):

' »dafls nemlich von allen sphirischen Dreiecken mit zwei gegebe-
nen Seiten, dasjenige das grofste sei, in welchem der Winkel zwi-
schen den gegebenen Seiten so grofs ist, als die Summe der beiden
ibrigen Winkel,”

leicht beweisen lasse. Denn es seien 4B und A4C (Fig. 4.) die gegebe-

nen Seiten. Man nehme 4B als fixe Grundlinie an, und beschreibe mit

AC aus A einen Kreis 4, und denke sich ferner durch die Gegenpuncte

A,, B, der Endpuncte der Grundlinie den Kreis M, der den Kreis A in

C berithrt, so ist, wie aus dem Obigen leicht folgt, das Dreieck 4BC

das grofstmogliche mit den gegebenen Seiten 4B und 4C. Da ferner

der Beriihrungspunct C mit den Polen der beiden genannten Kreise A,

M, in einem Hauptkreise liegt, so fallt also im gegenwirtigen Falle der

Pol M in den Hauptkreis 4CA4,, und daher hat man (4.):

b =1a, 4+ ¢, = a, + ¢

und da
¢4 o, =b+ b,
so folgt:
- e =150+ ¢
w. z. b, w.

Berlin, im Mirz 1827,




