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Zur Theorie der quadratischen Reste.
(Von Herrn Stern zu Gétt}ngen.)

1. In dem ersten Hefte dieses Bandes des Journals habe ich die
Frage behandelt, wenn man die Zahlen 1, 2, ... 3 (p—1) auf alle mog-
lichen Weisen mit + und — verbindet, wahrend p eine Primzahl ist, wie
viele dieser Aggregate, nach dem Modul p, einem quadratischen Reste oder
Nichtreste oder Null congruent sind. Eine #hnliche Frage ist folgende. Wenn
man die sammtlichen quadratischen Reste einer Primzahl p auf alle moglichen
Weisen mit + oder — verbindet, wie viele dieser Aggregate werden einem
quadratischen Reste oder einem quadratischen Nichtreste oder Null congruent
sein? Die Zahl p = 3 bleibt hierbei, da sie nur einen einzigen quadratischen
Rest hat, von selbst ausgeschlossen.

Da im Folgenden nur von quadratischer Resten die Rede ist, so werde
ich diese, der Kiirze halber, nur Reste nennen, sowie die quadratischen Nicht-
reste nur Nichireste. Die einzelnen Reste sollen durch a,, a,, ... ay,
bezeichnet werden und irgend einer derselben durch a; ebenso die einzelnen
Nichtreste durch b,, b,, ... b,,_,, und irgend einer derselben durch 6. Ferner
soll r eine Wurzel der Gleichung z*—1 =0 bedeuten (die Einheit ausge-
nommen) und zwar wihlen wir dafiir den einfachsten Werth, also

2 . 2
r = COS— +sin—-4.
P P

Diesem entsprechend. sei

oA +r" = A4r")Y A +r%)...(1 +r"0e-0),
woraus sich von selbst die Bedeutung von I7(1-+r°), IT(1—r®), [T(1—1%),
u. s. w. ergiebt.

2. Die oben angedeutete Frage ldsst sich auf eine andere zurick-
fihren. Addirt man nemlich die simmtlichen Reste der Zahl p in der Weise,
dass man k derselben mit dem -+ Zeichen, die iibrigen mit dem — Zeichen
nimmt, so ist dieses Aggregat, nach dem Modul p, der Zahl congruent, die
man erhilt, wenn man nur die % posiliven Reste addirt und die Summe mit
2 multiplicirt. - Bezeichnet man nemlich diese Summe durch S, die Summe
der negativen Reste durch —s, so hat man S—s=2S—(S+s). Nun ist
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S+s=0, also S—s=2S. Statt die Zahlen zu suchen, welchen die aus
simmtlichen Resten, von denen £ positiv, die iibrigen negativ sind, gebildeten
Aggregate congruent sind, hat man daher nur die Zahlen zu suchen, welchen
die Combinationen *) der A" Classe, gebildet aus den mit 2 multiplicirten
Resten, congruent sind, indem man die in jeder Combination enthaltenen Ele-
mente mit 4 verbindet. Und demnach kann man, statt der im vorigen §.
angegebenen Frage, folgende stellen: Man multiplicirt die einzelnen Reste
mit 2 und bildet aus den so erhaltenen Zahlen als Elementen simmtliche Com—
binationen aus allen Classen, indem man die in jeder Combination enthaltenen
Zahlen mit + verbindet. Wie viele dieser Combinationen werden einem Reste
oder Nichtreste oder Null congruent sein?

Es wird hierbei nur zu beachten sein, dass einem der Aggregate aus
sammtlichen Resten keine Combination entspricht, demjenigen nemlich, bei
welchem sammtliche Reste das — Zeichen haben. Da aber dieses Aggregat
=0 ist, so wird man nur die Anzahl der Combinationen die = 0 sind, um
eine Einheit zu vermehren haben, wenn man die Anzahl der Aggregate, die
= 0 sind, finden will. :

Es wird aber offenbar geniigen, die Combinationen aus den einfachen
Resten, statt aus dem Doppelten derselben, zu bilden. Denn, wenn 2 ein
Rest ist, .so hat man in beiden Fillen dieselben Elemente; ist dagegen 2
ein Nichtrest, so entspricht jedem Reste a oder Nichtreste b, welchem eine
aus den Reslen gebildete Combination congruent ist, ein Nichtrest 2a oder
Rest 2b, welchem die aus dem Doppelten dieser Reste gebildete Combination
congruent ist.

Giebt es m Combinationen aus den Resten, welche einer Zahl k con-
gruent sind, so sage ich: die Zahl & kommt m mal unter den Combinationen
vor. Es ist also die Frage zu beantworten, wie oft jede Zahl, Null einge-
schlossen, unter den Combinationen aus den Resten vorkommt.

3. Man setze

P—1)?
1) IHIA+r)= (1+r)(1+r4)...<1+r(—’_) >: 14+ 4,4+ A+ ...+ 4,07
Die Zahlen A, A,, ... A, geben also an, wie oft die Zahlen 1, 2, ... 0
unter den Combinationen aus den Resten vorkommen. Nun ist zunéchst leicht
zu sehen, dass unter diesen Combinationen alle Reste gleich oft und auch

*) Unter Combinationen werden im Folgenden immer Combinationen ohne Wie-
derholung verstanden.
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alle Nichtreste gleich oft vorkommen. Man kann sogar nach al]gen‘leiner
beweisen, dass dies bei jeder einzelnen Combinationsclasse der Fall sein muss.
Ist die in der A*" Classe vorkommende Combination a,+a,+ - +a, einem
Reste congruent, so dass man a,+a,+ - 4@, = @ hat, und multiplicirt man
diese Congruenz mit allen einzelnen Resten, so erhilt man’%( p—1) Con-
gruenzen, die ebenso viel Combinationen der k" Classe reprisentiren, von
denen jede einem anderen Reste congruent ist. Sobald also unter den Com-
binationen der k'™ Classe ein Rest vorkommti, miissen alle Reste darunter
vorkommen. Zugleich miissen alle diese Reste gleich oft vorkommen. Kéme
nemlich der Rest @, unter den Combinationen m mal vor, der Rest a, aber
nicht so oft, so dass man also m Congruenzen von der Form a,+a,++a,= a,
hitte, so liesse sich jedenfalls ein Rest a, finden, welcher der Congruenz
a,a, = a, geniigte. Indem man also jene m Congruenzen mit @, multiplicirte,
erhielte man m Congruenzen, welche ebenso viel Combinationen der £*"
Classe aus den Resten reprasentiren, die congruent a, wiren, gegen die Voraus-
setzung. Man beweist ebenso, dass auch alle Nichireste in gleicher Zahl in
jeder Combinationsclasse vorkommen. Es folgt ferner, dass auch bei den
Combinationen aus den Nichiresten in jeder Combinationsclasse alle Reste
gleich oft und alle Nichtreste gleich oft vorkommen miissen. Zugleich ist
klar, dass, wenn unter den Combinationen irgend einer Classe aus den Resten
jeder Rest m mal und jeder Nichirest »mal vorkommt, unter den Com-
binationen derselben Classe aus den Nichtresten‘jeder Rest » mal und jeder
Nichirest m mal vorkommen muss. Denn aus jeder Combination der Reste,
welche einem Reste oder einem Nichtreste congruent ist, ergiebt sich, wenn
man die einzelnen Elemente dieser Combination mit einem Nichireste multi-
plicirt, eine Combination derselben Classe aus den Nichtresten, die einem
Nichtreste oder Reste congruent ist. Die Null muss dagegen unter den Com-
binationen aus den Resten ebenso oft vorkommen, als unter den Combinationen
aus den Nichtresten.
4. Setzt man ‘ ' \

a « a, Qo _
" = r 4 rh e rtie-n,
=r’ = r”l-}—r"?—j—---—{-rbﬂp-—l),

I =1+4,

und nimmt man an, dass die Reste mmal, die Nichireste nmal unter den
Combinationen aus den Resten vorkommen, so kann man statt der Gleichung (1.)
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auch’ schreiben:
R) MTA+r") = l+m=r*+n=r’,

woraus \
A 47" =+ aZr"+m=r

2am .
?
0,
2an Ran
folgt, wegen sin— = 2s1n~— cos = und 1—cos =L — 2( sin <2
p P p p p

folgt. Aus
i —rY) =

I(A—=r") = (= —1) p’l)(Qz)*("—”HsmT P

b

wo e die Basis der natiirlichen Logarithmen und X die Summe der Reste
bezeichnet. Da nun e™ = —1, und Za und —zf- zugleich gerade oder un-
gerade sind, so hat man auch

3) HA—r") = (——1)(1’—"(2z)*‘1””‘)1151n (—1)="
und ebenso findet man
I(A—r") = (=)Dt T sin 2% (—1)2"
5. Sei nun p =4v+43, dann entspricht ]edem Reste a ein Nichtrest
p—a, man hat daher Hsin%;t— :Hsin%?— und

Mgy e

Nun ist a4+ =b= B%’_‘Q eine ungerade Zahl, von den zwei Zahlen Za,

b ist also immer die eine gerade, die andere ungerade, folglich

o —ro)
&) ma=ey

Ist nun p =8k+7, also 2 ein Rest, so ist
A+ r) T —1°) =1 —r*) = DT(1—r),
DA+ ITA—r") = (1 —r) = D(1—r%),

= —1.

d. h.
(6) O+ =1, HA+*)=1.
Ist p =8k+3, also 2 ein Nichirest, so ist
IA+r)I(1—r") = HI(1—1"),
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mithin nach (4.) _
6.) HA+r)=-1, HIOA+r")=-—1.
Fir die Zahlen p =8k+7 folgt mithin aus (2.)
A, 4mZEr+nZr® = 0,
welcher Gleichung nur Geniige geleistet werden kann, wenn
A, =m=n.

Nun ist die Anzahl aller Combinationen aus den 3+ (p—1) Resten

A,+(m+a)(25D),

also nach dem Vorhergehenden gleich p A,, andererseits ist diese Anzahl
= 2ir=D_1, mithin

2i(r—1 _4
p = m=n =

=A=Ay=-=A

p—1*
Ist dagegen p =8k-+3, so hat man nach (6.)

IHmZr'+aZrt = —1,
oder
R+ A4,+mZr"+nZr® = 0.

Damit diese Gleichung bestehen kann, muss also

: R+A,=m=mn
sein. Man hat mithin
A,4+2(24 A4, ) =D _
d. h.
= 2§(p—;)+1 _a,
m=n=—?—§8%l)i—i—=A1=A2:--- =A,

Hieraus folgt demnach der Satz:
Bildet man aus den Resten einer Primzahl p =4v-+3 sammtliche
Combinationen, so kommen unter diesen alle Reste und alle Nichtreste gleich
1(p—1)
oft vor und zwar jeder —2———5—ﬂ mal, wo das obere oder untere Zeichen
zu nehmen ist, je nachdem p =8k+3 oder 8k+7 ist. Die Null kommt im

oi(p—1) +1 o= _4

+ ersten Falle —2 mal, im zweiten

mal vor.
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Uebrigens ergiebt sich aus dem Vorhergehenden von selbst, dass das-
selbe Verhaltniss auch bei den Combinationen aus den Nichtresten stattfindet.
6. Setzt man noch immer voraus, dass p __4v+3, so hat man

M=) = (1—r)(d—r)...(1— T

p—l
IoI—r% = (1—~r—')(1—r“4)...(1——r )
und, wie bekannt,
(7.) HOTA—r)Y(1-1") = p.
Nun setze man
8) HA—r") = By+pir +fr* 4By, !
also ,
_ (8") H(l'—"'b) = ﬂn“*‘ﬁl7'—'+ﬂ27'_2+""+ﬁp_11‘~(‘”—”.
Hier bezeichnet 3,, wenn nicht 5= 0 ist, wie oft die Zahl A in den geraden
Classen der aus den Resten gebildeten Combinationen mehr vorkommt als in
den ungeraden, dagegen ist 5,=1+/3,, wo [3, andeutet, wie oft Null in den
geraden Classen mehr vorkommt als in den ungeraden.
Aus den Gleichungen (7.) und (8.) ergiebt sich sofort, wie ich schon
bei einem éhnlichen Fall in meinem friiheren Aufsatze §. 5 gezeigt habe,

C(9) BBt B = p1,
(10-) /3(J+[)’l+“.+ﬂp—1 = 0.

A=D1 .
Da aber A, = — also eine ungerade Zahl ist, wenn & eine der Zahlen

1,2, ... p—1 ist, so kann keine der Zahlen 3}, 3, ... ._, Null sein.
Damit die Gleichung (9.) bestehen kann, muss also 3,=0, d. h. 8, =—1 sein,
woraus mithin folgt, dass die Null in den geraden Classen einmal weniger
vorkommt als in den ungeraden. Es folgt ferner, dass jede der Zahlen
B1s P2y --- Bp—r der positiven oder negativen Einheit glelch ist, und zwar muss
nach (10.) dle Hilfte dieser Zahlen positiv und die andere Halfte negativ sein.
Es kommt also nur noch darauf an, das Zeichen allgemein zu bestimmen.
Aus der bekannten Gleichung :

3n .p—1 _ p

P2,/
Sln—p—SII’l—p—Sln—-p——"'Sln » a = 21‘_1
folgt, da p = 4v+3, ‘
. an.)’ R
[H sin —p——- = 21)-—1_
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und, da I sin-%u— positiv ist,

Yy siﬁ—‘l—;— = ER’?_’T.
Mithin nach Gleichung (3.)
(1—r") = (—i)}e=Dyp (—1)Z,
Ferner ist '

potyrpmiy
Zr“—Er":r—r“+r‘—r"*+---+r( 2 )—r (3 ):i22sin 2:”

aber, wie bekannt,
2an

='2sin i VP,
also
= —=2r" = iyp
und
IT(1—r*) = (1D ERED[Zpr . Zph] (—1)>"
oder :

(1) OA—r) = £/ =r—=r](-1)"",
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem p =8k-7
oder = 8k-+3 ist. .

Vergleicht man daher diese Formel mit der Formel (8.), so ergiebt
sich, dass fir p =847 der Werth von (3, entweder (—1)“ oder —(—1)>*
ist, je nachdem % ein Rest oder Nichtrest von p ist; bei den Zahlen von der
Form 8K+ 3 ist es umgekehrt.

Man hat demnach den Satz:

Wenn man aus den Resten alle Combinationen bildet, so ist, wenn
p = 8k-+7, der Unterschied der Zahlen, welche angeben wie oft eine Zahl 4
in den geraden und in den ungeraden Combinationsclassen vorkommt, (—1)=«
oder —(—1)**, je nachdem % ein Rest oder Nichtrest ist; bei den Zahlen
p =8k+3 ist es umgekehrt. ' .

Da, wie oben bemerkt wurde, von den Zahlen Xa, =b immer die
eine gerade, die andere ungerade ist, so kann man statt —(—1)*“ auch (—1)**
setzen. Bedenkt man ferner, dass 2 ein Rest oder ein Nichtrest ist, je nach-
dem p =8k+7 oder 8k+3, so sieht man, dass man statt der Formel (11.)
auch schreiben kann: .

(12) . HO(A—r") = [Zrr—=rb](—1)"",

wenn man unter =2q die Summe der Zahlen versteht, die man aus den
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Zahlen 2a,, 2a, ... 2a, , erhilt, wenn man von jeder der leizteren die
darin enthaltenen Vielfachen von p abzieht. Man kann demnach den obigen
Satz auch so aussprechen:

Der Unterschied der Zahlen, welche angeben, wie oft eine Zahl k. in
den geraden und in den ungeraden Classen der aus den Resten gebildeten
Combinationen vorkommt, ist (—1)** oder —(—1)*", je nachdem % ein Rest
oder Nichtrest ist. '

Bedient man sich des bekannten Symbols <T7), um die positive oder
negative Einheit auszudriicken, je nachdem % ein Rest oder Nichtrest von p
ist, so ist mithin dieser Unterschied (%) (—1)=*.  Zugleich folgt alsdann aus

2
R ollp—1 _ (2 ,
§.5, dass die Zahl 4 in jedem Falle ___p__p_ mal unter den Combinationen

vorkommt. Sobald also & nicht Null ist, kommt diese Zahl in den geraden

i(r—1) _ ( )

Combinationsclassen

2g(p—l) ( )

P71 <_—) )*** und in den ungemdén

7;< ) 1)%?* mal vor.

9i(r—1) < )
Ferner folgt aus §. 5, dass die Nul ———~—

~(1-(5") ma
unter den Combinationen vorkommt. Da sie nun, wie oben gezeigt wurde,
in den geraden Classen einmal weniger als in den ungeraden vorkommt, so
(1) _2_
—2—2p~—(i)—+{, <—§~) mal enthalten.

Aus der Formel (8'.) ergiebt sich, dass bei den aus den Nichiresten
gebildeten Combinationen der Unterschied der Zahlen, welche angeben, wie
oft eine Zahl h in den geraden und in den ungeraden Combinationsclassen
vorkommt, (—1)%% oder —(—1)*" ist, je nachdem h ein Nichtrest oder

ist sie in den ungeraden Classen

Rest ist, also jedenfalls —-(%)(—1)22”, woraus sich, in Verbindung mit

§. 5, ergiebt, dass jede solche Zahl in den geraden Combinationsclassen

2%(?——1) _(_2_> of(p—1)_ (2 )
i)

—1)**"und in den ungeraden

2_( >( 1)2‘2a
vorkommt. Fiir A= 0 bleiben die friheren Formeln.
. 45 *
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7. Sei nun p =4r-+1. Man setze wieder
HA+r") = I+ mZr*+ a2r’,
oI+t = I+ nZr'4-m=rb.
Nach dem bekannten Gaussschen Satze ist aber in diesem Falle

B 2r"=20053;—n=;"%+%}/175 = -—2605—2;—=—%‘%Vp,

also

O(14r) = (= 2F2 0 Ry,

R

Nun sind die Zahlen /, m, » wieder zunichst durch die Gleichung (§. 5)

13)  i+mta) 5t = 20

verbunden. Ist p =8k+1, also 2 ein R?st, so ist mithin
A 4+rYOA—r) = (1—r"), HO{A+r)IA—r") =T (1—1"),
& 14) HA+r)=1, T+ =1,
und hieraus folgt wieder /—1 = A, =m =n, also, wegen Formel (13.),
=1 4
—
Bei den Zahlen von der Form 8%-+1 kommt mithin, wie bei den Zahlen von der

Form 8k--7, unter den Combinationen aus den Resten (sowie auch aus den Nicht-
oblr—1) _
resten) jeder Rest und jeder Nlchtrest, sowie auch Null, — mal vor.

(15.) A, =m=n=

Bei den Zahlenb von der Form 8k-+5 fillt das Resultat weniger ein-
fach aus, wozu folgende Betrachtungen fiihren.

8. Ist a:l’——i =X, so hat man, wie bekannt, Y’—pZ’=4X, wo

Y+Z1/p—_211(a:——r ), Y—Zyp=2II(xz—r*) und Y und Z nach ganzen
positiven Potenzen von x geordnete und mit ganzzahligen Coefficienten ver-
sehene Reihen sind. Setzt man o = —1 und bezeichnet die Werthe, welche
dann Y und Z annehmen, durch Y, und Z,, so folgt

(16) Yot Zup=20T(A+r);  To—Zoyp =20 (1+r")

Aus
i

A+4r") = 1+cos——-+81 Tz—2cosTe ?
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folgt, wie in §. 4, _
I 4r) = 25<P—1)Hcos,%”(—1)2°.
Da nun p =4v+1, so ist e =»p und mithin
I(1+4r") = 2t<r—l>ncosip"—(_1)v.

In dem Producte 17 cos—al—iz— ist aber die Anzahl der negativen Factoren gerade

oder ungerade, je nachdem » eine gerade oder ungerade Zahl ist; demnach
ist IT(14-r°) jedenfalls positiv, und bezeichnet man den absoluten Werth von
Hcos*> durch W, so hat man

? (14" = AeDW,
Auch ist 7(1+r*)I1(141r") =1, also

T+ = —

2%(?-—1) w ’
Demnach ist

Y,+Z, 1/11 = e +D) W; Y,—Z, ]/P = !

. Es sind also Y, und Z, ganze Zahlen, die durch Kreisfunctionen bestimmt
sind (oder Null). Man bezeichne durch y, und z, die absoluten Werthe von
Y, und Z,. Nun zeigen die vorstehenden Gleichungen, dass jedenfalls Y,
positiv ist, also Y, =y,.
Ist p =8k+1, so folgt aus (14.) und (16.)
Yo=9,=2, Z,=5=0.
9. Bezeichnet man durch Y' und Z' das, was aus Y und Z wird,
wenn man z =1 setzt, so folgt aus den obigen Gleichungen
Y'+Zyp = 2IT(1—1r"),
Y —Z'yp = 2II(1—1").
Aus Formel (3.) folgt al:er, da p =4v+1,

IT(1—r°) = 24D Hsin%:—t—; T(—r") = Ae-0]T smplm :

so dass Y’ und Z' ebenfalls durch Kreisfunctionen bestimmt sind. Nun hat
schon Dirichlet gezeigt (Bd. 18 dieses Journals p.270), dass Y' positiv, Z'
negativ ist. Bezeichnet man also die absoluten Werthe von Y' und Z' durch
y' und z’, so hat man

(17)  ¢—syp=2M01—r"), y'+syp=20IT1-r").
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Nun setze man

oHA—r") = L+ M=r"+NZ=7r'.
Hier bezeichnet also L—1 wie oft Null, M wie oft jeder Rest, N wie oft
jeder Nichtrest in den geraden Classen der aus den Resten gebildeten Com-
binationen mehr vorkommt als in den ungeraden. Setzt man wieder fir =r*
und Zr® ihre Werthe, so hat man

. M4+N  M—N ,
m—p) = - 2N N,

und m‘iti\in nach (17.)
(18.) R2L—(M+N)=y'; N—-M=7z"
Bekanntlich enthalten aber die ungeraden Combinationsclassen, bei jeder Ele-

mentenzahl, eine Combination mehr als die geraden, man hat daher auch noch
die Gleichung

L—1++N 2L —
oder
(19.) 2L4+(M+N)(p—1) = 0.
Aus dieser Gleichung und der ersten Gleichung (18.) folgt zunéchst

__ 9.
M+N = 2

Verbindet man diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (18.) und setazt
zugleich y' = pt', so findet man mithin

/ tl !

) L

(20) (N = 237,
. . p—1,
L= 2

Durch diese Gleichungen ist also bei den Zahlen p = 4v-1 der Unterschied
der Vertheilung der Reste und Nichireste unter den geraden und ungeraden
Classen der aus den Resten gebildeten Combinationen vollkommen bestimmt.
Da yi—pz; =4p, also z1 —pfi =—4, so folgt z' > ', ausgenommen
wenn p=>5, wo s’ =#=1. Aus dem Werthe von N folgt also, dass die
Nichtreste in den geraden Classen haufiger vorkommen als in den ungeraden,
. ausgenommen, wenn p=>5. Dagegen zeigt der Werth von M, dass die Reste
in den ungeraden Classen héufiger vorkommen als in den gerader. Zugleich
zeigt der Werth von L, dass auch Null in den geraden Classen héufiger vor-
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kommt als in den ungeraden, und dass die Differenz L—1 immer eine un-
gerade Zahl ist. ‘

Fir die Combinationen aus den Nichtresten erhidlt man ebenso aus
IA—r") = I'+M =r*+N' =¢
die Gleichungen

M': z';tl :N; *
N,:“ z'—z}_t' ':MJ
L= ”;‘ =1

10. Die' Erorterungen des vorhergehenden §. gelten gleichmaissig fiir
die Zahlen 8k--1 wie fir die Zahlen 8k45. Fir die ersteren findet man
nun durch die Verbindung der Gleichungen (15.) und (20.), wie oft jede
Zahl in den geraden und in den ungeraden Combinationsclassen vorkommt.

Ist p =8k-+95, so hat man

O(A—r)IT(1+r°) = I(1—1").
Aus den Gleichungen (16.) und (17.) folgt daher
(4'—=="Yp)(Yo+Zoyp) = 2(y'+5'yp),

und da Yo"—"?lu
leu_zlzuP = 2?/,

?llZu—YuﬁL = 2.
Mit Beriicksichtigung der Gleichung ¢i—pzi=4p ergiebt sich hieraus
Y, = Sitps _ siApt

0 2p 2 9

!t
Z(J == y id - t'/é’.
p

Hier ist also Z, positiv und mithin gleich z,, und daher
%’*‘%VP = 200(1+4r"),
Yo—zoyp = M (1+1%).

(1)
- Setzt man nun wieder
OA+r") = I4+mZEr*+a=ré,
so findet man, indem man wie in §.7 die Werthe von =r* und =r® substituirt,
Rl—(m+n) = y,,
m—n = 2.
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Verbindet man diese Gleichungen mit der Formel (13.), so erhilt man

2D L 1)y,

2p ?
1
22)  {m = 23—y
2p ?
. o — 2§("+l)-—pzo—yo
2p

Die Werthe von [, m, n sind demnach durch Kreisfunctionen bestimmt.
Aus dem Werthe von / folgt

l_‘l _ 2%(P+')__yo+(y0_2)p

2p K

die Zahl, welche angiebt, wie oft die Null unter den Combinationen aus den
Resten vorkommt. Die Zahlen m und » konnen, ihrer Bedeutung nach, nie-
mals negativ sein. Da nmun m—n =5, und 5,=¢'s" nicht Null sein kann, so
kann m ebenfalls nicht Null sein und man hat daher jedenfalls m = n. Dies
giebt den Satz: |

Unter den Combinationen aus den Resten einer Primzahl von der Form
8k+5 kommen die Reste in griosserer Anzahl vor als die Nichtreste.

Hierin unterscheiden sich also die Primzahlen dieser Form wesentlich
von den iibrigen Primzahlen, bei welchen, nach dem Vorhergehenden, Reste
und Nichtreste immer in gleicher Zahl vorkommen.

Aus der Verbindung der Gleichungen (20.) und (22.) ergiebt sich
wieder, wie oft jede Zahl in den geraden und in den ungeraden Combinations-
classen vorkommt.

11. Verfolgt man den von Dirichlet a. a. 0. angegebenen Weg, so.
findet man noch folgende Resultate.

Ist p =8k+1, so hat man nach Formel (14.)

2ar.

nQ4rs 4 m(1rer?)
ad+re 267 ~

y/ (1+e ? t)
( 2a1¢
Entwickelt man log ————ﬂ_—%—n— in eine Reihe, so hat man mithin
I1 (1-{-e v

=& 1)"—1 [Eeh:’n' Eehg’" x.] = 0,
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wo sich die Summation in Beziehung auf » auf alle ganzen positiven Werthe
von n bezieht. Da nun, wenn » kein Vielfaches von p ist,

2nan . b
23) Se? —Zer = (2
(23) e e G
so folgt, dass fir die Primzahlen p =8k-1

ny\ 1
=(—1)! (‘,;)‘-7; =0
wo die Werthe von %, die Vielfache von p sind, ausgeschlossen werden
missen. Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn p =8k-+7, da dann die Glei-
chung (23.) so wie (14.) statt hat.
Ist p =8k-+5, so ist

a ﬂ 1—' 6 II 1— a
H(l""r ): [1&__:(:3 5 H(i—i"rb?:——ﬂé_:bg ’
also nach Formel (3.)
Hsin“bn
. (4 +r% o —r»
log e = Rlog po—3-=Rlog P_.
IT(1+ 1% IT(1—r) o (;n

Dies ist mithin der Werth der Reihe VpZ(—i)"“(%)% wo wieder die
9
Werthe von », welche Vielfache von p sind, ausgeschlossen sind. Nun ist,

ﬂsmb—n

wie Dirichlet a. a. 0. gezeigt hat, log —a =P 2(—) —. Demnach

bll’l

ist fir die Zahlen p=8k-15 der Werth der Reihe 2(—1)"~1(-Z-)—:; das

Doppelte des Werthes der Bei‘he = (%)—;—, sobald die Werthe von =, die

Vielfache von p sind, ausgeschlossen werden. .
Um den Werth von 2(-1)"—1(£)i fir den Fall, dass p —8k+3

ist, zu bestimmen, kann man sich eines Verfahrens bedienen, welches Dirichlet
ebenfalls in einem #hnlichen Falle angewandt hat und durch welches man den
Werth der Reihe iberhaupt fir alle Zahlen p =4v+43 erhdlt. Da nemlich
bei dieser letzteren Zahlenform, fiir ein bestimmtes 7=, nach Gauss

2”(17'5 N 2nbrn n
> si —3sin ——— = | —
sin = Sln < ) }/p y

so hat man: .
s ®\1 et
Vp=(—1) 1(?)7;* ==(—1)""'sin
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-1——2‘2( —1)"'sin

2nan
P “n’

2nb7t 1
p
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wo man nun in der Doppelsumme fir » alle ganzen Zahlen nehmen kann, da
die Glieder, die sich auf Werthe von » beziehen, welche Vielfache von p sind,
von selbst wegfallen. .

Die Summation in Beziehung auf » kann vermittelst der Formel

\ sinnz

(1) = Arctg(igiz)
ausgefihrt werden. ‘In der ersten Doppelsumme ist 3= —ZZ—n- Man bezeichne

“durch A, die Summe der Reste, welche kleiner als ip sind, durch A, die
Summe der Reste, die grosser als 4p sind. Da nun, wenn @ < }p, mithin

z < zugleich Arctg(lgls)=45= _f"pﬁ’ so wird der auf diese « beziigliche
Theil der ersten Doppelsumme :A,—Z—- Ist dagegen a > }p, also z 7>,
und man setzt z=21—¢, so ist Arclg(lgis)=—4L¢p= —%ﬂ— —n, und der

auf diese a bezigliche Theil der ersten Doppelsumme wird AQ—Z———srt, wo

s die Anzahl der a, die grosser als !p sind, bedeutet. Bezeichnet man
ferner durch B, die Summe der Nichtreste, die kleiner als }p ist, durch B,
die Summe der Nichireste, die grosser als Lip ist, so ist die Awnzahl der
letzteren i (p—1)—s. Man hat daher:

=1 (5) 5 = S AtA] —sa— 2 BB+ (p—1)—s]7.
Nun ist aber

—1
A,=sp—B,, B,= £—-—— )p Ay

substiluirt man diese Werthe, so findet man

, ,,;_ a1 _ n
=55 = 24— B) 4
oder

(L) = 2(—B)

Ist p =8k-7, so ist, wie oben gefunden wurde, der Werth der Reihe
gleich Null, also muss in diesem Falle A,=B, sein, ein schon bekanntes Resultat.
Ist p=8k-+3, so hat man, wie ebenfalls bekannt ist, A,—B, = Zb—Za*).

*) Liouville Journ. des Mathém. T. 7, p 144.

-
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In diesem Falle ist mithin
SN - (sp—za)-2
()5 = 2AZb—Za) T
in demselben Falle ist aber, wie Dirichlet bewiesen hat*),
n\ 1 n
"L o (Sh—Za)- 2
= ( p> - (Zb a) oV’

also wieder X(—1)"" (—W’—>L das Doppelte von 2(ﬁ>—1—- Fasst man alle

vier Fille zusammen, so ergiebt sich allgemein:
=)y = -GG

*) Mathem. Abhandl. d. K. Ak. d. W. zu Berlin aus d. Jahre 1837, p. 56.

Gottingen, April 1862.
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