
Uebor einige ]3ildungsgese~cze ha der Yheorie der Theihmg und 
der Transibrmation der ellipi, i,~chen Funegionen. 

Von 

Von (J. Molr in Novaru. 

Die vorliegende Note steht in engem Zusammenhange mit der 
Abhandlung  des Herrn Prof. K l e i n :  ,,Ueber die AnflSsm~g gewisser 
Gleichungen vom siebenten mid aehten Grade", welche im 15 t~" Bande 
der Am, aIcn erschienen ist. 

Nach den dort*)gesehi]derten ullgemeinen Principien wird die 
[{eductiot~ eines algebraischen Problems auf ein anderes, einfacherer 
Natur ,  dutch die Bildung gewisser Systeme yon neuen gariabeln 
geleiste~, deren charakteristische Eigenschaft ist, bei den Vertauschungen 
der Galois'sehen Gruppe der vorgeleg~en Gleichung sieh linear homo- 
gen in geschlossener Grup~e zu t~'ansformireu. 

in  derselben Abhandlung ist ein Fundamentalsatz gegeben, um 
solche Systeme aus ihren charakteristischen Eigenschaften wirklich 
herzus{ellen (w 1). 

In der  nachstehenden Note werden die Biidungsgesetze fiir einige 
Systeme gegeben ,  welehe bei der n-Theilung und der Transfbrmation 
n ter Ordnung  der elliptischen Functionen eine wichtige Rolle spielen. 
Hierbei wird nur  der Fall n-~- eine ungerade fr imzahl  betraehtet. 

Diese Bildungsgesetze sind freilich zum Theft bekann~, aber ihre 
grosse Wicht igkei t  fiir gewisse ~lgebraische Untersachungea (wie z. B. 
bei der Theorie  der Gleichung yore ffinften Grade) lgsst mir wiinschens- 
werth  seheinen,  sie vollstgndig darzulegen. Uebrigens wolle man ins- 
besondere die Arbeit vergleichen, welehe Herr K r o n e c k e r  in den 

*) Vgl. die w167 2 uad 3 der angeg~benen Abhandlang, oder auch: Vor- 
lesungen fiber das Ikosaeder etc. (Leipzig 1884), p 125ff. 
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Sitzungsbericb~en der Berliner Aka~lemie yon 1879 verSffentlieht h ~ t  
(p. 220 ft. Ueber die Cl~sse der G]eichungen~ yon denen die T h e i l u n g  
der elliptisehen Functionen abhi~ngt.) 

w  

Es seiea q)~t,, wo a und b die Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . ,  n - -  1 m i t  
Ausschluss der Combination a ~ b ~--- 0 durchlaufen diirfen, die n e ~  1 
Wurze/n einer algeb~'aischen Gleichung, deren G alois'sche G r u p p e  
F durch die linearen Substitutionen 

l a, b; aa + bT~ aft + b~ ] (rood. n) 

definirt ist, worin a~ ~ T, 6 ganze Zahlen bezeichnen, die der e inz igen  
Bedingung: 

a~ - - / ~ 7  -~ 1 (moO. n) 
unterworfen sind. 

Dies ist die bekunnte Monodromiegruppe der speeiellen Thei lungs-  
gleichung fiir eine ungerade e]]iptische Function. 

Wir werden die eben hingesehriebene Subst~i~u~ion als eine Opera- 

tio~ (~ fi) bezeichnen. 

Solcher Operationen giebt; es bekanntlich n(n  ~ --  1)*). 
Wenn es sich um elliptisehe Fm~ctionen handelt,  d. h. wenn die  

r Modul/ormen sind, so kommt die genannte Operation darauf h inaus ,  
start der ursprgnglichen t)erioden coj , eo,~ die neuen a col+ {3 e%, 7 a)l-{- 6 c% 
(a ~ --/37 ~ 1) einzufiihren. 

Was die Zusammensetzung dieser Operationen unbelangt, gilt d ie  
einfaehe RegeI: 

Die Operationen unserer Gruppe kSnnen alIe aus den zwei fb lgen-  
den erzeug~ werden: 

abet um eine einfache Darsi~ellung der gaJJzen Gruppe zu gewinnen,  
ist es zweckmiissig die dritte erzeugende Operation einzuftihren: 

(: ;) U ~ (raod. n), 

wo g eine Pl"imitivwurzel yon n bedeutet. 

*) Unter n isl, wie schon gesagt, immer eine ungerade 1)rimzahl zu ver- 
stehen. 
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w 

Die Operation U hat offenb~r die Periode n - -1  und ihre Potenzen 
sind, yon der }%eihenfolge abgesehen: (; o) 

U~ ~ (rood. n) 

(a = 1 ,2 ,  3, . . . ,  n - - l ) .  

Unsere gesammte Gruppe umfasst, wie bekannt, die Operationea: 

S k U~ -~  ; S ~ U~ T S  ~' =- ~, , 
j y 

( k , k ' = O ,  l ,  2, . .  ., n - - 1 ) .  

a = 1, 2, 3,  ., n - -  1 

So ist misere Gruppe dureh drei Operationen: S, T, U vollst~udig 
erzeugg. 

Die Opera~ion U~ ist natfirlieh ihrersei~s dureh 4ie Grund- 
operationen S und T darstellbar. 

Man ha?~ zun~chst: 

(1 I)  ~.(~ O) t'. (1 I) v'. (11 o y "  

( l + l l ' + U [ l + l " ( l + l Z ' ) ]  l + / " ( l + l l ' ) )  
----- Z' + r " 0  + ~'~") ~ + ~'r' ; 

Urn diesen Ausdruek mit U~ zur Uebereinstimmung zu bringen, braueht 
1218,I1 II~.lr 

l . . . .  l" ' a '  

zu setzen. Es ist aber 

l" ~ a ~'~ 1 (rood. n) 

also : 
a ( a - -  1} ~'" a - - 1  

U~ : = S  v" . (S T S ) -  ~-. S-V'--~ (S T S)~,,, ' 

wo l'" eine noeh unbestimmte Zahl bedeutet. 
Indem man beaehteL, dass 

(S T ~)~ = T S -~ T- l 

und f[ir l"': -}2_ a annimmt, bekommt man: 

l%~athematischc Annalen. XXV.  14 
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= . ~ S -~ " T -~ U~ S-~.T -~ S .T. 

= S ~ .T .S ~ .T.S ~ .T -~. 

Ich stelle noch folgende Formeln znsammen~ die man ]eicht beweis~: 

U~.T~T.U~; 

k 

S ~. U ~  U ~ . S e ;  

k 

T . S ~ .  U~ ~ U~ . T .  S~  ; 
l 

S ~ . U , . T . S  ~ ' . T = S  ~' 

T ~ ~ U_I; 
1 

T .  S~ 2, _--_ ~% ~ - z  

1 

.U~.T.Sk'; 
i7 

1 

. U ~ . T . S  

w  

Verm5ge der vora~sgeschicktell Formeln crkenn~ man leicht die 
l~ich~igkeit io]genden Theorems: 

W~;~I man aus eiuem gcgcbenc~ q%Systcme die a~Igemeinsten (P bihten, 
so kann man folgcn&rmas~e~ verfahren. Man bildet irgend welche 
rationale Function G der gegcbcnc~ Elcmentc, welche bei den Operationen 
der Gruppe S ~ (k --- O~ 1, 2, . . . ,  n --  1) und nut bei diesen unveriindert 
bleibt, J)ann hat man: 

r  C z , , - = ( G )  U ~ T S  k. 

Fiir die Elemente (P,,~ haben wir die wohl bekanate Ein~heilung in 
n ~ I ~eihea: 

/ Oo,~o, q)o,y, q)o, ~',, �9 ..0o,r (~) ;  
Ovo, o, (Pg, o, Og~, - . -~" -Lo  ; (0); 

�9 . . . .  , . . . . , . �9 , . . 

wo g eine Primitivwurzel yon n bezeichnet. Nun hat diesbez~iglich 
die Gruppe V bekanntlich fo}getide Eigenschafien: 
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1) Die Reihen (oz), (0), (1), . . . .  (n -- 1) werden unter einander 
vertauseht, wie die Wurzeln der Modulargleichung bei ihrer Mono- 
dromiegruppe. 

2) Die Elemente ieder Reihe werden gleichzei~ig unter einunder 
cyklisch vertauscht. 

ttieraus fliesst ohne Weiteres das Theorem: 
Will man rail einem ~-Systeme ein System vo~ n + 1 Variabdn: 

C~, C,, C, . . .  C.-~ aufbauen, welche den Vertauschungen der Mono- 
dromiegrwppe der Modulargleiehung ~mterworfen sein sollen, so braucht 
man nut eine metacyklisehe Function M zu bihten, d. h. eine Function, 
die bei den Vertauschungen der Gruppe 

S~.U~ ( k - ~ - O , t , 2 . . . n ~ 1 ;  l ~  1,2 . . . n - - l )  
und nur bei diesen unveriindert bleibt. Man hat daqm: 

C'~ = . ~ ,  C o = ( M ) } ' ,  . . . ,  C~=(M)  T . S ' . . . .  

w  

Wir werden je~zt Systeme yon Variabeln untersuchen~ we!che 
nicht mehr bloss unter einander vert~uscht werden, sondern lineare 
homogene Substitutionen erf~hren. 

D~bei wollen wir folgende Bemerkung voransehicken. 
Wenn man bei eiaer liaear homogenen Substitutionsgruppe under 

p Variabeln, ~v [articulgre unter einander unabh'Sngige Systeme der 
gewtinschten Eigenschaff gefunden hat, dann kSnnen alle anderen 
dutch diese linear homogen mit invarianten Coe/'ficienten zusammen- 
9esetzt werden *). 

Also is~ die Frage immer ~ls gelSst zu betr~chten, wenn einmal 
diese besonderen Systeme wirklich uufgebau~ sin& 

Wir betrachtea zunitchst eille Substitutionsgruppe bei n ~ 1 
Variabeln 

1)oo, Do, D,, . . . ,  .D,_,, 
die man folgendermassen definirt h~t: 

I (D, ,)S-~D,+~; ( ~ . = ~ , 0 ,  1 , . . . , n - - I ) ,  

(l ---~ 1, 2, 3 , . . . ,  n - -  1), 

.D~)U~= (a )  1) ~, , 
r 2 

*) Kan sehe auch Klein,  Vorlesungen fiber alas Ikosaeder etc., pag. 227ff. 
14" 
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Diese Operationsgruppe ist mit  der Gruppe [" holoedriseh isomorph, 

wenn ~ --- 1, d. h. .wenn : n ~ ~ 1 (rood. 4). Wenn dagegen: 

n ~ -t- ] (rood. 4), so ist der Isomor2hismus hemiedrisch, d . h .  die 

Operationen der Gruppe sind nur  in der Zahl n (n ~ -  I) vorhanden. 
2 

Fiir das Bildungsgesetz dieser Variabeln giebt der erw~hnte Funda- 
mentalsutz die folgende Regel: 

Man  bilde mit den ~ eine t~albmetacyclische _Function H ,  d. h. 
eine Function, die bloss bei den Substitutionen der Gruppe S~U,~(wo ] t  
alle quadratischen l~este (mod. n) und  k die Zahlen O, 1, 2 . . .  n - -  1 
durchliiuft) ungeiindert bleibt, u n d  es sei H" der aus H erhaltene Werth,  
wenn auf H eine O~)eration UN (wo N einen Nichtrest bezeichnet) an-  
gewandt wird. 1)ann hat man:  

D ~ - H ' - -  H ' ,  

D~ = [11- H' j  TS ~. 

Wenn man die Funehion H insbesondere aus den El~menten der 
l~eihe (oo) in der oben angefiihrten Eintheilung der Variabe]n (P zu- 
sammensetzt, so hat man folgendes Bildungsgeseiz, welches schon 
yon Hrn. K r o n e c k e r  in den Berliner 5~onatsberichten aus dem 
Jahre 1879 ([. c.) gegeben worden ist: 

Man bilde aus jeder Iieihe eine cyklische Function der Elemente,  
deren ersie Indices Reste sind, n:,imlich yon den Elementen: 

Oo, uo, q)o,~ =, qbo,~ , . . .  q)o,~,,-a fiir die Reihe (oz); 

und den Elementen: 

Ogo,~o~, q)~'~,~,, O~,,,j~., . . �9 ( P ~ - 3  ,~-a~ fiir die Reihe (v). 

Wir nennen diese Functionen bez. S~ und S~. Man bilde ferner 
fiir jede Reihe dieselben Functionen mit den Elementen, deren Indices 
Nichtreste sind, n~mlieh mit den Elementen: 

Oo,~, r ~, (Po,~,,  . . .  q)o,9~-~ ffir die Reihe (cr 

und den Elementen 

@~,~, 0~,,~,~, 4p~,.g,~, . . .  @a,,-2,~-2 fiir die 14eihe (v); 

wit nennen dieseiben bez. S~ ,  S, ' .  Dan~t ha~ man: 

Hat man ein besonderes I-)-Syshem gefunden, so sind alle Anderen, 
wie Hr. Kronecker bemerkt,  durch die Formeln: 
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dargestellt, wo ~t~ ~1 . . . .  ~ ~ iuvarian~e Coefficienten sind. Die geraden 
Potenzen der Yariabeln / )  sind offenbar Variabela C; man verg], den 
Schlusss~tz des vorigen Paragraphen. 

w  
Bei n +  1 Varlube]n 

2 
A(>, Al,  A..~ . . ,  A,,-1 "-Y-2 

hal man eine Substituliollsgrupi)e , wclche immer holoedrisch isomorph 
mit der GruT~vc der D i~t*). Diese Gruppc ist folgenderm~ssen 
definirL: 

(A~) S v (a) A[azl; 0 Az; (A~.) Ua= n 

( ~ = 0 , 1 , 2  ~-- ' - )  

L,~-I V 

+ + O  A 1; a ~ l , 2 . ,  n--1.  
2 

W O  I 

2 Z i  - - , y  

und I t~t] i~l der Forme] fiir Uc~ dell absolut klcinsten [Lest bedeutet, 
den ~ a~ modulo n besitzt. 

VermSge des Klein'schen Fundamentalsalzes erh~lt man leicht 
i'iir das Bildungsgesetz der .4 uus den D folgende Ausdrficke: 

'~) Diese A sind dio sogen~nnten J~cobi ' schen  TheilgrSssen. Vergl. Kle in~  
M~themak Ann. Bd. XV, S. 276. 

**) Man erkennt leicht, class die Ausdrficke 

(:).i ~.~.~t~,  
n - - 1  

Ao+~TQ~a~Aa, ( k = 0 , 1 . 2  . . .  ~ - -  1), 
Cr | 

sich wie die .D verhalLen. 
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'n--1 ~2 ~--1 

+2; 
k=0 

Dureh diese Formeln ist die Frage nach der Bildung des A-Systems 
vollst~indi9 gelSst. F [ i r n  = 5 stimmen dieselben mit einem bekannten 
Resultate vml Hrn. B r i o s c h i  tiberein (Atti dell' IsLituto Lombardo, 
II ,  1858). 

w 
In tier wiederholt angeffihrten Abhandlung im XV. B~nde dieser 

Annalen hat Prof. Klein erkannt, dass allgemein bei n - -1  Variabeln 2 
55',, B 2 ,  B 3 . . .  J 3 n _  ~ 

2 

eine Substitutionsgruppe existirt~ welche, falls ~ -:: I ( ,wd .  4) mit  der 
Gr~f)pe F holoedrisch, falls n -== - -  1 (~wd. 4) m# F l~.emiedrisch isomorph 

ist~ d. h. im letzteren Falle nut  n ( ~ - - 1 )  Operationen enth~l~,. Diese 2 
Gruppe ist, unserer gewShnlichen Erzeugungsweise gemiiss, fo]geader- 
massen definirt: 

(B~)  U~, = 7 n 

- �9 ~ ; .  (~,,) : l ' =  (o ~ - o - ~ , 9  B~ + (o ~ , ~ -  q-~,~) B~ + . . .  

( ._1) 
3-~ p -~-'T-~ IJ + 0 ~'-L - -  ~-l ,  

2 
~ i  

we p = e ~ , und 7, enLweder --~ 1 oder - -  ] bedeutet, jenaehdem der 
Modulo n genommene kleinste gest yon a a  positiv oder negativ ist. 

Bei der Bildung dieser Variabein B miLtels~ des FundamentM- 
satzes gebrauchen wir zun':ichst eine witlkiirliehe Function 9 der �9 
und irgend eine (vfl) tier zu den .~ contragredienten Vari~beln*). 
Wir  bekommen so: 

- ~ -~ 

( n - l ~  n--I n--1 n--I 

*) Slehe Annalen Xu 1. c. 
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wo ~ die Zahlen 1, 2, 3 _?~-:_1 bedeuten soil. Tmgen wir 

nun in dicse Aasdr[icke ffir q~ hinterher die ~P selbst ein, so erh:,ilt 
man m~ch einigen l~eductioncn mittelst der Gauss'schen Summen 
folgendes Resulted: 

" E 1 k~--O 

wo a die Werthe 1 , 2 ,  3 ~ - -  1 ,~nnehmen k~nn. 

Die allgemeinsten B sind dann: 
r  u -  I 

~-7-1 

wo die i bei den Substitutiol~en yon I- unver,h,dcrliche Functlo~lelt 
bezeichnen. 

l)iese lineare Zusammensetzung wird nat~h-lich fiberilfissig, welm 
man unter den r yon vorneherein die allgemeinsten n a c h w  3 uuf- 
gebauten q) verstelien will. Wemi die @ die Theilwerthe einer ml- 

geraden elliptischen I unchon sind, uud ist~ ~ - -  i ,  so ver- 

schwinden die so gebilde~en 1~ natiirlich identisch; abet dies kann 
sofort vermieden werden, indem man die �9 dnrch irgend eine gcrade 
Potenz derselben ersetzt*). 

L e i p z i g ,  den 3. August 1884. 

*) Die Ver~auschungsgruppe der ger.'~den l'otenzen der �9 ist in diesem FtLlle 
hoioedrisch isomorph mi~ der B-Gruppc. 


