
Theorie der Transformationsgruppen I. 

Von 

SOPHUS Lm in Christiania. 

In einer Reihe Abhandlungen, unter denen die nachstehende die 
erste ist, beabsichtige ich eine neue Theorie, die ich die :Theo~'/e der 
Trar~formationsgruppen nenne, zu entwickeIn. Die betreffenden Unter- 
suchungen, mit denen ich reich self 1873 elfrig besch~iftige*), haben, 
wie der Leser bemerken wird, viele Ber/ihrungspunkte mit mehreren 
mathematischen Disciplinen, insbesondere mit der Substitutionstheorie ; 
mit der Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehre; und end- 
lich auch mit der Theorie der Differentialgleichungen. Am Schlusse 
dieser Arbeit f•hre ich alle fr[iheren mir bekannten Untersuchungen 
auf, die mit meiner Theorie der Transformationsgruppen mehr oder 
weniger verwandt sind. 

Diese erste Abhandlung zerf'dllt in zwei Abschnitte, yon denen 
der erste die Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit liefert, w~hrend der zweite alte Gruppen 
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt. Sp~tere Ab- 
handlungen werdeu einerseits die allgemeine Theorie einer n-f~ch aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit behandeln, andererseits im Anschlusse aa 
die dargestellten Theorien neue Geslchtspunkte fiir die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen entwickeln. 

~ b s c h n i ~  I. 

Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach aus. 
gedehnten ]L~nnigfaltigkeit. 

In diesem ersten Abschnitte erledige ich ein allgemeines Problem, 
das ich folgendermassen formulire. 

*) G~ttinger ~achrichten Nr. 2"2. 1874; Archiv for Mathematik og Natarvi- 
denskab, Bd. 1., lII., IV., Christiania 1876, 1878, 1879. In tier zuer~t citirten Note 
finder sich bereits ein Resumg alter Resultate dieser Abhandlung. 

M~themali~che Annalen. :XVI r 
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P r o b 1 em.  M a n  soll die allgemeinste Function f yon x und r Pa-  
rametern at ,  a 2 �9 �9 �9 a r bestimmen, die einc Bedingungsgleichung yon 
der ~'orm 

(1) )e(f(x a l - . -  aT) b l - - -  b~) ~- f ( x  c l - - .  c~) 

erflillt, wobei vorausgesetzt wird,  dass die ci nur  yon den a und b ab- 
Mingen. 

Dieses Problem kann vielleicht iibersichtlicher formulirt werden, 
wena man den Begriff Transformationsgruppe, den wir+sogleich deft- 
niren, anwendet. 

D e f i n i t i o n .  JEinc Schaar yon Transformationen: 

x' = f ( ~  a~-. �9 a,) 
wo x' die urslgriingliche~ x die neue Variable, und die al Parameter 
bezeichnen~ bilden eine Transformationsgruppe~ wenn die Succession 
zweier Transformationen der Schaoz mit  eincr einzigen Transformation 
derselben Schaar iiquivalent ist, wenn also aus den Gleichungen 

x"  = f ( x  a ,  . . .  a,) 
x" = / ( x '  b , . . .  b,) 

hervorgeht 
x "  = f ( x  c,  . . . c,), 

wo die c~ blosse •unctionen der a und b sind. 
Wir denken uns wie gewShnlich die unbekannte Function 

f ( x a l . . ,  at)  als eine nach ganzen Potenzen der GrSssen x und ai 
tbrtsehrcitende Reihenentwicklung, die innerhalb gewisser Bereiche 
dieser GrSssen convergirt. In Folge dessert ist f eine eindeutige und 
differentiirbare Function ihrer Argumente. Wegen der Form der Be- 
dingungsgleichung (1) tritt eo ipso die Forderung hinzu, dass die 
Gr'Sssen x ,  a I �9 �9 �9 at  derart gew~ihlt werden kSnnen, dass der Werth 
der GrSsse f ( x  a l . . .  a~) nicht ausserhalb des Bereiches der Gr'6sse 
x f~llt. 

Befriedigt die GrSsse f (x al �9 �9 �9 a~) eine oder mehrere Relationen 
yon der Form 

~ ( I ) ~  (a  1 �9 �9 �9 a , )  Df ~ ;  = 0 ,  

so kann die Zahl der Parameter erniedrigt werden. Sind ni~mlich 
ezi ' - -ar_x unabh~ngige Functionen der a~, (lie die letzte paxtielle 
Differentialgleichung befriedigen~ so kann f die Form 

f ( x  a~ . . . a , )  = ~ ( x  ~ l  . . . ~ , - ~ )  
erhalten. 

D e f i n i t i o n .  ~ ine  Grup~e m i t r  _Parametern 

x" - ~  f ( x  a I . . .  a~) 

hcisst r-gliedrig, wenn die Zahl der Parameter nicht erniedrigt wet -  
den kann. 
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Mi~ Anwendung der eingeffihrben Terminolo~e kaan unser Problem 
aueh folgelldermassen formulirt werden. 

Man soll alle r-gZiedrigen T r a n s f  ormationsgruppen einer 
e infach ausgedehnten Mannigfa l t ig .ke i t  bestimmen. 

Is t  eine beliebige r -gl iedr ige Gruppe x ' ~ f ( x a  I �9 . .a~) vor- 
gelegt, so finder man leicht neue r-gl iedrige Gruppen. Sind in der 
That  r und ~ zwei beliebige inverse Functionen, so bestimmt die 
Gleichtmg 

x'  ~ (P [f(q~ (x) a 1 �9 �9 �9 a~)] ~ ~ ( x  a I �9 . -  at) ,  

wie man unmittelbar veri'fieirt, wiederum eine r-gl iedrige Gruppe. 
Dabei ist zu bemerken~ dass die vorgelegte Gruppe die Form 

x' ~ ~ [ F  (q) (x) a I �9 �9 �9 at)] 

erhalten kann,  so class die Beziehung zwischen den beiden Gruppen 
eine geg~nseit~ge is~. 

D e f i n i t i o n .  Zwei Gru~pvn 

x" = f (x  a l  �9 �9 " at) 
x" = F ( x  a~ �9 . .  a~ )  

heissen tihnlich~ wenn die zweite GrupTe die Form 

x '  - - -  �9 I f  ( ~  Cx) a~ �9 - .  a t ) I ,  

wo cp und q) inverse Functionen sind~ annehmen kann~ und also auch 
die erste Gruplae die Form 

x' = r [t7' ((p (x) a 1 �9 �9 �9 a~)] 

erhalten "kann. 
Aus dieser Definition folgt sogleieh, dass zwei Gruppen, die mit 

derselben dritten Gruppe ~ihnlich sind, selbst ~halieh sin& Aehnliche 
Gruplaen kann man,  wenn man will, als identiseh auffassen. 

w  

Die i~fi~itesimalen Transformationen einor 6ruppe .  

1. Das einfachste Beispiel einer Gruppe ist die sogenannte lineare 
Gruppe, die dureh die Gleichung 

x - ~ a  I 
(1) x' = ~ x  + a, 

definirt wird. Dass diese Gleichung eine Gruppe beatimmt, veriticirt 
man,  indem man die zweite Gleichung 

x" - -  x--t- al 

h inzuf5~ ,  und darnach x" als Function yon x:  
29 * 
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x +  a, + u,a~ pr 
~2 a l  "31- ~8 as  

'~ d- ~sas x Jr 1-{-a, as 

berechnet; hierdurch ergiebt sich nimlich, dass auch x" eine linear- 
gebroehene Function yon x ist. 

Setzt man 

a l  a~ 1 

so kommt x"---~ x. Hiermit erkennen wir, class die successive Aus- 
ffihrung der beiden linearen Transformationen 

(a, a 1 aa) und -- ~-8' a j '  

mit der identischen Transformation x " =  x ~iquivalent ist. Zwei 
solche Transformationen, die sich gegenseitig aufheben, nennen wir 
inverse Transformationen. 

Setzt man in (1) 

a I ~ 0 ,  a ~ . ~ 0 ,  a s ~  1, 

so erhiilt man die identische Transformation x ' ~  x, die somit der 
linearen Gruppe angehSrt. Setzt man andererseits 

and betrachtet dabei ~1, e..), ~a also unabh~ngige infinitesimale GrSssen, 
so erh~lt man durch Wegwerfung yon inf. GrSssen zweiter Ordnung 
die infinitesimale Transformation 

X" ~ Z - J -  ~1 - -  E3 X - -  ~'2 x 2 .  

Insbesondere erhMt man durch passende Wahl der Gr5ssen ~i die drei 
infinitesimalen Transformationen 

x" ~ x -~- ~tl, oder 6x ~ ~1, 
x' = x -{- ~2x, ~x  -~ ~2x, 
x' ~ x -J- ).3x ~-, r ~ Z3x "~, 

aus denen sich alle weiteren infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe linear zusammensetzen lassen. 

Die lineare GruTpe (1) enth~ilt somit eine identische Transformation 
und drei unabMingige infiniteximale ~'ransformationen. Die endlichen 
Transformationen der Gruppe ordnen sich paarweise als inverse Trans- 
formationen zusammen. 

2. In der Sabstitutionstheorie beweist man bekanntlich, dass die 
Substitutioaen einer Gruppe sieh paarweise als inverse Subsitutionen 
zusammenordneu lassen. D,~ nun der Unterschied zwischen einer Sub- 
stitationsgruppe und einer Transformationsgruppe nur darin besteht, 
dass die erste eine endliche Zahl, die letzte eine unendliehe Zahl yon 
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Operationelt enth~lt, so t ie~  es nahe, zu vermuthen, dass aueh die 
Transformationen ether Transformationsgruppe sich paarweise als in- 
verse Transformationen zusammenordnen lassen. In frfiheren Arbeiten 
kam ich zu dem Schlusse, dass dies wirklich der Fall set. Da indess 
bet meinen betreffenden Untersuchangen imylicite gewisse Voraus- 
setzungen fiber die Beschaffenheit tier auftretenden Fanctionen gemacht 
wurden, so halte ich es ffir nothwendig, meiner Definition 'des Be- 
griffs Transformationsgruppe ausdriicklich die _Forderung hinzuzufiigen, 
dass die Transformationen der Gru~loe sich paarweise als inverse T~ans- 
formationen ~usamme~rdnen lassen. Ich vermuthe allerdings, dass 
diese Forderung eine nothwendige Consequenz meiner urspr~ingliehen 
Definition des BegTiffs Transformationsgruppe ist. Es ist mir abet, 
wie gesagt, unmSglich gewesen, dies allgemein zu beweisen. 

Wir beschr~inken uns also auf Gruppen 

x'  -~  f ( z a l  . -  ~ ) ,  

die die Eigenschaft besitzen, dass jedem Werthsystem a I . . .  'a~ ein 
solches Werthsystem a, - . .  ar entspricht, dass die Gleichung 

f ( f  (xa, �9 �9 �9 ar) a I . .  �9 at) --~ x 
identisch besteht. 

Hieraas ~olg~ nun zun~ehs~, flass diejenigen Gruppen, die wir 
betrachten, immer eine identische Transformation enthal~en. Wir werden 
zeigen, dass sie zugleieh infinitesimale Transformationen entbalten. 
Seien in der Thai a I �9 - .  a~ and eft . . -  u~ die Parameter zweier in- 
versen Transformationen ether Gruppe, und seien co i . . .  e% unab- 
hiingige iofinitesimale GrSssen. Alsdann kann der Ausdruek 

f ( f (~ ,~ . . .  ~ )  ~, + ~o~ . . .  ~ + ,o O,  

indem inf. GrSssen "zweiter Ordnung weggeworfen werden, die Form 

f ( f  (xa I . . . .  a,.) a x a,.) -{- ~ eo, [ ~f  (f(xa' " a") O' " " 3") l~,=% 

erhalten. Und also enthilt unsere Gruppe die Transformation 

[ ~ f ( f l x a , . . ' % . ) : ~ , ' " ~ )  ] 

die eo ipso eine infinitesimale Transformation ist. Giebt man den 
unabhiingigen inf. GrSssen eo~ suecessiv verschiedene Werthe, so erh'~lt 
man r ~-~ verschiedene infmitesimale Transformationen, die aus den r 
infinitesimalen. Transformationen 

[ ~ f ( f ( x a , ' " a r )  ~ , ' " ~ , )  l ~ 

(k = 1; 2, - - .  r) 
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linear zusammengesetzt sind. Wir werden zeigen, dass diese r inf. 
Transformationen in dem Sinne unabhiingig sind, dass k eine lineare 
Relation der Form 

vp~(a, . . .  a r ) [ ~ f ( f ( x a ' " a  m)[l,..'[lr) ] = 0  

stattfindet. Fasst man n'~mlich die GrSssen f,  a I . . .  a ,  als unab- 
hiingige Yariabeln auf, so niihme eine solche Relation die Form an: 

. . .  = o ,  
6 ~k 

woraus folgen wiirde, dass die Zahl der Parameter unserer Gruppe 
eraiedrigt werden kBnnte. 

tiiermit erhalten wit den folgenden wichtigen Satz 

Sa t z  1. Kiinnen die Tronsformationen einer r-gliedrigen Gruloe 
l~aarweise als "inverse Transfbrmationen zusammengeordnet werden~ so 
entMilt die Gruppe eine ~entische Transformation and r unabh~ingige 
infinitesimale Transformationen. 

Da die Ausdr[ieke unserer inf. Transformationen nich~ allein x 
sondern arch a I - . .  a,~ enthalten, so scheint es ztmiiehst denkbar, 
class eine r-gliedrige Grappe mehr als r unabhiingige inf. Trans- 
formationen enthielte. Dann abet hiitte die Gruppe jedenfalls or ~ 
versehiedene infinitesimale Transformationen~ und das ist unmSglieh, 
da die Gruppe nur oo~ Transformationen, die im Allgemeinen end- 
lich sein sollen, enthalten soil. 

Im Allgemeinen ist es vortheilhaft den v inf. Transformationen 
eine solche Form 

~x = X ( x ) ~ t  

zu geben, dass X ( x )  nicht yon a~ �9 �9 �9 a~ sondern nut yon x abh~ngt. 

w  

Beziehungen zwischen don infinitesimalen Transformationen 
einer Gruppe. 

Seien 

r unabh~ngige inf. Transformationen einer Gruppe 

x" ~-- f ( x a  I . . . .  aT) ; 
wir werden zeigen, da s s  die r G r S s s e n  XI . . .  Xr~ d ie  g e -  
w i s se  F u n c t i o n e n  yon  x s i n d ,  p a a r w e i s e  d u r c h  e i n f a c h e  
D i f f e r e n t i a l r e l a t i o n e n  v e r b u n d e n  sind.  

3. Wir ffihren zuerst die endliche Transformation 

x" ---- f ( x a  I �9 �9 �9 a t ) ,  
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sodann eine infiaitesimale Transformation 

~x' ----- (z, x , (z ' )  + . . .  + z,x.(x'))  ,~t 
aus. Diese Aufeinandeffolge 

x" -~ f ( x a  1 . . .  a,) + dt ~ '  Z,X~(x') 

soll naeh der Definition ether Transformationsgruppe ether Trans- 
formation der Form 

x" = f ( x  aj-{-da. . . . .  a,-~-dat) 
~iquivalenr seth. Dies giebt die Gleichung 

f ( x  a t 2v da, . . . .  ) -~- f ( x a  I . . .  a,) ~ r ~ l~X~(f) 

oder dureh Ausffihrung und Wegwerfung yon infinitesimalen Gr5ssen 
zweiter Ordnung 

~ f  din. ~-- ~t ~ Z~X~(f) . 

Eine solche Gleichung besteh~, welche Werthe auch die Parameter 1~ 
haben mSgen, vorausgesetzt dass die Different/ale da, passende ent- 

d a t 
sprechende Werthe erhalten. Und da die Verh~ltnisse - ~ -  nut yon 

den GrSssen )., und al, dagegen nicht yon x abhitngen, so besteheu 
insbesondere r Gleichungen der Form: 

~f 3f ~f X~ ( f )  ---- A~ ~ + 'A2 -~- + "  �9 �9 + A ,  ~a, ' 

~f a f -  ~f x~(f) = 2~, ~ + B~ ~-~ + . . .  + 2~, a ~ ,  
�9 , * . ~ �9 ~ , . . . .  * . �9 . * 

~f ~f ~f X,(f) = L , - ~ 7 +  L2 ~ -  + .  �9 �9 + L ,  ~--~, 

wo die GrSssen A~,/~o ' " "  Li nut yon al, a ~ . . .  at abh~ngen. Hier 
daft die Determinante 

(AlJ~ 2 . . . .  L , )  
nieht versehwinden; denn dann bestiinde eine Relation der Form 

~ , ( a l .  . .  a , )  X , ( f )  + . . "  + q~,(a~. . . a , )  X , ( f ) = 0 ,  

und alas ist unmSglieh, indem die r inf. Transformationen unabhiingig 
sin& Also erh~lt man durch /kuflSsung r Gleichungen der Form 

= x,(r) + . . -  + M, X.(F) , 

~f 
(2) 7~- ---- N~X~(f) + .-. + N,X,(f), 

�9 �9 o * �9 . ~ �9 ~ �9 �9 �9 ~ �9 

[ ~f  = tr  + . . .  + R , X , ( t ) ,  
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wo die GrSssen M~N~ . . .  ~ ,  nur yon a~ao . . -  a~ abhiingen. Die 
reehten Seiten dieser Gtei.chungen m(issen paarweise den bekannten 
Integrabilit~tsbedingungen gentigen. In dieser Weise erhalten wit 

r ( r - t )  Relatlonen, unter denen wir die erste 
1 - ~  

t .~I, X d f )  ~a, . 

entwickeln werden. Dabei erinnern wig dass die X~ nur yon dem 
einzigen Argumente f abhi[ngen. Also kommt 

= - ~v,-~) ( ~  ~x~) 

~(a~ a~r~) x i ,  
-}- . g a ,  an, 

w o r 3 u s  

M~N x,  ar x a - x f  ) = a,, -~,, 

wo die Indices k und i al/e Werthe 1, 2 �9 �9 �9 r durchlaufen sollen. In 
der Doppelsumme links kommt das Glied 

dX~: dXi 
X I - 3 T  - -  X~ ,~f-  

zweimal vor, einmal mit dem Coefficien[ Mt.~'i, ein ander real mlt 
dem Coeftlcienr ~ MiLts. Daher kann die gefundene Bedin~mmgs- 
gleiehung auch folgendermassen geschrieben werden: 

~ Z ( ~ k N ' - ~ ' ~ ) [ x ' w  - -  ' w - ]  , ' , ~ a , - - ~ J  x'" 

r  solehe Gleiehunge~, deren ]inke In Allem erh~lt man 1.'~ 

ax~ ~x, 
Seiten hinsichtlich der r f r - - t )  GrSssen X~ - -  - -  X~ linear sin& 

" ~ . ~ -  ~f -VF 
Wir werden zeigen, dass diese Gleichungen sieh hinsichtlich der be- 

sprochenen r(r--1) 1-2 GrSssen auflSsen lassen. Dies folg~ aus dem 

bekannten Satze: 
Ist  die Determinaute (at I a~ -~ . �9 . aT) ~ A yon Null verschieden, 

so ist dasselbe der Fall mit derjenigen De~erminante, deren Elemente 

(lie [ r l r - - U ]  ~ L t �9 2 J GrSssen (adakq ~ atja,q) sind. Die neae Determinanie 

ist gleieh einer Potenz yon A. 
Da n'~mlich die Determinante (MjN. z ... R ~ ) n a c h  dem Voran- 

gehenden yon Null versehieden ist, so muss dasselbe der Fall seln mit 
derjenigen Determinante, deren Elemente die GrSssen (j]/,.~rr ~ ~rkNi) 
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u. s. w. sin& Und also findet man durch Aufl5sung der frtiher 

gefundenen r(r--1) linearen Gleichungen r(r--1) I �9 "~ 1 �9 2 neue Relationen yon 

der Form : 

dX~ ~ x  
X i  d f  Z k  ~ ~-- c l k l X  t -J- ci~:2X 2 ~ - .  �9 -~- C,~rZr. 

Hier sind die ci~ Functionen yon a t . . .  a~. Und da die X~ wie 
auch die Ausdriicke links nur yon f abhgngen, und dabei die GrSssen 
f a  1 . . .  ar als unabh~ngig betrachtet werden kSnnen, so miissen die 
c i~  absolute Constanten sein. [tiermit ist der folgende fundamentale 
Satz gewonnen: 

S a t z  '2. S ind  8 x  ~ X t  ( x ) 3 t  . . . .  # x  ~ X ~ ( x ) ~ t  r unabhiingige 
infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe,  so befriedigen 
die X paarweise t~elationen &~r F o r m  

d X ,  dX~ 
X ,  dx XI, --d--ff ~ -  ci~t X t + �9 �9 �9 -j- clkr Z f ' ,  

we die c ~  Constanten sin& 
Dieser Satz zusammen mit den Formeln (2) geniigt zur Bestimmung 

aller Transformationsgruppen einer einfaeh ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit. 

w 
lnfinitesimalo Transformationen versehiedonor Ordnung. 

Wir werden zeigen, d a s s  d ie  Z a h l  r de r  P a r a m e t e r  n i e h t  
g r S s s e r  a l s  d re i  s e i n  k a n n .  

4. Seien wiederum 

(3)  # x  - ~  x ~  ( x ) ~ t  . . . ,~x = X , ( x ) , ~ t  

r unabhiingige inf. Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe. Wir  
denken uns die X i ( x )  nach den Potenzen yon (x ~ Xo) entwickelt 

x , ( x )  ~ X,(xo) + \ d~ /o  y , - ~ - ~  )o (x - xo) ~ + . .  

und bilden die allgemeine infinitesimale Transformation 

dx  ~ (~t 2: ).iX~ 

der Gruppe. Dabei wird eo ipso der Ausdruck 2: ).,.Xi nach den Po- 
tenzen yon x -  x 0 entwickelt. Und zwar ist es mSglich, die Para- 
meter iti derart zu w~alen, dass 2: Zl X i  die Forn~ 

z z~X~ = A , _ ,  (x  - -  xo) "-~ + A ,  (x  - -  Xo)" + �9 �9 �9 

erNilt. Dabei muss A , - I  yon Null versehieden sein, indem die Deter- 

minaute 
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I dx, 
X t ~  \ d ~ - ] 0  " " " \ d x ' - ' / o  

Xr~ \ - d x  )o " ' "  \ dx~-l  ]o 

wegen der Unabh~ngigkeit der infinitesimalen Transformationen (3) 
nut fiir specielle Werthe yon x o verschwinden daft. 

Hieraus folgt nun sogleich, dass man immer r unabh~ngige infini- 
tesimale Transformationen in der Gruppe w~hlen kann, die die Form 

$ X = (ao-  [- al (x - -xo)  2 V a2 ( x - - xo )  2 - ~ - . . . - { -  a , - l (X - -Xo )  "-1 -~- . .  .) • t, 

,~x = (b, (X--Xo) + b2 (x --Xo) ~ + . . .  -I- b~_l (x--xo) "-~ + . . . )  ~t, 
�9 . . . * �9 �9 . . . , o . . . . . . .  * . . . . .  

~x = (h,_~ (X--Xo) "-~ + h~_~ (x -Xo) "-~ + . . . )  ~t, 
d'X --~ (kr-a (X- -  Xo) r-I  -~- " " ") ~ t 

besitzen. Wit sagen zuweilen~ dass die letzte inf. Transformation yon 
der ( r - - l )  re" Ordnung in der Umgebung des Punkts x ~--x 0 ist; dass 
die n~chstletzte yon der ( r - - 9 )  tea Ordnung ist u. s. w.~ und endlich 
dass die erste Transformation yon nullter Ordnung ist. 

Sind nun die infinitesimalen Transformationen 

Ox = Z(x)  ~t 
und 

~x  = Y~(x)  ~t  

beziiglich yon der Ordnung i und k~ so ist der Ausdruek 

Y~--d-~ - -  Yk ax  

yon der Ordnung ( i - ~ - k - - 1 ) ;  und da dieser Ausdruek (Satz 2) die Form 

co Yo + c~ Y~ -t- �9 �9 �9 q-  c,_~ Y,_~ 
besitzen soll, so k5nnen wir, wenn 

i q - k - - l > r - - 1  

ist, sehliessen, dass alle c gleich Null sind. Nun aber darf 

dY~ dY, 
Y~ d----~ - - Y ~  d~ 

nicht verschwinden, dean dann k~ime Y ~ C o n s t .  :Yk, und das ist 
unmSglich, da die beiden inf. Transformationen unabh'~ngig sein sollen. 
Also erkennen wir, dass die Zahl (i -~- 7~ - -1 )  nicht grSsser als r -  1 
sein kann. Setzen wir daher, wie wir kSnnen 

i ~ - - - r - - l ,  k ~ - r - - 2 ,  
so kommt 

2 r ~ 4 ~ r - - 1 ,  

woraus folgt, dass r hSchstens gleieh 3 sein kann. 
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5. Das Problem, nile Grappen zu bestimme~}, zerlegt sich also 
in die drei folgenden Probleme, 1. a l le  e i n g l i e d r i g e n  G r u p p e n  
zu b e s t i m m e n ,  2. a l le  z w e i g l i e d r i g e n  G r u p p e n  zu b e s t i m -  
men ,  3. a l le  d r e i g l i e d r i g e n  G r u p p e n  zu bes t immen .  

r 

Ist dx--~ X(x )  8t die infinitesimale Transformation einer beliebigen 
eingliedrigen Gruppe x ' =  f (xa) ,  so besteht, wie wir in w 2. sahen, 
eineRelation yon der Form: 

df .~_ A ( a ) .  X ( f ) ,  q'-d- 

woraus durch Integration 

f da, 
oder 

cp(f) = ~p(a) -~- Const. 

Zur Bestimmung der .Integrationsconstante erinnern wir daran, dass 
die GrSsse a einen solchen Werth a o erhalfen kann, dass f(xao) --~ x 
wird. Dies giebt 

r (x) = * (a0) + Const., 
woraas 

~ ( f )  - -  r = ~P(a) - -  ~(a0) ~- ~(a), 

und dureh AuflSsung, wenn wit die inverse Function yon ep mit q~ 
bezeichnen~ 

f (xa)  ~- 4p (r (x) ~- %(a)). 
Jede eingliedrige Gruppe besitzt somit die Form 

x' = + z(a)), 
und andererseits ist klar, dass diese Gleichung immer eine eingliedrige 
Gruppe bestimmt, was aueh die Functionen ~p und ~ sein mSgen. Dies 
giebt (siehe die Einleitung p. 443) den Satz 

S a t z 3. Jede eingliedrige Grup2e einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit ist de'," linearen Grul~2e x" = x + a iihnlich. 

w  

Erledigung des aufgestollten Problems. 

6. Sind O'x ~- Xl(x ) 5t und rSx --~ X~(x) 5t die infinitesimalen 
Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe x ' -~f(xa~a2) ,  so be- 
stehen nach dem Vorangehenden P~elationen der Form 

Oat 
Of (4) 

ax ,  
XI dx 

_ _  _~ A(a, a2) Xt( f )  + B(ala2) X2( f ) ,  

- - ~ -  C(ata~) X l ( f )  +/ ) (arab)  X~(f) ,  

dX~ 
- -  - -  X~ - ~  = ct X j  + c2 X ~ .  
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Dabei kSnnen die Constanten c t und G nieht gleiehzeitig gleieh Null 
sein, indem sonst eine Relation der Form Const. X~ + Coast. X~ = 0 
stattF~nde. Wit kSnnen daher annehmen~ dass z. B. die GrSsse cj 
yon Null versehieden ist. Wir set,zen 

cl Xl + c2 X2 ----- X / ,  
t 

O! 
alsdann kommt 

Xj" dX~" X "  dX( dz ~ ~ ~ cl X1 + c2 X~ -=- XI'. 

Wit kSnnen daher obne Besehr~nkung c I = 1, c: ~ 0 und also 

d X2 d X, X, a~ X 2 - - ~ - = X ,  

setzen. Betrachten wit bier Xj als bekannt, X 2 als unbekannt, so 
finden wir dureh Integration 

j " d x  
X~ = X1 ~ , 

und dureh Einsetzung in die beiden ersten Gleiebungen (4) 

~--f~--~- A .  X , ( f ) +  B .  X I ( f ) C  - - d f  . 
~a~ ,] X,(f) 

~,,~f = C. X~ (f) + D �9 X, (/-') f x,(f)af 

Fiihren wir bier die GrSsse 

�9 d f  -~- 

J - X ,  (?; ~ (f) 

als uabekanute Function ein, so erhalten wir die Gleichungen: 

~a;- ---- 6 ' q - / ) ~ ,  

deren allgemeines Integral die Form 

(f) = ~, (a, a~) + Z f ~  (a~ a~) 
besitzt. Um die Integrationsconstante J~, die yon a~ a 2 unabhiingig, 
dagegen yon x abhangig ist, zu bestimmen, erinnern wir daran, dass 
die Gr5ssen a~ und a~ solehe Werthe at o und a., o erhalten k5nnen, 
dass f ( x  a~ ~ a2 ~ gleich x wird. Also kommt 

~(x) = ~, (a~o a?) + ~ (a~~ a~~ 

und dureh Elimination yon K 

(f) -= b,,r (z) + b.. 
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wo b I u n d  b~ gewisse Functionen yon a I und ~ sind. Bezeiehnen 
wir die inverse Function yon ~ wie fr~her mit r  so kommt 

f ( x a  1 a2) ~ r  I r --~ b2), 

so dass jede zweigliedrige Gruppe die Form 

x' = r (bl ~ (x) + 4)  
besitzt. Auf der anderea Seite ist klar, class diese Gleiehung immer 
eine zweigliedrige Gruppe bestimmt, die mit der linearen Gruppe 
x" ~ a I x q- a 2 ~hnlich ist. Dies giebt 

S a t z  4. Jede zweigliedrige C:rruppe ist der linearen Gru2pe 

x/ = al x -4- a2 iihnlich. 
7. Um die allgemeinste dreigliedrige Gruppe x'  ~ f ( x  a 1 a2 a~) zu 

bestimmen, wahlen wit drei unabh~ngige inf. Transformutionen der 

Gruppe 
~ x  -~  X l ~ t ,  6 x  = X 2 5 t ,  5 x  ~-  X.~$t,  

die die Form 
X 1 ~ 1 q- a a (x--x0)3 q- a 4 ( x -  x0) 4 -{- �9 - . ,  

X,, = ( x - x o )  + G(X--Xo) "~ + "" ", 

X ~  = ( z - z o )  ~- + . . . ,  
besitzen. Bilden wit nun die drei Bediugungsgleichungea 

X , _ X  3" ~ X3 .X2".~-- eqX! + a,,X t, 21-- a3X3, 
x~ x,' - x ,  G ' =  #, x ,  + #.~ x~ + #3 x .  
x ~ x , "  - x , x ~ ' =  r, x l  + r~x2 + r~X~, 

so ergeben sich bereits folgende Werthe ffir unsere Gonstanten 

a l = a ~ = 0  , a 3 - ~ - I  , ~1-~-0, ~ = - - , - 2 ,  7 t - ~ - - - 1 ,  7 2 ~ 0 .  
Um die Constanten n~iher zu bes~immen, setzen wir 

x , x ;  - x~x , '  = [ ~ x ~ ]  

und bemerken, dass die G]eiehung*) 

[ix, x~3 x~] + [[G x~] x,] + [[x~ x,] G] -= o 
identiseh besteht. Setzen wir hier die obenstehenden Werthe der 
GrSssen [Xi X,] zweimal ein, go kommt eine Relation der Form 

L~ X1 q- L2 X~ + L 3 X3 ~- O, 

�9 ) Diese Gleichung folg% als Corollar aus der bekannten Jacobi'schea 
Identit~t 

((a~) C) + ((BY) ~) + ((CA) Z) = 0, 
"wellll  m a l l  

d f  

aetzt, und darnach die Gleichung 
((~,~,) ~,) + ((~,H,) H,) + ((~,~,) H,) = o 

bildet. 



454 S. I~E. 

welche zeigt, dass fls gleich Null ist. Also wird 
[GG]=X~, [X~X,J=-2X~, [X2X,J=-X,+r~G. 

F~ihren wir endlich X , - - ~  X 3 als neue )T~ ein, so kommt 

[X~Xs] = X~, [X3X d = -- 2X~, [GX,~ = -- X,. 

Hier betrachten wir nun X 3 als gegeben und suchen die GrSssen 
X 2 und X 1 zu bestimmen. Die Gleichung 

[X~.G] = X~ = X~X3"- X~G" 
zeigt, dass 

X., --~ --  X 3 [ 
dx  

- ~ .  X ~  

ist. Die Gleichung 

f X~ X, -- XI X3' = -- 2X2 = 2 X 3 x~ 

l:,iSSt sich auch folgenderma4.sen schreiben: 

ax \ x~} -X~,., x~ ' 
uud giebt daher 

wo die lutegrationsconstante wegen tier Gleiehung [X 2 X(]  = - -  X ,  
gleieh Null sein muss. Die gefundenen Werthe 

X . ~ . = - - X  3 , X , - ~ - X  s "_dx ~" 

substitairen wir in die drei Bedingmngsgleichungen 

@f = A i X , ( / ' )  2c B,X~(f)  + C, X a ( f )  , ~a, 

und fiuden dadurch drei Gleichungen der Form: 

oa-~, \ d  x ,  j - z ,  x~ . .  ~ + o, x s ( f ) ,  

wo die GrSssen A~-, B, und Ci Functionen yon aj a 2 a 3 sin& Um die 
Formeln zu vereinfachen, fiihren wir die GrSsse 

als Unbekannte statt [ eiu, und erhalten hierdurch die drei Gleichungen 

deren allgemeines Integral die Form 

1 -~ .K'~s (ala2aa) 

besitzt. Zur Bestimmtmg der Iategrationseonstante K ,  die yon a r ~  aa 



Tmns fozmationsgruppen. 455 

unabh~ngig, dagegen yon x abh~ingig ist, erinnern wir daran, dass 
die GrSssen a I a.2 a3 solche Werthe al ~ az ~ as ~ erhalten kSnnen, dass 
f ( x  al ~ a2 ~ a3 ~ gleieh x wird. Also wird 

qo(x) = v,(a~O a2Oa3 o) + Kw(a,O a~O a,O) 
I -b K ~p~ (ai ~ a,  c as~ ) 

und dutch Elimination yon • kommt 

( f )  = _ b, + ~,~ (.) 
1 2ff ba cp(x) 

wo bi, b.2, b3 gewisse Functionen yon aj,  a~, a 3 sin& Hiermit ist 
der folgende Satz gefunden: 

S a t z  5. Jede dreigliedrige Grut~2e einer einfach ausgedehnten 
Mannigfaltig'~t besitzt die ~orm 

x, = qb(a ,  cP(x)~-as) 
as ~ (x)  -t- 1 

wo ~ und 6p beliebige inverse Functione~ sind. Jede sold~ Grutrpe ist 
a132 ~-  a 2 daher der allgemeinen linearen GrupTe x ' =  asx-{-1 tihnlieh. 

Hiermit ist das in diesem Abschnitte gestellte Problem erledigt, 
denn dureh Zusammenfassung der friiher gefundenen Resu]tate ergiebt 
sich der Satz 

S a t z  6. Jede Transformationsgruplge ~iner einfach ausgedehnte~ 
Mannigfaltigkeit ist einer linearen Grut~pe iihnlich und entMilt somit 
]~ichstens drei Parameter. 

Abschnitt II. 

Bes t immung  al ler  Transformat ionsgruppen  einer  zweifach a u s -  

g e d e h n t e n  Mannigfalt igkeit .  

Indem wir u n s  jetzt zu den Tr~usformationsgruppen einer zwei- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit wenden, sehieken wir zun~ehst 
einige allgemeine Betrachtungen tiber Transformationsgruppen einer 
n-fach ausgedehnten MannigfMtigkeit voraus. 

Fasst man in den ~ Gleiehungen 

x,'~(x,...x~, a,...a~), (~----1,~.-.~) 
die Gr5ssen x(.--x~" als urspriingliche Variable~ xl.-. x, Ms neue 
Variable', und al---a~ als Parameter auf, so definiren diese Glei- 
chungen r-fach unendlich viele Transformationen. Ich sage, dass 
eine solche Schaar yon. Transformationen eine Gruppe bilden, wenn 
die Sncces.~ion zweier Transformatlonen der Schaar mit einer einzigen 
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Transformation derselben Schaar ~iquivalent ist; wenn also aus den 
Gleichungen 

X :  ~ -  ~ ( X l  " " " X~  a ,  . . .  a , )  ~ -  ~ ( a ) ,  

x : ' ~ -  / ~ ( x t ' .  �9 �9 x ~ ' b l  . . .  b , )  
f o l g t  

x : ' =  f , ( x ,  �9 . .  x~ c, - �9 �9 c , ) ,  

wo die GrSssen c t . . .  c: nur yon den a und b ,  dagegen weder yon 
den x noch yon der Zahl i abhgngen. Anders ausgesprochen: wit 
verlangen das Stattfinden der Gleiehungen 

f , ( f l ( a )  . . . f , , ( a ) b  I . . .  b r )  --~ f , ( x j  . . .  x , ,  c I . . .  c , ) .  

Wie in dem vorangehenden Abschnitte beschr~nken wir uns aus- 
drticklich auf Gruppen, deren Transformationen sich paarweise als 
i n v e r s e  Transformationen zusammenordnen lassen, wobei wir jedoch 
die V e r m u t h u n g  aussprechen, dass diese Eigenschaft einer jeden Gruppe 
zukommt. 

Wir denken uns die unbekannten Functionen f l " ' "  f~ als nach 
den ganzen Potenzen der GrSssen x und a fortschreitende Reihen- 
entwicklungen, die binnen gewisser Bereiche dieser GrSssen con- 
vergent sind. In Folge dessen sind die f~ eindeutige und differentiir- 
bare Functionen ihrer Argumente. Wegen der Form der Bedingungs- 
gleiehungen tritt eo ipso die weitere Forderung hinzu, dass die GrSssen 
x l . . . x ~  ~ a l . . .  a :  derar~ gew~hlt werden kSnnen, dass der Werth 
einer jeden GrSsse f,(x a) innerhalb des Bereiehes der GrSsse xi f's 

Fiihrt man in die Gleichungen einer Transformationsgruppe 

x / ~ -  f , ( x ,  . .  �9 x ,  a l  �9 �9 �9 a ~ )  

statt, a l . . .  a: gewisse Functionen dieser GrSssen etwa a l . . - a ~  als 
neue Parameter ein, so bestimmen die hierdurch erhaltenen Gleichungen 

x~" = ~ i ( x  I . �9 �9 x ~  ~L " " " ~ )  

eo ipso wiederum eine Transformationsgruppe, die als mit der urspriing- 
lichen ~quivalent aufzufassen ist. Hierbei kann es gelegentlich ein- 
treffen, dass die neuen Gleiehungen eine geringere Anzahi Parameter 
als die alten enthalten. Eine solche Erniedrigung in der Zahl der 
Parameter kann eintreten, wenn f l  " " " f , , ,  aufgefa~st als Functionen 
yon a~ - �9 (l~ gemeinsame L5sungen einer linearen partiellen Differential- 
gleichung der Form 

~ - ( a l  �9 �9 �9 a t )  - 0 ~  ~ 0 

sind. Befriedigen in der That alle f diese Gleichung, so ist es, wenn 
wir mit % . . "  ~---1 ein System IASsungen bezeiehnen, die nur yon 
a~ �9 �9 �9 aT abh'~ngen, immer mSglieh die/~ auf die Form 

~ ( x l  �9 �9 �9 x .  e l  - �9 �9 ~,,-~) 
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zu bringen. Fiir jede Gruppe existirt eine gewisse Minimumszahl der 
Parameter. Ist diese Zahl gleieh r ,  sagen wir, dass die Gruppe 
r-gliedrig ist. Diese Definition l~sst sieh auch folgendermassen aus- 
sprechen : 

D e f i n i t i o n .  .Fine Gruppe l~isst r-gliedrig, wenn sie oo ~ ver- 
schiedene Transformationen entMilt. 

Bestimmen die Gleichungen 
x~' = f~(x, "-" x, a, . . .  a~) 

eine Transformationsgruppe, und fiahrt man start x j . . .  x~ neue 
Variable Yt ' "  "Y~ vermSge der Gleichungen 

x ~  = O ~  (Yt " ' " Y . )  ~ O ~  

ein, so ist leicht zu erkennen, dass aueh die Gleichungen 

e , ( y ~ '  . . - y , , ' )  = f , ( e ,  . . .  e. a, . . .  a , . )  

eine Transformations~uppe bestimmen. Dies beraht darauf, dass die 
neuen und die alten Gleichungen identisch dieselben Transforraationen 
zwischen den x bestimmen. Zwei solche Gruppen mSgen iihnlich heissen. 

D e f i n i t i o n .  Zw~i r-gliedrige GruFl~n zwischen n Variabeln 
heissen dhnlich, wenn die eine Grutrl~e in die andere dutch Einl~hrung 
ne~aer Variabeln iibergefiihrt werden kann. 

Meine Untersuehungen tiber Transformationsgruppen beabsichtigen 
zun~iehst die allgemeine Erledigung des folgenden Problems: 

P rob lem.  .Man soll alle r - g l i e d r i g e n  T r a n s f o r m a t i o n s -  
gru~pen  eider n- fach  ausgedehn ten  M a ~ n i g f a l t i g k e i t  be- 
s t immen .  

Bei der Behaadlang dieses Problems ist es erlaubt, und zugleieh 
zweckm~issig, ~hnliehe Gruppen als identiseh zu betrachten. 

w 
Dio i~fi~itesimalen Transformationen eiaer Oruppe. 

Im Folgenden werden wir nachweisen~ dass j e d e  r - g l i e d r i g e  
G r u p p e ,  d e r e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  s ich 10aarweise als in-  
ve r se  T r a n s f o r m a t i o n e n  z u s a m m e n o r d n e n  lassen~ oo r-~ in- 
f i n i t e s i m a l e  T r a n s f o r m a t i o n e n  enth~il t ,  die ffir die Gruppe  
c h a r a k t e r i s t i s c h  s ind.  Die einzige oder jedenfalls die einfachste 
Methode ~.ur Bestimmung aller Transformationsgruppen beruht darauf', 
dass man die infinitesimalen Transformationen derselben zum Unter- 
suchungsgegenstand ausw~hlt. 

8. Eine Transformation heissg infinitesimal, wenn sie die Form 
x / - ~  :q + X~(x~ �9 �9 �9 x . )  ~ t  

erhalten kann, und dabei 6t eine infmitesimale GrSsse bezeieh~et. 
Wit sehreiben im Allgemeinen solehe Gleichungen folgendermassen: 

~ = x , ( ~ , .  �9 �9 ~ . )  ~ t .  

Mathezaatische A.~nalen. XVL 30 
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Fiihrt man start x I �9 �9 �9 ~,, neue Variablen etwa yj �9 �9 �9 y,, ein~ so 
erhiilt unsere infinitesimale Transformation die Form 

~ y , = S t  ~ 2  ~Y~ X~. 
0 X k 

k 

Fiihren wir andererseits dieselbe Variabeln:,inderung in dem Aus- 
drucke 

A ( F )  - -  X a-~___~' a2'  - -  , ~ ,  + " ' + x ~ - a ~ -  

aus ,  so kommt 

A ( F )  = av  , ~  av,, ~,v, ~ o:~ka'v' X~. + . . . + ~ .  a~-, X~. 

Wir sehen also, dass die ~]eichungen der infinitesimalen Transfor- 
mation und der Ausdruek A ( F )  sieh in ganz entspreehender Weise 
transformiren. In Folge dessert ist es ana]ytisch er]aubt, dana Aus- 
dru& A (F)  als Symbol unserer infinitesimalen Transformation au/'zu. 
fassen. 

Nehmen wir an, dass eine Transformationsgruppe die beiden in- 
finitesimalen Transformationen 

enthalt. Alsdann soll sie zugleich die mit der Aufeinanderfolge dieser 
beiden Transformationen 5.quivalente Transformation 

~x, -~- Xi(~t + Yi ~v 
8t enthalten. Giebt man hier dem Verh~iltnisse ~ - ,  successiv alle mbgliche 

Werthe, so erh':ilt man einfach unendlich viele verschiedene Transfor- 
mationen, die somit der Gruppe angehbren. Dies giebt den Satz: 

S a~z 7. ]~ntMilt eine Grup~ve die beiden inf. Transformationen, 
dan'o~ Symbole bez. xind 

A ( F )  -~ X 1 ~F a.~" ~ 7  + ' ' +  x~ a.,~ , 

a F a.F B ( F )  = Y, ~ + . . . + y~ ax, ' 

so enth&'lt sie ,ugleich die einfach unendlich vielen Transformationen, 
die dutch das Symbol 2 A ( F )  -J- u B ( F )  mit tier arbitrtiren Constanle 

dargestellt werden. 

Wir sagen, dass r inf. Transformationen 

A t ( F ) ,  A K F )  . . .  A~(t') 

unabhgngig sind, wenn sie durch keine lineare Relation mit con- 
staaten Coeffieienten 
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Z, A I ( F )  - t - " " " - { -  Z r A ~ ( F ) ~ - 0  

verbunden sin& Enth~lt eine Gruppe die r inf. Transformationen 
Aj  (F)~  . . . ,  A , ( F ) ,  so enth~lt sie naeh dem Vorangehenden zugleich 
die w r-z inf. Transformationenj d ie 'dutch  das Symbol 

z, A,  ( F )  + �9 �9 �9 + ~ , A , ( F )  

mit den arbitrKren Parametern )-I " " " 1~ daxgestellt werden. 
9. Jeder Transformation a l - - .  a~ der r-gl iedrigen 'Gruppe 

x :  - ~  f ,  ( x ,  �9 �9 �9 x ~  , ,  . . .  a , )  

entspricht nach unserer Voraussetzung die inverse Transfbrmatiou, die 
ebenso der Gruppe angehSrt. Seien aj �9 �9 . a .  die Parameter der letzten 
Transformati6n, wobei die GrSssen a gewisse Functionen der a sin& 
Es bestehen also die n Gleichungen 

f,(f~ [xa) . -  . f . ( x a )  a I . .  �9 a,.) = x , .  
Dieses vorausgesetzt werden wit die Transformation 

x," ~- - /~( f , (a ) - -  . f , (a)  a , - { - ~ l  . . . , ~ - { -~r ) ,  
die der Gruppe angehSr~, betraehten. Wir  lassen die a~ infinitesima]e 
GrSssen bezeichnen und kSnnen daher unsere Transformationsgleichungen 
fblgendermassen schreiben : 

x/" ~ ~ ( f l ( a ) . - -  f ~ ( a ) e t , . . ,  eta) 

-J- ~__~ r [ ~fi(fl(ai ""  f'*(a) ~l " "  ~") ~(:i,=,~. , 

k 

Die hierdurch bestimmte Transformation 

~ X , =  ~ eok f . ~ f i ( f j ( a ) ' ' ' f ' ( a )  " " ' [ 3 " i  1 

ist infinitesimal, und h'~ngt dabei yon den r arbitrs infi GrSssen 
~ l " "  r ab. Ieh behaupte, dass die hierdureh bestimmten ~ - 1  inf. 
Transformationen siimmtlich verschieden sin& Gesetzt n-~mlich es be- 
sti~nde fiir jedes i eine lineaxe Relation der Form 

~ q),(ai . . . a t )  [_ ~ " " f'~(a) ~' " "  ~:) ] --~ O, 

wobei die ~p~ yon der Zahl i uaabhi~ngig w~ren. Alsdann erhielte 
man,  indem man die Gr'6ssen fj (a) �9 - �9 f .  (a) aj �9 - - a, als nnabh'~ngige 
Variabeln anstatt  x I �9 �9 �9 x ,  aj �9 �9 �9 a ,  einffihrte, n Rel,'~ionen der Form 

~-- I  zp,(a,  . . . a t )  ? f ' ( f '  " ' "  f , a ,  . . . r =0, 
k 

sodass die Zahl der Parameter der vorgelegten Gruppe sich ernied- 

rigen liesse. 
30* 
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ttiermit erhalten wit den Satz: 

S a t z  8. Jede r -g l i edr ige  G r u p p e  entMilt  eine ident ische T r a n s -  

f o rma t ion  u n d  r unabhbingige inf .  T r a n s f o r m a t i o n e n .  
Dass eine r-gliedrige Gruppe nicht mehr als r unabhiingige inf. 

Transformationen entha]ten kann~ liegt darin, dass sie sonst jeden- 
falls c~ ~ versehiedene in l%i tes imale  Transformationen enthielte, und 
das ist unmSglich, da die Gruppe nur oc ~, im Allgemeinen end~iche 

Transformationen enthalten soll. 

w  

Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 
Seien .-i x (F) ,  A2(/~ ) . . .  A~(F)  r unabhiingige infinitesima[e 

Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 

x /  = f , ( x ,  . . . x , ,  a ,  . . . at); 
wir werden zeigen, da s s  j e d e r  A u s d r a c k  A I ( A k ( F ) )  - -  A~(A~(_F) )  

s ich  a l s  S u m m e  d e r  A2(F)  m u l t i p l i c i r t  m i t  g e w i s s e n  Con-  
s t a n t e n  a u s d r f i c k t .  

10. Ich f~ihre zuerst die endliehe Transformation 

x ;  = r , ( x ,  . . . z , ,  a ,  . . .  a , ) ,  

sodann eine inf. Transformation derselben Oruppe 

S x /  ~ X~(x ,"  �9 �9 �9 x,,') S t  

aus. Diese Aufeinanderfolge 

x/' =f , (x ,  . . .  z,~ a ,  . .  �9 a , )  + ~ t  X , ( x , '  . . . x , ' )  

soll mit einer Transformation der Gruppe, etwa mit 

x[" = l~(x t �9 �9 . x,, a t -~- b a  I �9 . .  a,. --~ b a r ) ,  

�9 2quivalent sein. Dies giebt ffir jedes i eine Relation der Form 

X , ( f ~ . . .  s = 
~f~(x, . . - x~ a t  " . . a r )  S t .  

wo die infinitesimalen GrSssen 0a~ voa der Zahl i unabNingig sin& 
Daher ergeben sich dutch Division mit 6t  Relationen yon der Form 

X , ( f l  �9 " .  f ~ ) =  ~ B ~ ( a , . .  �9 a~) b f c ( x ' " ' x "  a''"ar) 
~ a  k 

wo wiederum die B~ yon der Zahl i und ebenso yon den GrSssen 
x , . . .  x,, unabh:s sin& 

Sind 'nun A 1 (E)  �9 . .  A~(F) wo 

A q ( F ) - ~  X OE OF 
q ~ - U ~ - ,  + " " " + X q .  0 ~ , ,  

r unabhgngige inf. Transformationen unserer Gruppe, so bestehen also 
filr jedes q n Relationen der Form 
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~fi(xl ~tt �9 �9 - ~ t r )  Xq,(f, �9 . .  f,) ---- , ~ '  B~  (a t �9 �9 �9 at)  

wo die .Bq~ yon der Zahl i unabh~n~g ,  dagegen yon der Zahl q ab- 
h~ingig sin& lch behaupte, dass die Determinante der 33q~ yon Null 
verschieden sein muss; sonst niimlieh bestande ffir jedes i eine Relation 

X~/,q (a t - �9 �9 a~) Xql (f1"" " f~) ~-  0,  
wo die 7Pk yon der Zahl i tmabhgngig wiiren, und das ist unmSglich, 
da unsere r inf. Transformationen nach Voraussetzung unabh~ngig 
sind. Hiermit  ist gezeigt ,  dass die Determinante der Bq~ yon Null 
versehieden ist,  und also finden wir dutch AuflSsung Relationen von 
der Form 

8fi(xl �9 �9 x~ a l  " * " .a_ r ) 
= ~ 7  mk~(a, �9 �9 �9 a .)  Xq,(f, �9 �9 f.), 

8 a  k q 
. 

wo wiederum die GrSssen Lkq yon der Zahl i unabhi~ngig sind. Die 
Determinante der L~a ist eo ipso yon Null verschieden. 

11. Die rechten Seiten dieser letzten Gleichtmgen befriedigen die 

bekannten Integrabilitiitsbedingungen. Dies giebt r(r-- 1) Relationen, 
2 

unter denen wit die erste 

a - - -  X~,~ 0 
q J 

entwiekeln. Dabei erinnern wir, dass die X nur yon den Argumenten 
f l " ' "  f ,  abhiingen. Also kommt 

8xq, af~ 
~ ~ Ltq ~f. aa2 

q a 

a x , ,  a .  -Y27 < -  
d 

8a~ 88, ) 
q 

-~ O, 

und dureh Einsetzung der Werthe der GrSssen 8f,va~_~_ und Oa,Sf" : 

q a 3 3 tt q 

~ a ,  8 8 1  ' = O ,  

oder 

T f : -  - x ~  -- ~ f . - /  
q j ez 

q 
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oder endlich 

Aq ( Xs ~) ) 
q J 

q 

In dieser Gleiehung kommt das Glied A ~ ( X ~ i ) -  .Aq(Xj~) zweimal vor, 
einmal multiplicirt mit L~q L~, ein andermal multiplicirt mir - -  L~  L~.  
Daher kann unsere Gleichung die Form 

__ ~ Xqi (. ~L2q ~'Llq 
q 

erhalten, wobei die linke Seite 2"(*:- l-) GrSssen Aj(X~)  - -  A~(X~,) 
1 ' ' 2  

enthiilt. 

In entsprechender Weise erhiilt man in Allem r (r-- 1) Gleiehungen, 
1 . 2  

die s~immtlieh hinsiehtlieh der ~-(r-1) GrSssen A~ (Xqi) - -  Aq (Xj3 
1 . 2  " 

linear sin& Und da die Determinante der L~r yon Null versehieden ist, 
und in Folge dessen aueh die Determinante, deren Elemente die zwei- 
gliedrigen Unterdeterminanten der soeben besproehenen Determinante 
sind, yon Null versehieden ist, so finde~: man dureh AuflSsung der 

gefundenen linearen Gleichungen r(~--1) Relationen der Form 
1 - 2  

&(X,~,) - Aq(X~,) = 2 :  ~j~,(a, . . .  a,) x ,~ ,  
$ 

wobei die %q, yon tier Zahl i unabhi~ngig sin& Nun abet sind die 
linken Seiten wie auch die X~i Funetionon allein yon f t ' ' '  f~, w~ih- 
rend sie yon a t . . -  ar unabhKngig sind; also schliessen wir, dass die 
q~J.l* Constanten sind. Dies giebt den folgenden fundamen~alen Satz: 

S a t z  9. Sind A t ( F ) . . .  A t ( F ) ,  wo 

~F ~F 

ist, r unabMinghje infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen 

Gmppe, so bestehen fiir jedes i r ( r -  l) Relatia~mn yon der Form 
1 " 2  

&(x~,) - -  AdX~,) = ~ c~, X,,. 

1)abel si,~d die c~v absolute Constanten~ die yon der Za]d i unabMingig 
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s ind .  D i e s e  . B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  lassen  sich in  d ie  r ( ~ -  1) R e l a t i o n e n  
1 . 2  

- 4 ( a ; ( F ) )  = a . ( F )  
a 

z u s a m m e n f  assen .  

Bei einer spiiteren Gelegenh~it werden wir umgekehrt zeigen~ dass 
r Ausdriieke A~ (F)  �9 �9 �9 A~(F), die in solcher gegenseitigen Beziehung 
stehen, dass jedes A s ( a q  ( F ) )  - -  A q ( a  s (F)) sica als Summe der a,(z v) 
multiplicirt mit Constanten ausdriiekt~ die inf. Transformationen einer 
�9 r-gliedrigen Gruppe sind*). Dass diese Behauptung jedenfalls fiir den 
Fall n = 2 richtig ist, wird a p o s t e r i o r i  aus den Entwiekelungen dieser 
Abhandlung hervorgehen. 

VermSge des Satzes 9. bestimjnen wit in dieser Abhandlung die 
infmitesimalen Transformationen einer jeden Gruppe einer zweifaeh 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Wie man sodann die zugehSrigen 
endliehen Transformationen bestimmt, zeigen die Entwickelungen des 
niichsten Paragraphen. 

w  

Eine Gruppe ist bestimmt durch iln'e infinitesimalen Transformationen. 

Wenn die r unabh~ngigen infini~esimalen Transformationen 
A ,  ( F )  �9 �9 �9 A , ( . ~ )  

einer r-gliedrigen Gruppe 
xi'  = s  " "" x~ a, �9 �9 �9 a , )  

angehSren, so kSnnen sie n ich t  zug le ieh  e ine r  anderen  
r - g l i e d r i g e n  Gruppe  angehSren.  Dies soll im gegenw~irtigen 
Paragraphen gezeigt werden. 

12. Ich zeige zun~chst, dass man~ wenn eine infinitesimale 
Transformation 

5"x~ = X , ( x j  �9 �9 �9 x~) ~ t  

einer beliebigen Grappe bekannt ist, immer einfach unendlich viele 
Transformationen dieser Gruppe angeben kann. 

Friiher fanden wir die n Relationen 

afi  dak  ~-- d f i  x , ( f ,  . . .  A )  ~ t  = a,--i ' 

in denen die da~  yon der Zahl i unabhi~ngig waren~ und dabei ein 
gewisses simultanes System 

da~  ~-- r  �9 �9 �9 a , )  d t  

�9 ) Einen Beweis diesea Satzes gab ich im driven Bande, pag. 9~ des Archiv 

for ~Iath. og Natarv., C ~  
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befriedigten. Seien 
W k ( f l  - . .  s  ~ -  W~(f i~  �9 �9 f~)t~o)) 

die Integralgleichungen des simultanen Systems df~ ~ X ~ ( f  I �9 �9 �9 f . )  eSt; 

und seien andererseits 

Q~(a~ . . .  a : t )  = Ql,(al ~ . . a(~ ~ t ~~ ) 

die Integralgleichungen des Systems da~ ~ * P ~ ( a l . . .  a t ) d r .  Die 
Anfangswerthe f(o) and a~ ~ mSgen dutch die Gleichungen 

f i o ) =  f , ( x ,  . . .  x ,  al ~  a?)) 

verbunden sein and ich wiihle die a(kO) derart, dass die Gleiehungen 

]~(x, . . .  x, a ? ) . - ,  a(~ ~ = x, 

bestehen. Alsdann finder man die*n Gleichungen 

W ~ ( f ~  �9 �9 �9 f~ t )  - ~  W , ( x ~  . .  �9 x=t(~  

die dutch AuflSsung 

t.(x, . - -  x~ a , . . .  , t )  = r  . . .  x . )  ( t - -  to) 

geben. Hier ist t eine arbitrate GrSsse~ w~hrend die a~ bekannte 
Functionen der bestimmten GrSssen a~ o) und des Parameters t sind. 

H i v r m i t  ist nachgewiesen ,  dass die e in fach  unend l i ch  vielen T r a n s -  

format ionen  
x .  = r  � 9  �9 x~  t) 

& r  Gruppe  angeh6ro~. 

13. Sind nun A I ( F ) . . .  A ~ ( F ) ,  wo 

A x ( F ) =  X ~ F  ~ F  

ist, r unabh':ingige inf. Transformationen einer Gruppe, so finder man 
folgendermassen c~ ~ endliche Transformationen dieser Gruppe. Man 
bildet die allgemeinste infinitesimale Transformation 

A ~ A t ( F )  " - I - ' ' "  -}- A r A b ( F ) ,  

die in der Grappe enthalten ist, and integrirt sodann das simultane 
System 

dxl  dx~ 
, U X ~ X ~  . . . . .  2 2 ~ X ~  - ~  ~ t ,  

wobei man die 2~ als Constanten betrachte~.. Sind die GrSssen 

w,(x~ . . .:~,,  ~t ,  . . . ,  ~,t), W~. . .  w~ 
unabh.Ymgige LSsungen dieses Systems, so 15st man die Gleiehungen 

W , ( x ~ ' . . . x ; ,  ~ t ,  . . . ,  ~ . t ) =  W , ( x ~ . . . x ~ ,  ~ , t o , . . . ,  ~, to) 

hinslchtlieh der x/ auf; die darch die hervorgehenden Gleichtmgen 

x : - ~  f~(x ,  . . . x .  ),, ( t  - -  to) . . . 2~( t  - -  t , ) )  
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bestimmten Transformationen gehSren nach den Entwickelungen des 
vorangehenden Paragraphen der Gruppe an; sie h~ngen iiberdies yon 
r Parametern Xl ( t - - to )  . . .  ~ r ( t -  t o) ab; kSnnen wlr daher nach- 
weisen, dass die Zahl dieser Parameter nieht erniedrigt werden kann, 
so ist eo ipso erwiesen, dass ihr Inbegriff alle Transformationen der 
Gruppe liefert. 

Die xi' lassen sich naeh den Potenzen von ( t -  to) entwickeln: 

x /  = x~ + ( t  - -  to) :~ ~ X k , ( x ~  . . . x~)  + . .  �9 . 

Besti~nde daher ffir jedes i e i ne  Relation 

x i '  

q 

so erhielte man, indem man die linke Seite nach den Potenzen yon 
( t -  to) entwickelte und sodann den Coefficient der GrSsse (t ~ t0) ~ 
gleich Null setzte, eine Relation der Form 

~ ~(o) .  X ~ ( x ~  �9 �9 �9 x~ )  = O, - -q  
q 

wo die ~o) Constanten und dabei yon der Zahl i unabh'~ngig wiiren. 

Dann aber w~ren unsere inf. Transformationen nicht unabhiingig, wie 
vorausgesetzt wurde.*) 

Also bestimmen unsere Reihenentwickelungen c~ ~ verschiedene 
endliche Transformationen, die mit dem Inbegriffe al~" Transformationen 
der vorgelegten Gruppe identisch sein m~'issen. Hiermit erhalten wit 
den folgenden fundamentalen Satz: 

S a t z  10. ~ie inf. Transformationen einer r-gliedrigen Gru~pe 
]~nen  nic]~t s~immtlich einer anderen r.gliedrigen Gr~t21oe angehiiren. 

w  

Transformation der Linienolomenta. 

1~. Indem ich reich jetzt zu den Transformationsgruppen einer 
zweifach ausgedehnten Mannigfattigkelt x y wende, interpretire ich 
x und y als die Cartesischen Coordinaten einer Ebene. Die infini- 
tesimale Punkttransformation 

~x ~ ~(xy) dt ,  ~y _~_ ,l(xy) ~t 

bezeichne ich mit dem Symbole 

~f bf 
A ( f ) ~ ~ - ~  + ~-~-~ , 

*) im Texte ist still~chweigend vo .mur, ge~etzt worden, dass die Gr~ssen ~q 
nicht s~mmtlich bet der Substitution t ~ to verschwinden. Tritt dieser Auapahme- 
fall ein, so mfissen die Entwickelungen des Textes ein weaig modificirt werden, 



466 S. Iaz. 

oder indem ibh ~f ~ f - ~ - = 1 o ,  ~ = q setze~ mit 

A (/') = ~p + ~q. 

Und ich betrachte diese Transformation als eine Operation~ die jeden 
Punkt x y in die benachbarte Lage x -Jr- ~6 t ,  y -}- v S t  tiberfiihrt. 
Gleichzeitig erhalten die Linienelemente der Ebene, deren Bestimmungs- 

dy ~' sind, gewlsse benachbarte Lagen, stiicke die GrSssen x~ y und - 3 ~ : q  

zu deren Besfimmung es genfig~ die GrSsse ~y" zu berechnen. Es ist 

o~d)j) . ~(dx) ~y e x  
B y "  8 dy dx  o ~  - - a y ~ - ~ -  d x . d ~ - - d y . d  8--t 

8t ~t d:x . . . .  ~dx~ - ~ dx ~ 

d x ~  - - d y ~  ~v o~'~ 
- -  dx~ -~-x + Y" ( ~  U~)~ - -  y'~" b~ I 

Wiinschen wir ausdriieklieh hervorzuheben, dass die Transformation 
A (f) = ~2 + qq nieht allein die Punkte x y ,  sondern aueh die Linien- 
elemente x y y "  derEbene in neue Lagen fiberffihrt, so bezeichnen wir 
unsere Transformation mit dem Symbole 

" 

15. Seien A l ( f )  , A ~ ( f )  . . .  A ~ ( f ) ,  wo 

A , ( f ) ~ , ~ + ~ q  ( i = 1 , 2 . . . ~ , )  

ist, r unabhEn~ge infinitesimale Transformationen (einer Gruppe)~ die 
(somit) paarweise Relationen yon der Form 

erfiillen. Setze ich sodann 

;" ~ x, "2f- ~'l i -~y -[- L ~ x "2i- Y' ., ~ ~j - ~ - .  - -  b" : ~ U J O Y" ' 

oder 

.B, (f)  = ~,_~ + ~, ~ + ~, - ~ ) ,  
I 

so behaupte ich~ dass die B~(f) durch die analogen Relationen 

B, CB~(f)) -- B~(13,(f)) = ~ c~, 13,(f) 

verbunden ~ind; oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die Glei- 
chungen 

stattilnden. 
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wo 

Durch diree~e Bereehnung findet man 

B~(~) --  B~(~,) = L + M y ' +  2r 

0x ~y ~x ' 

~y Ox \-~Tj ~x -- 2 ~x Oy 

+ 2 0 V  O~ ' 

/o ,X (o,, h (o,, 

~y 
ist. Nun aber isg (5): 

and also kommt durch Differentiation hinsichtlieh x 

0x J 0y 

0x Oy 

oder 

~x Ox + ~x ~y 

~Ciks ~?]s 

0x ~x ~x ~y 

L --~- cik, ~x 
s 

Dementsprechend finder man durch Differentiation der Relation 

hinsichtlich y, dass 

3l"--~--- c~, ~y 
J 

ist. Differentlirt man endlich die Gleichungen (6) und (7) beziiglich 
hinsichilich y and x,  und subIxahir~ die hervorgehenden Relationen, 

so erkennt~ man,  dass 

ist~ Folglich ist 
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oder 

.B,~ - -  B ~  --= ~.~ ci~o~, 
a 

wie behauptet wurde. 
16. Nehmeix wir nun an, dass die GrSssen ~ i  bei der Sub- 

stitution x - =  x o, Y = Yo s~mmtlieh versehwinden; geometrisch aus- 
gesproehea, dass s~mmtliehe infinitesimalen Tmnsformationen (der 
vorgelegten Gruppe) den Punkt Xoy o invariant lassen. Alsdann werden 
die durch diesen Punkt hindurchgehenden Linienelemente transformirt 
durch die infinitesimalen Traasformationen 

die nach ihrer Form lineare Transformationen der GrSsse y' sind (w 1.). 
Und da die Gleichung 

bei der Substitution x ~---Xo, y ~ Yo die Form 

))) 
~v" ~ - ~ -  ~ ~ c,~, 

annimmt, so bildea die linearen iniiniteslmalen Transformationen (8) 
immer einer Gruppe. Hiermi~ ist der folgende allgemeine Satz 
erwiesen : 

S at  z 11. Wenn  die infinitesimalen Transformationen einer Grup~e 
einen Punkt  der Ebene invariant lassen, so transformiro~ sie die hin- 
durchgehenden oo t Linienelemente dutch eine liueare Grudge. 

17. Dieser Satz kann folgendermassen auf beliebige Trans- 
formationsgruppen der Ebene ausgedehnt werden. Nehmen wir an~ 
dass die infinitesimalen Transformationen A,  I f )  �9 �9 �9 A~( f )  einer beliebi- 
gen r-gliedrigen Gruppe nicht s~immtlich dea Punkt xuy o inwriant 
lassea. Alsdann kann man in dem Ausdrucke 

+ - . .  + = 

immer die Constanten 2~ derart wi~hlen~ dass die Grbssen Z : ~ .  und 
~ 2 k ~  bei der Substitution x ~ xo, y -~- Yo gleich Null werden. In 
dieser Weise finder man in der Gruppe jedenfalls r - - 2  und unter 
Umst~inden r - -  1 infinitesimale Transformationeu 

/~,(t '), B ~ _ ( f ) , . . .  Be(f )  , 

die dea Pankt x e y  o invariant la~sen. Es ist dabei klar~ dass die 
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B , ( f ) ,  als infinitesimate Transformationen der Gruppe, paarweise Re- 
lationen der Form 

B, (B~ (f)) - -  B~ (B,(f))  =-- ~ d,~,A,f  
s 

erflillen. Und da die linke and in Folge dessen auch die rechte Seite 
bet der Substitution x ~ xo~ y =-Yo identisch verschwindet, so kann 
die letzte Gleiehung die Form 

:B, (~B~(/)) - -  B~ (B,(f)) -~- ~ a,k,B~(f) 

erhalten. Dana aber kSnnen wit ganz wie in der vorangehendea 
Nummer schliessen, dass die inf. Transformationen B~(f) die dutch 
den invarianten Punkt hindurchgehenden Linienelemente dutch eine 
lineare Gruppe transformiren. Dies giebt den folgenden Satz: 

S a t z  12. .Diejenigen inf. Transformationen einer Gruploe, die elnen 
t)unkt der .Ebene invariant lassen, transformire~ die hindurchgehenden 
Linienelemente durch eine lineare Gruplge. 

Hierbei kSnnen vier wesentlieh verschiedene F~lle eintreten, in- 
dem die soeben besprochene lineare Gruppe drei, zwei, einen oder 
keinen Parameter enthalten kann. Und dem entsprechend giebt es 
vier verschiedene Arten Transformationsgruppen ether Ebene. Wir 
kommen sparer auf dieses Classificationsprincip wieder zuriiek~ 

w  

Infiniteshnale Transfomationen verschiedener Ordnung. 
18. Ist 6 x = -  ~ (xy) b't, ~'y =- ~ (xy) St oder A ( f )  ~ ~p -{- ~q 

das Symbol einer infinitesimalen Transformation, so kSnnen die GrSs- 
sen ~ und ~ immer nach den Potenzen yon x - - x  o und y - - y o  ent- 
wickelt werden : 

~ ao + at (x--xo)  -{- bl(Y--Yo) -~- a~ (z--xo)  ~ 2f- b.~(x--xo) (Y--Yo) 
+ c2 O -  Yo) ~" " " 

= ~o + al (x--xo) + ~, ( y - y o )  + "~ (X--Xo)" + ~ ( x - - x o )  (y - yo )  
+ r2(y--yo) ~ . . .  

Ist entweder a o oder a o oder auch sind beide Gr5ssen yon Null ver- 
schieden, so sagen wir, dass unsere inf. Transformation in der Um- 
gebung des Punktes Xoy o yon der nu~lten Ordnung ist. Sind dagegen 
ao und a o gleieh Nullj w~hrend jedenfalls eine der Gr5ssen al, b j, az, fl i 
yon Null verschieden ist, so sagen wit, dass die Transformation yon 
der ersten Ordnung is~. Dem entsprechend sagen wir fiberhaupt, dass 
eine infi Transfarmation ~p -~- ~q in d~r Umgebung yon xoyo van tier 
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s ~" Ordnung ist, wenn in den Reihenentwickelu~zgen der GrUssen ~ und 
nach den Potenzen yon x - x  o und y -  Yo alle Gliecler ~uUter, 

erster, . . .  ( s -  1) ~ Ordnung fehlen, w~hrend jedenfalls ein Glied s te~ 
Ordnung vor]~ommt. 

Bet Untersuchungen fiber inf. Transformationen gentigt es sehr 
hi~ufig in den ~ihe~entwickelungen der GrSssen ~ uad ~ aur die 
GIieder der ~'c~.'.~'~a auftreLenden Ordnung zu beruckslchtlgen. In 
den betreffenden Reehnungen kSnnen die iibrigen Glieder ganz einfaeh 
weggelassen werdem Wenn ich im Folgenden z. B. yon ether in- 
finif~simalen Transformation 

( x  - -  xo )  q 4 -  " ""  

spreche, so verstehe ich darunter eine inf. Transformation ~2-~-~q, 
deren ~ yon zweiter oder h5herer Ordaung hinsichtlieh (z --Xo) und 
0 -  Yo) isL, w~hrend ~ eta Glied ersLer Ordnung, niimlich ( x -  xo) , 
enth~lt. 

19. Bet der Transformation ~p-~-~/q erhalten die Coordinaten 
xoy o eines beliebigen Punktes die In eremente ~ (XoYo)5t und ~ (xoYo)St, 
wobei ~(Xoyo)~(x0yo) die Glieder nullter Ordnung in den Reihen- 

" entwickelungen yon ~ und ~ nach (x - -xo)  und y ~Yo  sind. 
Ist daher eine vorgelegte inf: Transfarmation in der Umgebung des 

PunMes xoy o yon erster oder hSl~rer Ordnung, so ~indert sie nicM die 
Lage dieses Punktes. 

Wfinsehen wir zu untersuchen, wie eine solche Transformation 
die durch xoYo hindurchgehenden Linienelemente transformirt, so be- 
nutzen wir die Formel (8) 

dY'~--L ~ ~- Y'~ '~  ~ -- Y'~yoJ  

die jetzt die Form 

~y" ~ [a, -{- (fit - -  a~) y' - -  bj y'2] 5t 

annimmt. Ist die Transformation yon zwe#er oder hSherer Ordnung~ 
so behalten o[fenbar alle du~'ch x , y  o gelwnden Linienelemente ihre Lage. 
~asselbe tritt ein, wenn die Transformation yon der ersten Ordnung 
ist, vorausgesetzt dass sie die Form 

( ~  - -  Xo) ~ + (v  - yo)  q + �9 . .  

~.sit~t. Ist dagegea ~ ~ a~, so werden die dutch xo Yo gehenden 
Linienelemenb~ linear Lransformirt. Dabei ~ebt  es jedenfalls ein Ele- 
meal und im ~,Ilgemeinen zwei Elemente, welehe die Oleiehung 

erffillen, mad welche in Folge dessen ihre Lage nnge~derr behalfen. 
20. Sind A~( f )  A ~ ( f )  . . .  A~(f)  r unabh~ngige inf. Trans- 
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formationen einer r-gliedrigen Gruppe, deren allgemeinste inf. Trans- 
formation somit die Form 

~,A~( f )  + ~ , A : ( f )  + . . .  + ~ A , ( f 3  

besitzt~ so ist es, wenn r grSsser als 2 ist~ immer mSglich den Con- 
stanten ~ solcheWerthe zu geben, dass Z Z~A~(f) in der Umgebung 
des Punktes xoy o yon der ersten Ordnung wird. Man finder so jedenfalls 
r - -  2 Transformationen erster Ordnung. Ist r grSsser als 6, so k5nnen 
die it~ solche Werthe erhalten~ dass ~" X~.A~(f) in der Umgebung des 
Punktes xoy o yon der zweiten Ordnung wird..Esgiebt alsojedenfa~ls r - - 6  
Transformationen zweiter Ordnung. In entsprechender Weise findet 
man jedenfalls r -  12 inf. Transformationen drifter Ordnung u. s. w. 

Wir sagen zuweilen, dass @ Transformationen erster Ordnung 
Bl ( f ) 332 ( f ) " " " J~ e ( f )  unabhtingige Transformationen erster Ordnung 
sind, wenn keine Transformation der Form v 1B~ ( f )  q- �9 �9 �9 veBe( f )  
yon zweiter oder noch hSherer Ordnung ist. 

JEine Grup~e entMilt daher hgchstens vler unabhiingige Trans- 
formationen erster Ordnung. 

2L  Es ist leicht nachzuweisen~ dass die unabhi~ngigen inf. Trans- 
formationen erster Ordnung einer Gruppe gewisse bestimmte Formen 
haben miissen, je naehdem ihre hnzahl gleich 4, 3, 2, 1 oder Null 
ist. Es ist zuniichst denkbar~ dass die Gruppe vier unabhKngige 
Trunsformationen erster Ordnung enthiilt. Dann kSnnen dieselben 
offenbar die Form 

@ - -  x0) p + - . .  

( y - -  yo) p + . . -  
( x  - x o )  q + �9 �9 �9 

( u -  uo) q + . . .  

erhalten. ]]at die Gruppe nur drei unabhilnglge Transformationen 
erster Ordnung, so sind zwei wesentlich versehiedene F~ille mSglich, 
je nachdem es eine Transformation der Form 

( z  - Xo) ~ + OJ - y0) q + . . . .  u + . . .  

giebt oder nicht giebt. Im letz~en Falle haben die 3 inf. Trans- 
formationen die Form 

( x ~ x 0 )  q + ~ U +  . . . . .  B t ( f ) +  - . .  

(x - -  xo) p - -  (y - -  Yo) q + t~ ~ + . . . .  B~(f) + . ' -  

(Y - -  Yo)~ + r u +  . . . .  ~ ( f )  + - - "  
N.un aber is~ 

B, (~3 (f)) - -  ~ (B, (f~) = (x - -  Xo) p - -  (Y -- U0) q,  

und da t~(~a(f))- Ba(/~ (f))q-" " ' "  das Symbol airier inf. Trans- 
formation der Gruppe sein soll (Satz9.)i so erkennen wir~ dass fl-----0 



472 S. L~. 

sein muss. In entspreehender Weise ergiebt sieh dureh Bildung der 
Ausdr(icke B, (B e (f)) - -  B 2 (Bl~(f)), B a ( t ~  (f)) - -  B 2 ( B  3 (f))~ dass 
aueh a und 7 gleieh Null sein miissen. So folgt , 

S a t z  13. Hat  eine Gruppe dr~i unabh~ng~ge Transformationen 
erster Ordnung, und findet sich unter ihnen t~eine der Form ( x -  xo) p 
~- (Y - -  Yo) q -F �9 �9 ", so haben dieselben die l~orm 

( ~ - x o )  q + �9 � 9  ( X - X o )  p - ( y -  yo) ~ + �9 �9 ", (y  - yo) p + . . .  

Nehmen wit jetzt an, dass die Gruppe drei unabh.;~ngige Trans- 
formationen erster Ordnung enthiilt, unter denen eine die Form 

b ~ = ( x  - X o ) ~  + ( ~  - -  ~0)  q + . .  �9 

besiizt. Die beiden anderen kSnnen dann die Form 

C~ ( f )  ,-I- " �9 " 

u,, (x - -  xo) q + fl2 [(x - -  xo) l) - -  ( y - - y o )  q ] ~ - y . ~ ( y - - y o ) 2 - ~  " - "  
= C : ( f )  + . . .  

erhalten. Und dabei sind die Ausdriicke erster Ordnung Cl(.f) und 
C=,(f) durch eine Relation der Form 

Q (c2( / ) )  - -  C(Q(fj) = A ,  �9 C , ( f )  + A . ) .  C.:(/) 

verbunden. Hier diirfen die Constanten A l und A.) nicht gleichzeitig 
verschwinden, indem sonst die drei Ausdriicke 

gleich Null wiirep, was dureh die Unabhlingigkeit der Ausdrticke C 1 ( f )  
mid C.,(f) ausgesehlossen ist. In Folge dessen kSnnen die inf. Trans- 
formationen C I ( f )  -~- �9 � 9  C.: ( f )  ~- �9 �9 �9 ohne wesentliche Beschr'~nkung 
derart gew~hlt werden, dass A t ~--- 1, A~ ~ 0 wird. Dies giebt eine 
Anzahl Relationen zwischen den sechs Constan~en a ~ f l ~  a~_fl~, ver- 
mSge deren sie leieht in allgemeinster Weise bestimmt werden k5nnen. 
Hierauf werde ich indess nicht n~iher eingehen. 

w 10. 

Gruppen, die eine Curvenschaar ~ ~xy) ~-  Const. ,invariant lassen. 

")2,. Die infinitesimale Transformation 

A ( f )  = ~p + ~q 
fiihrt im Allgemeinen eine vorgelegte Curvenschaar ep (xy) ~ a ~ Const. 
in eine neue Schaar 

b~ 

tiber. Soll die neae Schaar mit der vorgelegten identisch sein~ so ist 
hierzu nothwendig mad hinreichend, dass der Ausdruck 
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selbst eine Function yon q~ ist. Man denke sich jetzt, dass ~0-----a 
das allgemeine In~ega~l der Differentialgleiehung 

= ~ -  Y Of ~ ( f )  x of  _~_ = o 
ox )-y 

ist. Setzt man sodann in der identischen Gleichung 

Of Of A ( B ( f ) )  - -  J3(A(f))  --~ ( A X  --  B~)  - ~  -}- ( A Y  - -  ~ )  - ~  

insbesondere fgleieh ~, so kommi~ da sowohl ~(tp) wie B(A(~))uniter 
den gemachten Voraussetzungen gleich Null sind, 

o - ~ ( A X - -  ~ f )  -g~ T ; .  

Also ist ~ gleichzeitig das allgemeine Integral der beiden Gleiehungen 

bf  Df ~--- 0 ( A X  --  B~) -~u + (.aY -- B,~) -~- , 

X Of + y bf  = O, 

die somit identisch sein miissen. Soll daher die dutch die Gleichung 

X ~ - s  -}- b f  ~- 0 bestimmte Curvenschaar ~ ( x y )  -~. a die inf. 

Of Of gestatten~ so ist hierzu nothwemtig Transformation A f  = f - ~  -}- ~ ~ -  

und hinrr class die Gleichung 

A X -- .B ~ A Y - -  .B ~ 
( 9 )  X = - Y 

identisch stattfindet. 
Setzen wir endlich voraus; dass die Cklrvensehaar ~ ( x y ) ~ - - a  

dutch eine Differentialgleichung der impliciten Form 

~p(xyy') -~- 0 

bestimmt wird. Wiinschen wir zu entseheiden, ob die 8chaar tp ~ a 
die inf. Transformation ~ v - } - ~ q ~ A ( f )  gestattet, so setzen wit 
(Nr. 14.) 

Of ~f [0~/ ~t, Oq O~J ~9f 

und verlangen~ dass die Gleichung 

~(v)--o--~-~-+,~-~-+ ~-~-;+u'(~ ~ ) -~_ o--~, 

mit ~ ~ 0 identisch sein soil Ist diese Forderang erf~Ut, was daraaf 
hinauskommt~ dass die dutch Eliminafion yon y' zwiachen ~p ~ 0 and 
~(~p)--~-.0 hervorgehende Gleichung identisch f~a~rmdet~ dann und 

M a t h e m a t i ~ h ~  Anna l~n .  X V I .  -'41 
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nur  dann gestattet  die Differentialgleichung ~P ~ 0 die inf. Trans- 
formation A ( f ) .  Die hierdurch gefundene Bedingungsgleichung redu- 
cir~ sieh selbstvers~ndlicherweise~ wenn ~p die Form X y ' - -  .Y besitzt, 
auf die Gleiehung (9). 

23. Zu einer vorgelegten inf. Transformation A ( f )  gehSren un- 
besehriinkt viele Curvensehaaren ~ ~ a~ die die Transformation ge- 
st iffen.  Man finder dieselben, wenn man in der Gleichung 

~ ;  + ~ ~ = ~ (~) 

die Function Q beliebig w~hlt, und sodann eine beliebige IAisung ~p 
dieser Gleiehung gleich der Consfante a setzt. 

Auch zu einer jeden zweigliedrigen GrulYpe A l ( f ] ,  A2( f )  , wo 

(10) A1 (A.,. (f)) - -  A~(A,(f))  = cl A~ ( f )  + c2A~(f) 

ist, gehSren unbeschriinkt vide invariante Curvenschaaren. Wir  be- 
sehriinken uns darauf eine solehe anzugeben. Nehmen wir zuni~chst 
an,  dass c~ und c o beide gleieh Null sin& ]st ~p eine beliebige 
LSsung yon A I ( f ) ~  0, so kommt (10) 

A, (.4 2 (q)) ~ O, 

woraus folgt~ dass auch A~(~p) eine LSsung yon A ~ ( f ) ~  0 ist~ und 
dass folglieh eine Relation der Form 

A.~ (~,) = ~ (O) 

stattfindet. Hiermit  ist gezeigt,  dass die Curvensehaar ~p = a = Const. 
sowohl die Transformation A.~(f) wie die Transformation A~(f)  ge- 
stattet. - -  Sind andererseits die Constanten c I und c~ nicht beide gleich 
Null, so kSnnen wit immer ohne wesentliche Beschrgnkung e I ~ 1, 
c., ~ 0 und also 

A, (A.~(f)) - -  A.)_(A~ (f)) ~ A~(f) . 

setzen. Bezeichnet man sodann eine LSsung yon A l ( f ) ~  0 mit  r 
so kommt  wiederum 

A, (A,  (,,)) = O, 

was wie friiher heisst, '  dass die Curvenschaar ~p ~ a die baden iu- 
finitesimalen Transformationen gestattet .  

24. Zu  einer dreigliedrigen Gruppe A~(f ) ,  A2 ( f ) ,  An( f )  gehSrt 
i m ~ r  ~ine, und im Allgemeinen nut  eine invariante Curvenschaar, 
wie jetzt  gezeigt werden soll. 

Ieh seize 

A , ( f )  = ~,p + ~,q , (i = 1 , 2 ,  3) 

bilde sodann die Determinaute 
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O~,, ( On, 

On, ( O,h 

Ona [ On~ 
% ~ -  + Y ' k O y  

Oh 

~-~,, - -  y'~ - ~  

o ~ ) _ y,2 b h 

~ A  

und behaupte, dass die Oleichung A ~--0 eine bei der Gruppe in- 
variante Differentialgleichung darstellt, dabei vorausgesetzt, dass diese 
Gleichung nicht flit jedes Werthsystem xyy" identisch stattfindet. 

Setze ich 

Of [On, ,['O~Ii O~i~ ,~ O~t] OF - ~ B i ( f ) ,  

so kommt meine Behauptung nach den Entwickelungen am Schlu~e 
der vorangehenden Nummer darauf hinaus, dass die drei Gleiehungen 
Bq(A) ~ - 0  vermSge A ~ 0 identiseh bestehen. Setzen wit z. B. 
q ~ 2 und 

0n, 
Ox "~ Y 'k  ~'y 

so ist 
I, B2~, B ~  h B ~ ,  

B . : A ~ I  ~ ~ ~ + 

Nun aber bestehen (Sagz 9.) 

/?',~2 B~'~  + ~.~ ~.~ ~ �9 

Relationen der Form 

+c,~, +e~i2+csf3 ,  

wo die Gr'dssen c und d Constan~en 
Wex4he kommt 

+ c2 */., -t- c~ ~ ,  

sin& Dureh Einffihrung dieser 

2~ (a) ---- (c, + d~) Lx + i 
i 

+ 

Jetzt ist 

,~.-, ~:  {;:~ - 
.B3!i2 .B3'~., . B , & ~  

li3 ~/3 ~--, 

31 * 
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2y" ~ - ]  ~i, 

und also wird 

+ ~ ~ ~ + A ~ A . , ~  As~. + 
Aa ~, Aa ~. A~ ~. 

Um die Summe der drei letzten Determinanten zu bestimmen, ent- 
wiekeln wir jede Determinante nach den GrSssen Ai~2, Ai~i~, A~ 2, 
mad fassen sodann diejenigen Glieder, die bezfiglich den Factor 

05~ 0h 0~ 0w 0~ oder 0~ enthaiten, zusammen. Hierdurch Ox ~ Oy ' Ox' Oy ' Ox o--~ 
0~ und ~ den gemeinsamen Coefficient erhalten die beidea Gr5ssen -~-~ 

A; w~ihrend die Coefficienten der GrSssen 052 ~v~ 0~ 0~ sgmmt- Oy ~ Ox ~ Ox ~ Oy 
lich verschwinden. Sehliesslich kommt somit 

.B~(A) -~ (c~ + d 3 + 2 0,7, ~ 2y' ~ ' ~  A . - ~ -  ~ y /  , 

sodass B~(A) w.irklich gleichzeitig mit A verschwindet. Hiermit ist 
nachgewiese% dass die Differentialgleichung A ~ 0 die inf. Trans- 
tbrmation / ~ ( f ) g e s t a t t e t ,  und in entspreehender Weise erkenn~ man, 
dass sie zugleich die Transformationen B 1 ( f )  mad B 3 ( f )  gestattet. 

Nehmen wir jetzt an, dass die Determinante A fiir jedes Werth- 
system xyy" identisch verschwindet. Alsdann besteht entweder eine 
oder vielleieht auch zwei Gleichungen yon der Form 

[ Of_~ *l, ~-Of --~'-Of ] 

Es ist abet leicht zu erkennen, dass zwei solehe Gleichungen nicht 
statttindea kSnnen. Denn dureh Elimination yon B a ( f )  erhielte man 
(]ann eiae Gleichung 

r + ~ ( f )  = 0,  
die sieh in die drei folgenden zerlegte 

r + ~-~f~. ~-- O, 
~ t ~  + r = O, 
~ ~ + r ~.~ ~ 0 ; 

mad da die GrSssea ~t~t wie aueh die GrSssen ~ nieht gleichzeitig 
verschwh~dea dfiffen, und dabei nur yon x mad y abh~gen ,  kSnnen 
wit immer aanehmen, dass ept und ~ nut  yon x mad y abh~ngen. 
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Wir kSnnen sogar ohne wesentliehe Besehr~kung z. B. ~2 gleieh - -  1 
setzen. Dann abet kommt 

woraus folgt 

und da ~1 und ~l nicht gleiehzeitig verschwinden dtirfen, erkennen 
wir~ dass r jedenfalls eine Constante sein miisste, was indess dutch 
die Unabh~ngigkeit der Transformationen B l ( f )  and ~,~(f) aus- 
geschlossen ist. Hiermit ist naehgewiesen, dass nie mehr als eine 
Relation der Form 2~cp~/~(f)~-0 statt-~den kann. - -  Besteht e/he 
solche Gleiehung, so bilden die beiden linearen partietlen Differential- 
gleichungen 

/ ~ , ( f )  = 0 ~ ( f )  = 0 

ein vollst~indiges System, dem auch die Gleiehung ~ ( f ) ~ 0  aa- 
gehSr~, tst ~P ( x y y ' )  eine LSsung desselben, was darauf hinauskommt, 
dass /~ (~p) -~- B~ (~P) ~ :B a (~P) = 0 ist, so gestattet jede Differential- 
gleiehung der Form ~ ( x y y ' )  ~ -  a ~ -  Const. die drei inf. Transformationen 
~ ( f ) ,  / ~ ( f ) a n d  ~a(f ) .  In diesem Falle giebt es somit einfach un- 
endllch viele bei der Gruppe invariante Curvensehaaren. Hierbei ist 
jedoeh zu bemerken~ dass der Fall eintreten kann, dass die GrSsse ~p 
yon y' unabh~n~g ist. In diesem Ausnahmfalle ist ~p ~ a naeh dem 
gewShnliehen Sprachgebrauche keine Differentialgleiehung~ and daher 
finden wit jetzt nur die einzige invariante Curvensehaar ~p(xy)  ~ .  a.  

Es ]~sst sich zeigen~ dass wenn A n{cht identisch verschwindet, 
dass dann A ~ 0 die einzige bei unserer dreigliedrigen Gruppe in- 
variante Differentialgleichung erster Ordnung dars~ellt. Ist n~mlich 
c p ( x y )  ~ - - a  eine beliebige invariante Curvensehaar~ so bestehen drei 
Gleiehungen der Form 

~ a~ ~_ ~ (~ ) ,  

woraus dureh Differentiation 

~md d~eh Elimination der GrS~e -d~--: 
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Oy ~ - ~  / - 

~-~ 6~ 

In Folge 

~, ( ~  ~ ~, 

S. LIE. 

( ~ ~ ' )  ~ ~ + ~ [ ~ V 

dessen besteht immer die Gleichung 

by ~x 

Oy ~x 
/ 

was wieder heisst, (lass ~ ~ a ein Integral der Gleichung A ~ 0 ist. 
Hiermit ist der folgende Satz erwiesen: 

Sa tz  14. Jede dreigliedrige Gruppe liisst eine und im Allgemeinen 
nur elne Curvenschaar r  a invariant. 

25. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe 

A , ( f )  A~ ( f )  �9 �9 �9 A ,  ( f ) .  

Sol] eine Curvenschaar ~ ( x y ) ~  a drei Transformationen der Gruppe 
etwa A i ( f ) ,  A i ( f  ) und Aq( f )  gestatten, so erkennt man, indem man 
genau wie im Schlusse der vorangehenden Nummer verf'~hrt, dass r 
ein Integral der Gleichung 

Oy Ox ) - - y ' 2  ~ 0 ~ Au~ 
oy / 

sein muss. Sol| die Schaar r ~ - a  insbesondere alle Transformationen 
der Gruppe gestatten, so muss r ein gemeinsames Integral aller 
Gleichungen A~jq ~ 0 sein. 

Es l~st  sieh umgekehrt zeigen, dass, wenn alle Gleichungen 
Aoq-~-0 ein gemeinsames Integral r besitzen, alsdann (p ~--a eine 
bei der Gruppe invariante Curvenschaar darstellt. 

Verff~hrt man in der That genau wie im Anfange der voran- 
gehenden Nummer, so brlngt man den Ausdruck BeA~s~ auf die Form 

,, oy - y" - ~ }  A,i~ , 

wo die GrSssen c~ow gewisse Constanten sin& Hiermit erhal~en wir 
den Satz : 

S a t z  15. Soll die Grutoe A l ( f )  . . .  A,( f )  eine Curven,~chaar 
(xy) -~- a invariant lassen, so ist hierzu erforderlich und hinreichend, 

dass ~ ein gemelnsames lntegraZ aller Gleichungen Auq -~ 0 ist. 
Versehwinden alle Aoq identisch, so mfissen die Betrachtungen 

dieser ~ummer modificirt werden. Indem man wie in der vorangehen- 
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den Nummer verf~hrt, erkennt man, dass zwei unter den linearen 
partiellen Gleichungen 

Of ~ f  ~f = o = ~ ( f )  

ein vollst~ndiges System bilden, dem alle iibrigen Gleiehungen 
/3 , ( f )  ~--0 angehSren. Ist @ (xyy')  eine b~sung desselben, so ist 
jede Differentialgleiehung der Form ~p ~ Coast. invariant bei der 
Gruppe. Ist insbesondere ~p uaabhiingig yon y', so ist ~ ~ a eine ia- 
variante Curvensehaar. 

w  

Die ins Transformationen 1. O. entscheiden, ob eine invar/ante 
Curvenschaar existirt. 

Wenn man zu entscheiden wfinscht~ ob eine vorgelegte Gruppe 
eine Curvenschaar invariant ]~st ,  so genfigt es, wie jetzt gezei~ 
werden soil, ihre unabh~ngigen inf. Transformationen nullter und 
erster Ordnung in der Umgebung elnes Punkt~s xoy o allgemeiner Lage 
zu betrach~en. 

26. Nach den Entwlckelungen des vorangehenden Paragraphen 
soll man niimlich in allen mSglichen Weisen die drei inf. Trans- 
ibrmationen der Gruppe entsprechende Gleiehung A,~ ~ 0 bildea, 
und sodann untersuchen, ob alle diese Gleichungen ffir beliebig 
gew~ihlte Werthe x ~ x o und y ~-Yo durch denselben Werth yon y' 
befriedigt werden. Denken wir uns nile GrSssea ~ und ~ nach den 
Potenzen yon x -  x0 und y -  Y0 entwickelt, so verschwindet Aoq bei 
der Substitution x ~ Xo~ Y"'~-Yo jedesma], wean eine der Transfor- 
mationen A~( f ) ,  A~(f)~ Aq ( f )  yon zweiter oder hSherer Ordnung ist; 
ebenso wenn zwei unter diesen Transformationen yon erster Ordnung 
sin& Enthiilt daher die Gruppe weniger als zwei unabh~ngige inf. 
Transformationen n ullter Ordnung, so verschwinden alle Aijq iden- 
tisch.*) Wir kSnnen daher annehmen, class unsere Gruppe ia der 
Umgebung des Punktes Xoy o z~ei unabh~ngige inf. Transformationen 
nullter Ordnung der Form 

�9 A , ( f ) - ~ 2 - { -  ' ' ' ,  . A ~ ( f ) ~ q +  . - .  
enthiilt; und wollen annehmen~ dass es Q unabhiingige inf. Trans- 
formationen erster Ordnung 

Ea~(X-Xo) + b~(y-yo)~p + [-~(x-~'o) + ~(y--yo)] q+-..(k~-1,2...q) 

*) Geometri~h ansgedrdckt kommt dieser Fall, wie man leicht einsieht, 
darauf hln~us, dabs es ~ '  Curven giebt, deren jede bei allen Trausformationen 
der Gruppe invariant bleibt. 
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giebt; wobei ~ nich~ grSsser als 4 sein kann. Wir bilden die ()Aus- 
driicke A I ~ ,  die dutch successive Verbindtmg der Transformationen 
A I (f) und A~(f) mit elner Transformation erster Ordnung hervor- 
gehen. Setzen wir sodann x ~ x o, y ~--Yo, so kommt 

A(o) le~ ~-- a~ -~- y" (fl~ --  a~) - -  y.2 br. 
Soil die Gruppe eine Curvenschaar invariant lassen, so is~ hierzu noth- 
wendig und hinreichend, dass die 0 Gleichungen 

(10) a,  + y ' ( f l~- -  ak) - -  y':b~ = 0 

durch einen gemeinsamen Werth yon y' befriedig~ werden. 
27. Enth,ilt die Gruppe vier inf. Transformationen erster Ordnung, 

die somit die Form 

( x -  xo) p + . . . ,  ( y -yo )~  + . . . ,  (x--xo) q + . . . ,  

( u - y o )  q + �9 "" 

erhalten k5nnen, so miissten die vier Gleichungen (10) 
--  y ' =  0, -- y'2~- 0, 1 ~ - 0 ,  y ' = 0  

gleichzeitig bestehen, was an sich unmSglich is~. Eine Gru2pe mit 
vier unabhiingigen inf. Transformationen Ztisst daher keine Curven- 
schaar invariant. 

Enth~lt die Gruppe drei unabhiiaagige Transformationen erster 
Ordnung, unter denen sich keine der Form 

(x-Xo) ~ + (Y--yo) q + - "  

finder, so k5nnen diese Transformationen bekannflieh (Satz 13.) die 
Form 

( Z - X o )  q + . . . ,  ( x - x 0 ) p  - -  ( y - y o )  ~ + . . . ,  ( y - - y o ) p  + " "  

erhalten. Und also erh~ilt man die drei Gleichungen (10) 
1 ~ - 0 ,  2 y ' ~ O ,  - - y ' 2 ~ O ,  

die wiederum contradictorisch sind. .Fine Grulgpe mit drei inf. Trans- 
formationen erster Ordnung, unter denen keine die .Form 

(x- -  xo) ~ -t- (Y--Yo) q -{- " '"  

besitzt, liisst daher keine Curvenschaar r ~ a invariant. 

Nehmen wit jetzt an, dass eiae Transformation erster Ordnung 
die Form (X--Xo)p -1- (y--Yo) q -{- " �9 " besi~t. Dann kSnnen wir 
nach den Entwickelungen am Schlusse der Nummer 21. immer an- 
nelmaen, dass die beiden iibrigen Transformationen erster Ordnung 
die Form 

V,( f )  + . . . .  a, [(x--xo)io -- (Y--Yo) q] + b, (Y--Yo)-P -[- at (x--xo) q-I-... 

~ ( f )  + . . . .  a~[(X--Xo)P--(Y--Yo) q] -t- b2 Ot--Yo)P + a2 (x--xo) q + "  " 
besit.zen~ mad dass dabei die Relation 
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( ~ )  o , (c~( f ) )  - u~ (c , ( f ) )  =- v , ( f )  

sf~findet.  Jetzt reduciren sich die drei Oleichungen der Form (10) 
auf die beiden 

a t - -  2aiy" - -  b+y "~ ~ O, 
. :  ~ 2 a ~ y '  - -  5 :y ' :  ~ 0 ; 

und es fragL sich, ob diese GIeichungen dureh einen gemeinsamen 
WerLh yon y' befriedig~ werden, das heisst~ ob die Relation 

(12) 4(ala  2 --a~a~) (alb~--a~bl)  - -  (t~tb2--a~bl) 2 ~ 0 

stattfindet. Dies ist nun in der That immer der Fall. Denn die 
Gleichung (11) zerlegt sich in die drei 

a I b,, - -  a 2 b t ~ a[ 

( 1 3 )  2 (b I a 2 -  b 2 a 1) = bl 

2(al a~--a2aj) == al, 

und wenn man dieselben bez. mit 2a j ,  aj und b 1 multiplicirL, und 
sie dann addirij so folgt 

aib I + at z ~ O, 

welche Gleichung dutch neue Benutzung der Relationen (13) in (12) 
iibergeht. Eine Grutoe mit drei unabhli~ige~ inf. Transformationen 
erster Ordnung, unter denen dne die Form ( x - - x  o) 1~ + (Y--Yo) q -~- "'" 
besitzt~ liisst daher immer eine Curvenschaar q ~ ( x y ) ~ - a  invariant. 

Enthiilt eine Gruppe nut zwei unabh~ingige inf. Transformationen 
erster Ordnung~ so sind zwei F~lle denkbar. Besi~zt keine dieser 
Transformationen die Form ( x - - x o ) 2 ) - { - ( Y - - Y o ) q + ' "  ", so haben 
dieselben die Form 

C, ( f )  + . . . .  [a, (X--Xo) -{- b~ (Y--Yo)]P + [a~(x--xo) -{- ~I(Y--Yo)] ~ + " "  
C2(f) + . . . .  [a2(x--xo) + b~ (y--yo)lp + [a2(x--x0) + P2(Y- Yo)] q + " "  

und sind dabei~ wle wir otme Besehr~akung ~nnehmea k5maen~ dutch 

die Gleichung 

04)  C, (C2 (f)) - -  C~ (C~ (f)) ~ C,( f )  

verbun.dem Jetzt erhalten wir zwei Gleiehungen der Form (10) 

ai + (s _ a l  ) y" ~ bly "~ .~ O ,  

as + (P2--a2) Y" - -  b~ff ~ ~- 0 ; 

und es fragt sich, ob dieseiben "durch einen gemeinsamen Werth yon 
y" befriedig~ werden~ das heiss~, ob die Gleiehtmg 

(15) ( a , - ~ , ,  .~) ( a , - - p .  b ~ ) -  (a,, b~)'=, o 
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besteht. Dies ist immer der Fall. Denn die Gleichung (14) zerleg~ 
sich in die drei 

( ~ , ,  b~) = . ,  = - / 3 ,  ,2 , 

(16) (b,, a,--fl~) --~ b, , 

(a t -- f l , ,  a~.) = a , ,  

und wenu man dieselben bez. mit a, -- fl,, a, und b 1 multiplieirt und 
dann addirt, folgt 

al bl _[_ (aj - ~)' = 0, 
4 

welche Gleichung durch Benutzung der Relationen (16) in die Gleichung 
(15) iibergeht. Eine Gruppe rnit zwei unabhgngigen inf. TraMs- 
/ormatione~ erster Ordnung, unter denen keine die .Form 

( x  - zo)  2 + ( v -  vo) q + �9 �9 �9 

besitzt, liisst daher immer eine Curvenschaar invariant. - -  Enth~ilt 
andererseits die vorgelegte Gruppe eine Transformation der Form 
(x - -xo)P 'J - (~- -Yo)  ~2v "" ", trod ausserdem nur noeh eine Trans- 
formation, so erhiilt man nut vine Gleichung der Form (10). Eine 
solehe Gruppe l~isst daher eine Carvensehaar invariant. Dasselbe ist 
offenbar auch der Fall mit jeder Gruppe, die entweder keine oder aueh 
nur eine Transtbrmation erster Ordnung enthlilt. 

Die Entwieklungen dieses Paragraphen geben den folgenden 
fundamentalen Satz: 

Sa tz  15. Liisst eine Grulope yon Pun~Ctransformationen der ]~bene 
keine Curvenschaar 9 ~ ( x y ) ~  a invariant, so sind zwei Fiille denkbar. 
Entwecler enth62t ct~ Gruppe vier unabhdingige Transformationen erster 
Ordnung yon der t~arm 

(X- -Xo)p-] - ' " ,  ( Y - - Y o ) P + ' " ,  ( x ~ x o ) ~ t + " ' ,  ( Y - - Y o ) q + " "  

Oder auch sie. entMilt drei solche Transformationen yon der Form 

( x - - x o ) p - - ( y - - y o ) q  + . . . ,  (X--Xo) q-{- .  . .  , ( y - y , , ) i o ' - { - . . . .  

w I2. 

Grupl~n, die s~mmtliche 6%rvsn einer 8chaar ~ ( x y ) =  a 
invariant lassen. 

In diesem Paragraphen bestimmen wir alle Gruppen, die siimmt- 
l/che Curven einer Schaar ~p(xy)-~-a invariant lassen. Zun~chst je- 
doch einige al.lge~,eine Betrachtungen tiber Gruppen, die eine Ore'yen- 
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schaar 9 ~ ( x y ) ~ - a  im Allgemeinen nur in dem Sinne invariant lassen, 
dass sie die Curven der Schaar unter einander ver~uschen. 

28. Sind A t ( f )  A 2 ( f ) . . .  A t ( f )  die inf. Transformationen einer 
solchen Gruppe, so driickt jedes Ak(cp) sich als Function yon r aus 

Filhren wir daher cpals neues x ein, so erhalten die A , ( f )  die Form 

A t ( f )  ~- ~t(x) p + ~ ( x v )  q.  
Die Relationen 

A, (Ak (f)) - -  A t  (A, If) = ~ '  c, k, As ( f )  
S 

geben insbesondere r(r--1) Relationen der Form 1.2  
dfk di~ 

Setzen wit daher 
~ (x) p = B~ ( f )  

und fassen dabei die B, ( / ' )  als inf. Transformationen der einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit x auf, so kommt 

B, (.B~ (f)) - -  ~k (.B, (f)) = ~ c,k~ B,  f, 
S 

was darauf hinauskommt, dass die Bk( f )  eine Gruppe bilden. In 
Folge dessen ist es naeh den Entwickelungen des ersten Abschnittes 
immer mSglich eine solehe Function yon x als neues x einzuFtthren, 
dass die B~(f )  die Form 

(ao + a, x + a~ x:) p 
annehmen, und dabei eine lineare Gruppe bilden. 

Es kSnnen nun vier verschiedene Fglle einireten~ indem die 
B t ( f )  eine nullgliedrige, eingliedrige, zweigliedrige oder dreigliedrige 
Gruppe hi]den kSnnen. Und das Problem alle Gruppen in der Ebene~ 
die eine Curvenschaar invariant lassen, zu bestimmen, zerlegt sich in 
vier Probleme, die darauf hinauskommen, alle Gruppen, die den vier 
verschiedenen MSglichkeiten entspreehen, zu bestimmen. Es ist dabei 
mSglieh diese Probleme in einer solchen Reihenfolge zu behandeln, 
dass die Erledigung eines jeden Problems dureh die Erledigung der 
vorangehenden Probleme mesentlich gefSrder~ wird. Die inf. Trans- 
formationen einer jeden hierher gehSrigen Gruppe k5nnen n~mlich die 
Form 

A ( f )  ~- ( ao.-l- al x'-~ a2x~) .P -~ ~q 
annehmen. Hat nun die Gruppe mehr als eine, etwa r Transfomatio- 
hen, so enth~lt sie jedenfalls r -  1 Transformationen der Form 

B ( f )  ~ (bo-l-blx) P + ~q,  
and dabei sind die B t ( f )  offenbar paarweise dureh Relationen yon 

der Form 
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.B,(Bk (f)) - -  Bk (B,( f))  ~ X, b,~,B~(f) 
verbanden. Es giebt ferner jedenfalls r -  2 inf. Transformationen 
yon der Form 

C ( f )  = cop + ~q , 

die paarweise Relationen yon der Form 

C,(C~(/~) - -  C~ (C,( f ) )  = Z c,~, Co ( / )  
erfiillen. Und endlich giebt es jedenfalls r -  3 inf. Transformationen 
yon der Form 

1 ) ( f )  = ~ (xv)  q ,  

die wiederum paarweise Relationen yon der Form 

D , ( D , ( f )  - -  I)~ (D , ( f ) )  ~ 2: d ,~ D , ( f )  
erftiUen. 

Hiermit ergiebt sich die folgende Methode zur Erledigung unseres 
allgemeinen Problems. Zun~ichst suchen wit die allgemeinste 0-glie- 
drige Schaar yon Transformationen der Form 1)k(f)---~ ~/~q, die paar- 
weise Relationen yon der Form 

.D, (Dk if)) - -  D~(.D, (f)) = 2: d,k~ Do ( f )  
erffillea. Darnach suchen wir in allgemeinster Weise eine hinzu- 
tretende inf. Transformation der Form C( f )=- .p  + *laq~ die 0 Re- 
lafionen der Form 

C(Dk (f)) - -  1)~ (C(f))  = ~ ck~D, ( f )  
# 

befriedigt, wobei wit hervorheben, dass die Gr5sse C ( f )  auf der rechten 
Seite dieser Gleichungen nicht auftreten kann. Sodann suchen wir in  
allgemeinster W eise eine inf. Transformation der Form B (f)  ~ xp + ~/~ q, 
die 0 + 1 Relationen der Form 

If)) - -  D~ (B (f)) ~- ~ bk, D~ (f)  B 
$ 

B(C( f ) )  - -  C(.B(f)) -~- - -  Cf  + , ~  7. lL(f) 

erfiillt. Und endiich suchen wir in allgemeinsier Weise eine inf. 
Transformation der Form A ( f )  = x~p + ~.,~, die O + 2 Relationen 
der Form 

A ( ~ ( t ~ )  - ~ ( A  (~) ---- 2~ ~ . D , ( t ' )  

a ( c ( f ) )  - -  C(A(f ) )  = - -  2 B ( f )  -{- 2: f l .D~(f) 
A( .B( f ) )  - -  .B(A( f ) )  = -- A(f )  + 2~ ~,D~(f) 

erffillt. 
Nachdem nile diese Bestimmungen ausgefiihrt sind, verificiren wir, 

dass alle Schaaren yon inf. Transformationen, die wir in dieser Weise 
erhalten haben, wirklich jedesmal eine Gruppe endticher Trans- 
formationen bestimmen. 
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29. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Schaar Transformationen 
der Form D k ( f ) - ~  ~kq, die paarweise Relationen der Form 

D~(Dk(f))  - -  D~ (D,(f))  -~ ~ c ,~D, ( f )  
erffillen. Unter denselben w~hlen wir die r -  1 unabh~n~gen inf. 
Transformationen D i ( f ) . . .  D',-L(f), die in der Umgebung eines 
Punkts xoY o allgemeiner Lage yon erster oder hSherer Ordnung sind. 
Und da jeder Ausdruck D~(D~.( f ) ) -  D'~(D}(f))jedenfalls yon erster 
Ordnung ist~ so erk6nnen wit, dass ein solcher Ausdruck sich immer 
als Summe der D~(f) ,  multiplicirt mit passenden Constanten, dar- 
stellen ]Ksst. So folgt 

S a t z  16. Wenn r inf. Transformatione~ yon der Form D~(f )~-  ~ q  
paarweise _~dationen yon tier Form D~( D~(f )) --D~(D~(f)) = Zcv., D,( f)  
erfiillen, so giebt es unter ihnen immer r ~ 1 unabMingige Trans- 
formationen D'~(f), die 19aarweise t~elationen der entsprechenden Form 
Di(Di( f ) )  - -  Di(D~(f)) -~ ~ d , ~ D i ( f )  erfiglen. 

VermSge dieses Satzes k5nnen wir die aUgemeinste Gruppe der 
Form ~ q in der folgenden Weise bestimmen. Wir nehmen zuerst 
die allgemeinste inf. Transformation der Form D t ( f )  ~ ~1 (xy) q; 
bestimmen sodann in allgemeinster Weise eine inf. Transformation 
D.)f-~-~.,.(xy) q, die eine Relation der Form 

D, (D~ (f)) - -  D2 (D, (f)) -~- a, D , ( f )  + a2 D~ ( f )  
erfiillL Sodann bestimmen wit die allgemeinste Transformation 
Da(f )  ~-"~aq, die zwei Relationen der Form 

Dj (1)3(/')) - -  D~(DI(f)) ---- biD1 + b292 + b'~D3, 
D~(D~(f)) - -  D.~(D~(f)) ~ c~D~ + c~D~ + c3D3, 

erfiillt; u. s. w. 
30. Eine inf. Transformation yon der Form ~ q kann dutch Ein- 

fiihrung einer zweckm~ssigen Function yon x und y als neues y immer 
etwa die Form X 1 (x)q erhalten, wobei X t eine ganz beliebige Function 
yon x bezcichnet. Um jetzt die allgemeinste zweigliedrige Schaar 

.D, ( f )  = ~, ~, D~ (f)  = 1/.., q 
zu bestimmen, bemerken wir, dass die zwischen D tund  D~ bestehende 
Relation durch passende Wahl yon ] ) i u n d  D~ die Form 

Dt (D~(f)) - -  .D~ (D t (f)) = ~Dt ( f )  
annehmen kann; mad dabei kann die Gr5sse ~, wenn sic nicht ver- 
schwindet, gleich 1 gesetzt werden. Wir kSnnen ferner durch Ein- 
fiihrung einer zweckm~ssigen Function yon x und y als neues y, wie 
soeben~ erreichen, class D~ die Form X~(x)q erhS.lt. Und ~Iso erhalten 
wit zur Bestimmung yon D ~ ( f ) - - ~ q  die Gleichung 

~y ~ z ~  
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woraus 
~----- ~y + f(x). 

Is t 'h ie r  �9 verschieden yon Null, in welchem Falle ~ gleich 1 gesetzt 
werden kann, so fiihren wit y + f(x) als neues y ein. Hierdureh er- 
halten uasere beiden Transibrmationen die Form Xlq , yq. JEs giebt 
somit nut zwei Typen yon zweigliedrigen Schaaren der Form ~ q  
niimlich 

, X l q :  X l q ]  
i X : q l  : Yq 

Ist D 1 - - - X l q  , D 2 = X 2 q ,  1) 3 = ~ q  eine Schaar yon Trans- 
formationen, die Relationen der Form 

(D1Da) ~ a,D 1 + a2D2 + ands, 
(]).,_D3) --~ btD I + b.2D~. + baDa 

befriedigen, so giebt es jedenfalls eine Transformation J ) ~ c q  D 1 + u~Dz, 
die zu /)a in solcher Beziehung steh~, dass (DDa) sich dutch D t u n d  
1)2 ausdriickt; und offenbar kSnnen wit ohne Beschriinkung annehmen, 
dass dies eben mit ( /) iDa) der Fall ist. So kommt 

X t ~n = a t X t + ao X.,, 

X,  T va,~ ~. biX, + b,X.~. + b ~ ,  

welehe Gleichungen zun.achst befriedigt werden~ wenn wir ~ gleieh 
eiaer beliebigen Function yon x setzen. Soll a 7 zugleich yon y ab- 

hiingen, so muss wegen der ersten Gleichung die GrSsse ~ -  eine 

Function yon x sein, und somit muss in der letzten Gleichung b 3 

~v eine gleich Null sein. Hieraus liisst sieh nun schliessen, dass - ~ -  

Constante sein muss. Denn unsere Gleichungen zeigen, dass jeder 
Ausdruek 

(A 1 X t + A~_ X o) a~ ~v 

sieh als lineare Function yon X t and X 2 ausdriicken liisst: 

(AjXI + A.,X.,) ~'~ = B I X  ~ + B.2Xo. 
" Oy  

Ebenso ist 

(B~ x ,  + B, X2) ~ ~ ---- C, X~ + C~ X2 . - ~ -  

woraus 

(A, Xt + A2X.,) [ a,~ V- ~,-gg.j = c, x z + 6'~ x., , 
und im Allgemeinen 

(a, Xt + A~X~) ( a,~ y__ LI XI + L~X2, \ ~ y J - -  
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wo ]r eine belieblge ganze Zahl bezeichnet. Setzt man z. B. A 1 ~ l, 
Ae ~ 0, so erh~lt .man drei Gleichungen der Form 

XI ( a~ y _  X, 

( ~ ~ x, ~ - :  D, x, + ~x~ 

wo die rechten Seiten eo ipso durch eine lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten, die nieht s~mmtlieh verschwinden 

foX,  + 7,(~,, x ,  + , ~ G )  + 7~(~,x, + ~x~)  = o 
verbunden sein mtissen. Also kommt 

(r ~ ( ~ V~ O, 

woraus folgt, dass ~n eine Constante ist. Und da diese Constante 

nach unserer fffiheren Voraussetzung yon Null verschieden ist, so 
kSnnen wir 

n ~ y + f(x) 
oder ohne wesentliche Beschr~inkung ~ = y setzen. Die gefund2ne 
dreigliedrige Schaar yon Transform'ationen hat die ~brm 

Xiq , X~q, yq. 
Seien jetzt q, yq, ~q drei Transformationen, die paarweise in der 

bekannten Beziehung stehen. Alsdann wird ~ bestimmt dutch zwei 
Gleichungen der Form 

~y ~ ao -~- 2aj y-~ a2y, 

y ~ - - ~ b  o - { - 2 b l y q - b ~ .  

Dabei ist leicht zu erkennen, dass a~ gteich Null sein muss. Sonst 

a~7 dass ~ eine ni~mlich fiinde man einerseits durch Elimination yon - ~ - ,  

rationale Function yon y w~re, andererseits durch Integration der 
ersten Gleichung, dass ~ eine transcendente Function yon y w'~re. 
Wit setzen daher a~ ~ 0 trod linden sodann durch Integration der 

ersten Gleichung, dass ~ die Form 

~ aoy q- a~y ~ q- f(x) 
besitzt. Und da wir a0 ohne Beschr~mkuag gleich Null ~etzen kSnnen~ 

kommt 
-~. a~ y~ q -  f(x). 

Setzen wit die~en W e r t h  in die zwei~e Bedingungsgleichung ein, so 
ergiebt s~ch~ class entweder a~ oder f(x) gleich Null aein m a ~ ,  so da~ 



488 S. L=. 

n ---- oder  n = f ( x )  

wird. /udem wit dies mit dem Vorangehenden verbinden, erkennen 
wir, dass die gesuchten dreigliedrigen Schaaren Transformationen eine 
der foOenden Formen besitzen: 

X l ~  I X t q  i q } 

I' x2q ', vq i. 
X~.qj yq / ' q  1 

31. Stehen vier inf. Transformationen der Form q, yq,  y"-g, ~q 
paarweise in der bekannten Beziehung, so wird ~ bestimmt dureh 
drei Relafionen der Form 

by 
~y --~ a o + 2aly + 3a2y ~ + as~,  

y -~ -  --  ~ = b U + 2b, y +  3b.,y ~- + ba~ , 

y2 bn o-~- - -  2y~ ~- c o + 2cly + 3c2y ~ + ca~ , 

und dabei erkennen wir, wie soeben, dass a a gleich Null sein muss, 
indem die entgegengesetzte Annahme zu Widersprueh ffihren wfirde. 
Also erh~lt ~ dutch Integration der ersten Gleichung die Form 

= ao y + at y~ + a3 y3 + f ( x ) ,  

wobei a o und a, ohne Besehr~nkung gleich Null gese~zt werden kSnnen: 

,~ = aa ya _[_ f(x). 
Die zweite Bedingungsgleichung zeigt, dass ~ entweder gleich y3 oder 
gleieh f (x)  sein muss. Da indess wegen tier dritten Bedingungs- 
gleiehung diese beiden Formen unmSglich sind, so schliessen wit, dass 
keine viergliedrige Schaar die Form q, yq ,  y2q, ~e 1 besitzen kann. 

Wir suchea jetzt in altgemeinster Weise r + 1 inf. Trans- 
formationen yon der Form 

Xxq , X ~ q . . .  X~q, ~q,  

die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Indem wir ganz 
wie friiher in dem Falle r ~ 2 verfahreu, erhalten wit zur Bestimmung 
you ~ r Gleiehuagen der Form 

X., ~ '  - -  2 :~X~ 
" Oy 

�9 �9 * . . . . .  

~y 
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wo ~ ~iberdies gleich Null sein muss, indem die entgegengesetzt~ An- 
nahme wiederum zu Widerspruch f~hren wiirde. Folglich besteht, was 
auch die Constanten A I - . - A ~  sein mSgen~ immer eine Relation der 
Form 

( A t X  1 +  " . .  + ATXr)  an = B t X t  + . . .  + _ B , X , .  

Insbesondere ist 

(/7, X,  + .  �9 �9 + B~ X~) ~ -D~-= CIX1 + . . .  + G X , ,  
w o r a t l S  

(A, X, + . . .  + a , X , )  ( , o r "  C, X ,  + . . . + C.  X . .  

und im Allgemeinen 

( A , X ,  --[- . . . q- A r X ' )  ( ~ - = L , X ,  + . . - - - } - L , X ,  

In dieser Gleiehung gebe ich k suecessiv die Werthe O, 1, 2 . . .  r, 
and lasse dabei A I A 2 . . .  A,. feste GrSssen bezeichnen. Hierdurch 
erhalte ieh r - { - 1  Gleichungen, aus denen durch Elimination eine 
Gleichung der Form 

( 2: A~ X<) \ko + kl - ~  + " �9 �9 + k, ~ -~-  , / ~- 0 

hervorgehL. Also folgt 

k, + k, 7 7 + . . .  + k ,  --gV---~ o ,  

an gleich Null ist, siianmtlich ver- wo die Constanten k nur, wenn -~ -  

On jedenfalls eine Constante and schwinden diirfen. Daher ist -~ -  

~ ay + f ( x ) ,  

sodass wit ~ entweder gleich y oder gleich f ( x )  setzen kSnnen. W i t  
finden daher nut die beiden Scha, aren 

X j q  X~q . . .  Xrq  y q ,  

X i q  X . , q . . .  X , q  X,+~q, 

Endtich suchen wir in ullgemeinster Weise r + 2 inf. Trans- 

formationen der Form 
X t q  X2q ' ' .  X , q  yq yq,  ( r >  l)  

die paarweise Relationen yon der bekannten Form befriedigen. Wit 
erhalfien, da r grSsser als 1 ist, jedenfalls zwei Relationen yon der 

Form 
X t  ~ 

x.> ~-~ = ~ ~ ,x ,  + ,r + ~,~ , 
Mathematische Annalen, XVL 3~ 
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w o a  ohne Beschr~nkung gleieh Null gesetzt werden kann. Durch 
Integration der ersten Gleichung kommt daher 

~fo y2 X,~ = y ,v, ~,X, + -V + f (x) ,  

welchen Werth yon ~ wir in die zweite Bedingungsgleichung sub- 
stituiren. Setzen wir nun zungehst voraus, dass ~ yon Null verschieden 
ist, so ergiebt slch, dass ~ die Form 

= ~,y + ~(x)  

besitzt, und dabei kann a t ohue Besehriinkung gleich Null gesetzt 
werden. .Die Hypothese fl ~ 0 giebt somit eine (r + 2)gliedrige Schaar, 
die dieselbe .Form wie die vorgelegte (r + 1)gliedrige Schaar besitzt. 
Wit kSnnen daher annehmen, dass ~ gleich Null ist. Dutch Elimi- 
nation yon y zwischen den beiden Bedingungsgleichungen er~ebt sich, 

dass - ~  nur yon x abh~ngt. Und also erhalten wir r Bedingtmgs- vy 
gleichungen der gemeinsamen Form 

vy 

aus denen wie im voraugehenden falle hervorgeht, dass ~ die Form 
ay + f(x) besitzt, wobei fiberdies a ohne Besehrgnkung gleieh Null 
gesetzt werden kann. Unsere Schaar besitzt daher wieder dieselbe .Form 
wie die vorgelegte (r + l)gliedrige Schaar.: 

Die vorangehenden Entwicklungen geben den allgemeinen Satz: 
Satz 17. Wenn eine Schaar in/'. Transformationen der Form 

~ q  paarweise die bekannten Relationen erfiiUen, so hat sie eine der 
fol#en~ .Formen 

Xl q 

X2 q 

X,q 

Xt q 
Xe q 

X,q 

Yq 

q 

Yq 
yeq 

32. Es fragt sich nun, ob die hlermit gefundenen Schaaren in- 
finitesimaler Transformationen jedesmal eine Gruppe bestimmen. Diese 
Frage ist mit ja zu beantworten, wie jetzt gezeig~ werden soil. Die 
Gleichungen 

Y ' ~ Y  + alXt  + a2Xe + . . .  + arX,  
x ' ~ x  

bestlmmen eine r-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen, und 
die inf. Transformationen dieser Gruppe sind eben die r GrSssea X~q. 
Es ist feraer klm-, dass die Gleichungen 
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y" ~-- ay q- a I X,  -4- . .  �9 -4- a~ X, ,  
a~ ~ x 

eine (r + 1)-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen bestimmen; 
die inf. Transformationen dieser Gruppe sind die r-f- 1 GrSssen X~q, yq. 
Es ist endlich bekannt, dass die Gleichungen 

, aly--~a~ 
x -~- x~ Y ' ~  a~y-q-1 

eine dreigliedrige Gruppe mit den inf. Transformatioaen q, yq, y~q 
bestimmen. 

Hiermit ist also die allgemeine Bestimmung aller Gruppen in de'," 
Ebene, die siimmtliche Curven einer Schaar ~ (xy) ~-- a invariant lassen, 
geleistet. 

~3. 

Einigo Hiilfstheorien. 

In diesem Paragraphen entwickeln wir einen allgemeinen Satz 
5her beliebige Transformationsgruppen. Zun~chst einige Bemerkungen 
fiber lineare Gruppen. 

33. Eine infinitesimale Transformation der Form 

~ ' c ,  kx, p , ,  ( x , . . - x ~ p , . . . p . )  

soll eine lineare Transformation heissen. VermSge derselben erhalten 
die xk die folgenden Incremente 

(13) ~ x k =  ( ~  c,~x,) tit. 

Fiihrt man start x 1 - - .  x, zweckm~issige lineare homogene Funetionen 
dieser GrSssen als neue x e i n ~ o t ,  kann man nach C a u c h y ' s  Unter- 
suchungen fiber simultane Systeme der Form (13) immer erreichen, 
(lass alle GrSssen cik, deren i grSsser als k ist, g}eich Null werden. 
]Eine jede lineare inf. Transformation kann daher die ~'orm 

c~x~p~ + (e~xj  + c~.,x2) p2 + ( % z ,  + c.2.~x~ + c33z~) _~3 + �9 " " 

+ (e, qx, + c.~qx., + �9 �9 �9 + e ~ z q ) p q  + . .  

erhaltem. 
34. Nehmen wir jetzt an, dass zwei lineare iaf~ Transformationen 

A ( f )  -~ X~p~ und B ( f )  = Z~p~ in der Bez/mlung 
(14) A ( B ( f ) )  - -  B ( A  (/)) -----~A(/') 
stehen. Wir werden zeigen, dass es dana immer m5glich ist, start 
x l - - .  x. solehe neue unabh~ngige Variable einzufiihren, dass A( f )  
und B ( f )  gleiehzeitig eine bemerkenswerthe Form erhalten. 

32* 
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Wir bringen zuerst A ( f )  auf die in der vorangehenden Nummer 
besprochene Form,  sodass der Coefficient yon 2~ die Form ex 1 erhiilt; 
dabei kann es gelegentlich kommen, (lass noch mehrere Grbssen ~/~ z. B. 
, h ~ 3 - -  . 7/q die entsprechende einfache Form exk erhalten, also 

A ( f )  ~ e ( x , p ,  q -  x. ,p. ,  q -  . . . q -  Xqpq) ~ ~qq-~ pqq-1 .dr_... _}_ ~'lu Pn 

wird. Wir  k5nnen ohne Beschr'~nkung annehmen, dass die GrSsse 
c I x , - { - . . . - } - c q x q  die allgemeinste lineare Function der x ist, die 
eine Relation der Form 

A ( X c ,  z , )  = ~ X c ,  x~ 
erffillt. 

I c h  b e h a u p t e  n u n  z u n ' ~ c h s t ,  ( lass e g l e i c h  N u l l  s e i n  muss .  
Ist  niimlich e yon Null verschieden, in welchem Falle e ohne Beschriinkung 
gleich 1 gesetzt werdeu kann,  so l '~st sich zeigen, dass die ganze 
Zahl n keinen endlichen Werth  haben kann. Die Gleichung (14) zer- 
legt sich in die n Relationen 

(15) A(~,) - -  ~(~,)  = ,/, 

und also befriedigen die q GrSssen ~1 " ' "  ~q Relationen der Form 

A(~,) - -  ~, = x,. (i = 1, 2 . .  �9 q). 

Hieraus l'~sst sich nun schliessen, dass die GrSssen ~j . �9 . ~ , x 1 �9 �9 . x q  

unabhiingig sein miissen. Best~inde niimlich eine Relation der Form 

v,  ~, + �9 . �9 + vq ~q q -  ,a, x ,  q -  �9 �9 �9 q -  #q z,~ = O, 

so k~me durch Ausfiihrung der Operation A ( 2 : v i ~ i )  + A ( X , ~ x i ) ~  0:  

v, (~t + ~ , )  + " " + v ~ ( ~  + xq)  + ~ ,  x ,  + �9 �9 - + t'~ x~ = O, 

woraus die unmtigliche Gleichung 

v , x ,  q -  �9 �9 �9 -4- VqXq = 0 

iblgen wiirde. Also ist n f l d e n f a l l s  so  g r o s s  a l s  2 q ,  und es ist daher 
erlaubt die GrSssen x q + ~ .  �9 �9 x~q bez. gleich ~, " ' �9 ~q zu setzen: 

xq+~ -= ~, �9 �9 �9 x ~  = ~ .  

Durch Ausfiihrang der Operation A kommt 

A ( x ~ + , )  ---- A ( ~ , )  = ~, + x , ,  ( i  --= 1 . . .  q ) ,  

oder da A (xq+i) = ~/q+~ ist, 

Vq+, = x~+, + x;, (i = 1 �9 �9 �9 ~). 

Hiermit sind die n OrSssen ,2q+~.- .~kq bestimmt. Nun aber ist 

und also befriedigen die n GrSssen ~q+~-..  ~.~q Relatiotten der Form 

A(~,~+3 - -  i q + ~ -  ~ = ~+~ = x~+~ "4- x~, ( i  = 1 �9 �9 �9 q) ,  

oder 
A(~,~+, )  = i,~+~ + 2xq+~  -t-  x .  ( ;  = ~ . . . q ) ,  
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woraus Ie~ch~ hervorgeh~, da~s die GrSssen ~9+, "'" ~q xl "" �9 Zq-.. x..~q 

dutch keine llneare Relatiou verbunden sein kSnnen. Also ist n jeden- 
fal ls  so gross win 3 q ,  und wir kSmaen ohne Besehr~kuag 

setzen. Dutch Ausfiihrung der Operation A kommt 

oder da A(x~q+~)-~-~q+i ist: 

~q+~ = x~+~ + 2xq+i + x , ,  (i = 1 �9 �9 �9 q). 

Indem man in ganz enLsprechender Weise fortfa.hrt, erkennt man, 
dass die GrSssen ~ e q + , . . - ~ q  x ~ . . .  x q . - . x e q - . - x s q  unahhiingig 
sind~ und dass daher n jedenfalls so gross wie 4q is~ u. s. w. Da 
nun n eine ezidliche Zakl sein soil, so erkennen wir, dass die frfiher 
besprochene GrSsse e gleich Null sein muss. 

35. Wit kSnnen daher setzen 

A(f) = O . p, + �9 �9 �9 + 0 . pq + ~+L Pq+~ + �9 �9 ", 

B(f) = ~IP, +''" + ~Pq + ~+~q+~ +'" ", 

und wegen (14) folg~: 
l ( ~ , )  = 0 ,  A ( ~ )  ----- 0 ,  �9 � 9  A ( ~ )  = 0 ,  

woraus naeh unseren friiheren Vorausse~zungen hergorgeht;, dass ~,.-.~q 
uur yon :c~-- .  x~ abh~ngen. Ich kann nun die GrSsse x~+, derart 
wShlea, dass eine Relation der Form 

stattfindet; also is~ zugleich 
~q+~ --~ c, x ,  + �9 �9 �9 + cq x~ + c x q + , .  

Dabei ist leicht zu erke~aen ,  dass die Gr'Ssse c gleieh'Null int. Man 
beweist dies, indem .man in A ( f )  and /4(/') die Substitutione~ 

x~ ~ - 0 ,  x ~ 0 ,  - - . ,  x ~ = 0  

ausffihrt, and darnach amf die hervorgehenden Ausdriicke A(~ f ,  2(~')/ 
die, wenn c vo~ Null verschieden ist, nicht gleieh Null sei~ kSnnen, 
die Betrachtungen der vorangehenden Nummer anwendet. 

Wit  kSnnen daher setzen 

u n d e s  ist denkbar, dass noeh z. B. ~ q + a - - . ~ (  lineare Functionen 
yon x t ' ' '  x~ siud. D~bei kSnnen wit olme BeschrKnkung annehmen, 

dass die GrSsse 

die a/lgemeinste /st, die eine Relation der Form 
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Wegen ([4) bestehen dam~ q ' - - q  Relationen der Form 

A ( ~ + ~ )  = ~lx~ + . . .  + ~ x q ;  ( i  = 1 . . .  q " -  q) ,  

also sind die GrSssen ~q+l �9 �9 - ~q' Functionen yon x,  �9 �9 �9 xq �9 �9 �9 xq.. 

In dieser Weise kSnnen wir nun welter gehen. Wir  w~ihlen die 
GrSsse xr derart,  dass eine Relation der Form 

A(xq,+,)  = c tx ,  + �9 �9  + cqxq + � 9  �9 + cq, xr  + cx~.+~ 

stattfindet, und erkennen dabei wie friiher~ dass c gleieh Null sein 
muss. Also wird 

Vq'+~ = c, x l  + �9 �9 �9 + ccxq.,  

und es ist denkbar, dass noch weitere Gr'6ssen 7,  z. B. ~q.+.2... ~r 
diese Form besitzen. Dabei kSanen wir ohne Beschriinkung aanehmen, 
dass die Gleiehung 

A ( ~ )  = c,x~ + �9 �9 �9 + cq, x r  

in allgemeinster Weise dureh die Annahme 

erftillt wird. Nun abet bestehen wegen (14) Relationen der Form 

A(~r  ~ e,x~ + �9 �9 + cq, xq,, 

und also sind ~r �9 �9 �9 ~q" Functionen yon x, �9 �9 �9 xr u. s. w. 
M a n  k a n n  daher  i m m e r  ei~qe solche :Reihe w a c h s e n d e r  Z a h l e n  

(t, q', q ' ,  q'" " ""  n w i i h l e n ,  class ~x " ' "  ~ gZeich N u l l  s i n d ,  class 

~+~  . . . ~q. n u r  van x~ . . .  xq abh~nge~ ,  dass  yq.+~. . . ~q. n u r  yon 

~'1 " " �9 xq, abhi~:ngen u.  s. w . ;  dass  f e r n e r  gleichzei t ig  ~ �9 �9 . ~q n u t  van  

xz �9 �9 �9 xq abh i ingen ,  dass ~q+~ �9 �9 �9 ~q, n u t  yon  x~ �9 �9 �9 xq, abh i ingen ,  dass  

~ q ' + l . . .  ~ , ,  n u t  yon xl  . . . x q , ,  abht ingen u. s. w .  

36. Es bleibt jetzt nur noch iibrig, einige einfache Transfor- 
mationen auszuftihren. Ffihrea wit start x t . ' . x ~  [ineare Functionen 
dieser GrSssen ein, so behalten die Transformationea A ( / ' )  und B ( f )  

offenbar die soeben gefundene Form. Dabei kSnnen wir insbesondere 
erreichea, dass der Ausdruck ~ q- . �9 �9 -]- ~qpq,  der nut  yon x~ �9 �9 �9 xq, 
p~ . . - ~ q  abh[ingt, die in Nummer 33. besprochene Form erh~lt. So- 
dana ffihrea wit start x q + ~ . . . x q ,  zweckm~ssige lineare Func~ionen 
yon x e + ~ . . . x  r era ,  und bringen dadureh den Ausdruck 

auf die kanonisehe Form der Nummer 33. u. s. w. 
Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wit den Satz: 

S a t z  18. S tehen  z w e i  l ineare  T r a n s f o r m a t i o n e n  

A ( f )  = I ~ , _ ~ , ,  s  - ~  t ~ , p ,  
i n  der B e z i e h u n g  

A ( B ( f ) )  - -  ~ ( A ( f ) )  - ~  A ( f ) ,  

so is t  es i m m e r  mSgl i ch ,  die u n a b M i n g i g e n  V a r i a b e l n  x ~ . . .  x~ i n  
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solcher Weise zu wb~hlen, dass jede Gr~sse ~i nut  van x t �9 . �9 xi-1 ab- 
h~ngt, wghrend jede Gr6sse ~ eine Function yon x I �9 �9 �9 x~_~ , x~ wird.*) 

37. Wit wenden uns jetzt zu ganz beliebigea Gruppen yon Puakt- 
txansformationen einer n-  fach aasgedehnten Mannigfaltigkeit xt �9 �9 �9 x~. 

Sind r inf. Transformationen A 1 ( f ) ,  . . . ,  A t ( f )  paarweise durch 
Relationen der Form 

(Ai a~) = , ~  ci~, As 
$ 

verbunden~ so sind die Constanten cik,, wie jetzt gezeigt werden soll, 
dutch eine Reihe Relationen verkniipft. Ftihrt man in der That in 
die bekannte J acob i ' s che  Idenfi~t 

((A, Ak)A,)  + ((A~A,)Ai) + ((A,A~)A,)  ~--- 0 

zuerst einmal die obenstehenden Werthe der GrSssen (AvA,) ein, und 
wendet sodann noch einmal dieselben Relationen aa, so kommt 
schliesslich eine Gleiehung der Form 

OlAf+ C2A~ + . . .  + C,A~=O, 
in der die CA Functionen der GrSssen cz, e sin& Und da die Ak(f) 
unahhi~ngige inf. Transformationen sind, folgt 

Ca~-O, C ~ O , - . ' ,  C,----O, 
oder entwiekelt 

,~a (c~ece~o + c~eCeio -l- c,~eceko) -~ O, 
e 

wo die i, k, s~ a vier beliebige unter den Zahlen 1, 2 �9 �9 �9 r bezeiehnen. 

38. Seien wiederum A l ( f ) . . "  A~.(f) beliebige (das heisst nieht 
eben lineare) inf. Transformationen, die paarweise dutch die Relationen 

(A, Ak) = . ~  c~, A, 
$ 

verbunden sin& Ieh bilde die Ausdrtieke 

und behaupte, dass diese Ill, eaten inL Transformationen durch die 

entsprechenden Relationen 

(B,  B,) ~ ~ c,j, B ,  
$ 

verbunden sin& Dureh Ausf'tih~mg kommt n~alieh 

*) Dieser Satz ist ohne Zweifel, wenn auch vieUeieht in anderer Form, 
1,~ngst bekannt. Derselbe ist 5brigens eia specieller Fall eines viel aUgemeineren 
Theorem~ das ich bei einer anderen Gelegenhe~t aufgestellt habe. 
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uad unsere Behauptung ist, dass dieser Ausdruek auf die Form 

Of 

gebraeht werden kann; oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die 
~uml]:le 

$ 

ideatisch verschwindet. In der vorangehenden Nummer sahen wir 
in der That, dass dies der Full ist. So folgt: 

Satz 19. Sind r inf. Transformationen A l ( f )  . . �9 A / f )  verbunden 
(lurch die t~elationen 

(A, Aj) ~- Z ci~,~ A,, 
so befriedigen die linearen Ausdriicke 

die entswechenden _Relationen 

(B, 2~,) = ~ ci,~ B , .  

Die S~tze 18. und 19, wie auch der in Nummer 33. aufgestellte 
bekannte Satz finden eine wichtige Anwendung in den beideu folgenden 
Paragraphen. 

w 14. 
Bestimmung aUor Grappon, welcho dis Curvon oinor Sehaar r (xy)  -~ a 

eingliedrig transformir~n. 
~Nunmehr bestimmen wir alle Schaaren yon Transformationen der 

~orIIl 

die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Dabei erinnern wir 
uns~ dass die ~/~ eine yon den in w 12. bestimmten Formen besitzen. 
Wit bemerken ferner, class jede Gr5sse ( ~ / , ~ o +  ~q) sich linear 
allein d~eh die ~ q ausdrticken muss. 

39. Zuniid, st bestimmen wi t  a ~  Schaaren der :Form q, y q ,  y2q, 
p + ~q. Die Gr5sse ~ ist bestimmt dureh Gleichungen der Form 

e-~-~ = a o + 2 a I y + 3 a 2 y2, 

Y -O-y - -  "2 = b~ + 2b 1 y + ob.,y-, 

-~-~ c o + 2c~ y + 3c~y ~'. 
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Die erste zeigt, dass 

__~ aoy _{_ aly~ ~t_ a2y'~ + f(x) 
ist, oder da a o and a t olme Beschr~nkung gleich Null gesetzt wexden 
kSnnen, dass 

~ = a2 ys + f(x) 
ist. Die beiden letzten Bedingungsgleiehungen zeigen, dass a2--~f(x ) = 0  
ist, so dass ~ gleich Null wird. Die gesuchte Schaar besitzt daher 
die Form : 

q, Yq, Y~q, 2). 
40. Sodann suchen wit alle Schaaren der _Worm 

Xlq  X . ) q . . .  Xrq, p + ~q. 
Dabei kSnnen wir annehmen, dass r grSsser als Null ist, indem die 
Annahme r ~ 0 nut die einzige Transformation ~o ~- ~q liefert, and 
diese erh~lt dutch Einfiihrung einer zweckm~sigen Function yon 
x und y als nones y die einfaehe Form p. Es bestehen sonach Glei- 
chungen der Form 

(X~q, p + ~ )  = c~ X , q  + �9 �9 + c~r X ,q .  

Dabei ist es immer mSglich, statt X~ �9 �9 - X~ solche lineare Functionen 
dieser GrSssen 

X~' = r~,~ X ,  + . ' . - +  ~,, X ,  

einzufiihren, dass in den transformirten Gleichungen 

07 )  ( X ; q ,  p + ~q) = el, X;~ + .  �9 �9 + c;~ X;q 

die transformirten Coefficienten c~, sehr einfache Werthe erhalten. 
Bezeiclmen wir die Determinante (all a ~ . - .  a , , )  mit A unet ihre 
Unterdeterminanten hinsichtlich a,~ mit fl~,~ so ist bekanntlich 

Zx �9 X~ = / ~ , ~  X,"  + �9 �9 �9 + t~,k X / ,  

und also kommt dutch Berechnung 

' ' 2 : 2 :  

Um tins bei der Discussion dieser eomlSlicirten Ausdriieke leicht 
zu orientiren, machen wir die folgenden Ueberlegungen. In der lineaxen 

inf. Transformation 

machen wir die Substitution 

Hierduroh werdea die x' folgendermassen als Functionea dex x be- 

stlmmt: 
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3 

~f und die Differentialquotienten ~ -  werden transformirt durch die Glel- 

chungen 
~f ~ Of 

Also kommt 

B ( f ) = - s  ~ ~, - -  a 

und wenn wir 

q 
setzen, wird 

J 
welche Formel genau mit (18) stimmt. Nun aber sahen wir in Nummer 
33., dass eine jede lineare inf. Transformation .B( f)  durch eine zweck- 
m~sige Einfiihruug neuer Variabeln die Form 

c[l xl 'pl'  + (cdl x (  + c:,~ x./) p.," + Icdl xl' + cd~. x2' + 4 x3') p3" 
t # t 

+ (c~, x , ' .  �9 �9 + c~ x ( )  p~ + �9 �9 �9 

erhalten kann. Und &her ist es mSglich die Constanten a~k derart 
zu wiihlen, dass die GrSsse ck', immer verschwindet, wenn s grSsser 
als k ist. 

Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz: 

Sa tz  20. Sind r -4- 1 inf. Trans/brmationen X l q  . . .  X , q ,  T +  ~q 
dutch die bekannten l~elationen verbunden, so "k, ann man ohne wesent- 
liche Beschrtinkung annehmen, dass diese t~elationen die folgende _~orm 
besitzen. 

(x ,q ,  ~ + ~q) ---- c,, x ,  r 

( G q ,  p +  ~q) =c~_, X , r  c ~ : G q  , 

( X ~ ,  y + ~ff) ~ c ~  X~q + . . " + ck~ Xkq. 
�9 ~ . ~ ~ ~ ~ , . . . o ~ ~ ~ ~ �9 

Die erste Gleichtmg giebt 

Z i  d~ dX~ dy dx ~- eli XI~ 

oder da wir X i ohne Beschriiakung gleich 1 setzen kSnnen: 
~v 
- ~  ~c11,  ~ c y +  f(x) .  

Um den gefundenen Werth yon ~ noch einfacher zu machen, fiihren 
wir ein neues y ein, indem wit 
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se~en. 

woraus 

v' ---- y + ~(x) 

Dann kommt dutch Differentiation 

d~ ~y'~- ~y + -~- ~x, 

p + , q ~ v +  [c (y ' - -~P)+ f + -~x]q ' "  

Hier wghlen wit 9(x) derart, dass 

d~ 
dx + f --cg=O 

wird~ und also kommt 
p + ,~q =p + cy'(.  

Bei dieser Variabelaiinderung wird die Form der Transformatiouen 
Xk q nicht gei~ndert. Die Schaar besitzt somit die Form 

qz X2q' Xsq " " X~q' p + cyq; 
dabei sind die Xk bestimmt als Functionen vo~ x dutch die integrlr- 
baren 1)iffere~tialgleichungen 

~x~ 
dx -- u~, X, + . . . + a,~ X~. 

4:1. Endlich suc]~n wit alZe Schaaren der Form 

X,q,  X2q, . . . ,  Xtq, yq, 1~ + '~q. 
Die GrSsse (Xkq, p + yg) driickt sich jedesmal als lineare Funetio~ 
der GrSssen X~q und yq aus. Also bestehen r Relationen yon der 
Form 

X~ dy dx ~--" c~iXi + r 

woraus 
/ dX~ ~ ) c~ 

Andererseits finden wit durch Bildung des Ausdrucks (yq, p + ~q) 
elne Gleiehung der Form 

~ . ~  (~ X~ + ~y, (20) y ~ -  - ,~ --- 

in welehe wir den soeben gefundenen Werth yon ~ eiaffihren. Hier- 
dureh ergiebt sieh, class alle c~ gleich Null sind, und dass daher 
r Gleichungen yon der Form 

( X ~ q ,  p + ~qq) = c~ X~q + . .  �9 + c~, X~q 

stattdinden. Ersetzen wit hier die Xi durch zweckm~ige lineaxe 
Fuactionen dieser GrSssen, so erhalten wir wie in der vorangehenden 
Nummer die noch einfacheren Gleiehungen 

(X~q, p +  ~ q ) = e k ,  Xtq + . . . +  e**Xkq. 
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Setzen wit daher wle dort X 1 = 1, so kommt 

~y = cll ,  ~ = c t l y  -t- f ( ~ ) ,  

wobei die Const~.nte c1~ ohne Beschr~inkung gleich Null gesetzt werden 
kann. Substituiren wir den Werth ~ ~- f (x )  in (20), so ergiebt sich, 
dass ~ als eine lineare Function tier X~ gleich Null gesetzt werden 
kanu. Unsere inf. T~'ansformationen besitzen daher die Form 

q, z ~ .  z ~ q . . .  X~q, ~q, p, 

und dabei s~nd die X~ best(mint als ~Functionen yon x dutch die inte- 
grirbaren Di/]~entialgleichungen 

dx~ 
dx = c~l X l  + . . " + c~k X~. 

Die vorangehenden Entwickelungen dieses Para~'aphen geben 
den folgenden Satz: 

Sa tz  21. Wenn eine S.chaar inf. Transformationen der .Form 
~Tjq, "" ", ~ q ,  P - ~  ~q  s in der bekannten Beziehung stehen, 
so haben diesdben r der [blgenden ~Formen: 

q 

y q . :  
y,Z ~ 

q 

X2q  

X~q  
~- eyq  

q 

! X. ,q 

~ X ~ q  
I 

Yq 
, p 

4:2. Es (st nun leicht zu verificirea, dass eiue jede unter diesen 
Schaaren wirklich eine Gruppe end!(chef Transformationen liefert: 
1) Die erste Schaar liefert die viergliedrige Grulo2e: 

aj y -~- a2 
Y" a3y + l ' x ~ x --~- a 4. 

2) Die infinilesimale Transformation p liefert die eingliedrige G r u ~ e :  

y ' ~ - y ,  x ' ~ - x - - ~ a .  

3) Die dritte Schaar Ziefert die (r --~ 1)-gliedrige Gruppe: 

y" ~ a y -~ a I -~- a2 X~ " -~- �9 �9 �9 --~ ar Xr  , 

1 
x ' =  x -~- T log a. 

4) Die vierte Schaar eudlich lie[~t die (r --~ 2)-gliedrige Grup2e: 

y ~ - ~ y - ~ - a l - ] - a ~ X . ) - ~ - . . . - ~ a r X r ,  x ' _ _ ~ x ~ - a  o. 
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w 15. 

6ruppen, bei denen die Curven einer 8chaar ~ ( x y ) - ~  a zweigliedrig 
transformirt werden. 

Wir bestimmen je~zt alle Schaaren inf. Transformationen der 
Form 

~lq, " " ,  ~ q ,  P + ~ o q ,  x p q - ~ q ,  

die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. 

43. Es giebt zwei wesentlich verschiedene Schaaren tier Form 

p, xp + ~q. 

Es ist n~mlich jedenfalls 

gx 

Ist dabei f ~ O, so erh~l't man die Schaar p,  xp. Ist f verschieden 
yon Null, so kann man immer eine solche Function yon y als neues 
y einffihren, dass f gleich 1 wird. Man erhiilt also die beiden Formen 

p, xp und p, xp + q. 

44. Zur Bestimmung alter Schaaren der Form 

q, yq, y2q, p, xp + ~q 

erh~lt man die Gleichungen 

fl~.__ 
dy --  a~ + aly -4- a~.Y ~, 

d~ ,, y ~ - - -  ~ - - b  o + b ly +O=,y', 

d~ y2 ~ _ _  2 y ~ c  o d- cry + c2Y 2, 

welche zeigen, dass ~ gleich Null ist. Man erh~l~ somit nur die 

Schaar 
q, yq, y'-'q, --lo, xp. 

45. Jetzt suchen wit alle Schaaren der Form 

X t q . . .  X ,q ,  p'-~ ~lq, xp-~ 

Es best~hen Relationen der Form 

(x~,q, v + ~,q) ~ ~ c~ X,q, 
i 

+~.~q) ~ ~ &, Xoq. (X~q, X p  

Dabei ist es wieder mSglich start X ! �9 �9 - X, solchc lineare Fanctionen 

dieser GrSssen 
Xi" --~ a,~ X t  + �9 �9 �9 + a , ,  X~  

einzuffihren, dass in den transformirten GleichanJen 
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(X~" q, p + vl q)= ~ cL X,'q, 
$ 

$ 

�9 d '  die neuen Coefficienten ck~, k~ sehr einfache Werthe erhalten. Be- 
zeichnen wir wie in Nummer 40. die Determinante (aua2o �9 �9 - a,~) mit 
A und ihre {~nterdeterminanten hinsiehtlich der a~k mit fl~, so ist 
bekannflich 

�9 X '  A X ~  - ~  t ~  , i - t -  ' " " q -  tL~  X ~ ' ,  

und also kommt dutch Ausfohruug der Berechnung 

cko --~ -g ezkj c, e fla r 

( 2 1 )  ~ e 

) 

Nuumehr machen wir die folgenden Ueberlegungen. In den 
linearen inf. Traasformationen 

A(f )  -.~ Z ~ ~-~-- c~exe' 
) e 

B(W) ~- ~_j Z ~f die xe' 
�9 

die (Satz 19.) dutch die Gleichung 

A(B(f))  -- B( A(f) ) = A(f) 
verbunden sind, machen wir die Substitution 

xe--~ ~ - ~  fl,,exo'. 
o 

Hierdurch werden die x" folgendermassen als Functionen der x bestimmt: 

Z X i  ~--" ~ i j  X j  

J 

und die Differentialquotienten ~f werden transformirt durch die Glei- 

chungen 
~f ~ Of 

~lso kommt 

A ( f )  = ~ -  ~ a~sc~e~o ~ Xo', 

J e 
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und wenn wir 

setzen, kommt 

B ( f )  -= 

�9 1 
r ~ ~ ~ ~kj Cjq ~aQ7 

J 

J e 

welehe Formeln genau mit (21) ~timmea. Nun abet sahen wit (Satz 18), 
dass zwei linearen inf. Transformationen A( f )  und B ( f ) ,  die in der 
Beziehung A (B (f ) )  - -  B (A ( f ) )  ~-- A (f) stehen, durch Einfithrung 
zweckm~ssiger Variabeln gleichzeitig auf kanonisehe Formen gebraeht 
werden k5nnen. In dieser Weise erkennen wir, dass die Constanten 
a,~ derart gewrahlt werden kSnnen~ dass die c~'a immer verschwinden, 
wenn a gr5sser als k -  1 ist, und dass die d~r immer verschwinden, 
wenn 6 grSsser als k ist. 

Hiermlt erhalten wir den Satz: 

S a t z  22. Sind r @ 2 inf. Transformationen der Form X i q , ' "  Xrq, 
P -+" ~t q, xp -~- ~2q dutch die bekannten I~elationen verbunden, so kann 
man ohne wesentlidw 2~eschr~inkung annehmen, dass diese 2:~elationen 
die folgende Form besitzen 

{ (Xkq, p + ~lq) = c,~ X~q + �9 . .  + c~,~-l X~-~q, 
(22) (Xkq, xp-J-~.~ql) ~ d~ X,  g -}- + d~,~ X~q. 

Da X~ gleich 1 gesetzt werden kann~ so kommt zun~hst  

&' ~ o ,  7 ,  ~ f ( x ) .  ~y 

Ftthren wir sod~ eine GrSsse der Form y-~-(p(x) als neues y ein, 
so k5nnen wit ~t ~ 0 setzen. 

Setzen wir daher in tier ersten Gleichung (22) k -~ -2 ,  so kommt 

dX, 
dx ~ c'21 ~ 

woraus hervorgeht, dass X 2 gleich x gesetzt werden kann. In ent. 

sprechender Weise erhglt man die Werthe 

Xa ~ x ~ �9 " " X~ ~ X '~-1, 

Setzt man andererseits in der zweiten Gleichung (22) k ' ~  1, so kommt 

~' - -  K ,  ~.., = K y  + f (x). ~y 
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Die gesuchte Schaax yon Transformationen besitzt daher die Form 

q, xq ,  �9 � 9  x~q, 2 ,  x p  u u [ K y  ~- f(x)] q. 

Nun abet ist 

(2, x p  + w.q) ~ P  + ~o + v~x + .  �9 �9 + v~x', 
also wird 

d f ( x )  
dx = v o  + v l x  + " " " ~ v~x ~, 

so dass f ( x )  ~--- -~x ~+~ gesetzt werden kann. Wir werden zelgen, dass 
die Constante R i m  Allgemeinen obne Beschr~inkung gleich Nall 
gesetzt werden kann. Wir setzen 

y" = y + Lx '+' ,  x" ~ x ,  
woraus 

~?l" ~ ~Y -[- L ( r  Jr- 1) x~ 6"x, 8x" ~ eSx; 
also kommt 

q ~ q ' ,  x q ~ - x ' q "  . . .  x ~ q ~ x " f f ' ,  

p -----p" + L(~ + 1) x'q, 
xp + (Kv  + ~ . ' + ' ) q  = x'p" + { Ky" + [~ + L(~ + 1 --  K)].~+~} q'. 

Ist K verschieden yon r-Jr-1, so kann die Constante L derar~ ge- 
w'~hlt werden, dass die Gr'6sse R + L (r -{- 1 - -  K)  gleich Null wird. 
Die gesuchte Schaar besitzt also die eine der beiden folgenden Formen: 

q 

x q  

x~ q 

P 
xp  -[- K y  q 

x q  f 
�9 ! 

I �9 

xrq J 

P 

Ist im letzten Falle die Constante R yon Null versehieden, so kann 
sie ohne Beschr';s gleich 1 gesetzt werden. 

46 . . Es  bleibt iibrig, alle Schaaren der Form 

X l q  �9 �9 �9 X~q,  y q ,  1~ -~. 71 q, x p  + ~2q 

zu bestimmen. Es bestehen 2r  Relationen der Form 

X, aT, dx~ 
ay dx  - ~ - ~  c~i X i - { - c ~ y ,  

i 

X~ ~ "  dX~ 
--@- - x - a T = Z _  ~ 4 , x ~  + &,y, 

t 
wo, r a t l s  
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/ dX k ~ ckl X~) ek 
, ,  = y  ,-xz + , , 5  _ + r + f, (x), 

Nun aber finden wit dutch Bildung der beidea Ausdrttcke (yq , /0+~  t q) 
(yq~ xp-1-~l~q) zwei Gleichungen der Form 

Y ~ - -  V, = 7, X~ + 7Y, 

Y --~ ~2 ~ ~_~ '~ X~ % ,~ y. 
1, 

Setzen wir in ihnen die soeben gefundenen Werthe yon Yt und 72 
ein, so er~ebt sich, dass atle c~ und d~ gleich Null sind; und ebenso 
dass 7 und ~ gleich Null sin& 

Es bestehen daher 2r Gleichungen yon der Form 

(Xkq, p + ~ q )  ~ ~_~ c~, X~q, 

(X~q, x p +  n.~q) ~- ~ &, X~q, 
i 

X (yq, p -[- ~ q ) ~  ~ 7~ ~q, 
i 

(yq, xp -4- ~2q) ~ ~ 8i Xiq~ 

(P -~- ~hq, xl~ -{- ~_q) ~ p + ~hq + ~Yq 4" ~ t tI Xiq" 

In der letzten Gleichung kann man iiberdies immer durch Einffihrung 
yon ~l -l- )~Y als neues ~h erreichen~ dass ), verschwindet, tliernach 
stehen die infinitesimalen Transformationen X~q, zv + qtfl, xp + *l~q 
in derselben gegenseitigen Beziehung wie in der vorangehenden Nummer. 
Und wir erkennen daher wie damals, dass wir ohne Beschr~inkung 
setzen kSnnen 

(X~q, p + vlq) ~ ckl X , q  + �9 �9 �9 + ck,~.-~ X~_~q, 
(X~q, x ~ + ~ q )  = & ,  X~ q + �9 �9 + d,.~ X~q. 

Setzen wir iiberdies X~ ~ 1, so kommt 

~ '  ~ 0,  ~ ~ f (x) ,  Oy 

und durch Bildung des Ausdrucks (yq, /a + ~ q) ergiebt sieh, dass 
f(x) olme BeschrRnkung gleich Null gesetzt werden kann. In ent- 
sprechender Weise ergiebt sich, da~s 

Mathematische 2k.m~le~a, ~I. ~3 
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Oy 

ist. Dabei kann K und t ' (x)  ohne Beschr~nkung gleich Null gesetzt 
werden. Endlich erkennt man wie in der vomngehenden Nummer, 
dass 

X 2 = x ,  X 3 = x  ~''.. X , = x  ~-~ 

gesetzt werden kann. Die gesuchte Schaar hat daher die Form 

q,  x q . . .  x ' q ,  y q ,  p ,  x p .  

Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Satz: 

S a t z 23. W e n n  die inf ini tesimalen Trans format ionen 

~ , q  " " " ~l:q, P ~-  ~oq, x p  -k- ~ q  
29aarweise in  der b&annten  )~eziehung stehen, "so k6nnen dieselben eine 
der folgenden ~'ormen erhalten: 

J 

I x p  

I 

i 

i p 
r 

I 

q 
y q  
y:g , 

p 
x / o  

I 

q 

x q  

x r  q 

P 
x p  -{- [(r -[- 1) y -~- x'+~] q 

q 

x q  

x ~ q 

29 

x p  ~-  l s  

q 

xq 

I 
, ', xrq 

r Yq 
i v  
i x29 

47. E s  ist nun  hinterher leicht zu  ver i fwiren ,  dass eine jede unter  
diesen Schaaren eine Gruppe endlicher Trans format ionen  liefert. Die 
vierte Schaar giebt z. B. die Gruppe 

Y" ~ a~'Y -~- a, "~- a2x  -~- �9 �9 �9 .~- a , + l x  r, x '  ~ a x  -~- a,+~,. 

Die f'tinfte Schaar liefert die Gruppe 

Y" --- d'+l)~ Y -[- e(r+l)" Laxr+~ q-  a, -t- " �9 " -~- a~+lx ~, x" ~ e~x -~- ao 

mit den Parametern ao~ a,  a, . . .  ar+~. Die le~te Schaar endlich 
liefert die Gruppe 

y ' ~ a y ~ - a .  ~ - a : x - [ - . . . - ~ - a , x  ~, x ' ~ b x - [ - b ~  
mit den Parametern a,  al~ . . . ~  am, b~ b v 
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w 16. 

~ruppen, bai denen die 0urven einer Schaar ~ ( x y ) ~  a dreigliedrig 
transformirt w~rdsn. 

Wir bes~immen jetzt alle Gruppen, welche die Curven einer Schaax 
q0(~Y) ~ a dreigliedrig transformiren. Nach den Entwicklungen des 
letzten Paragraphen sind hierbei seehs verschiedene F~lle zu berilck- 
sichtigen, die sich dutch die naehstehenden Betrachtungen rasch er- 

ledigen. 
48. Alle Gruppen der Form p ,  xp ,  x '~p-~ ~q sind bestimmt 

dutch die Gleichungen 

~--~ x - ~  ~ ~, 

so dass wit nut die Gruppe p,  x p ,  xep erhalten. 
Alle Gruppen der Form 

p,  x p  -k- Yq,  x2P'+" *lq 

sind bestimmt durch die Gleichungen 

0_~ --_- 2 y, 0x 
On b,~ 

woraus folgt, da~s ~ die Form 2 x y  q- .By ~ besitzt. Man findet daher 

die drei Transformafionen 
2 ,  x p  + yq ,  z ' p  + ( 2 x y  -t- B y  2) ~ *). 

Alle Gruppen der Form 
q, yq ,  y2q, p ,  x p ,  x 2 p q  - ~q 

sind bestimmt dureh die Gleichungen 
d~ dy -'~ a~ + a~y -{- a~y ~, 

d~7 y - ~  - -  ~ ~ bo q- b~y -[- b~y ~, 

welche zeigen, dass ~ gleich Null gesetzt werden kann. 
Alle Gruppen der Form 

q, x q ,  x~q, �9 �9 ", x"q,  p, x p  -a t- K y q ,  X~l ~ "]- ~q 

befriedigen die Gleichungen 

~3n 
0y 
0n 
~x 

*) Ist ~ <~0, so k ~ n  B 

werden. 

,~-, V i X ~ , 

ohne we~ utliche Beschr~nkang gleich 1 gc~tz t  

33* 
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woraus folg~, dass 
~ L y  + M x  ~+~ -}- 2JKxy  

gesetzt werden kama. Ferner is~ 

(xp + K y q ,  x~-p + ~q) ~ x2p + ~q -~- 2~X~ x ~, 
w o r a u s  

M ( r - -  K )  ~ O, L ~ O. 

Ferner ist 
(x~ q, x2p + ~q) ~ 2:O~ xi q, 

woraus folg~, dass 
2 K - - - - r  

ist. Wenn daher r ~ 0 ist, so erh~lt man die Schaar 

q, x~ ,  �9 �9  x~ q, io, 2 x p  -~- r y q ,  x2_p --~ r x y ~ .  

Ist dagegen r = O, so erhiilt man die Schaar 

q, p ,  xl) , x ~  + M x q ,  

und da die Hypothese M-- - -0  nichts Neues liefert, so kSnnen wit 
~ / ~ - 1  setzen. Ffihren wir sodann ey als neues y ein, so erhalten 
wir die infinitesimalen Transformationen 

y q ,  p ,  x p ,  x~-p -~- x y q ,  

die siimmtlich lineare Transformationen sind. 

49. Zur Bestimmung aller Schaaren der Form 

q, x q ,  �9 � 9  x~q, ~ ,  x 2 -~- [(r  -{- 1) y -{ -  x~+~] q, x2p ~- ~q 

haben wir zun~ichst die Gleichungen 

~'~ 20" + 1) y + 2x~+ ' -f- Zt t~x  ~, 
~ x  - -  

woraus 
2 

~ 2(r  + 1) x y  -~- - r ~ - Y  x'+2 -~- Mx~+~ -~- N y .  

Substituiren wit diesen Werth in die Bedingungsgleichung 

so ergiebt sich, dass r gleich - -  1 sein miisste, was indess absurd ist. 

50. Endlich suehen wit die allgemeinste Schaar der Form 

q, xq  �9 �9 �9 x ~ q, yq ,  p ,  x1~, x : p  + ~q. 
Die GrSsse ~ befriedi~ drei Gleichungen der Form 

Oy 

~ ~ ~ f~ x ~ ~x -~- flY, 

Y ~y - -  ~ -~- 2:7~x i -~- ~y ,  
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woraus sich ergiebt, dass ~-~  B y x  ist. Und dureh Anwendung der 
Operation x~q finder man, dass B ~ r is t .  Die gesuchte Schaar ist 
somit 

q, x q ,  �9 �9 �9 x~q, yq ,  p ,  xp ,  x~-I ~ + rxyq .  

Die Entwickelungen dieses Pamgraphen geben den Satz: 
Sa tz  24. Wenn die in[initesimalen Transformationen ~ q , . . . ~ q ,  

P + 9oq,  x p  + ~ l q ,  x2P + q~2q paarweise in der bekannten Beziehung 
slehen, so l,-b'nnen sie immer eine der fo~enden .Formen erhalten: 

j 

P i 

X2p : 

I i 

y'~q I 

x p  

x p  + yq 

xep + ( 2 x y  + y"-)q 

Y(t 

P 
xp  

x~-p + x y q  

q 

xq  

S q  

P 
2 x  2 + ryq  

x"p + r x y q  

q 

xq  

xrq 

P 
x2  

Yq 
x22 + r x y q  

w 17. 

Einige Gruppon, die keine Curvenschaar ~ ( x y ) ~  a invariant lassen. 

Gruppen in der Ebene,  die keine Curvenschaar (p(xy)~-a  in- 
variant lassen, sind nach den Entwickehngen in w 11. dadureh cha- 
rakterisirt, dass ihre infini~esimalen Transformationen erster Ordnung 
entweder die Form 
( x - - xo )  lo-}- . " , (Y--Yo) 2 + " "', ( x - - x o )  ~t -}- " " " (Y--Yo)~ + " " " 

oder die Form 
( z - - x o )  p - -  ( v - - yo }  q + �9 �9 , ( x -  xo)  q + �9 � 9  ( y - y o )  ~ + �9 " �9 

besitzen. In diesem Paragraphen bestimmen wir nile derartige Gruppen~ 
die in der Umgebung des arbiir's Punktes xoyo nicht atlein Trar~s- 
formationen erster Ordnung., sondern zugleich Transformativnen h6herer 

Ordnung besitzen. 
51. Die gesuchten Gruppen haben jedenfalls drei Transformationen 

erster Ordnang der Form 
( x - - x o )  p -- (Y--Yo) q + '" ", ( z - x o )  q + "" "' (Y--Y~) p + ' "  "; 
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ausserdem sollen sie Transformationen hSherer Ordnung enthalten. Sei 
s die Maximalordnung einer solchen Transformation. Wir werden 
zeigen, dass s gleich 2 sein muss. 

Ist  ~p + ~ q eine infinitesimale Transformation s t~r Ordnung, so 
muss jedenfalls die eine der GrSssen ~ und ~, z. B. ~ yon s ter Ord- 
hung sein. Wir kSnnen daher setzen 

~p + ~q -~p ~ ai ( X - X o )  i (y - -yo)  ~-~ + ~2q + �9 �9 �9 

and dabei sind die Coefficienten a~. �9 �9 aj ,  a 0 nicht siimmtlich gleich 
Null. Wir bilden den Ausdruck 

( ( x - x o )  q + .  � 9  ~p + nq) 

-~ p 2: ~, ( s -  i) (x--xo),+ 1 ( v -  Vo? ~-' + ~, q + . .  ", 

der bekanntlich (Satz 9.) eine infinitesimale Transformation s ter Ordnung 
der Gruppe darstellt. Aus der gefundenen Transformation ~tP + ~lq 
kann man durch Bildung des Ausdrucks 

( ( x -  x0) q + - . . ,  ~ p  + ~ q )  
wiederum eine neue infinitesimale Transformation s t~r Ordnung her- 
leiten u. s .w. Indem man in dieser Weise fortf~hrt, erhi~lt man schliess- 
lich eine Transformation s t~r Ordnung 

((X--Xo)~ + ae(x--x0)  '*~) (y--yo)e + . . . ) p  + ~q + . . . .  G, 

deren ~ das Glied ( x - - xo )  ~ enth~ilt. 
lndem wir nun welter gehen, setzen wir, um die ~"ormeZn abzu- 

kiirzen x o -~ O, Yo --~ O, 

was darauf hinauskommt~ dass wir den Anfangspunkt in elnen Punkt 
allgemeiner Lage verlegen. Sodann bilden wit die infinitesimale 
Transformation 

( x p - - y q  + �9 . . ,  ( z '+uox~-eye  + . . . ) p  + ~q + . . . ) ,  
die die Form 

( ( s - - - l )  x ~ + ( s - - 2 o - -  1) ~z- , -e .~te  + �9 �9 . ) ~  + ,~q + . . . .  H 

besitzt. Es giebt daher immer eine Transformation str Ordnuag~ n'~m- 
lich ~ r _  ( s _ 2 o _ l ) " G ,  welche die Form 

besitzt. In derselben Weise erkennen wir die Existenz einer Trans- 
formation der Form 

(x~+ a0+2x'~--e-'~Y e+~ + " " ") 2 + ~q 
u. s. w.; und schliesslich finden wir eine in der Gruppe enthaltene 
inilnitesimale Transformation s ~'~ Ordnung 

x*p + , 2 q  + -  � 9  

deren ~ nur e/n Glied s ~ Ordnung~ niimlich x '  enthiilt~ 
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In Nummer 26. sahen wir, dass die gesuchte Gruppe immer zwei 
unabh~ngige Transformationen nullter Ordnung 

p + . . . ,  q + . . .  

enth~tt Also enthiLl~ sie zugleich die Transformation (s--1)  TM Old- 
hung: (p + - - - ,  x~v ~-~q  2 t - . . . ) ,  welche die Form 

x~-lp + ~ q  + � 9  

besitzt. Sie enthiLlt ferner die Transformation 

(x~- lp  +4- 7, q, x ' p  A- vq)  + . . . .  x~'-~P + ~ q  + �9 " ", 

deren Ordnung gleich 2 s -  2 isL. Also erkennen wit, dass die Zahl 
2 s -  2 jedenfalls nicht grSsser als s ist, das heisst, dass 

s ~ 2  

ist; and wir erhalten somit den Satz: 
Sa tz  25. JEine Gru2pe,  c~ie keine Curvenschaar q D ( x y ) ~  a in- 

var ian t  ~disst, enthiitt in der Umgebun9 dues t)unktes allgemeinar Lage 
keine infinitesimale Transformation.,  & t e n  Ord~ung gr6sser als 2 ist. 

. 52. Es ist nun nicht schwierig die Anzahl und Form aller infini- 
tesimalen Transformationen zwelter Ordnung zu bestimmen, sofern 
solche Transformationen, wie wit annehmen, wirkiich vorhanden sind. 
Es giebt, fanden wir, jedenfalls eine Transformation der Form 

x"-]9 + (r ~ Jr- f l x y  -4- 7Y 2) q + . . . .  G ,  

und also findet man dutch Bildung des Ausdrucks ( x p - - y q  ~ . . . ,  G) 

die Transformation 
x22 A- (3 ~x~ + f l x y  - -  r y  ~) q + . . . .  K 

wie auch die Transformation 
K - - G  - - L .  

( a x 2 - - 7 9  e') q -~ . . . .  "2 
Es ist 

( xq  +4- " �9 ", L )  = - -  2 7 x y q  -4- �9 " " 
und 

( xq  + �9 � 9  ~ 2 7 x y q  + �9 " ") ~ - -  2~x'Zq +4- " �9 " 

Ferner ist ( ? x y q  + . .  ", 7x~q + 4 - '  ' ) ~ - - 7 2 x 3 q ,  sodass 7 gleich 
Null sein muss. Hiermit erh51t L die Form a x ~ q - 4 - . ' '  Nun ist 

(ax~_q + . . . ,  y.p + . . . )  ~ a(x'~p ~ 2 x y q )  -f- �9 . �9 

und 
( a x e - q + . . . ,  a ( x ~ ! ) ~  2 ~ y q )  -{- " -) ~ --  4a2xaq + " ' ", 

so(lass a gleich Null ist. Die infinitesimale Transformation G hal 

daher die Form 

Zur Bestimmang yon ~ bilden wit (lie Transformation 

(yl~ + -  �9 ", G) -=  (2 - -  ~) xyp + ~y~q -4- . . . .  ~/ 

wie auch die Transformation 
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(G, H )  ~--- (f l--  1) ( 2 - -  fl) x2yp  -3 a ( f l - -  1) 2 f l x y 2q  -}- .  - . ,  

welche zeigt, dass 

(~- -  1) (~- /~)  --- o,  ( ~ - - D  2~ = o 

is~, dass also ~ gleich 1 sein muss. 
Hiermit ist gezeig4, dass die gesuchte Gruppe zwei infinitesimale 

Transformationen zweiter Ordnung der Form 

x " p +  x y q  + . .  .~ x y p - 4 - y 2 q  + . . .  

enthalten muss. Giebt es weitere Transformationen zweiter Ordnung 

(ax'2"~ bxy-4-cy~)  ~ ~- (ax2"4-fl xY-'~ TY ~) q -4- . . . .  U--}- . . . ,  

SO m u s s  

( x ~ - p + x y ~ ,  U)  ~-- O, (xy2- f -y~-q,  U) = 0 

sein. Nun aber ist 

x y 2  ~ yOq ~ y (x~2 ~ x y q )  ; 
x 

also ist zugleich 

(x 2+xv , = o ,  = o ,  

Y sein sodass U eine Function der beiden GrSssen x ~ - 2 - [ - x y q  und 

muss. Und da U eine ganze Function zweiter Ordnung yon x und y 
ist, so besitzt U die Form 

A (x~'p-4-xyq) -}- B (xy l~+y~-q) ,  

was wieder heisst, dass die Gruppe nur die beiden friiher gefundenen 
Transformationen zweiter Ordnung enthiilt. 

Die Gruppe enth~lt in Folge dessen naehstehende infinitesimale 
Transfbrmation erster Ordnung 

(2 q-  " " ", x~'P -k  x y q  .a r- �9 . .) = 2 x p  Jr- yq  -b �9 �9 �9 

und ausserdem die Transformationen 

x p - - y q ~ . . . ,  x q - b . . . ,  y p + . . . ,  

was darauf hinauskommt, dass sic v/er unabhgngige Transformationen 
erster Ordnung enth~i|t. So folg~: 

S atz  9_6. Wenn  die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe, 
die keine Curvenschaar q ~ a invariant  ldisst, nicht siimmtlich yon 
nullter und erster Ordnung sind, so haben dieselben die Form 

2 + . . . ,  q + . . . ,  x p + . . . ,  y 2 + . . . ,  
x ~  + . . ., y q  + . . . ,  x~-p + x y q  + . . . ,  x y p  + y ~ q .  . . 

53. Wir werden jetzt die zwischen den acht gefundenen infini- 
tesimalen Transformationen stattfindenden Relationen bestimmen. 

Es ist zungehst klar, dass die 9 folgenden Relationen bestehen: 
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(x~p -}- x y q  

( x 2  -I'- ", 

(x~ -1- ., 
(yq + ., 
(yq + ., 
(~q  + ., 

(xq + ., 
(y.p q-  ., 

(YP + ", 

. . .  , x y p  -Jr- y :  q �9 �9 .) ~ -  O ,  

x~ p -Jr- x y q -{- �9 

x y p  Jr- y~-q -}- 

x~ p -Jr- x y q --}- �9 

x y.p -}- y'~ q -~- �9 

x ~- p -{- x y ~l --{- �9 

x y ~  ~ y~ q -{- �9 
x~-~ -}- x y  ~ ~ . 

x y p --}- y~ q -{- �9 

-) -~  (~:~ + x y q  + . . . ) ,  

�9 .) = o ,  

.)-----o, 

�9 ) ~-  (xy  2 -{- y:q - { - . . . ) ,  
�9 ) = O, 

�9 ) ~-- (x~-p + x y q - 4 - .  �9 . ) ,  

�9 ) = ( x ~  + ~-q + . . . ) ,  
�9 ) = o .  

Es bestehen ferner Rela~onen der Form 

(xp-} - . . . ,  yq+. . . )~- - -  A ~ ( x ~ p - [ - x y q - } - ' . . ) - } - B ~ ( x y P + Y ~ q - ~ ' " ) ,  

(x~v-}-..., xq-~-...)=(xq-}--...)-~- A2( 
(yq-}-..., xq..~...)=--(xq-[-..-)+ A.3( 
(xp +-.., y~ +...) = - -  (yp + " )  + A~ ( 
(yq-}-..., yp-{-...) =(yp+...)--{- As( 
(xq+..., yp-{- . . . )=(xp--yq+.")+As(  

)+B~(  ), 
)+B3(  ), 
) + B , (  ), 
)+B~(  ), 
) + B , (  ), 

wo die Ak und :B~ unbekannte Constan~n sin& Um diese Gleichungen 
zu vereinfachen, setzen wlr 

x '2 '  -{- . . . .  ( xp  --}-...) Jr- a l ( x :P  -}- x y q  -~ . . . )  2f_ fl~ ( x y p  -{- y"q - } - "  "), 

y'q'  -.~- . . . .  (yq  -{- . . .) --}- a~( )+f t . . , (  ), 

x ' q ' +  . . . .  (xq + .. ) + ,~3( ) + / ~ (  )' 
y'p'._~_ . . . .  (y2 + ...) ~- a~( )-~- ~,( ), 

und ffihren sodann diese Gr'Sssen als infinitesimMe Transformationen 
erster Ordnung ein. Setzen wir der Kfirze wegen 

x~.p -}- x y q  -~- . . . .  $1 ,  x y p  .-~ y2q ~ . . . .  $2 ,  

so kommt 

(x'p' + . . . ,  y'q' + ' "  ") = (X, + ,~) S, + (B, - -  #,) S~, 
(x~' + . . . ,  x'~' + . . . )  ----- ( fV +- - - )  + ( &  - t~, ) s,  + ( ~ -  ~3) s~, 
(y'q' + . . . ,  x ' q ' + . . . )  . ~  - ( x ' q ' + . . . )  + (A3 + '~3 - -  t~) S,  + (~3 + 2 ~3) &,  

(x ' r '+ - . . ,  tip' + . . . )  ---- - (Y~' + ' "  ) + (A~ + ~,~) S, + ( B , - -  ~, + &)S,. 
(y.q,_.{_. . ", y'p,_{_...) _~ (y'p" + .. .)--[-(A 5 --  a , )S ,  -I- (Bs - - a 2 ) S ~ ,  
(:dq" + . . . ,  y'p" + . . . )  ~ ( x ' ~ -  y'q + . . . )  + ( &  + ~ , - - , ,  + '~) s~ 

Hier kSnnen wir immer annehmen, dass die a~ und fl, derart gew~hlt 

sind, dass 
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Al + a2 

A3 "+" ~3 

2t5 - -  r 

ist. Und also kSnnen 
chungen der Form 

(xp + ., y~ + 

(x~ + 

(:co + 

Cyq + 

(x(1 + 

bestehen. 

�9 , x q +  

., xq  + 

�9 , y l o +  

�9 , y p +  

., y ~ +  

Wir werden 
s';immtlich gleich 
Identit.;it 

--~0, 

S. LIE. 

Bt  - -  fll = 0 ,  

B_~ - -  #3 = 0 ,  

B~ - -  a t + #~ ---- O,  

- - - 0  

wir ohne Beschriinkung annehmen, dass Glei- 

�9 ) =  0 ,  

�9 ) = (xq + �9 �9 .) + A ~ S ~ ,  

�9 ) = - -  (xq + . . . )  + B ~ S  2 , 

�9 ) ~ - - ( y p - ~ -  . . . ) - ~ -  A 4 S 1 ,  

�9 ) = ( y ~  + � 9  + t ~  S2, 

�9 ) = ( x t ) - - y q +  �9 �9 .) + A6S~ + B b S  2 

zeigen, dass die noch iibrig gebliebenen GrSssen Az., B,~ 
Null sein miissen. Hierzu bilden wir die J ~ c o  bVsche 

O ~  ( ( x p + . . . ,  y q + . . . ) x q + . . . )  + C Y q + " ' ,  x q + . . . ) x p + . . . )  

+ ( ( x q + . . . ,  x p + . . . )  y q  + . . %  

woraus dutch Einsetzung der obenstehenden Werthe 
- - ( x q  + .  . . ,  x p  + . . . ) - - ( x q  + . .  .,  y q  + . . . ) - ~ O  

und schliesslich 

(xq  + �9 .) + A,.,S, - (xq + . . . )  + B~& = o ,  

sodass A.) und /~3 gleich Null siud. Dem entsprechend finde.n wlr, 
weun wit die Jacobi ' sche  Identitiit auf die drei GrSsseu x p  + . . . ,  

yf f  + . . . ~  y p  + . . .  anwenden, class A 4 und /?s gleich Null seiu 
mtissen. Wit bilden die Identitiit 

( (xq  + . . . ,  y p  + . . . ) x l )  + . . - )  + ((yp + . . . ,  xl~ + . . . )  x q  -t- "" ") 
+ ( ( x p  -{-- . . ., x q  + . . .) y p  + . . .) = O , 

wOraus 

- -  A 6 S  t + ( y p  + - . . ,  x q  + . . .) + ( x q  + . . . ,  y p  + . . . ) = O ,  

sodass A 6 gleich Null ist. Dem entsprechend erkennen wir, indem wit 
dieselbe IdentitSt auf x q  + . . ., y p  + . . . und y q  + . . . anwenden, 
dass aueh /~  gleich Null ist. H i e r m i t  ist nachgewiesen~ class alle 
A , ,  B~  gleich .Null ~ind. 

Jetzt bleibt iibrig, die zwlschen p + . . .  und q + . . .  und den 
iibrigen Transformationen bestehenden Relationen auf ihre einfachste 
Form zu bringen. Es bestehen zun~chst G leichungen der Form 
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. (p . -{ - . . . ,  x ~ - p + x y q + . . O  ~ - 2 ( x . p - { - . . . )  ~- (yq. .~- . . )  --~ A 1 S  ~ -{-A~82; 

( p - { - . . . ,  xyp-{-y~-q-~-. . . )  ~ ( y p - { - . . . )  -{- B ~ S  1 -~- B~S2; 

wit fiihren eine Transformation der Form 

p -{- a ( x p  -~- � 9  -f- f l (xq --]- �9 �9 .) -]-- ~'(yp - { - . . . )  + ,~(ye. �9 .) 

als neue i o - I - - . ,  ein, und kSnnen dabei immer die Constanten 
a,  fl, ~'~ ($ derart w~hlen, dass die beiden letzten Bedingungs- 
gleichungen die einfache Form 

(p  -~- � 9  x~-p -{- z y q  -{-- �9 �9 .) = 2 ( x 2  + �9 �9 ") -'}- (Yq - { - ' "  "), 

(~ + . . . ,  xyp  + y2q + . . . )  _~ (y.p + . . . )  

erhulten. Dem entsprechend isi es mSglich die Transformation q ~ . - .  
derart zu wiihlen, dass 

( q 2 r  x2p .~-  x y q  ~ . . .)~-- x q  + . . . 

(q _f_ . . ., x y  2 -~- y~-ff -{- . . . )  ~- ( xp  -~ �9 �9 .) + 2 (yq  + .  �9 -) 

wird. 
Es besteht ferner eine Relation der Form 

( p + . . . ,  x p + . . . )  = p + . . .  + a ( x p + . . . )  + ~ ( y p + . . . ) + ~ , ( x q + . . . )  
+ e)' ( y q + . . . )  + ttS~ + vS~ ; 

wit bilden die Gleichung 
( ~ + . . . ,  x p + . . . ) s , ) +  ( ( x p + - . . ,  s , ) r+ . . . )  + ((s,, p +  . . . )xp+. . . )  _~o, 

woraos 
((~ + �9 �9  xp  + �9  S,) + (Sl, p) = o 

oder 

sodass a und fl gleich Null sind. Wenn man andererseits die J a- 
cobi ' sche IdentitSt auf-die Gr'Sssen ~ - ~ - . - - ~  x p - ~ - . . ,  und S 2 an- 
wendet, so erkennt man, dass 7 und (~ gleich Null sin& Also kommg 

, ( lo + �9 � 9  x p  + - �9 .) - ~ p  + . ' .  - + ,~ ,S~  + t t2~2 .  

Durch ganz analoge Rechnungen finder man Gleichungen der Form 

(io - [ -  �9 �9 ", YP " " ' )  ~ ~ ' l g j  - [ -  ~,~S~, 

(p "k " �9 ", Yq " " ") ~ alS, + a~S2, 
(~ + .  �9  xq .  �9 . ) =  q + ~ ,S ,  + ~ S ~ .  

I ndem wir bier eine zweckm~ssige GrSsse der Form (p-~--- .) -{- c~ S~ -~ c~ S~ 
als neue p ~- �9 - �9 einfiihren, erreichen wir, dass tt~ und /~ verschwin- 
den. Indem wit sodann die J a c o b i ' s c h e  Identit~t auf 2 - ~ ' " ,  x2-~----, 
y / ~ - - ~ . . . ,  und auf p . - ~ . ' ' ,  Y q + " ' ,  x p . - ~ ' "  anwenden, er- 

kennen wit, dass ~ ~ v., ----- a~ ~ a~ ~ 0 ist. hl~o ist 

( ~  + .  � 9  x ~  + �9 �9 .) - ~  ~ + - - ", ( ~  + " "  ", y~0 + �9 �9 .) - ~  o ,  

(~  _[. . . . ,  yq  + . . . ) - ~  O. 
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Ganz analoge Ueberlegungen zeigen, dass die infiaitesimale Trans- 
formation q §  derart gewi~hlt werden kann, dass 

(q § . . ., yq  + . . .) ~ q § . . ., (q § . . ., xq  § . . .) ~- O, 

( q §  x v §  ( q §  y p §  S~-[-72S 2 

wird. Indem wir endlich die Jacobi 'sche Identit':it auf /~ § - . . ,  
xq  § �9 �9 -, yq  § �9 �9 �9 anwenden, erkennen wit, dass flj ~--- f12 ~ 0 und 

@ + . .  , x q §  

ist; eine analoge Rechaung zeigt, dass 

ist. 
(q § �9 . . ,  

Jetzt miissen wir nur 

yp + . . - ) ~ - p + - . .  

noch den Ausdruck ( p §  q - 4 - . . . )  
berechnen. Es besteh~ eine G[eichung tier Form 

(p + . . . ,  q + . . . )  -= A ( p  §  + 2~(q + . . . )  § C(xp § . . .) 

~ ( x q  § . . .) § JE(yp § . . .) § F ( y q  § . . .) § GSL § H S  2. 

Wenn man die Jacobi ' sche  Identlt~t zuerst auf r § � 9  q -4- �9 �9 ", $1, 
sodann auf p §  q §  S, undendlich a u f p §  q §  
xp §  anwendet~ so erkennt man~ dass 

@ §  y §  = 0 
ist. 

Die Ergebnisse dieser ~[ummer lassea sich zu dem folgenden 
Satze zusammenfassen : 

Satz  27. I)ie zwischen den acht in/'. Transfbrmationen p §  
q § . . . ,  x p  § . . . ,  yp  . . . ,  xq  § . .  ., yq  § . . . ,  x ' - p §  x y q - { -  . .., 

x y p  § y: q § �9 �9 �9 bestehenden Relationen stimmen hinsichtlich ihrer 
_Form genau mit den zwischen den acht linearen inf.  Transformationen 

p ,  q, x p ,  y p ,  xq ,  yq ,  x'-p § x y q ,  xylv § y~q bestehe~ulen lielationen 
iiberein. 

54. Es ist nun ~usserst leicht, die gefundenen acht inf. Trans- 
formationen dutch Einffihrung yon zweckm'~ssigen unabh~ngigen Va- 
riablen x'y: auf eine einfache kanonische Form zu bringen. Hierzu 
brauchen wit den folgenden Hiilfssatz: 

Satz  28. Stehen die drei inf. :Transformationen A l ( f )  , A : ( f )  
und A.~(f), wo 

ist, paarwvise in der Beziehung (A~Ak) ~ O~ und sind dabei AI ( f )  ~ 0 

und A ~ ( f )  ~- 0 unabh&ngige lineare partielle .Differentialgleichungen, 
so besteht vine Gleichung der 2"orm Aa ( f )  ~-- cl A,  ( f )  § c.,A.z(f) , wobei 
c~ und ce Constanten sind. 

Um diesen Satz zu beweisen, bringen wit die Ak(f) durch Ein- 
ffihrang zweckm~ssiger Variablen x" nnd y" auf die Form 
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A1 ( f )  --~3)', A ~ f =  q', 
A.~(f) = ~'p' + *l"q'; 

dabei ist 
0~, O~t ~ .  ~ .  o-~ ,=  ~ , = 0 ,  - ~ - - - - - y v = O ,  

so class wirklich 

A~ ( f )  --~ clp' -{- c.2 q" ~- cl A,  ( f )  "-[- e~. A~ ( f )  
ist. 

Die in den vorangehenden Nummern dieses Paragraphen betrach- 
teten inf. Transformationen 3 ) z r - . . . ,  q - ~ - . . . ,  stehen in der Be- 
ziehung (p ~ - . . . ,  q ~ - ' . - )  ~ 0; and dabei si~d die linearen par- 
tiellen Differentialgleich ungen 

p +  . . . .  0 , q +  . . . .  o 
offenbar unabh~nglg, indem sie bei der Substitution x ~--- 0, y ~ 0 bez. 
in p ~---0 und q ~ 0 iibergehen. Daher kSnnen wir immer solehe 
Variable x' und y" w~hlen, dass/~-~-- - - und q ~ - . . .  die Form 

p ~  . . . .  3)', q-I- . . . .  q' 
erhalten. Zur Bestimmung der Gr5sse 

xq -t- . . . .  ~p" + nq, 

in den neuen Variabeln benutzen wir die Relationen 
( q + . . . , ~ q + . . ) = o , ( 3 ) + . . . , ' ~ q + . . . ) - - - q + - . .  

oder die iiquivalenten 
(q', ~I" + '2q') = O, (~, ~o' + ,~q') = ( .  

Setzen wir hier 
~3)' + ~ q' ---- x' q' + ~'p" + ~'q', 

so kommt 
(q,, ~,3), + ~'q') = o ,  (p', ~'3)' + ~'q') = o ,  

woraus (Satz 28.) iblgt, dass ~'p'-~-*[q'  die Form tip'-+-c~q' besi~zt. 

Also ist 
xq  + . . . .  x'q" + etp' + c~q'. 

Dureh ganz analoge Rechnungen findet man, dass 

x p  + . . . .  x'p' + d~p" + d~q', 
y3) ._~ . . . .  y'p" ~ elp" .-{- e~q', 

yq  --b . . . .  Y'q' -{- f~3)" + f~q" 
x? 3) --t- x y q --t- . . . .  x" ~- p ' .-[- x' y" q' -t- g l P" --b g 2 q', 
x y p  -.~ y2q _~_ . . . .  x'y'3)" ~ Y'~'q' -[" kiP' @ k2q" 

is t  Und dabei ist es nieht nothwendig die Constanten c, d, e, f, g, k 
n~her zu bestimmen. Denn es ist bekanut, dass die inf. Trans- 
formationen .p, q, xq,  xla, y t  ~, Yq, x~1 a " { - xyq ,  x y p - ~ - Y ~ I  eben die 
inf. Transformationen der allgemeinen linear-gebrochenen Gruppe sind 
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Hiermi~ erhalten wit den. folgenden fundamentalen Satz: 
Sa tz  29. W e n n  eine Gruppe keine Curvenschaar r  a in- 

variant  l~isst, und  wenn  sie dabei in der .Umgebung eines _punktes all- 
gemeiner Lage  nicht allein inf. Transformat ionen nuUter und  erster 
Ordnung,  sondern zugleich Trans format ionen h6herer Ordnung enth~ilt, 
so geht sie durch Ein f i ihrung yon gweckmiissigen Variabeln in die all- 
gemeine linear-gebrochene Grulrpe der Ebene  iiber. 

w 18. 

Bes~immung aUer Gruppen, die keine Curvonschaar ~ -  a 
invariant lasson. 

Es bleibt jetzt nur noch iibrig alle Gruppen~ deren inf. Trans- 
formationen entweder die Form 

1 9 + . . . ,  q - f - . . . ,  x p  q-  . . ., y p  q-  . . . ,  x q  + . . . ,  y q  q -  . . . 

oder die Form 

P -4- " " ", q - f - " ' ,  x q  q-  . . ., y p  + . . . ,  x p  - -  y q  q-  . . . 

besitzen, zu bestimmen. Diese Gruppen haben entweder sechs oder 

f i i n f  _Parameter. 
55. Zur Abkiirzung der Formeln setzen wir 

p +  . . . .  P, q +  . . . .  Q, x p +  . . . .  x_p, y q +  . . . .  t O ,  
x q - 4 -  . . . .  X Q ,  y p  + . . . .  Y P  

und fassen dabei z. B. das Symbol X_P nicht etwa als das Product 
zweier Gr5ssen X und _P, sondern als ein irreductibles Symbol  auf. 
Es handelt sich zuniichst datum, die zwischen diesea sechs inf. Trans- 
formationen bestehenden Relationen auf ihre einfaehste Form zu 
bringen. 

Zwischen den vier inf. Transformationen erster Ordnung bestehen 
offenbar die folgenderi Relationen 

( X q ,  Y_P) = X _P  - -  r q ,  ( X q ,  X P  - -  YQ) ----- - -  2 X q ,  
( r io ,  x P  - rQ)  ~ 2 r io ,  (xQ,  x_p + r Q )  ---- ( r s  x_p + rQ)  

= (x_p  - -  rQ,  x _ p  + r q )  = o. 

Um die Formeln zu vereinfaehen, bezeiehnen wir die Gr5sse X P--}- Ie" Q 
mit /7, mad die drei GrSssen 
gemeiasamen Symbole T. '  Es 

(1), X Q) 

(_p, x _ p -  r q )  

(_p, r_p) 
(Q, x Q )  

(Q, x _ p -  YQ) 
(q, r_p) 

XQ,  Y P  und X P -  YQ mit dem 
bestehen dann Relationen der Form 

---- g + ~ r ~ + z Y ,  
P q- z~ k  Tk + ~ U, 

~- Zvk Tk -4- v U, 

= - -  Q + 2:r r~ + 0 U, 
P q-  Z T k  T~ -}- 7 U. 
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Wir flihren nun Transformationen yon der Form Q -]- ~ U, P ~ ~ U als 
neue q-t- " ' "  und p 7 t - . . .  ein. In dieser Weise erkennen wir~ daas 

und • ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden kSnnen. Wir 
bilden ferner die Gleichung 

((P, XQ) X.P--YQ) - 2(XO, P) -- (P, XQ) + z r - - - - - 0 ,  

w o r a l l s  

(O, X P - -  r q )  + (P, X Q) + 2:T = 0 ,  
sodass fl gleieh Null ist. Dem entspreehend ist zugleieh /x gleieh 
Null. Bilden wit endlieh die Gleiehung 

((P, X P - - Y Q ) Y P )  - 2(YP,  1)) + X T =  O, 
so kommt eine Gleichung der Form 

3(P, Z P ) + Z T = 0 ,  

sodass v gleieh Null ist. Dem entspreehend ist aueh a gleieh Null. 
In den beiden Gleichungen 

(Q, X Q) = % x q  + a 2 ( X P -  Yq)  + a 3 YP,  
(Q, X P - -  YQ) -.~ -- q "-b [J, X Q .q-- I J , (XP- -  r Q )  + [JsYP 

kSnnen nunmehr die a~ und 13i, wie jetzt gezeigt werden soil ~ ohne Be- 
schr~inkung gleieh Null gesetzt werden. Zu diesenl Zweeke f0hren wir, 
indem wit mit A, B, C unbekannte Constanten bezeiehnen, die GrSsse 

O + A X Q  + B(X_V- -  YO) + C Y P  
als neue q - [ - . . ,  ein. Hierdureh kSnnen wir erreiehen~ dass 

at ~ az ~- Ol ~ O 
werden. Sodann bilden wit die Identi~t 

((Q, X Q) X P - -  YO) - -  2 ( x q ,  Q) + ( ( X P - -  YQ, Q) x q) ----- 0 
oder ausgeftthrt 

5a~ r P -- 2~2X Q + ~ 3 ( X P - -  Y Q) = O, 
woraus hervorgeht, dass a s, f12 und /~8 gleich Null sind. Also kommt 

(Q, X Q) ---- 0 ,  (q, X P - - r O )  = --  O- 

Fernere Constantenbestimmungen erhalten wir auf folgende Weise. 
Es besteht eine Relation der Form 

(q, y P) -~ P + a, XQ + a~(XP-- YQ) + a3 rl:', 
und dabei ist es erlaubt die reehte Seit~ dieser Gleiehung als neue P 
einzuftthren. Also wird 

(q, YP)  ---- t'. 

Wir bilden ferner die Identit~i~ 

((O, r.V) x Q )  + ( r q -  x2 , ,  Q) == o ,  

woraus folg% dass 
(P, x Q) .ffi O 

ist. Ebenso bilden wit die Identitiit 
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((q, Y 2 ) x P -  Yq) + 2(Y2,  Q) + (Q, YP) 
und erhalten so die Gleiehung 

(1 ,  x 2 -  z q )  = ip. 

Um in der Gleiehung 

(.P, Y t  )) = b lX Q + b2 (XP- -  YQ) + bs Y_t ) 
die Constanten zu bereehnen, bilden wir die Identit~it 

((P, YP) XP-- YQ) + 2(Y2, 2)  -- (2, Y2) 

und erkennen hierdureh, dass 
(2,  Z 2 )  = 0 

ist. 
Es besteht endlich eine Gleichung der Form 

(P, X P +  YQ) = P + e ,  X Q+c2(XP-- YQ)+c3(YP)+c4(X2+ YQ) 

und wenn wir die Identit~t 

((P, x 2  + ~Q) X_P-- 

bilden, erkennen wir, dass 

(2, X 2  

ist. Dem entsprechend ist 

(Q, X i  ~ 

Jetzt bleibt nur noch tibrig 

(P, Q) = ~.e + ~q + 7 x o  + 
zu bereehnen. Die Identit~ten 

zeigen, dass 

YO) - (P, x P  + Yq) = o 

+ :YQ) =1:' 

+ Y Q ) = Q .  
, den Ausdruck 

,~Y.P + ~ ( X P - - Y Q )  + ~o ( X 2 +  YQ) 

( (2 ,  Q) x P  - -  Y Q )  = o ,  

((i, ,  Q) x 2 )  - -  ( 2 ,  Q) = o 

(2, Q)=O 

ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass die sechs inf. Transformationen 
2, Q, X Q, YP, X 2 ,  Y Q paarweise in derselben Beziehung wie die 
linearen inf. Transformationen 19, q, xq ,  yp, xp,  yq stehen. 

56. Da 2 und Q in der Beziehung (P, Q ) ~  0 stehen, und da- 
bei in der Umgebung des Anfangspunktes unabh~ingige inf. Trans- 
formationen erster Ordnung sind, so kSnnen wir immer (Satz 28.) die 
Variabela x und y derart w~hlen, dass 

2-----19, Q = q 
wird. Hierdurch erhalten die iibrigeaTransibrmationen (siehe Nummer 
54.) die Form 

X 2 =  xp + atp + fljq, 
X Q ~ x ff --}- % p -3 t- fl ~ g , 

~Y P ~  YP + aaP + flaq , 

YQ = Y~I + a4P + l~4q , 
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und es ist also der folgende Satz erwiesen: 
S a tz  30. Ent]dilt dne Gru22~e, d& t~ine Curvenschaar ~ -~-a  

invariant liisst, sechs ~arameter, so kann sie dutch :Einfiihrung zwe&- 
mgssiger Variabeln die Zineare ]Form 

x" ~ ax -[- by + c , 

y" -~- ax  -~- fly ~ 7 
erhalten. 

57. Es ist jetzt leicht, alle Gruppen, deren inf. Trans[brmationen 
die Form 

p +  . . . .  t ' ,  q +  . . . .  Q, x q +  . . . .  x Q ,  

x.p - -  y q -Jr- . . . .  X _P -- Y Q , y p q- . . . .  Y.P 

besitzen, zu bestimmea. 
Die drei Transibrmationen erster Ordnung erffillea die Gleichungen 

(XQ,  Y B ) - ~  X . P - -  YQ,  (XQ, x P -  YQ) ~ -  2 X Q ,  
( y P ,  x P - -  YQ) = 2 y i ' .  

Bezeiehnen wir X Q ,  X .P  - -  1"0, Y-P mit dem gemeinsamen Symbole 
T, so bestehen seehs Relationen der Form 

(t', x o ) =  Q + z i~ : r~ ,  

(.P, x . P -  y q )  = 2 +  xt,~-T~, 
(iv, Y.P) = Z v,. T~, 
(Q, XQ) = X a ~ T  , 

(Q, X_P--  YQ) = - -  Q + ~ fl~ T,. , 

(g  y 2 )  = l" + s ; , ~ ,  

uad zwar kSnnen wir (Nammer 53.) ohae Besehr'~nktmg annehmen, 
dass diese Gleichungen die noch einfaehere Form 

( i t  XQ)  = (2, (2, .-VP-- YQ) = i ~, (i ~, i'm) =- O, 
(Q, X Q ) = O ,  (Q, X 2 - - Y Q ) = - O ,  (9, y.P) = i-' 

hesitzen. Es ist 
(_P, Q) = , ~ 2  + ~Q + 7 X Q  + a ' ( X P -  YQ) + ~Yt '  

und dabei zeigen die Identititen 

((2, q) x P -  y q )  = o, 
(,:/~, Q) x Q) = o ,  

dass die Constanten simmtlich gleich Null sind, und dass daher 

@ , q )  - ~ 0  
ist. 8o folgt: 

Sa tz  31. Eine Grup2e mit fiin[ Parametern, die ~ CAerven- 
schaar e p ( x y ) ~ a  invariant liisst, erMilt durch ~nfiikrung zwe&- 
mSzsiger Yariabeb~ x und y die _Form 

34 
:Mathcmat~r Ann~l~ Xu 
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x ' =  ax  ~ by -b c, 
, 1 

y = -~y -F d x - F  e. 

Indem wir die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen zu- 
sammenfassen~ erhalten wit das folgende Theorem: 

S a t z  32. L~isst eine GruloTe in der ~bene keine Curvenscl~aar 
~ ( x y )  = a invariant, so enth~ilt sie entweder acht oder sechs oder fiinf 
t)arameter. .Durch JE~}2fiihrung yon zweckm6ssigen Variabeln geht sie 
in eine li~eare Grup2e tiber, und zwar entweder in die allgemeine lineare 
oder in e;ne sechsgliedrige oder endlich in eine fiinfgliedrige Unter- 
gru192e der allgemeinen tineare~ Gruppe.*) 

w 19. 

Aufz~hlung aller Gruppen in der Ebene. 

klle Gruppen yon Pankttransformatlonen elner Ebene ordnen sich 
naturgemiiss in ffinf Classen, n:,imlich 1). solch% die keine Sehaar 
~(xy )  ~---a invariant lassen, 2) solche, die eine und nur eine Sehaar 
q~ ~ - a  invariant lassen~ 3) solche, die zwei und nur zwei Schaaren 

~ a invariant lassen, 4) solche, die einfaeh unendlich viele Schaaren 
invariant lassen~ 5) solehe, die co ~ Schaaren invariant lassen. 

58. Wenn eine Schaar r ~ a eine infinitesimale Transformation, 
etwa die Translation q~ gestattet, so sind zwei FKlle denkbar. Ent- 
weder gestattet jede Curve der Sehaar die Transformation q, oder auch 
g vertauseht die Curven der Sehaar unter sich. Im ersten Falle be- 
steht die Schaar aus den Geraden x - =  Const.; im zweiten Falle hat 
sie die Gleichungsform 

y + f (x)  = ~t ~ C o n s t . ,  

wobei A eine arbitr~re Constante bezeichnet. 
Gestattet eine Schaar die beiden Transformationen q und X(x)q ,  

so hat sie jedenfalls eine der Formen 

y + f (x)  ~ 2 ; x ~ Const.; 

und da der Ausdruck 

X (x) -~- (y + f(x)) = X (x) 

keine Function yon y-~- f (x)  ist, so erkennen wir~ dass x = Const. 

*) Dieser Satz dehnt sich auf n Dimeasionen aus. In meiner riichsten Ab- 
handiung fiber Tran~formationsgruppen hoffe ieh einen s~rengen Beweis dieser 
Verallgemeinerung gebeu zu kfnnen. 
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die einzige Schaar ist, die die beiden Tra,~formationen q und X q  
gestattet. 

Gestattet eine Schaar die beiden Transformationen q und Y~l, so 
hat sie ebenso die eine der Formen 

y + f(x)  ~ ~ ; x = ;t , 

und da die Gr(isse y nut,  wenn f ( x )~  Const. ist, eine Function yon 
y + f ( x ) i s t ,  so erkennen wit, dass x ~  Const. und y-~-Const, die 

.einzigen Schaaren sind, die die beiden Transformationen q and yq 
gestatten. 

Gestattet eine Schaar die Transformationen q und ~v, so hat sie 
wiederum entweder die Form x ~ Const., oder die Form y + f (x)  ~ ~. 
Und da im letzten Falle die GrSsse f ' (x)  keine Function yon y + f(x) 
sein kann,  ausgenommen wenn sie eiae Constante ist, so schtiessen 

a 
wir, dass die Schaar ay--~ bx ~ ~ mit dem arbitr~iren Parameter -g 

die allgemeinste i6~, welche die Transformationen p and q gestattet. 
59. Indem wit nunmehr diese Ueherlegungen auf alle friiher be- 

stimmten Grupl~en anwenden, erhalten wir die folgende ersch~pfende 
Classification aller Gruppen der Ebene. 

A) Grulxpen, die keine Schaar invariant lassen: 

P 
q 

xp 

Y q 
xq 

YP 
x~p + xyq  

x y r  -{- Y" q 

q 

x p l  
p 

Yq 
xq  

y P ,  

q 
xp ~ yq 

x ft 

YP 

Diese Gruppen sind s~mmtlich lineare Gruppen. 
B) Gru22en, die nur eine Schaar invariant lassen : 

q 
X ,  q 

X.,.q 

P 

X,q  ', 
, :. 

X,.qi 

Yq 

1 , ' I 
i q ; l fl 

q ! : X ,q .  "I xq ! 
X,  (I : ' I : 

" i, I, I i 
i yq I " 

p +  tYq!, i, P i x r - t - K y q  

i I 
J P : 

x ~ + y q  !, 

x2s + 2xyq I 

34* 
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q 

xq  
:. 

t 

20 
x p  ~- [(r-~- 1)y -I- ~+~1 q! 

q 

xq  

x~ q 

Yq 
1o 

xp  

Yq 
2) 

x20 
x'2p + xyq  

q 

xq 

x~q 

20 
2x~  + r y q  

x220 -~- r x y q  

q 

xq 

P 
x20 

Yq 
x~-p-~-rxyq 

Es wird vorausgesetzt, dass die Zahl r grSsser als ~Tull ist. Nut in 
der Gruppe 7 kann r zugleich gleich Null sein. 

C) Grup2)en~ die cw~i und nur zwe~i Schaaren invariant lassen: 

: q : 

Yq 
t 

q1 
Yq t, 
y~-q 

] yq 
Ip 

q 

20 
xp + K y q  

q 

Yq 
y~-q 

2) 

q 

Yq 

P 
x20 

x~ + yq 

x220 -~- y; q 

r 
q 

Yq 
y~q 

2 0 , 

x20 

q 

Yq 
y': q 

P 
xp 

x"20 

Die letzte Gruppe ist eine neue Form der frfiher gefundenen Gruploe 
p, x 2 -{- yq~ x"-20 -~ (2xy-~-ye) q. In der n~chst-letzten Gruppe darf 
die Constante K nicht gleich 1 sein. Alle hierher gehSrigea Gruppen 
.~ind Untergruppea tier sechsgliedrigen Gruppe q, yq, y2q, 20, x20, x~p, 
derea einfaehstes geometrisehes Bild, wie hier beil~ufig bemerkt sei, 
tier Inbegriff aller Punkttransformationen ist, die alle Kreise in Kreise 
umwandeln. 

D) Gruppen~ die einfach unendlich vide Schaaren invariant lassen: 
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q p �9 

p + s y q  " x p + y q  J 
E) Gruppe~, die oo | Schaaren invariant lassen. 
Eine solche Gruppe enth~lt nut eiae einzige infi.nitesimale Trans- 

w 2o. 
Allgemeine Betrachtungen. 

Wie sehon in der Einleitung gesagr glaube ich, dass meine 
Theorie der Transformationsgruppen, deren erste EIemen~ in der 
vorangehenden Abhandlung entwickelt sinfl, als eine neue Theorie zu 
betrachten ist, wenn sie gleich mit mehreren mathematischen Disci- 
plinen, insbesondere mi~ der G a 1 o i s r h e n S ubstitutionstheorie, mit de r 
Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehr% mit der Theorie 
der Differentialglelchungen und endlich auch mit tier Invariantentheorie 
viele Berfihrungspunkte besitzt. Ich werde mir erlauben, meiae Auf- 
fassung niiher zu pr~cisiren. Zu diesem Zwecke bespreche ich bier alle 
mir bekannten iilteren (vor 1874 publicirten)Untersuehungen, die mit 
den meinigen mehr oder weniger verwandt sin&*) Gleichzeitig touche 
ich elnige allgemeine Bemerkungen fiber die neuen Gedanken, die 
meinen Untersuchungen zu Grunde liegen. 

A b e 1 bestimm~ in seiner ersten Abhandlung in C r e 11 e's Journal die 
allgemeinste symmetrlsche Function.F(xy), die eineRelation yon derForm 

erftfllt. Dieses Problem ist ein specieUer Fall des einfachsten Problems 
in meiner Theorie. Dean die Aufgabe, die allgemeinste eingliedrige 
Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu bestimmen, 
kommt darauf hinaus, die Functionalgleiehung 

F(F(xa)  b) ~= F(x'~ (ab)) 

mit den unbekannten Functionen ~ und r in allgemeinster Weise zu 

befriedigen. 
Mi~ der Substitutionstheorie**) ist meine Transformationstheorie 

genau verwan&. Die Analo~e wie aueh tier Unterschied zwischen 
beiden Diseiplinen beruht einerseits darauf, dass die Substitutions- 
theorie sich auf discrete Manniffaltigkeiten, die Transformations- 

*) Da meine Kenntniss der mathema~ischen Litteratur nut uuvollkommen 
ist, muss ich beffrchten, class die Citate des Textes unvollst,~ndig sind, Ich 
werde jede etwaige Berichtigung, die ich f~r meine spi~teren Publicationen fiber 
Transformationsgruppen verwerthen kJnnte, mit Dank empfangea. 

�9 *) Yerglaiche Camille Jo rdan ' s  traitd des substitat2o~; (Galois, Cauchy). 
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theorie dagegen auf continuirliehe Mannigfaltigkeiten bezieh~, anderer- 
seits darauf, dass je zwei Operationen einer Substitutionsgruppe immer 
endlieh verschieden sind~ w~hrend die Operationen einer Transfor- 
mationsgruppe yon continuirlichea Parametern abhiingen*). In der 
Theorie der algebraischen Gleiehungen spielt die Substitutionstheorie 
bek'anntlich eine fundamentale Rolle. Dem entsprechend wird die 
Theorie der Transformationsgruppe eine nicht unwichtige Rolle in der 
Theorie der Differentialgleichungen sp[elen. Und zwar hat meine 
Theorie Bedeutung nicht allein fiir solehe Differentialgleichungen, die 
eine Transformationsgruppe gestatten, sondern iiberhaupt ffir beliebige 
Differentialgleichungen. Dies beruht wesentlich auf den folgenden 
Bemerkungen. Die Frage, ob eine vorgele~o~te Differentialgleichung 
G ~-- 0 (oder ein System solcher Gleichungen) dureh eine zweckmiissige 
Punkt- oder Beriihrangstransformation auf eine gewisse Form F = 0 
gebracht werden kann, verlangt zu ihrer Erledigung in jedem einzelnen 
Falle nut solehe Operationen, die man in der In~egralreehnung als ausfiihr- 
bar zu bezeichnen pflegt. Gestat~et sowohl G~-O w i e / 7 ~ 0 j e  eine Trans- 
formationsgruppe, so ist zun~ichst nothwendig, dass die eine Gruppe in die 
andere Gruppe fibergeftihrt werden kann. Hat man gefunden einerseits, 
(lass weder /7 ~ 0 noch G ~ - 0  eine Transformationsgruppe gestattet~ 
andererseits dass G ~ - 0  auf die Form t7_~_ 0 gebracht werden kana, 
so verlangt diese Ueberfiihrung nu t  ausfi~hrbare O2erationen. ~ Ge- 
stattet eine Differentialgleichung oder ein System solcher Gleichungen 
eine Transformationsgrupp% so dient dieser Umstand~ wie ich zchon 
gezeigt oder jedenfalls angedeutet babe, entweder zur Bestimmung 
des allgemeinen Integrals oder jedenfalls zur Auffindung gewisser aus- 
gezeichneter Classen yon Integralen**). 

Dass meine Transformationstheorie mit der Invariantentheorie ver- 
wandt ist, beruht darauf~ dass sie sich mit solehen Eigenschaften yon 
Differentialgleichungen besch~ftigt, die bei beliebigen Pank~- oder Be- 
r[ihrungstransformationen unge~ndert bleiben. Ich denke hierbei nieht 
allein an die C a y 1 e y - S y I v e s t e r '  sehe Invariantentheorie, sondern zu- 
gleich an die yon L i p s  ch i t z  und Chr i  s to f fe l  angestellten (mir ]eider 
fast unbekannten) Untersuchungen fiber die Transformation yon Diffe- 
rentialausdriicken. 

*) Aa dieser Stelle h~be ich C. Jordan's Bestimmung aller Gruppen yon 
Bewegungen zu nennen. Er betr,~chte~ zwei Gruppen als i~quivalent, weun die 
eine in die andere dutch eine o~r Transformation ~ibergefiihr~ werden 
kann. Bei meine~ Un~rsuchungen werden dagegen zwei Gruppen aZs 5~ivalen~ 
betrachtet, wenn die eine dutch eine ganz beliebige analytische T~ansformation in 
di~ andere iibergefiihrt werden kann. 

~'*) Die Tra~a~formations~a~-uppe einer vorgelegten Differentia3gleichung kann un- 
endlichvieleParameter enthalten. Andererseit~ ist wich6g zubemerken, dass Differen- 
tialgleichungea Gruppen yon uneadlich-deu~igea Transformationen gestat~n kSanem 
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Die R i e m a n n - H e I m h o I t z'sehen Untersuchungen fiber die That- 

sachen, die der Geometrie zu Grunde ]iegen, stehen in direetem Zusammen- 
hange mit tier Theorie der Transformationsgruppen. He lmhol tz ' s  
bekannte Note (GSttinger Naehriehten 1868, Nr. 9) besehw sieh 
in meiner Terminologie eben mit der Bes~immung einer gewissen sechs- 
gliedrigen Gruppe eines dreifaeh ausgedehnten Raumes*). Die Rie- 
mann-Helmhol tz ' sehen  Untersuchungen besehr'~nken sieh auf die 
metrisehe Geometric. Die Theorie der Transformationsgruppen giebt 
u.A. eine iihnliehe eingehende Discussion der projectivischen Geometric 
tines n-faeh ausgedehnten Raumes, wie ieh bei einer anderen Gelegen- 
heir n~her naehweisen werde. 

Die Geometric besch~ifti~ sich bekannflieh h~iufig mit Trans- 
formationsgruppen, so z. B. mit der allgemeinen linearen Gruppe, mR 
der orthogonalen Gruppe, mit der Gruppe aller eonformen Trans- 
formationen u. s .w.  In meinen ersten geometrisehen Arbeiten be- 
traehtete ieh einige neue Gruppen. In der Note: ,,Ueber die Reei- 
proeitiits-Verh~ltnisse des Key e'sehen Complexes "**) beseh~ftigte ich 
reich mit der Gruppe aller Berahrungstrausformationen, die eine 
gewisse partielle Differentialgleiehung 2. O.~ die mit dem tetraedralen 
Linieneomplexe genau zusammenhiin~, invariant lassen. Sodann 
untersuehte ieh zusammen mit Klein,  der seinerseits sieh mit An- 
wendtmgen der Substitutionstheorie auf die Geometrie beseh~ftigt 
hatte, diejenigen Fliiehen, die dutch zweifaeh unendlieh viele permu- 
table lineare Transformationen invariant bleiben***). Ferner bestimmte 
ieh in einer Arbeit fiber Complexe (Math. Ann. Bd. V.) u. A. eine 
wiehtige neue Gruppe, namlieh den' Inbegriff aller Bertihrungstrans- 
formationen, bei denen Krtimmungslinien invariante Curven sind; 
ieh zeigte, dass diese Gruppe dutch eine merkwfirdige Ber~lhrungs- 
transformation in die allgemeine" projeetivisehe Gruppe des Raumes 

�9 umgewande]t werden kann. Endlieh entwiekelte Klein in der Pro- 
grammsehrift: ,Vergleiehende Betraehtungen fiber neuere geometrisehe 
Forsehungen"r die Auffassung, dass sieh die Methoden in der Mathematik 
insbesondere in der Geometric in vielfaeher Hinsieht dutch die Trans- 
formationsgruppe eharakterisiren lassen~ welehe sie adjun~ren, d. h. 
dutch die Gruppe derjenigen Aenderungen, welehe, im $inne der jedes- 
maligen Methode, als unwesentlieh betrachtet werden. 

Bei Untersuehungen fiber partielle Differentialgleiehungen 1. O. 
bemerkte ieh, dass die Formeln~ die in dieser Di~eiplin aaftreten, bei An- 
wendung des Begriffs der infinite~malen Tra/nsfor~mtio~ einer bemerkens- 

*) Klein verdanke ieh die Kenntniss dieses Umstande~ wie aueh der Note. 
~'3 G6ttinger Naehriehten, Jannar 1870. 
***) Comptes Rendus 1870," Math. Ann. IV. 
-~) Erlangen, 1872. 
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werthen begrifflichen Auffassung zug~inglich werden. Insbesondere 
steht das sogenannte P o i s s o n - J a c o b i ' s c h e  Theorem, wie auch die 
bekannte Jacob i ' sche  Identit~t, in genaustem Zusawwenhange wit 
der Theorie der Zusawwensetzung infinitesimaler Transforwationen*). 
Dureh Verfolgung dieser Bewerkung kaw ieh zu dem" iiberraschenden 
Resultate, dass alle Transformationsgruppen einer einfach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit dutch Einfiihrung yon zweckwiissigen Variabeln 
auf die lineare Form reducirt werden kSnnen, wie auch, dass die Be- 
stimmung aller Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
durch die Integration yon gew6hnlichen DifferentiaZgleichungen geleistet 
werden lzann. Diese Entdeckung, deren erste Spuren auf Abel  und 
t te  1 w h o 1 t z zuriickzuffihren sind, ist der Ausgangspunkt meiner viel- 
j~hrigen Untersuchungen fiber Transformationsgruppen gev/esen. 

Meine erste Publication fiber diesen Gegenstand (GSttinger Nachriehten 
1874, Nr. 22) enth~lt nicht allein ein Resum6 aller Resultate der gegen- 
w~irtigen Abhandlung, sondern zugleich die Bestimmung aller Gruppen 
yon Bertihrungstransformationen einer Ebene, wie auch Andeutungen 
hinsichtlich der Anwendungen weiner Theorie auf Differentialgleichungen. 
Eine ausffihrlichere Redaction meiner wichtigsten Resultate gab ich 
sodann in ftinf Abhandlungen**), die in dem norwegischen ,,Archly 
for Mathematik og •aturvidenskab", Bd. 1, 3 u~d 4, gedruckt sind. 
An derselben Stelle gedenke ieh einerseits die Theorie eines n-fach 
ausgedehntenRauwes, insbesondere diejenige des gewShnlichen zu ent- 
wickeln, andererseits Anwendungen weiner Theorie auf Differentialglei- 
chungen zu machen. Eine erste solehe Anwendung gab'ich bereits in der 
Abhandlung: ,,Classification der Fl'~ehen nach der Transforwationsgruppe 
ihrer geod~tischen Carven", Universiff4tsprogramm, Christiania 1879. 

Indem ieh sehliesse, kann ich die folgende Bemerkung niehfl zurfick- 
halten. Bei meiner Definition des Be~-iffs TransformationsgTuppe 
forderte ich ausdrficklich, dass die Transformationen der Gruppe sich 
paarweise als inverse Operationen zusawmenordnen lassen sollen. 
Diese Forderung wird yon dew Inbegriffe aller Transformationen, die 
eine Differentialgleichung invariant lassen, yon selbst erf'_tillt. 

C h r i s t i a n i a ,  December 1879. 

*) Man trifft jetzt zuweilen die Auffassung: die ber~ihmte Jacobi'sche Idea- 
tit:it habe nut einen untergeordneten Werth. Hierzu m(ichte ich bemerken, da~s 
diese Identitiit die an~lytische Grundlage meiner Transformationstheorie bildet~ 

**} In diesen Vorarbeiten haben sich mehrere Ungenauigkeite~ in den Be- 
weisen eingeschlichen. Auf einige solche Fehler in den beiden ersten in Christiania 
gedruckten Arbeiten mach~e reich Mayer gelegentlieh aufmerks~m. Wenn man 
ausgedehnte Theorien, die durch gemischte Methoden gefunden sind, bei der Re- 
daction in die Sprache der reinen AnaZysis fibertri~gt~ so ist es schwer, Ungenauig- 
keiten in den Beweisen zu ~ermelden. 


