Theorie der Transformationsgruppen I.

Von

Sorrus Lie in Christiania.

In einer Reihe Abhandlungen, unter denen die nachstehende die
erste ist, beabsichtige ich eine neue Theorie, die ich die Theorie der
Transformationsgruppen nenne, za entwickeln. Die betreffenden Unter-
suchungen, mit denen ich mich seit 1873 eifrig beschiftige *), haben,
wie der Leser bemerken wird, viele Berithrungspunkte wmit mehreren
mathematischen Diseiplinen, insbesondere mit der Snbstitationstheorie;
mit der Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehre; und end-
lich auch mit der Theorie der Differentialgleichungen. Am Schlusse
dieser Arbeit fiihre ich alle friiheren mir bekannten Untersuchungen
auf, die mit meiner Theorie der Transformationsgruppen mehr oder
weniger verwandt sind.

Diese erste Abhandlung zerfillt in zwei Abschnitte, von denen
der erste die Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit liefert, wihrend der zweite alle Gruppen
elner zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt. Spatere Ab-
handlungen werden einerseits die allgemeine Theorie einer n-fach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit behandeln, andererseits im Anschlusse an
die dargestellten Theorien neue Gesichtspunkte fiir die allgemeine
Theorie der Differentialgleichungen entwickeln.

Abschnitt L.

Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit.

In diesem ersten Abschnitte erledige ich ein allgemeines Problem,
das ich folgendermassen formulire.

#) Gottinger Nachrichten Nr. 22. 1874; Archiv for Mathematik og Natarvi-
denskab, Bd. L., IIL, IV., Christiania 1876, 1878, 1879. In der zuerst citirten Note
findet sich bereits ein Resumé aller Resultate dieser Abbandlung.
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Problem. Man soll die allgemeinste Function f von = und r Pqg-
rametern a,, @, - - - a, bestimmen , die eine Bedingungsgleichung von
der Form
(1) f(f(xa,---a,)b,---br)=f(xclo--cr)
erfiillt, wobei vorausgesetzt wird, dass die ¢; nur von den a und b ab-
héingen.

Dieses Problem kann vielleicht iibersichtlicher formulirt werden,
wenn man den Begriff Transformationsgruppe, den wir sogleich defi-
niren, anwendet.

Definition. Eine Schaar von Transformationen:

L=f(za - -a,)
wo &' die urspringliche, x die neue Variable, und die a; Parameter
bezeichnen, bilden eine Tramsformationsgruppe, wenn die Succession
zweier Transformationen der Schaor mit einer einzigen Transformation
derselben Schaar dquivalent ist, wenn also aus den Gleichungen

£ =f(xa---a)

2 =f(Z b ---8)
hervorgeht

& =flee---c.),
wo die ¢; blosse Functionen der a und b sind,

Wir denken uns wie gewshnlich die unbekannte Function
f(zxa,--.a) als eine nach ganzen Potenzen der Gréssen z und a;
fortschreitende Reibenentwicklung, die innerhalb gewisser Bereiche
dieser Grossen convergirt. In Folge dessen ist f eine eindeutige und
differentiirbare Funetion ihrer Argumente. Wegen der Form der Be-
dingungsgleichung (1) tritt eo ipso die Forderung hinzu, dass die
Grossen z, @, - - - @, derart gewdhlt werden konnen, dass der Werth
der Grosse f (z a, - - - @,) nicht ausserhalb des Bereiches der Grosse
z falit.

Befriedigt die Grosse f (z a, - - - a,) eine oder mehrere Relationen

von der Form
2’ of
k (Dk(al...ar)a—ak=0,

so kann die Zabl der Parameter erniedrigt werden. Sind nimlich
@ -+ - & -1 unabhingige Fuuctionen der a;, die die letste partielle
Differentialgleichung befriedigen, so kann f die Form

flza,---a) =g (zea - an-
erhalten. (= o )=9@a &)

Definition. Eine Gruppe mit r Parametern
#—f(za - a)

heisst r-gliedrig, wenn dic Zahl der Parameter nicht erniedrigt wer-
den Lann.
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Mit Anwendung der eingefiihrten Terminologie kann unser Problem
auch folgendermassen formulirt werden.

Man soll alle r-gliedrigen Transformationsgruppen einer
einfach ausgedehnten Mannigfaltigheit bestimmen.

Ist eine beliebige »-gliedrige Gruppe ' =f(za,---a,) vor-
gelegt, so findet man leicht neue »-gliedrige Gruppen. Sind in der
That @ und ® zwei beliebige inverse Functionen, so bestimmt die
Gleichung

¥=0[f(p)a - -a]=F(za,---a,),

wie man unmittelbar verificirt, wiederum eine 7-gliedrige Gruppe.
Dabei ist zu bemerken, dass die vorgelegte Gruppe die Form
“=o[F@®@a--- o)
erbalten kann, so dass die Beziehung zwischen den beiden Gruppen
eine gegenseitige ist.
Definition. Zwei Gruppen
¥ =f (0 a)
r=Faxza,---a)
heissen Ghnlich, wenn die zweite Gruppe die Form
7=0[f(p@a - al),
wo @ und  inverse Functionen sind, annehmen kann, wund also auch
die erste Gruppe die Form
&= [F(®@a-- - a)]
erhalten. kann.
Aus dieser Definition folgt sogleich, dass zwei Gruppen, die mit

derselben dritten Gruppe #hnlich sind, selbst Zhunlich sind. Aehnliche
Gruppen kann man, wenn man will, als identisch auffassen.

§ 1.
Die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe..
1. Das einfachste Beispiel einer Gruppe ist die sogenannte lineare
Gruppe, die durch die Gleichung

x -+ ay

® = G+ ay
definirt wird. Dass diese Gleichung eine Gruppe bestimmt, verificirt
man, indem man die zweite Gleichung
o _ﬁ: + a4
r= 0z + a
hinzufiigt, und darnach z” als Function von z:
29*
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4 + 2145
r x+ 1+ oy Gy

r =
o2+ @38y z + e XY
14 ey 1+ e a,
berechnet; hierdurch ergiebt sich ndmlich, dass auch z” eine linear-
gebrochene Function von z ist.

Setzt man
a —_ % 2

“1'—'_‘a:7 Gy = a5’ “3—%7

so kommt z’ == z. Hiermit erkennen wir, dass die successive Aus-
fiihrung der beiden linearen Transformationen

ay ay 1

(@) a ag) und T % T w4 o
mit der identischen Transformation 2" = 2 &4quivalent ist. Zwel

solche Transformationen, die sich gegenseitig aufheben, nenpen wir
wnwerse Transformationen.
Setzt man in (1)
a, =0, a,=0, a; =1,
so erhiilt man die identische Transformation 2’ = z, die somit der
linearen Gruppe angehdrt. Setzt man andererseits
a4y = &, Ay == &, a; =144
und betrachtet dabei &, ¢,, & also unabhingige infinitesimale Grossen,
so erhilt man durch Wegwerfung von inf. Grissen zweiter Ordnung
die infinitesimale Transformation
E=z-+ & — ga—esat
Insbesondere erhilt man durch passende Wahl der Grossen & die drei
infinitesimalen Transformationen
Z=xz+ 24, oder 8z =4,
=4 Az, 0z = Az,
2=z 4 A2, 0x = A,2%,
aus denen sich alle weiteren infinitesimalen Transformationen der
Gruppe linear zusammensetzen lassen.

Die lineare Gruppe (1) enthilt somit eine identische Transformation
und drei unabhingige infinitesimale Transformationen. Die endlichen
Transformationen der Gruppe ordmen sich paarweise als inverse Trans-
formationen zusammen.

2. In der Substitutionstheorie beweist man bekanntlich, dass die
Substitutionen einer Gruppe sich paarweise als inverse Subsitutionen
zusammenordnen lassen. Da nun der Unterschied zwischen einer Sub-
stitutionsgruppe und einer ‘Iransformationsgruppe nur darin besteht,
dass die erste eine endliche Zahl, die letzte eine unendliche Zahl von
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Operationen enthilt, so liegt es nahe, zu vermuthen, dass auch die
Transformationen einer Transformationsgruppe sich paarweise als in-
verse Transformationen zusammenordnen lassen. In frilheren Arbeiten
kam ich zu dem Schlusse, dass dies wirklich der Fall sei. Da indess
bei meinen betreffenden Untersuchungen implicife gewisse Voraus-
setzungen iiber die Beschaffenheit der auftretenden Functionen gemacht
wurden, so halte ich es fiir nothwendig, meiner Definition des Be-
griffs Transformationsgruppe ausdriicklich die Forderung hinsuzufiigen,
dass die Transformationen der Gruppe sich paarweise als inverse Trans-
formationen zusammewprdnen lassen. lch vermuthe allerdings, dass
diese Forderung eine nothwendige Consequenz meiner urspriinglichen
Definition des Begriffs Transformationsgruppe ist. Es ist mir aber,
wie gesagt, unmdglich gewesen, dies allgemein zu beweisen.
Wir beschrinken uns also auf Gruppen

x —_—_—f(xa1 . ar),
die die Eigenschaft besitzen, dass jedem Werthsystem a, - - @, ein
solches Werthsystem «, - - - &, entspricht, dass die Gleichung
f(f@a, - ade - a)=2

identisch besteht.

Hierans folgt nun zunichst, dass diejenigen Gruppen, die wir
betrachten, immer eine identische Transformation enthalten. Wir werden
zeigen, dass sie zugleich infinitesimale Transformationen enthalten.
Seien in der That @, - - - @, und &, - - - &, die Parameter zweiler in-
versen Transformationen einer Gruppe, und seien ®, - .. @, unab-
hangige infinitesimale Grbssen. Alsdann kann der Ausdruck

f(f(xal ar)ax'{'ml ar+mr_);
indem inf. Grossen “zweiter Ordnung weggeworfen werden, die Form

of (flza,--a,) By~ B,
f(fixa, - a)ey -- a,) + Zwk [ ( o8 )J(ﬁk:ak)

erhalten. Und also enthilt unsere Gruppe die Transformation

- @) By B,
x'=x+2mk[0f(f(wa aﬁc:) 5)]@}{#‘”1

die eo ipso eine infinitesimale Transformation ist. Giebt man den
unabhingigen inf. Grossen ; successiv verschiedene Werthe, so erhilt
man oo™! verschiedene infinitesimale Transformationen, die aus den 7
infinitesimalen Transformationen

08; (Fi=op)
k=152, )
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linear zusammengesetzt sind. Wir werden zeigen, dass diese 7 inf,
Transformationen in dem Sinne unabhingig sind, dass keine lineare
Relation der Form

2 [8f(f(xm~~ar)ﬁx-~-ﬁr)] .
- ‘})k(a; LR a/r) - aﬁk By} -

stattfindet. Fasst man nimlich die Gréssen f, «, - -+ @, als unab-
hingige Variabeln auf, so nihme eine solche Relation die Form an:

Zﬂlﬁ____ '4’7:(“1 ...ar>=0’

ou

woraus folgen wiirde, dass die Zahl der Parameter unserer Gruppe
erniedrigt werden konnte.

Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz

Satz 1. Konnen die Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe
paarweise uls wverse Transformationen zusammengeordnet werden, so
enthilt die Gruppe eine identische Transformation und r unabhingige
mfinitesimale Transformationen.

Da die Ausdriicke unserer inf. Transformationen nicht allein z
sondern auch @; - .. a4, enthalten, so scheint es zunichst denkbar,
dass eine r-gliedrige Gruppe mehr als s upabhingige inf. Trans-
formationen enthielte. Danu aber hitte die Gruppe jedenfalls oo™
verschiedene infinitesimale Transformationen, und das ist unmbglich,
da die Gruppe nur oo” Transformationen, die im Allgemeinen end-
lich sein sollen, enthalten soll.

Im Allgemeinen ist es vortheilhaft den » inf. Transformationen
eine solche Form

0z = X(x)d¢
zu geben, dass X(z) nicht von @; - - - a, sondern nur von z abhbingt.

§ 2.
Bezichungen zwischen den infinitesimalen Transformationen
einer Gruppe.

Seien
8z = X (©)0t, Oz=X,(x)0¢t----- 0z = X,(z)0¢
7 unabhingige inf. Transformationen einer Gruppe
& =flza, - &);
wir werden zeigen, dass die » Gréssen X, -+ X,, die ge-

wisse Functionen von x sind, paarweise durch einfache
Differentialrelationen verbunden sind.

3. Wir fihren zuerst die endliche Transformation

$’=f(xa1 cerar),
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sodann eine infinitesimale Transformation
04 = (L X,(@) + - - - + L Xu(2) 8¢
aus. Diese Aufeinanderfolge

& = f(za, - ar) + Ot 2 2. Xu(2)

soll nach der Definition einer Transformationsgruppe einer Trans-
formation der Form

& =f(za,+da - - a}da)
dquivalent sein. Dies giebt die Gleichung
oy +day - ) =@ -+ @)+ 8t D, WXul(f)
I3

oder durch Ausfihrung und Wegwerfung von infinitesimalen Grossen

zweiter Ordnung 5
Z—%’:— day = 0t kZ LX) -

Eine solche Gleichung besteht, welche Werthe auch die Parameter 1,
baben mogen, vorausgesetzt dass die Differentiale da; passende ent-

4
sprechende Werthe erhalten. Und da die Verhiltnisse —-;-:5 nur von

den Grossen A; und @, dagegen nicht von x abhiingen, so bestehen
insbesondere » Gleiehungeu der Form:

X, (f)=4 1% L4, 2Lt 45T,
Xz(f)= 1aa +B" 0f+ + 'aa’

d
X(f) = w4+4 L. +L J,
wo die Grossen 4;, B;, - - - L; nur von a,, a, - - - a, abhiingen. Hier

darf die Determinante .
‘\AiBz e Lr)

nicht verschwinden; denn dann bestinde eine Relation der Form

ooy a) X () + - +orlay @) X(f)=0,
und das ist unmoghch indem die » inf. Transformationen unabhingig
sind. Also erhilt man durch Auflosung r Gleichungen der Form

H—mX N+ -+ B,
NX(f)+ 4+ NX(f),

. .

= R, X,(f)—!— - + B.X.H,

@)



448 8. Lre.

wo die Grossen M; N, - - - R, nur von a, d, --- @, abhingen. Die
rechten Seiten dieser Gleichungen miissen paarweise den bekannten
Integrabilititsbedingungen geuniigen. In dieser Weise erhalten wir

—ﬁl Relationen, unter denen wir die erste
Y
T 2 MXf) = 2 NXdD)

entwickeln werden. Dabel erinnern wir, dass die X; nur von dem
einzigen Argumente f abhingen. Also kommt

- (T 22 (3 ) - (3 0. 5) (3 )

+2( Ty X,
woraus

3 Swn(n - ) - 3 (- )

wo die Indices % und ¢ alle Werthe 1,2 ... » durchlaufen sollen. In
der Doppelsumme links kommt das Glied
ax,
Xi—7 # X;
zweimal vor, einmal mit dem Coefficient Mk N;, ein ander mal mit
dem Coefficient — M;N,. Daher kann die gefundene Bedingungs-
gleichung auch folgendermassen geschrieben werden:

ax, ax; 3N, aML>
ZZW"N"”M‘N“) (2 g —%%F) =Z( TR T R
In Allem erhilt man Z7—Y solche Gleichungen, deren linke

1.2
Seiten hinsichtlich der r(r 1) Grossen X; —— X XL f * linear sind.

Wir werden zemen, dass d1ese Glelchuuoen sich hinsichtlich der be-
sprochenen ’”(7 —;—5— Grossen auflosen lassen. Dies folgt aus dem
bekannten Saue

Ist die Determinaute (a,' @y - - - a7) = A von Null verschieden,
so ist dasselbe der Fall mit derJenwen Determinante, deren Elemente

die [Lﬁi)—] Gréssen (a/a? — agat) sind. Die neue Determinante
ist gleich einer Potenz von A.

Da niwlich die Determinante (M;N, --- R,) nach dem Voran-
gehenden von Null verschieden ist, so muss daaselbe der Fall sein mit
derjenigen Determinante, deren Elemente die Grossen (M;N: — M. N).
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u. s. w. sind. Und also findet man durch Auflosung der friiher

r{ir—1 - . rir—1
(1 '_21 linearen Gleichungen r—1)

15 neue Relationen von

gefundenen

der Form:
adx, axX,
Xi dfk Xk ——dT = C,le + C,;;zX -i— + C,)“-

Hier sind die ¢;, Functionen von @, --- @,. Und da die X; wie
auch die Ausdriicke links nur von [ abhingen, und dabei die Grossen
fa, --- a, als unabhiingig betrachtet werden konnen, so miissen die
¢irs absolute Constanten sein. Hiermit ist der folgende fundamentale
Satz gewonnen:

Satz 2. Sind 0z = X, (2)0t ---- 0z = X, (x)0t r unabhingige
infinitesimale Transformationen einer v-gliedrigen Gruppe, so befriedigen
die X paarweise Relationen der Form

X, Z—Ijk — X %{ii =X, + -+ - Xy,

wo die ;s Constanten sind.

Dieser Satz zusammen mit den Formeln (2) geniigt zur Bestimmung
aller Transformationsgruppen einer einfach ausgedehnten Mannig-
faltigkeit.

§ 3.
Infinitesimale Transformationen verschiedener Ordnung.

Wir werden zeigen, dass die Zahl » der Parameter nicht
griosser als drei sein kann.

4. Selen wiederum
(3) 0z = X, (x)d0t- - 8z = X,.(x)d¢

r unabhiingige inf. Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe. Wir
denken uns die X;(z) nach den Potenzen von (# — ,) entwickelt

Xi(o) = Xl + (4r), (e a0+ + (Gt ), 6 — w0 +
und bilden die allgemeine infinitesimale Transformation
dz =012 li X,—

der Gruppe. Dabei wird eo ipso der Ausdruck X 4;X; nach fien Po-
tenzen von x — z, entwickelt. Und zwar ist es moglich, die Para-
meter 1; derart zu wahlen, dass X 4, X; die Form

EuXi= A,y (& —xy 4 Ar (£ — %) +
erhilt. Dabei muss 4, von Null verschieden sein, indem die Deter-
minante
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é ax wf§>i
xe (), (G2,

! ix, de)l

(), (53
wegen der Unabhingigkeit der infinitesimalen Transformationen (3)
nur fiir specielle Werthe von z, verschwinden darf.

Hieraus folgt nun sogleich, dass man immer r unabhingige infini-
tesimale Transformationen in der Gruppe wihlen kann, die die Form

0z = (ay+ oy (z— ) + @y (@—2) + -+ F Gra (@& —2) 7 4 -« 1) O,
0z = (bylw—zy) F by (@ —2g)2 - - -+ broa [T—2p)* + - - +) 08,

0z = (hr—2 (x—~x0)""2 —I— hr—l (.’L‘ — (I,'o)"'l + .. .) at)
0z = (Fyr [z — )=t - - ) 8¢

besitzen. Wir sagen zuweilen, dass die letzte inf. Transformation von
der (r—1)ts Ordnung in der Umgebung des Punkts x = z, ist; dass
die nichstletzte von der (r—2)s Ordnung ist v. s. w., und endlich
dass die erste Transformation von nullter Ordnung ist.

Sind nun die infinitesimalen Transformationen

0z = Y,(z) 0¢
und
0z = Y:(x) d¢
beziiglich von der Ordnung ¢ und %, so ist der Ausdruck
ay, ay,
Y dr e dx

von der Ordnung (¢ +%—1); und da dieser Ausdruck (Satz 2) die Form
&Y, + ¢ Y+ o 4ea¥
besitzen soll, so kounen wir, wenn
it E—1>r—1
ist, schliessen, dass alle ¢ gleich Null sind. Nun aber darf
ay, ay,
Yo — Lt
nicht verschwinden, denn dann kime ¥;= Const. Yz, und das ist
unmdglich, da die beiden inf. Transformationen unabhingig sein sollen.
Also erkennen wir, dass die Zahl (:4-k—1) nicht grosser als » — 1
sein kann. Setzen wir daher, wie wir kdnnen
t=r—1, b=r—2,
so kommt
2r —42r—1,
woraus folgt, dass » hochstens gleich 3 sein kann.
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5. Das Problem, alle Grappen zu bestimmen, zerlegt sich also
in die drei folgenden Probleme, 1. alle eingliedrigen Gruppen
zu bestimmen, 2. alle zweigliedrigen Gruppen zu bestim-
men, 3. alle drelglxedngeu Gruppen zu bestimmen.

Ist 6z = X () d¢ die infinitesimale Transformation einer beheblgen
eingliedrigen Gruppe 2" = f(za), so besteht, wie wir in § 2. sahen,
eine Relation von der Form:

7 = 4@ - X(f),
woraus durch Integration
ar _ [
Fiy =) 4@ da,

9 (f) = (a) + Const.
Zur Bestimmung der Integrationsconstante erinnern wir daran, dass
die Grosse a einen solchen Werth ¢, erhalten kann, dass f(ze,) =2
wird. Dies giebt

oder

¢ (2) = ¢ (a,) -+ Const.,
o () — o(@) = ¥(a) — ¥(a) =1(a),

und durch Auflésung, wenn wir die inverse Function von ¢ mit ®
bezeichnen,

worauns

f(za) = ®(p (@) + 1(a))-
Jede eingliedrige Gruppe besitzt somit die Form
z =& (p(@) + 1(a),
und andererseits ist klar, dass diese Gleichung immer eine eingliedrige

Gruppe bestimmt, was auch die Functionen ¢ und y sein mdgen. Dies
giebt (siehe die Einleitung p. 443) den Satz

Satz 3. Jede eingliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannig-
faltigheit ist der linearen Gruppe &' = x + a dhnlich.

§ 4.
Erledigung des aufgestellten Problems.

6. Sind 0z = X, () 8¢ und 0z = X,() 6¢ die infinitesimalen
Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe x’ = f(«a,a,), so be-
stehen nach dem Vorangehenden Relationen der Form

aa;: = A(a,a,) X, (f) + B(a,a,) X, (1),

4) 2L = 0@,a) X,(f) + D(@ma) (),
X, ddjiz —‘Xe'ddi—clx + e X
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Dabei kdnnen die Constanten ¢, und ¢, nicht gleichzeitig gleich Null
sein, indem sonst eine Relation der Form Const. X, 4+ Const. X, = 0
stattfinde. Wir konnen daher annehmen, dass z. B. die Grosse
vou Null verschieden ist. Wir setzen

X, + X, =X/,
L
alsdann kommt

, dX,’ , dX P
1—dx—z—*Xz d:z:’ =X 46X, =X

Wir kénnepn daher obne Beschrinkung ¢, =1, ¢, = 0 und also

dx, ax,
X Xy =%

setzen. Betrachten wir hier X als bekannt, X, als unbekannt, so
finden wir durch Integration

und durch Einsetzung in die beiden ersten Gleicbungen (4)
2 4
L4 x i+ 3-x00 [ 2

&f y . af
Zo—cx(n+D-x0n [ 5%

Fiihren wir hier die Grosse

A
x (i =0
als unbekannte Function ein, so erhalten wir die Gleichungen:

2
a:l =A+B‘P;

72 = C+ Dy,

oa,

deren allgemeines Integral die Form

9 () =¥ (a a) + Ky, (a,a,)
besitzt. Um die Integrationsconstante K, die von @, a, unabhingig,
dagegen von z abhingig ist, zu bestimmen, erinnern wir daran, dass
die Grdssen a, und 4, solche Werthe 4,% und @,® erhalten kbnnen,
dass f(xra,*a,’) gleich & wird. Also kommt
9(2) = ¢,{a,° a,*) + K9 (a,° a,%),
und durch Elimination von X

o(f) = bg () + b,,
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wo b, und b, gewisse Functionen von @, und @, sind. Bezeichnen
wir die inverse Function von ¢ wie frither mit ¢, so kommt
f(zaya) = &®, ¢ @) + by),

so dass jede zweigliedrige Gruppe die Form

7= @b e @) + b))
- besitzt. Auf der anderen Seite ist klar, dass diese Gleichung immer
eine zweigliedrige Gruppe bestimmt, die mit der linearen Gruppe
z = a,% -+ a, dbnlich ist. Dies giebt

Satz 4. Jede zweigliedrige Gruppe ist der linearen Gruppe
2 = a, z + a, dhnlich.

7. Um die allgemeinste dreigliedrige Gruppe 4’ = f(x a, 4, a;) zu
bestimmen, wihlen wir drei unabhingige inf. Transformationen der
Gruppe

0z = X,0¢, d&z= X,0t, dz= X,0¢,
die die Form

I

X, =14 a;(&—z* + a,(z —x)* + - - -,
%, ) +byle—a) -
X, = @—z)? + -
besitzen. Bilden wir nun die drei Bedingungsgleichungen
XX — X Xy = X, + 0, Xy + 43X,
X, X, — X, X'=§, X, + 8 Xg + B; X,
LX - XX =X+ X+ 7s Xs)

so ergeben sich bereits folgende Werthe fir unsere Constanten

GC‘=-‘4¥2=0, a3=1) 61=01 ﬁ2=_'—2) yi=_1? y2=0'

Um die Constanten niiher zu bestimmen, setzen wir

XX — X X = [X: Xi]
und bemerken, dass die Gleichung™*)
X, %) X) + [[X, %) X) + [[X,X] X,] =0
identisch besteht. Setzen wir hier die obenstehenden Werthe der
Grossen [X; X;] zweimal ein, so kommt eine Relation der Form
LiX,+ L, X, + Ly X; =0,
*) Dijese Gleichung folgt als Corollar aus der bekannten Jacobi’schen

Identitat
((4B)C) + ((BC) 4) + ((C4) B) =0,
af

Xgy = H

weénn man

setzt, und darnach die Gleichung

. (H,H,) H,) + (HHy) H)+ (HH) Hz) =0
bildet.
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welche zeigt, dass B, gleich Null ist. Also wird
X, X]=X%X;, [XX]=-2X,, [XX]=—X 43X
Fithren wir endlich X, —¥ X, als neue X, ein, so kommt
(X, X ]=X;, [XX]=—-2X, [XX]=— X,.

Hier betrachten wir nun X, als gegeben und suchen die Grissen

X, und X, zu bestimmen. Die Gleichung
(X, X} = X = XX — X, X
zeigt, dass
X, =—X;
ist. Die Gleichung
XX —X Xy =—2X,=2X, X3

Lisst sich anch folgendermassen schreiben:

d (X,) —ot [a=
dz \X, /" "X, X,
p 2
= ( ~‘li) + Const.
3

wo die Integrationsconstante wegen der Gleichung [X,X,] = — X,
gleich Null sein muss, Die gefundenen Werthe

x4 x-x(f%)

substituiren wir in die drei Bedmgungsgleichungen

af ‘}(f);

und giebt daher

und finden dadurch drei Gleichungen der Form:
d > >
= 4% ([ - nx 4L+ axn,

wo die Grissen A;, B, und C:; Functionen von @, a, a, sind. Um die
Formeln zu vereinfachen, fithren wir die Grosse

2(1) = [ <y

als Unbekannte statt / ein, und erhalten hierdurch die drei Gleichungen
9
32) = 4,9* 4 B;g + G,

deren allgemeines Integral die Form

aa

— leiaya) + Ky (aaya,)
(p(f) 14 Koy, (ajaya,)

besitzt. Zur Bestimmung der Integrationsconstante X , die von a,.a, a,
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unabhiingig, dagegen von x abhiingig ist, erinnern wir daran, dass
die Grossen a, a, a; solche Werthe ¢,% a,’ @ erhalten kionnen, dass
f(z a.® a,° ag’) gleich z wird. Also wird
(p(x) e P(a® 2° a®) + K ya(a,® g’ ag®) |
1+ K p3(0,° a° ay0) !
und durch Elimination von K kommt

_ b+ by
?(N=""Fhow

wo by, by, by gewisse Functionen von a,, a,, a; sind. Hiermit ist
der folgende Satz gefunden:

Satz 5. Jede dreigliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten
Mannigfaltigheit besitzt die Form

— ac¢(z)+a2
# =0 (52 G p@ 1

wo @ und & beliebige inverse Functionen sind. Jede solche Gruppe ist

daher der allgemeinen linearen Gruppe ¥’ — ﬂM'T? ihnlich.

Hiermit ist das in diesem Abschnitte gestellte Problem erledigt,
denn durch Zusammenfassung der friiher gefundenen Resulate ergiebt
sich der Satz

Satz 6. Jede Tramsformationsgruppe einer einfach ausgedehnien
Mannigfaltigheit ist einer linearen Gruppe idhnlich wnd enthdlt somit
hichstens drei Porameter.

Abschnitt I1.

Bestimmung aller Transformationsgruppen einer zweifach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit.

Indem wir uns jetzt zu den Transformationsgruppen einer zwei-
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit wenden, schicken wir zunichst
einige allgemeine Betrachtungen iiber Transformationsgruppen einer
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit voraus.

Fasst man in den % Gleichungen
2 =fi(Z Ly G- Ar), (6=1,2.--n)
die Grossen z, - - -, als urspriingliche Variable, @, - - -z, als neue
Variable, und @, - - - ¢, als Parameter auf, so definiren diese Glei-
chungen r-fach unendhch viele Transformationen. Ich sage, dass

eine solche Schaar von. Transformationen eine Gruppe bilden, wenn
die Succession zweier Transformationen der Schaar mit einer einzigen
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Transformation derselben Schaar Zquivalent ist; wenn also aus den
Gleichungen

2 =fi, - zaa - a)=fi(a),

zi=fi(x - by - b)
folgt
ﬁ=ﬁ@-~%m~-m,
wo die Grissen ¢, ---¢, nur von den ¢ und b, dagegen weder von

den z noch von der Zahl 7 abhingen. Anders ausgesprochen: wir
verlangen das Stattfinden der Gleichungen

AU - fuladly - ) = foly - Zay - - &),

Wie in dem vorangehenden Abschnitte beschrinken wir uns aus-
driicklich auf Gruppen, deren Transformationen sich paarweise als
inverse Transformationen zusammenordnen lassen, wobet wir jedoch
die Vermuthung aussprechen, dass diese Eigenschaft einer jeden Gruppe
zukommt,

Wir denken uns die unbekannten Funetionen f ... f, als nach
den ganzen Potenzen der Grdssen x und @ fortschreitende Reihen-
entwicklungen, die binnen gewisser' Bereiche dieser Grdssen con-
vergent sind. In Folge dessen sind die f; eindeutige und differentiir-
bare Functionen ihrer Argumente. Wegen der Form der Bedingungs-
gleichungen tritt eo ipso die weitere Forderung hinzu, dass die Grossen
Ly -+ &Tay @ - -+ a, derart gewihlt werden konnen, dass der Werth
einer jeden Grosse f;(z a) innerhalb des Bereiches der Grosse z; fillt.

Fiihrt man in die Gleichungen einer Transformationsgruppe

zi = fi(z, - Ly @y e Ay)
statb @, - - - @, gewisse Functionen dieser Grissen etwa «, - .- a, als
neue Parameter ein, so bestimmen die hierdurch erhaltenen Gleichungen
x‘-'_—_q_)’-("[;1 "'xn‘x["'ar)

o ipso wiederum eine Transformationsgruppe, die als mit der urspriing-
lichen #quivalent aufzufassen ist. Hierbei kann es gelegentlich ein-
treffen, dass die neuen Gleichungen eine geringere Anzahli Parameter
als die alten enthalten. Eine solche Erniedrigung in der Zahl der
Parameter kann eintreten, wenn f, - - - f,, aufgefasst als Functionen
von @, - - - (, gemeinsame Lo:aun(ren einer hnea.ren partiellen Differential-
gleichung der Form

of
Zw(a,  a,) G =0

sind. Befriedigen in der That alle f diese Gleichung, so ist es, wenn
wir mit @, - .- @ ein System Losungen bezeichnen, die nur von
@y -0 abh-?mgen, immer moglich die f; anf die Form

q)‘.(xi Ce e Xp bty e ar—l)
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zu bringen. Fiir jede Gruppe existirt eine gewisse Minimumszahl der
Parameter. Ist diese Zahl gleich », sagen wir, dass die Gruppe
r-gliedrig ist. Diese Definition ldsst sich auch folgendermassen aus-
sprechen :

Definition. Eine Gruppe heisst r-gliedrig, wenn sie oo” ver-
schiedene Transformationen enthdlf.

Bestimmen die Gleichungen

x; =f}(zl...x'al - a)
eine Transformationsgruppe, und fabrt man statt z, --- x, neue
Variable y, - - - 4, vermdge der Gleichungen

Zr= Oy, -+ - Yn) = O
ein, so ist leicht zu erkennen, dass auch die Gleichungen

Oi(yy - Yn) =18y -+ Bnay- - ar)

eine Transformationsgruppe bestimmen. Dies beruht darauf, dass die
neuen und die alten Gleichungen identisch dieselben Transformationen
zwischen den z bestimmen. Zwei solche Gruppen mdgen éhnlich heissen.

Definition. Zwei r-gliedrige Gruppen zwischen n Variabeln
heissen dlmlich, wenn die eine Gruppe in die andere durch Finfihruny
neuer Variabeln ibergefihrt werden Lann.

Meine Untersuchungen iber Transformationsgruppen beabsichtigen
zunichst die allgemeine Erledigung des folgenden Problems:

Problem. Man soll alle r-gliedrigen Transformations-
gruppen einer n-fach ausgedelnten Mannigfaltighkeit be-
stemmen.

Bei der Behandlung dieses Problems ist es erlaubt, und zugleich
zweckmissig, shnliche Gruppen als identisch zu betrachten.

§ 5.
Die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe.

Im Folgenden werden wir nachweisen, dass jede r-gliedrige
Gruppe, deren Transformationen sich paarweise als in-
verse Transformationen zusammenordnen lassen, oo™ in-
finitesimale Transformationen enthilt, die fir die Gruppe
charakteristisch sind. Die einzige oder jedenfalls die einfachste
Methode zor Bestimmung aller Transformationsgruppen beruht daraof,
dass man die infinitesimalen Transformationen derselben zum Unter-
suchungsgegenstand auswihlt.

8. Eine Transformation heisst infinifesimal, wenn sie die Form

2! = ;4 X;(a, - - %) O
erhalten kann, und dabei d¢ eine infinitesimale Grdsse bezeichaet.
Wir schreiben im Allgemeinen solche Gleichungen folgendermassen:

da; = X, (x, - - - 2a) 01,

Mathematische Aunalen. XVL 30
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Fiabrt man statt z, - - - £, neue Variablen etwa y, - - - g, ein, so
erhilt unsere infinitesimale Transformation die Form

N ¢y,
by,zatz 5-’0k Xk.
I3

Fihren wir andererseits dieselbe Variabelninderung in dem Aus-
drucke

l‘F' ajv
AF) =X -+ X

aus, so kommt
’ ol <O oy oF 7Y,
A(f)zﬁ . 0—%X1++§§:2 EEXI;-

Wir sehen also, dass die Gleichungen der infinitesimalen Transfor-
mation und der Ausdruck A(F) sich in ganz entsprechender Weise
transformiren. In Folge dessen ist es analytisch erlaubt, den Aus-
druck A(F) als Symbol unserer infinitesimalen Transformation aufzu-
fassen.

Nehmen wir an, dass eine Transformationsgruppe die beiden in-
finitesimalen Transformationen

0u; = X; 8¢ uvnd 6z, = Y0z

enthilt. Alsdann soll sie zugleich die mit der Aufeinanderfolge dieser
beiden Transformationen iquivalente Transformation

0z, = X;0¢{ 4 Y, ¢

enthalten. Giebt man hier dem Verhiltnisse —g% successiv alle mdgliche
Werthe, so erhilt man einfach unendlich viele verschiedene Transfor-

mationen, die somit der Gruppe angehtren. Dies giebt den Satz:

Satz 7. Enthilt eine Gruppe die beiden inf. Transformationen,
deren Symbole bez. sind

2

aF ¥
A(F)=X1;—%—+---+anz

oK oF
B(F)‘:Yl 337, ++ Y"—E_ﬂ?’
so enthéll sie zugleich die einfach unendlich wvielen Transformationen,
die durch das Symbol AA(F) + wB(F) mit der arbitriiven Constante
% dargestellt werden.

Wir sagen, dass 7 inf. Transformationen
Al(F); A2<F) e Ar(f)

unabhingig sind, wenn sie durch keine lineare Relation mit con-
stanten Coefficienten
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A|A1(F) +- -+ LA4(F)=0
verbunden sind. Enthilt eine Gruppe die r inf. Transformationen
A, (F), ---, A(F), so enthilt sie nach dem Vorangehenden zugleich
dle oo™ mf Transformationen , die durch das Symbol
LAF) 4+ A A (F)
mit den arbitriiren Parametern i, - - - 1, dargestellt werden.
9. Jeder Transformation g, - - - a, der r-gliedrigen "Gruppe
xi'::fi(x;“'xna] ...ar)
entspricht nach unserer Voraussetzung die inverse Transformation, die
ebenso der Gruppe angehort. Seien «; - - - &, die Parameter der letzten
Transformation, wobei die Grossen « gewisse Functionen der a sind.
Es bestehen also die » Gleichungen
filfiza) - - - fulea) oy - - - @) = ;.
Dieses vorausgesetzt werden wir die Transformation
z; =fi(fi(@) - - - ful@) & +@ - ator),
die der Gruppe angehbrt, betrachten. Wir lassen die  infinitesimale
Grssen bezeichnen und kénnen daher unsere Transformationsgleichungen
folgendermassen schreiben:

@ = fi(fila - - )“1"'“r)
3f f:(a! fol@)By---8,)
+ 2 [ TR S -

Die hierdurch bestimmte Transformation

sr= S [af.-(f.(a)maf,;ia) Bi--8,) ](h:m

I3

ist infinitesimal, und hingt dabei von den r arbitriren inf. Grdssen
@, - - - ©, ab. Ich behaupte, dass die hierdurch bestimmten oo inf.
Transformatxoneu sammilich verschieden sind. Gesetzt nimlich es be-
stinde fiir jedes 4 eine lineare Relation der Form

2 wuley - )| 81;(fi(@) - a;km feb)] o,

{lkzak)
wobei die @ von der Zahl ¢ unabhﬁngig waren. Alsdann erhielte
man, indem man die Gréssen f, (@) - - - fu(@) & - - - @ als unabhingige
Vanabeln anstatt &, - - - %, 4, - - s emfuhrte n Relatxonen der Form
t‘f fi- s a2,
2 UACEE i : ) =0,

Qe

sodass die Zahl der Parameter der vorgelegten Gruppe sich ernied-
rigen liesse.
30%
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Hiermit erhalten wir den Satz:

Satz 8. Jede r-gliedrige Gruppe enthdlt eme identische Trans-
formation und r unabhingige inf. Transformationen.

Dass eine #-gliedrige Gruppe nicht mehr als 7 unabhingige inf.
Transformationen enthalten kann, liegt darin, dass sie sonst jeden-
falls oo” verschiedene infinitesimale Transformationen enthielte, und
das ist unmbglich, da die Gruppe nur oco”, im Allgemeinen endliche
Transformationen enthalten soll.

§ 6.
Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gruppe.
Seien 4, (F), A, (¥) - - - A.(F) r unabhingige infinitesimale
Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe
o =f(e, - 2ua - a);
wir werden zeigen, dass jeder Ausdrack A;(de(F)) — Ar(4:(F))
sich als Summe der 4;(#) multiplicirt mit gewissen Con-
stanten ausdriickt.
10. Ich fiihre zuerst die endliche Transformation
' =filz, - wia, - a),
sodann eine inf. Transformation derselben Gruppe
0z = X;(x - - - z,) 0t
aus. Diese Avfeinanderfolge
o =[x cwmaya) 0 Xi(z) 2
soll mit einer Transformation der Gruppe, etwa mit
2 =fi(@, -2 a + 2a, - a. + 0a,),
iquivalent sein. Dies giebt fiir jedes ¢ eine Relation der Form

at Xi(fl - fn)=2 af;(xlxn al"‘a,)

= oay

3(41-,

wo die infinitesimalen Grbssen 2a; von der Zahl ¢ unabhingig sind.
Daher ergeben sich durch Division mit d¢ Relationen von der Form
»i ofi(@- %, a-a,
Xi(fy - fa) = ZLI Bi(ay- - - a,) L e “olf)
wo wiederum die B; von der Zahl ¢ und ebenso von den Grdssen
#y - - - Z, unabhingig sind.
Sind nun 4, (F) - .. 4,(F) wo
oF oF
AQ(F)=X91 ? 1 +"‘+X9n oz,

7 unabhiingige inf. Transformationen unserer Gruppe, so bestehen also
fir jedes ¢ x Relationen der Form
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~ 7
c ‘.-\x‘...x al"'ar)

Xilfi o f) = 2 B - ) = ,

wo die By von der Zahl ¢ unabbingig, dagegen von der Zahl ¢ ab-
hingig sind. Ich behaupte, dass die Determinante der B,; von Null
verschieden sein muss; sonst nimlich bestéinde fiir jedes ¢ eine Relation

Zpg(ay -+ - ) Xpi(fy o - fa) =0,
wo die y; von der Zahl ¢ unabhingig wiren, und das ist unmdglich,
da unsere r inf. Transformationen nach Voraussetzung unabhingig
sind. Hiermit ist gezeigt, dass die Determinante der B, von Null
verschieden ist, wnd also finden wir durch Auflosung Relationen von
der Form :

of;(x z,a Y
S _n___.1~— - =2qu(a! "-(lr) qu(f] "'f"))
q

wo wiederum die Grossen L;, von der Zahl ¢ unab};angig sind. Die
Determinante der L;, ist eo ipso von Null verschieden,
11. Die rechten Seiten dieser letzten Gleichungen befriedigen die

bekannten Integrabilititshedingungen. Dies giebt —=——— =1 Relationen,

unter denen wir die erste

] 0 . __
(s (3 ) =0
7 : 7
entwickeln. Dabei erinneru wir, dass die X nur von den Argumenten
- f» abhingen. Also kommt

ZZL‘” R 5’21;,, £ ;a%
PG o

.8, af,
und durch Einsetzung der Werthe der Grossen a—iﬁ n 82,

ZZLIQ 0;;2 Zlﬂ; X,, — 22 L, -~ W 4 N Lo X,
N
2 o L“”z (XJ“ afqi - X"“%f“)
+ 2 X (Faz — Zar) =o,

oder
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oder endlich

SV ST Ly L, (4, (X0) — 4,(%50)
q Fi

oLy, Bbgq)_
+297X“( 3a2: o I = 0.

In dieser Gleichung kommt das Glied 4;(X,:) — 4,(X;;) zweimal vor,
einmal multiplicirt mit L4 Ly;, ein andermal multiplicirt mit — Ly; Lyg.
Daher kann unsere Gleichung die Form

D7 D (g Ly — Ly L) (4 (X, — 44(X,)

8Ly, oL, )
- 247 i (*5“1 T T da,
erhalten, wobei die linke Seite 7 72 Grossen 4;(X,) — 4,(X,)
enthilt.

r{r-—1)

In entsprechender Weise erhilt man in Allem —,—— Gleichungen,
die sammlich hinsichtlich der U= Grossen 4, (X,) — 4,(X;)

linear sind. Und da die Determinante der L., von Null verschieden ist,
und in Folge dessen auch die Determinante, deren Elemente die zwei-
gliedrigen Unterdeterminanten der soeben besprochenen Determinante

sind, von Null verschieden ist, so findet man durch Auflosung der
r{r—

—Tg—l) Relationen der Form

A(X) — 4K = D @ielty - - - 85) Ko,

gefundenen linearen Gleichungen

wobei die ¢,,, von der Zahl i unabhingig sind. Nun aber sind die

linken Seiten wie auch die X,; Functionen allein von f, - - - f,, wih-

rend sie von a, - - - a, unabhingig sind; also schliessen wir, dass die

@;qs Constanten sind. Dies giebt den folgenden fundamentalen Satz:
Satz 9. Sind A(F) .. - 4.(F), wo

¢F P
AQ(F)=X91’%95—"+"‘+XM*%—

ist, r unabhingige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen

Gruppe, so bestehen fiir jedes i T(: :21) Relationen von der Form

A;(Xyi) — Ay(X;) = 2 Gign Xii «

3

Dabei sind die ¢,qs absolute Constanten, die von der Zahl ¢ unabhingiy
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sind. Diese Bedingungsgleichungen lassen sich in die L(—:-:,l—) Relationen

A(A(F)) — A(4,(F)) = D) 6100 A(F)

zusammenfassen.

Bei ciner spiiteren Gelegenhgit werden wir umgekehrt zeigen, dass
r Ausdriicke 4, (F) - - - 4,(F), die in solcher gegenseitigen Beziehung
stehen, dass jedes A;(A4,(F)) — A,(4;(F)) sich als Summe der A,(F)
multiplicirt mit Constanten ausdriickt, die inf. Transformationen einer
r-gliedrigen Gruppe sind*). Dass diese Behauptung jedenfalls fir den
Fall n = 2 richtig ist, wird @ posterieri aus den Entwickelungen dieser
Abhandlung hervorgehen.

Vermbge des Satzes 9. bestimmen wir in dieser Abhandlung die
infinitesimalen Transformationen einer jeden Gruppe einer zweifach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Wie man sodann die zugehdrigen
endlichen Transformationen bestimmt, zeigen die Entwickelungen des
nichsten Paragraplen.

§ 1.
Eine Gruppe ist bestimmt durch ihre infinitesimalen Transformationen.

Wenn die » unabhingigen infinitesimalen Transformationen
4,(F) - - 4,(F)
einer »-gliedrigen Gruppe
xi:=ﬁ(x‘...xaal ...ar)

angehoren, so kdnnen sie nicht zugleich einer anderen
r-gliedrigen Gruppe angehdren. Dies soll im gegenwirtigen
Paragraphen gezeigt werden.

12. Ich zeige zunichst, dass man, wenn eine infinitesimale

e

Transformation
du; = X, (%, - - - o) 02

einer beliebigen Gruppe bekannt ist, mmmer einfach unendlich viele
Transformationen dieser Gruppe angeben kann.
Frither fanden wir die n Relalionen
of;
Xi(f1 i fn) at'———"Z W dak=df,-,
in denen die da; von der Zahl i unabhingig waren, und dabei ein
gewisses simultanes System

day = Yi(a, - - - a,) di

* FEinen Beweis dieses Satzes gab ich im dritten Bande, pag. 94 des Archiv
for Math. og Natarv., Christiania.
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befriedigten, Seien
Wilf - - - fut) = WilfQ@+ - - FO10)
die Integralgleichungen des simultanen Systems df; = Xu(f; - - - fz) 045
und seien andererseits
Qu(ay - - - a,t) = la?- - - al® 1)
die Integralgleichungen des Systems dax = ¥x(a; - - a,) @f. Die
Anfangswerthe f® und @/ mbgen durch die Gleichungen
fO=fu(z, -+ 20 a®- - a¥)
verbunden sein und ich wihle die a{® derart, dass die Gleichungen
fultty - -+ %, GO - - @) =
bestehen. Alsdann findet man die*n Gleichungen
Wilfy - - - fol) = Wilery + - - 2,0®),
die durch Auflésung
filey < v B @y v e - ) = Bi(y + - - ) (E— 1)
geben. Hier ist ¢ eine arbitrire Grosse, wihrend die a; bekannte
Functionen der bestimmten Grossen @{® und des Parameters ¢ sind.

Hiermit st nachgewiesen, dass die einfach unendlich vielen Trans-
formationen
af = Py, - - - @nl)
der Gruppe angehioren.
13. Sind nun A4, (F)--- A, (F), wo

: F GF
A (F) = X"“%ﬁ +o o X

ist, » unabhiingige inf. Transformationen einer Gruppe, so findet man
folgendermassen oo endliche Transformationen dieser Gruppe. Mau
bildet die allgemeinste infinitesimale Transformation
llAl(F) + T "l‘ Z'rAr(F);
die in der Grappe enthalten ist, und integrirt sodann das simultane
System
day .. 9% = d¢
Z‘11'1.'}(1:1 o - Zlk'an— ’
wobet man die 1, als Constanten betrachtet. Sind die Grissen
W2, - Bny 48, -, 20), W,..- W,
unabhingige Losungen dieses Systems, so 16st man die Gleichungen
Wile) - xdy 48, - Ad)= Wiz, -+ Za, A48y, -+, &:ty)
hinsichtlich der 2 auf; die durch die hervorgehenden Gleichungen

xi’=fi(xl ceo e A (E—ty) 2 (E— t°))
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bestimmten Transformationen gehbren nach den Entwickelungen des
vorangehenden Paragraphen der Gruppe an; sie hingen iiberdies von
r Parametern A,(t — ¢} « - - 4, — %) ab; kdunen wir daher nach-
weisen, dass die Zahl dieser Parameter nicht erniedrigt werden kann,
so ist eo ipso erwiesen, dass thr Inbegriff alle Transformationen der
Gruppe liefert.
Die z; lassen sich nach den Potenzen von (f — f,) entwickeln:
a:,-'_—.x,-—}—(t—to)ZlkX“(x, --'.’L'n)'*}""' .
Bestiinde daher fiir jedes i eine Relation

ot

ox;
Z u(h =ty A—t) gy — O

so erhielte man, indem man die linke Seite nach den Potenzen von
(t — t,) entwickelte und sodann den Coefficient der Grosse (¢ — £)
gleich Null setzte, eine Relation der Form

2 ‘pg)) - Xgi(zy ) =0,
¢

wo die 3© Constanten und dabei von der Zahl ¢ unabhingig wiren.
Dann aber wiren unsere inf. Transformationen nicht unabhingig, wie
vorausgesetzt wurde.*)

Also bestimmen unsere Reihenentwickelungen oo verschiedene
endliche Transformationen, die mit dem Inbegriffe aller Transformationen
der vorgelegten Gruppe identisch sein miissen. Hiermit erhalten wir
den folgenden fundamentalen Satz: ’

Satz 10. Die inf. Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe
Tommen nicht simmtlich einer anderen r-gliedrigen Gruppe angehiren.

§ 8.
Transformation der Linienelemente.

14. Indem ich mich jetzt zn den Transformationsgruppen einer
aweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit z y wende, interpretire ich
x und y als die Carfesischen Coordinaten einer Ebene. Die infini-
tesimale Punkttransformation

dx = E(zy) 8¢, Oy =n(zy) ¢
bezeichne ich mit dem Symbole
of of
A(f) =857 T 054
# Im Texte ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dass die Grossen ¥,

nicht simmtlich bei der Substitution ¢ = ¢, verschwinden, Tritt dieser Auspahme-
fall ein, so missen die Entwickelungen des Textes ein wenig modificirt werden.
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oder indem ich -g—a';— = p, —ai == ¢ setze, mit

A()y=Ep+ g

Und ich betrachte diese Transformation als eine Operation, die jeden
Punkt 2y in die benachbarte Lage z -+ £d¢, y 4+ nd¢ iiberfithrt,
Gleichzeitig erhalten die Linienelemente der Ebene, deren Bestimmungs-

stiicke die Grossen z, y und % =1y sind, gewisse benachbarte Lagen,

zu deren Bestimmung es geniigt die Grosse dy zu berechnen. Es ist

&dy) d{dx) 40y o .0z
sy _ 6 ag e —dvgy  dedg —dydom
F TS de T T aw T a2

o Q207 —dydt 30 o8 _ 2 0%
= dat Er3 + y o 2y

Wiinschen wir ausdriicklich hervorzuheben, dass die Transformation
A(f) = Ep + ng nicht allein die Punkte # y, sondern auch die Linien-
elemente xyy der Ebene in neue Lagen iiberfithrt, so bezeichnen wir
unsere Transformation mit dem Symbole

B =8 Ze b g+ [ By (G~ - v ] i
15. Seien A4,(£), 4:(f) -+ 4.(f), wo

4{=&pr+mqg (E=1,2...7)
Ist, » unabhéngige infinitesimale Transformationen (einer Gruppe), die
(somit) paarweise Relationen von der Form

) A(AF) — A(AD) = D e AdD)

erfilllen, Setze ich sodann

) o9n, o .. 087 2
By =Lt Zt [ 4y (5 _LEy ye 2]

oder
B(N=tp+me+tfh,
so behaupte ich, dass die B;(f) durch die analogen Relationen
Bi(BuF)) — BuBil) = 2 s B(f)

verbunden sind; oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die Glei-
chungen

Bi(&) — Be(t) = > einake

3

stattfinden,
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Durch directe Berechnung findet man
Bi(&) — Bi(t) =L + My + Ny'*,

. . 0N 0771 a’?. ank ag
L—A'( %) — 4 (2 Y+ (- 32)

___3171;_(3% _ 355)
or \ oy ox )

G 2% a8\, on ot
TSN O S RN B PR
4 4 (G- Gn) 2 G

35 3711‘
+2 8y oz ?

a'h 35‘)
4
! (8,/ ox ay

Brzk . on; on;
(6) gt + N OJ gk ax nk"a_y'szs Crks N

wo

ist. Nun aber ist (5):

und also kommt durch Differentiation hinsichtlich z

dx ox cx 0y ox  ox ox 0y

—“‘—-Zciks%' ’
L = 20,1” aﬂ"?.;' .

Dementsprechend findet man durch Differentiation der Relation

§ ok ;
D sl m T gDk

o ag‘
N=—~Z(«iu*ay—

ist. Differentiirt man endlich die Gleichungen (6) und (7) beziiglich
hinsichtlich ¥ und z, und subtrahirt die hervorgehenden Relationen,

so erkennt man, dass
an,
2= S (- 22)

onk) Ak<3m)+ ok on on; Omg ok 0w, any O,

oder

hinsichtlich y, dass

ist. Folglich ist
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, - on, , [ O, ok, . O,
L+M?/+N?/"“=26us [—a?“}'y -—67“% '—y2 By]

oder

<
Bt — Bt = 2 Ciks Gss

8

wie behauptet wurde.

16, Nehmen wir nun an, dass die Grossen £;x; bei der Sub-
stitution z = z;,, y =y, simmtlich verschwinden; geometrisch aus-
gesprochen, dass simmtliche infinitesimalen Transformationen (der
vorgelegten Gruppe) den Punkt #,y, invariant lassen. Alsdann werden
die dorch diesen Punkt hindurchgehenden Linienelemente transformirt
durch die infinitesimalen Transformationen

o on; (Zs o) - , {0 agi) ’a agiil )
®) oy = [Ty (G - ) — v st — e
die nach ihrer Form lineare Transformationen der Grosse y" sind (§ 1.).
Und da die Gleichung

B& — Bibi= 2 Cizs &

g

bel der Substitution z = z,, y = y, die Form

(0) )
o A S AT
é dy‘ X dy‘ = } iksSs

annimmt, so bilden die linearen infinitesimalen Transformationen (8)
immer einer Gruppe. Hiermit ist der folgende allgemeine Satz
erwiesen :

Satz 11. Wenn die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe
einen Punkt der Ebene invariant lassen, so trawsformiren sie die hin-
durchgehenden oo' Linienelemente durch eine lineare Gruppe.

17. Dieser Satz kann folgendermassen auf beliebige Trans-
formationsgruppen der Ebene ausgedehnt werden. Nehmen wir an,
dass die infinitesimalen Transformationen 4,(f) - - - 4,(f) einer beliebi-
gen r-gliedrigen Gruppe nicht simmtlich den Punkt #,y, invariant
lassen. Alsdann kann man in dem Ausdrucke

)'1*41(1‘.) + .- + err(f') =p2 Ak +4q Z }'knk
™ -

immer die Constanten 4, derart wihlen , dass die Grossen X A &, und
X ime bei der Substitution z = z,, y = y, gleich Null werden. In
dieser Weise tindet man in der Gruppe jedenfalls » — 2 und unter
Umstinden r — 1 infinitesimale Transformationen

Bi(1), Ba(f), -+ Belf),
die den Punkt z,y, invariant lassen. Es ist dabei klar, dass die
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Bi(f), als infinitesimale Transformationen der Gruppe, paarweise Re-
lationen der Form

Bi(Be(f) — Be(Bif)) = D) dus Aif

erfiillen. Und da die linke und in Folge dessen auch die rechte Seite
bei der Substitution z = z,, ¥y = ¥, identisch verschwindet, so kann
die letzte Gleichung die Form

B (Bulf) — Be(Bl ) = >, s BL)
erhalten. Dann aber konnen wir ganz wie in der vorangehenden
Nummer schliessen, dass die inf. Transformationen Bi(f) die durch
den invarianten Punkt hindurchgehenden Linienelemente durch eine
lineare Gruppe transformiren. Dies giebt den folgenden Satz:

Satz 12. Digjenigen inf. Transformationen einer Gruppe, die emen
Punkt der Ebene invariant lassen, transformiven die Lindurchgehenden
Linienelemente durch eine lineare Gruppe.

Hierbei kdunen vier wesentlich verschiedene Fille eintreten, in-
dem die soeben besprochene lineare Gruppe drei, zwei, einen oder
keinen Parameter enthalten kann. Und dem entsprechend giebt es
vier verschiedene Arten Transformationsgruppen einer Ebene. Wir
kommen spiter anf dieses Classificationsprincip wieder zuriick.

§ 9.
Infinitesimale Transformationen verschiedener Ordnung.

18. Ist dx = & (xy) 8t, 0y = x (zy) 6t oder A(f)=Ep+ n¢
das Symibol einer infinitesimalen Transformation, so konnen die Gros-
sen £ und y immer nach den Potenzen von x — %, und y — ¥, ent-
wickelt werden:

£ =a, + a, (&—2x) + b Y—Y) + @ (#—2g)? + by (2 — %) (Y — %o)

+ e (y—9)* - -
N =ty + o (T—%) + B Y — %) + o, (2—1x,)° + By (x—xy) (Y — Yo)
+ v G—w) - -

Ist entweder a, oder &, oder auch sind beide Grossen von Null ver-
schieden, so sagen wir, dass unsere inf. Transformation in der Um-
gebung des Punktes z,y, von der nullien Ordnung ist. Sind dagegen
@, und «, gleich Null, wihrend jedenfalls eine der Grossen a,,b,, &, B,
von Null verschieden ist, so sagen wir, dass die Transformation von
der ersten Ordnung ist. Dem entsprechend sagen wir tiberhaupt, dass
eine inf. Transformation £p -+ ng in der Umgebung von Z,Y, von der
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st Ordnung ist, wenn in den Reihenentwickelungen der Grissen & und
n mach den Polenzen von z — z, und y — Yy, alle Glieder nullter,
erster, - -+ (s — 1y Ordnung fehlen, wihrend jedenfalls ein Glied ster
Ordpung vorkommt.

Bei Untersuchungen iiber inf. Transformationen geniigt es sehr
hiufig in den Beihenentwickelungen der Grissen £ und 5 nur die
Glieder der 4""r;ét,eﬂ avftretenden Ordnung zu beriicksichtigen. In
den betreffenden Rechnungen konnen die iibrigen Glieder ganz einfach
weggelassen werden. Wenn ich im Folgenden z. B. von einer in-
finitesimalen Traunsformation

E—z)g+---
spreche, so verstehe ich darunter eine inf. Transformation £p 4 5g,
deren £ von zweiter oder hoherer Ordnung hinsichtlich (z — z;) und
(y — v,) ist, wihrend 5 ein Glied erster Ordnuub, néamlich (z — z,),
enthilt,

19. Bei der Transformation £p -4 54 erhalten die Coordinaten
%,Y, eines beliebigen Punktes die Incremente £(z,y,)d¢ und % (z,y,)d¢,
wobei E(x,y,) #(2,y,) die Glieder nullter Ordnung in den Reihen-
“entwickelungen von £ und % nach (z — z,) und y — y, sind.

Ist daher eine worgelegte inf. Transformation in der Umgebung des
Punktes z,y, von erster oder hiherer Ordnung, so indert sie nicht dic
Lage dieses Punkies.

Wiinschen wir zu untersuchen, wie eine solche Transformation
die durch z,y, hindurchgehenden Lmlenelemente transformirt, so be-
nutzen wir die Formel (8)

Vo o= | 90 &eY0) 4 e (O 85} ﬁé]
oy '—‘[ o, +y (a% 8&30) Y 7% 6i,

die jetzt die Form

0y = (& + (B, — a) ¥ — b,y*] 9¢

annimmt. Ist die Transformation von zweiter oder hiherer Ordnung,
so behalten offenbar alle durch z,y, gehenden Linienelemente ihre Lage.
Dasselbe tritt ein, wenn die Transformation von der ersten Ordnung
ist, vorausgesetzt dass sie die Form

@—z)p+ @ —wat -
besitel. Ist dagegen §, 2 a,, so werden die durch 2.y, gehenden
Linienelemente linear transformirt. Dabei giebt es jedenfalls ein Ele-
ment und im Allgemeinen zwei Elemente, welche die Gleichung

O=a + (B —a)y — by?
erfillen, und welche in Folge dessen jhre Lage ungeindert behalten.

20. Sind 4,(f) 4,(f)--- A,(f) r unabhingige inf. Trans-
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formationen einer r-gliedrigen Gruppe, deren allgemeinste inf. Trans-
formation somit die Form ’

LA A AN+ - 4+ LAD
besitzt, so ist es, wenn r grosser als 2 ist, immer mdglich den Con-
stanten 2; solche Werthe zu geben, dass X 4;4:(f) in der Umgebung
des Punktes z,y, von der ersten Ordnung wird, Man findet so jedenfalls
r — 2 Transformationen erster Ordnung. Ist r grosser als 6, so konnen
die 4; solche Werthe erhalten, dass X 1, A.(f) in der Umgebung des
Punktes z,y, von der zweiten Ordnung wird. Es giebt also jedenfalls r — 6
Transformationen zweiter Ordnung. In entsprechender Weise findet
man jedenfalls » — 12 inf. Transformationen dritter Ordnung u.s. w.

Wir sagen zuweilen, dass ¢ Transformationen erster Ordnung
B,(f) By(f) - - » Be(f) unabhingige Transformationen erster Ordnung
sind, wenn keine Transformation der Form v, B,(f) 4 - - - + 2, Bo(f)
von zweiter oder noch hoherer Ordnung ist,

Eine Gruppe enthilt daher hichstens vier unabhingige Trans-
formationen erster Ordnung.

21. Es ist leicht nachzuweisen, dass die unabhingigen inf. Trans-
formationen erster Ordnung einer Gruppe gewisse bestimmte Formen
haben miissen, je nachdem ihre Anzahl gleich 4, 3, 2, 1 oder Nuil
ist. Es ist zunichst denkbar, dass die Gruppe uvier unabhingige
Trapsformationen erster Ordnung enthilt. Darn kbunen dieselben
offenbar die Form

@—2z)p+ -
Y—y)p+ -
@—z)g+ -
y—v)g+ ---

erhalten. Hat die Gruppe nur drei unabhingige Transformationen
erster Ordnung, so sind zwei wesentlich verschiedene Fille moglich,
je nachdem es eine Transformation der Form

(#—x)p+W—9)9+ - =T+ ---
giebt oder nicht giebt. Im letzten Falle haben die 3 inf. Trans-
formationen die Form
(—z)g+eU+ . =B(f)+ -
—z)p—@—% e+ B0+ - =B+ -
@—y)p+rU04 - =B(H+ -

Nun aber ist
B(B, () — By(Bi(f) = @& —z)p— (¥ — %) 4>

und da B,(B,(f) — By (B () + - - - das Symbol einer inf. Trans-
formation der Gruppe sein soll (Satz 9.): so erkennen wir, dass =0
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sein muss. In entsprechender Weise ergiebt sich durch Bildung der
Ausdricke B, (B, (1)) — B, (B((f)), By (B, () — B, (B;(f)), dass
auch « und y gleich Null sein miissen. So folgt

Satz 13. Hat eine Gruppe drei unabhingige Transformationen
erster Ordnung, und findet sich unter ihnen Leine der Form (x — z)) p
+ (v —y) g+ - - -, so haben dieselben die Form

G—2)g+- @—2)p—G—we+- - G—g)p+---
Nehmen wir jetzt an, dass die Gruppe drel unabhiingige Trans-
formationen erster Ordnung enthilt, unter denen eine die Form

U=@E—z)p+y—v)a+ -

besitzt. Die beiden anderen kdnnen dann die Form

@ @—2)g+Blle—w)p—-—wd+ry—wr+ -
=0+ -

x—a)g + Ble—a)p —@—wad+rU—y)p+ -
= Cz(/ )

erhalten. Und dabei sind die Ausdriicke erster Ordnung C,(¢f) und

C,(f) durch eine Relation der Form

01 (Cz(f)) - OQ(Cl(f}) = Al : Ol(f) + A'z . Oz(f)
verbunden. Hier diirfen die Constanten A, und A4, nicht gleichzeitig
verschwinden, indem sonst die drei Ausdriicke
w By — arf, Biv2 — Bavy s Viy — Yoty

gleich Null wiirep, was durch die Unabhiingigkeit der Ausdriicke C,(f)

und C,(f) ausgeschlossen ist. In Folge dessen konnen die inf. Trans-

formationen C\(f) 4 - - -, C,{f) + - - - ohne wesentliche Beschriinkung

derart gewiihlt werden, dass 4 =1, 4, =0 wird. Dies giebt eine

Anzahl Relationen zwischen den sechs Constanten «,f,y, «,B,%,, ver-

mdge deren sie leicht in allgemeinster Weise bestimmt werden konnen.

Hierauf werde ich indess nicht niher eingehen.

§ 10.
Gruppen, die eine Curvenschaar ¢ (zy) = Const. invariant lassen.

22, Die infinitesimale Transformation

A(f) = &p + ng
fihrt im Allgemeinen eine vorgelegte Curvenschaar ¢ (xy) = « = Const.
in eine neue Schaar

‘P(x?/)"f'(%g&-f-%%f))&t-:a

liber. Soll die neue Schaar mit der vorgelegten identisch sein, so ist
hierzu nothwendig und hinreichend, dass der Ausdruck
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— %9 29
Ap) = Fry £+ By
selbst eine Function von ¢ ist. Man denke sich jetzt, dass ¢ =a
das allgemeine Integral der Differentialgleichung
Bn=xZ+v ~
ist. Setzt man sodann in der 1dentlschen Gleichung
A(B() — BA(f) = (AX — BY 4L +(4¥ — By L

insbesondere f gleleh @, so kommt, da sowohl B(g) wie B(A((p) un'ter
den gemachten Voraussetzungen gleich Null sind,

— — 29 — 29
0=(AX~ BY) 5 + (4Y — By) 52
Also ist ¢ gleichzeitig das al]gemeine Integral der beiden Gleichungen
(AX — BE) 4 + (4Y — B?ﬂ )
ef
XL+ Y 45 =0,
die somit identisch sein miissen. Soll daher die durch die Gleichung

X §£ + YL ”f == 0 bestimmte Oernsckaar @ (ry) = a dic inf.

Tmnsformatwn Af = ‘g’ + n gestatten , 80 18t hierau nothwend.g
und hinreichend, dass dze Glezckung

9 AX—~BEi  AY—By
(9) ¥ =y
identisch stattfindet.
Setzen wir endlich voraus, dass die Curvenschaar ¢@(zy)=a

durch eine Differentialgleichung der impliciten Form
¥(zyy) =

bestimmt wird, Wiinschen wir zu entscheiden, ob die Schaar ¢ = 4
die inf. Transformation £p 4 g = A(f) gestattet, so sezen wir
(Nr. 14.)

B =t L 4a+[2+y (G- —v 5] o
und verlangen, dass dxe Glexchung

Bu)=0=£20 4950 4 |20 4y (32 ,ﬁ)_yz_ai]a_w

mit 9 = O identisch sein soll Ist dlese Forderung erfillt, was darauf
hinanskommt, dass die darch Elimination von y zwischen ¢ = 0 and
B(yp)=0 hervorgehende Gleichung identisch stattfindet, dann und

Mathematische Annalen. XVI. 11
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nur dann gestattet die Differentialgleichung ¢ =0 die inf. Trans-
formation A(f). Die hierdurch gefundene Bedingungsgleichung redu-
cirt sich selbstverstindlicherweise, wenn 3 die Form Xy — Y besitzt,
auf die Gleichung (9).

23. Zu einer vorgelegten inf. Transformation A(f) gehbren un-
beschriankt viele Curvenschaaren ¢ = a, die die Transformation ge-
statten. Man findet dieselben, wenn man in der Gleichung

0
ES2 4952 = Q)

die Function Q beliebig withlt, und sodann eine beiiebige Losung ¢
dieser Gleichung gleich der Constante a setzt.
Auch zu einer jeden zweigliedrigen Gruppe A,(f), A,(f), wo

(10 A, (4,(f)) — 4.(4,() = ¢, A, (f) + e, 4,(f)

ist, gehoren wumbeschrinkt wviele imvariante Curvenschaaren. Wir be-
schrinken uns darauf eine solche anzugeben., Nehmen wir zuniichst
an, dass ¢; uvnd ¢, beide gleich Null sind. Ist ¢ eine beliebige
Losung von A4,(f) =10, so kommt (10)

A/(4,@) =0,

woraus folgt, dass auch A,(¢) eine Losung von A,(f) =0 ist, und
dass folglich eine Relation der Form

4,(¥) = QUy)

stattfindet. Hiermit ist gezeigt, dass die Curvenschaar ¢ = ¢ == Const.
sowohl die Transformation A4,(f) wie die Transformation A4,(f) ge-
stattet. — Sind andererseits die Constanten ¢, und ¢, nicht beide gleich
Null, so kiénnen wir immer ohne wesentliche Beschrinkung ¢, =1,
¢, =0 und also

4, (4, (1) — A, (4, () = A(f) .
setzen. Bezeichnet man sodann eine Losung von A, (f) =0 mit ¢,

so kommt wiederum

Al (A:! (¢)) =0,
was wie frither heisst, dass die Curvenschaar v == die beiden in-
finitesimalen Transformationen gestattet.

24, Zu einer dreigliedrigen Gruppe A, (f), A,(f), A,(f) gehort
immer eine, und im Allgemeinen nur eine invariante Curvenschaar,
wie jetzt gezeigt werden soll.

Ich setze

di(f)=&p+ng, (G=1,23)
bilde sodann die Determinante
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i b Gy (G2 — Sy — e O |

& m 3?: +y 3"2 —IB) —y G2 \ ~ A
21, .
E ms G Y (3"3 — ) - |

und behaupte, dass die Gleichung A = 0 eine bei der Gruppe in-

variante Differentialgleichung darstellt, dabei vorausgesetzt, dass diese

Gleichung nicht fir jedes Werthsystem zyy identisch stattfindet.
Setze ich

of of on; ,(afli 0§, o 087 2f
_m+?7i'gy_+[ﬂ+y by 7% — Y 55| g =B (),
50 kommt meine Behauptung nach den Entwickelungen am Schlusse

der vorangehenden Nummer darauf hinaus, dass die drei Gleichungen
B,(A) =0 vermdge A =0 identisch bestehen. Setzen wir z. B.

g =2 und
CNTC A
s0 ist
}Bzg B,y B §1 B U gl & m &
32A=i £ M2 +‘Bz§ B,y, B, gz M2 &
& N3 §3 D& s §3 1 B, &, Byny By§,
Nun aber bestehen (Satz 9.) Relationen der Form

B,k = ByE, + ¢, 8, + ¢ & + s &y,
B,y = Biny + o+ eams + 65,
Bty = By, + & + ¢4 + 66,

B,k = B,§, + 4§ + 4§ + dt,

Byn; = By + dymy + damy + dsny,

B,§ = Byé, + & + & + dis s
wo die Grossen ¢ und d Constanten sind. Durch Einfiihrung dieser
Werthe kommt

. BiE, Bymy By§, } ] & n &
B,(A)y= (¢, +d) A+ i g /o) g, + . Bk, B,n, B,§, ‘
i & N3 & 1 & N3 &
E T & '
+| & /P &

B;§, By, Byg, |
Jetzt ist
31
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Bit, = Ak, By, = 4im,

Bigg = A4, §2 + (0772 . 652 c)j' 3§2) gu
und also wird

> a ,a
50 = o+ at (- o2 3

4,8 Ay A4 & "71 & & n _gx
+ §2 N2 & |4 | 4.8 Ay Ay, :+ g, 2 & ’
& m & E om & A8 Ayn, 436

Um die Summe der dret letzten Determinanten zu bestimmen, ent-
wickeln wir jede Determinante nach den Grossen A4;§,, 4;v,, A,
und fassen sodann diejenigen Glieder, die beziiglich den Factor

& 08 Om , 0m 0% oger 7% epthalten , zusammen. Hierdurch
Px? Py’ fx ' Py ' o« 0y
erhalten die beiden Grossen gix und 27;, den gemeinsamen Coefficient

08 Odm 0L 9&
2y ? dx ? dx ' oy
lich verschwinden. Sechliesslich kommt somit

B,(A) = (01 +d+2 3712 ¥ 052) A,

sodass B, (A) wirklich gleichzeitig mlt A verschwindet. Hiermit ist
nachgewiesen, dass die Differentialgleichung A = 0 die inf. Trans-
formation B,(f) gestattet, und in entsprechender Weise erkennt man,
dass sie zugleich die Transformationen B, (f) und B;(f) gestattet.

Nehmen wir jetzt an, dass die Determinante A fiir jedes Werth-
system zyy identisch verschwindet. Alsdann besteht entweder eine
oder vielleicht auch zwei Gleichungen von der Form

Z‘Pl(xw [gk ax+’7’° ’*-i-& ]=0=2¢k3k(f)-

Es ist aber leicht zu erkennen, dass zwei solche Gleichungen nicht
stattfinden konnen. Denn durch Elimination von B,(f) erhielte man
dann eine Gleichung

siammt-

A; wihrend die Coefficienten der Grissen

B(f) + ¢ B,(f) = 0,
die sich in die drei folgenden zerlegte

o8 + @8 =0,

P11 1 e = 0,

o6 + 9.8 = 05
und da die Grossen §,7, wie auch die Grossen E,7, nicht gleichzeitig
verschwinden dirfen, und dabei nur von z und y abhingen, kbnnen
wir immer annehmen, dass ¢, und @, nur von z und y abhingen.
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Wir konnen sogar ohne wesentliche Beschrinkung z. B. ¢, gleich — 1
setzen. Dann aber kommt

L, =9@nt, n=9 1,

an 1(On __ O 08 __ [0y fon __ 0k o 0
ey (G —gh) -y O — o[ Sy (32— ) -y R,

woraus fblgt
d 0 2
"21’3%=0: nl'ﬁ_gl'%:O, glg_;;;'-——'o;

und da £, und 7, nicht gleichzeitig verschwinden dirfen, erkennen
wir, dass ¢ jedenfalls eine Constante sein miisste, was indess durch
‘die Unabhingigkeit der Transformationen B,(f) und B,(f) aus-
geschlossen ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass nie mehr als eine
Relation der Form X g, Bi(f) = O stattfinden kann. — Besteht eine
solche Gleichung, so bilden die beiden linearen partiellen Differential-

gleichungen
B(H=0 B(f)=0

ein vollstindiges System, dem auch die Gleichung B,(f) =0 an-
gehort. Ist o (xyy) eine Losung desselben, was darauf hinauskommd,
dass B, (9) = B, (%) = B; (y) = 0 ist, so gestattet jede Differential-
gleichung der Form ¢ (zyy") = a = Const. die drei inf. Transformationen
B,(f), B,(/) und By(f). In diesem Falle giebt es somit einfach un-
endlich viele bei der Gruppe invariante Curvenschaaren. Hierbei ist
jedoch zu bemerken, dass der Fall eintreten kann, dass die Grisse 3
von y unabhdngig ist. In diesem Ausnahmfalle ist ¥ = @ nach dem
gewbhnlichen Sprachgebrauche keine Differentialgleichung, und daher
finden wir jetzt nur die einzige invariante Curvenschaar ¢ (zy) = a.

Es lisst sich zeigen, dass wenn A nicht identisch verschwindet,
dass dann A =0 die einzige bei unserer dreigliedrigen Gruppe in-
variante Differentialgleichung erster Ordnung darstellt. Ist ndmlich
@(zy) = a eine beliebige invariante Curvenschaar, so bestehen drei
Gleichungen der Form

0
G 22 4w 2= %),

woraus durch Differentiation

o8, o9 M Gy 22 29 i T &>y
55 35T 5z 9y — dp 5 * o ™ Fzoy’
28, oo on g9 9% 29 . o _ P9
Ty 5T oy oy~ dy oy Gwoy M ¥

e L a,
und dorch Elimination der Grosse YR
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In Folge dessen besteht immer die Gleichung

b - S RV (- ) B ()

M 3 =2 S A0 O T (;;D

1531;3—2,_?; )+ﬂ~%)§—§;; 0"3( ;’

was wieder heisst, dass @ = & ein Integral der Gleichung A = 0 ist.
Hiermit ist der folgende Satz erwiesen:
Satz 14. Jede dreigliedrige Gruppe lisst eine und im Allgemeinen
nur eime Curvenschaar @(xy) = a tnvariant.

25. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe
A(f) 45(F) - - - 4 (-

Soll eine Curvenschaar @ (xzy) = @ drei Transformationen der Gruppe
etwa 4;(f), A;(f) und 4,(f) gestatten, so erkennt man, indem man
genau wie im Schlusse der vorangehenden Nummer verfihrt, dass ¢
ein Integral der Gleichung

on ,( om ok, ,, OF
(E. 1 —in-}-y( T —‘37> ?Iz*g-yg'>=0=ﬁfm

sein muss. Soll die Schaar ¢ = a insbesondere alle Transformationen
der Gruppe gestatten, so muss ¢ ein gemeinsames Integral aller
Gleichungen A,;, = 0 sein.

Es liasst sich umgekebrt zeigen, dass, wenn alle Gleichungen
Aj g =0 eln gemeinsames Integral ¢ besitzen, alsdann ¢ = a eine
bei der Gruppe invariante Curvenschaar darstellt.

Verfihrt man in der That genau wie im Anfange der voran-
gehenden Nummer, so bringt man den Ausdruck B, A;,; auf die Form

35S entent (5 v %) s

wo die Grossen ¢,,, gewisse Constanten sind. Hiermit erhalten wir
den Satz:
Satz 15. Soll die Gruppe A(f) --- Af) eine Curvenschaar
@ (2Y) = a invariant lassen, so ist hierzu erforderlich und hinreichend,
dass @ em gemeinsames Integral aller Gleichungen A, = 0 ist.
Verschwinden alle A;;, identisch, so miissen die Betrachtungen
dieser Nummer modificirt werden. Indem man wie in der vorangehen-

)




Transformationsgruppen, 479

den Nummer verfihrt, erkennt man, dass zwei unter den linearen
partiellen Gleichungen

2 e ) om )

ein vollstindiges System bilden, dem alle iibrigen Gleichungen
Bi(f) =0 angehoren. Ist v (ryy) eine Liosung desselben, so ist
jede Differentialgleichung der Form % =< Const. invariant bei der
Gruppe. Ist insbesondere ¥ unabhingig von ¥, so ist v = o eine in-
variante Curvenschaar.

§ 11.

Die inf. Transformationen 1. 0. entscheiden, ob eine invariante
Curvenschaar existirt.

Wenn man zu entscheiden wiinscht, ob eine vorgelegte Gruppe
eine Curvenschaar invariant lisst, so geniigt es, wie jetzt gezeigt
werden soll, ihre unabhingigen inf. Transformationen nullter und
erster Ordnung in der Umgebung eines Punkts z,y, allgemeiner Lage
zu betrachten.

26. Nach den Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen
soll man nimlick in allen moglichen Weisen die drei inf. Trans-
formationen der Gruppe entsprechende Gleichung A,;, == 0 bilden,
und sodann untersuchen, ob alle diese Gleichungen fiir beliebig
gewihlte Werthe z = z, und y =y, durch denselben Werth von o’
befriedigt werden. Denken wir uns alle Grossen § und nach den
Potenzen von z — z, und y — y, entwickelt, so verschwindet A,;, bei
der Substitution z = z,, y =y, jedesmal, wenn eine der Transfor-
mationen 4;(f), 4;(f), 4,(f) von zweiter oder hoherer Ordnung ist;
ebenso wenn zwei unter diesen Transformationen von erster Ordnung
sind. Enthilt daher die Gruppe weniger als zwei unabhingige inf.
Traunsformationen nullter Orduung, so verschwinden alle Ay, iden-
tisch.*) Wir konnen daher annehmen, dass unsere Gruppe in der
Umgebung des Punktes x,y, zwel unabhingige inf. Transformationen
nullter Ordnung der Form

A4 (f)=p+ -, A(f)=q+ ---
enthilt; und wollen annehmen, dass es @ upabhiingige inf. Trans-
formationen erster Ordnung

[as(z—4) + be(y—)) P + [ex(@—i) + Baly—uo)] ¢+ (k=1,2--¢)

*) Geometrisch ansgedrickt kommt dieser Fall, wie man leicht einsieht,
darauf hinaus, dass es o' Curven giebt, deren jede bei allen Transformationen

der Gruppe invariant bleibt.
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giebt; wobei ¢ nicht grisser als 4 sein kann. Wir bilden die ¢ Aus-
driicke A2z, die durch successive Verbindung der Transformationen
A,(f) und 4,(f) mit einer Transformation erster Ordnung hervor-
gehen. Setzen wir sodann z = z,, ¥ = ¥;, so kommt

A% = e + ¥ (Be— @) — y* b
Soll die Gruppe eine Curvenschaar invariant lassen, so ist hierzu noth-
wendig und hinreichend, dass die ¢ Gleichungen

(10) e + o (Bi— ax) — ybr = 0
durch einen gemeinsamen Werth von 3 befriedigt werden,

27. Enthilt die Gruppe vier inf. Transformationen erster Ordnung,
die somit die Form

@E—z)p+ -0 G-yt (E—z)gt -,
=y g+ -
erhalten konnen, so miissten die vier Gleichungen (10)

—y =0, —4y?=0, 1=0, y =0
gleichzeitig bestehen, was an sich unmbglich ist. FEine Gruppe mit
vier unabhdngigen inf. Transformationen lisst daher keine Curven-
schaar invariant.

Eunthilt die Gruppe drei unabhingige Transformationen erster
Ordnung, unter denen sich keine der Form

(E—x)p+ Y—Y) g+ -+
findet, so konnen diese Transformationen bekanntlich (Satz 13.) die
Form

(t—xyg+ -+, (w—2)p—W—%)g+ -+, (y—y)p+ ---
erhalten. Und also erhilt man die drei Gleichungen (10)

1=0, 2§=0, —y2=0,
die wiedernm contradictorisch sind. FEine Gruppe mit drei inf. Trans-
formationen erster Ordnung, unter denen keine die Form

E—z)p+ Y—%)e+ ---
besitet, lisst daher keine Curvenschaar ¢(zy) = a invariant,

Nehmen wir jetzt an, dass eine Transformation erster Ordnung
die Form (z—z,)p 4+ (y—¥y,) ¢ + - -- besitzt. Dann kénnen wir
nach den Entwickelungen am Schlusse der Nummer 21. immer an-
nehmen, dass die beiden iibrigen Transformationen erster Ordnung

die Form

C(N) + - = a[(e—=0)p — (y—¥0) 4] + b, (y—9) p+ & (@—2) g+~
C(f) + - = a,[(2—2)p— (y—¥o)al + by (Y—yo)p + @y (—2) g+
besitzen, und dass dabei die Relation
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amn CLGN) — G(G (D) = Ci(f)
stattfindet, Jetzt reduciren sich die drei Gleichungen der Form (10)
auf die beiden

o — 241y — by? =0,

e, — 2ay — by =0;
und es fragt sich, ob diese Gleichungen durch einen gemeinsamen
Werth von y befriedigt werden, das heisst, ob die Relation

(12) 4(a,a, — e, a,) (@b, —a, b)) — (ayby —ay byt = 0

~
stattfindet. Dies ist nun in der That immer der Fall. Denn die
Gleichung (11) zerlegt sich in die drei

o, b, — 0ty by = a;
(13) 2(bya,—b,a)) = b,
2(ay ey —a,0,) == &,
und wenn man dieselben bez. mit 2«,, ¢, und b, multiplicirt, und
sie dann addirt, so folgt
a b, 4 a*=0,

welche Gleichung durch neue Benutzung der Relationen (13) in (12)
iibergeht. Eine Gruppe mit drei unabhingigen inf. Transformationen
erster Ordnung, unter denen eine die Form (z—2z)p + Y—Y)a+ -
besitzt, lisst daher immer eine Curvenschaur o (zy) = a invariant.

Enthilt eine Gruppe nur zwei unabhingige inf. Transformationen
erster Ordnung, so sind zwei Falle denkbar. Besitzt keine dieser
Transformationen die Form (z—)p + Y—¥) ¢+ - -+ 8O haben
dieselben die Form

CN + - =lalz—=z) + by (y—yo)lp+ (et () + By (y—ydlg 4+~
Cf) + -+ = ay(e—2o) + &, Y—yo)lp+ [“2(75“'5‘70)'*‘52(?/—?/0)]4 +--

und sind dahei, wie wir ohne Beschrinkung annehmen konnen, durch
die Gleichung

(14) C (Cz (mn— C, (01 ()= Ci(f)

verbunden. Jetzt erhalten wir zwei Gleichungen der Form (10)
o 4 By—ea)y — biy*=0,
t, + (B,—a,) ¥ — boy* =03

und es fragt sich, ob dieselben “durch einen gemeinsamen Werth von
o befriedigt werden, das heisst, ob die Gleichung

(15) (ay—Py, «2) ~(a'x_'ﬁu by} — (a1, b)) =0
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besteht. Dies ist immer der Fall. Denn die Gleichung (14) zerlegt
sich in die drei

a — 8,
E-—

(@, b) =a;= — B, = ’

(16) &y, a,—B,) =14y,

(a,—By, &) = &,

und wenu man dieselben bez. mit ¢, — B,, &, und b, multiplicirt und
dann addirt, folgt

acb 4+ do — B —; B’ =0,

welche Gleichung durch Benutzung der Relationen (16) in die Gleichung
(13) ibergeht. FEine Gruppe mit zwei unabhingigen inf. Trans-
formationen erster Ordnung, unter denen keine die Form

—z)p+Y—wa+ -
besitzt, lisst daher immer eine Curvenschaar invariant. — Enthilt
andererseits die vorgelegte Gruppe eine Transformation der Form
(#—x)p+ (y—yo) ¢+ - -, und ausserdem nur noch eine Trans-
formation, so erhilt man nur eine Gleichung der Form (10). Eine
soleche Gruppe lisst daher eine Curvenschaar invariant. Dasselbe ist
offenbar auch der Fall mit jeder Gruppe, die entweder keine oder auch
nur eine Transformation erster Orduung enthilt.

Die Entwicklungen dieses Paragraphen geben den folgenden
fundamentalen Satz:

Satz 15, Lisst einc Gruppe von Punkttransformationen der Ebene
keine Curvenschaar @(2y) = a invariant, so sind zwei Fille denkbar.
Entweder enthilt die Gruppe vier unabhiingige Transformationen erster
Ordnung von der Form

@—z)p+ -, Y—w)p+-, (E—z)g+-, (y—y)ag+ -

Oder auch sie. enthélt drei solche Transformationen von der Form

=z p—W—w)g+ -, @—x)qg+ - G-y)p<+ -

§ 12,
Gruppen, die simmtliche Curven einer Schaar Qlxy) =a
invariant lassen,

In diesem Paragraphen bestimmen wir alle Gruppen, die simmi-
liche Curven einer Schaar @(zy) = o invariant lassen. Zundchst Je-
doch einige allgemeine Betrachtungen tiber Gruppen, die eine Curven-
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schaar @ (zy) = @ im Allgemeinen nur in dem Sinne invariant lassen,
dass sie die Curven der Schaar unter einander vertauschen,

28. Sind A4,(f) 4,(f)- - - A.(f) die inf, Transformationen einer
solchen Gruppe, so driickt jedes A,(¢) sich als Fanction von ¢ aus

Ai(p) = Eilop).
Fihren wir daher ¢ als neues z ein, so erhalten die 4,(f) die Form

4 =
Die Relationen W) =8@)p+m(zy) g
A — A Ailf) = D) s AlF)

geben insbesondere 7—<;—_?1)— Relationen der Form

d§ dg;
& —df——gk 7;———2651.-:53-
& @) p = B(/f)
und fassen dabei die B;(f) als inf. Transformationen der einfach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit # auf, so kommt

Bi(Bu(f)) — Be(BAM) = >, e Bu,

was darauf hinauskommt, dass die Bi(f) eine Gruppe bilden. In
Folge dessen ist es nach den Entwickelungen des ersten Abschnittes
immer mboglich eine solche Function von z als neues einzufiihren,
dass die B(f) die Form

(ag+ ay2+ a;2%) p
annehmen, und dabei eine lineare Gruppe bilden.

Es kénnen nun vier verschiedene Fille eintreten, indem die
Bi(f) eine nullgliedrige, eingliedrige, zweigliedrige oder dreigliedrige
Gruppe bilden konnen. Und das Problem alle Gruppen in der Ebene,
die eine Curvenschaar invariant lassen, zu bestimmen, zerlegt sich in
vier Probleme, die darauf hinauskommen, alle Gruppen, die den vier
verschiedenen Moglichkeiten entsprechen, zu bestimmen. Es ist dabei
moglich diese Probleme in einer solchen Reihenfolge zu behandeln,
dass die Erledigung eines jeden Problems durch die Erledigung der
vorangehenden Probleme wesentlich gefordert wird. Die inf. Trans-
formationen einer jeden hierher gehorigen Gruppe kénnen niamlich die
Form

Setzen wir daher

A() = (ay+ a2+ a,2) p + 19
annehmen. Hat nun die Groppe mehr als eine, etwa » Transformatio-
nen, so enthalt sie jedenfalls  — 1 Transformationen der Form

B(f) = (b +b2) P+ 14,
und dabei sind die Bi(f) offenbar paarweise durch Belationen von
der Form
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Bi(Bi(f)) — Bu(B:i(f) = Z bies B(f)

verbunden. Es giebt ferner jedenfalls r — 2 inf, Transformationen
von der Form
Clf) =cp + 14,

die paarweise Relationen von der Form

Ci(Ck(f)) -G (Oi(f)) = X Cizs Oo<f)
erfillen. Und endlich giebt es jedenfalls » — 3 inf. Transformationen

von der Form
D(f) =n(=y) ¢,
die wiederum paarweise Relationer von der Form
‘D'('Dk(f) - -Dk (-Dz(f)) =X dtks -Ds(f)
erfiillen.

Hiermit ergiebt sich die folgende Methode zur Erledigung unseres
allgemeinen Problems. Zunichst suchen wir die allgemeinste g-glie-
drige Schaar von Transformationen der Form D (f) = g, die paar-
weise Relationen von der Form

Di(-Dk(f)) - Dk(pi (f)) = Xy -D.s(f)
erfillen. Darnach suchen wir in allgemeinster Weise eine hinzu-

tretende inf, Transformation der Form C(f) =p - 4,q, die ¢ Re-
lationen der Form

CDu(£)) — D(C(f) = D] exeDs(f)

befriedigt, wobei wir hervorheben, dass die Grosse C(f) auf der rechten
Seite dieser Gleichungen nicht auftreten kann. Sodann suchen wir in
allgemeinster Weise eine inf. Transformation der Form B(f)= zp-+ 1,4,
die ¢ 4+ 1 Relationen der Form

BD:(f) — Da(BUf)) = ) bua Dulf)
B(C(f) — CB(f) =~ Cf+ D nDu(f)

erfilllt. Und endlich suchen wir in allgemeinster Weise eine inf.
Transformation der Form A(f) = 2*p + 7,9, die ¢ + 2 Relationen
der Form

A(DL() — De(A(f) = Z er, Dulf)

A(Cl) — CAif)) = — 2B(f) + Z8.Df)

AB() — BA(f) = — A(f) + Z8.Dy(f)
erfillt.

Nachdem alle diese Bestimmungen ausgefiihrt sind, verificiren wir,
dass alle Schaaren von inf. Transformationen, die wir in dieser Weise
erhalten haben, wirklich jedesmal eine Gruppe endlicher Trans-
formationen bestimmen.
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29, Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Schaar Transformationen

der Form D (f)=1.q, die paarweise Relationen der Form

D(D(f)) — Du(D:[)) = Z cire D)

erfiillen. Unter denselben wihlen wir die » — 1 unabhingigen inf.
Transformationen Di(f) - -- Diy(f), die in der Umgebung eines
Punkts z,y, allgemeiner Lage von erster oder hoherer Ordnung sind.
Und da jeder Ausdruck D}(Di(f)) — Di(Di(f)) jedenfalls von erster
Ordnung ist, so erkennen wir, dass ein solcher Ausdruck sich immer
als Summe der D;(f), multiplicirt mit passenden Constanten, dar-
stellen lisst. So folgt

Satz 16. Wenn r inf. Transformationen von der Form Dy{f)y==n:q
paarweise Relationen von der Form Dy(Dy(f1) — Di(Di(f)) = Zeir, DAS)
erfilllen, so giebt es unter ihmen immer r — 1 unabhingige Trans-
formationen Di(f), die paarweise Relationen der entsprechenden Form
DiDi(f)) — DD = E dus DU(F) erfillen.

Vermbge dieses Satzes kbnnen wir die allgemeinste Gruppe der
Form 7. ¢ in der folgenden Weise bestimmen. Wir nehmen zuerst
die allgemeinste inf. Transformation der Form D, (f) =0 (zy) q;
bestimmen sodann in allgemeinster Weise eine inf. Transformation
D,f = 4,(xy) q, die eine Relation der Form

D, (D,(f)) — Do (D, () = & Di(f) + a: Do {f)
erfillt. Sodann bestimmen wir die allgemeinste Transformation
D, (f) = n,q, die zwei Relationen der Form

D,(Ds (1)) — Dy(Dy () =1, D, + b, D, + 1, D5,
D,(Dy(f)) — Dy(Dy(f)) = ¢, Dy + e,D, + ¢, Dy,
erfilllt; u. s. w.

30. Eine inf. Transformation von der Form 7, ¢ kann durch Ein-
fihrung einer zweckmissigen Function von z und y als neues y immer
etwa die Form X, (x)g erhalten, wobei X, eine ganz beliebige Function
von « bezeichnet. Um jetzt die allgemeinste zweigliedrige Schaar

D(f)=mng, D,(f) = n.q
zu bestimmen, bemerken wir, dass die zwischen D, und D, bestehende
Relation durch passende Wahl von D; und D, die Form

D, (D:(f)) — Dy (Dy(F) = eD((7)
annehmen kann; und dabei kann die Grosse ¢, wenn sie nicht ver-
schwindet, gleich 1 gesetzt werden. Wir konnen ferner durch Ein-
filhrung einer zweckmissigen Function von z und y als neues y, wie
soeben, erreichen, dass D, die Form X, (z)q erhalt. Und also erhalten
wir zur Bestimmung von D,(f) =Yg die Gleichung

o0
oy

=£,
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woraus
n=—2y + f(2).
Ist hier ¢ verschieden von Null, in welchem Falle ¢ gleich 1 gesetzt
werden kann, so fithren wir y 4 f(2) als neues y ein. Hierdurch er-
halten unsere beiden Transformationen die Form X ¢, yq. Es giebt
somit nur zwei Typen von zweigliedrigen Schaaren der Form uq
néimlich
: X,q . - Xiq .
i Xaq i, o Yq
Ist D, = X,q, D,= X,q, D, =7n¢g eine Schaar von Trans-
formationen, die Relationen der Form
(D) D;) = a,D; + a, D, + a3 D,
(DyDyg) =4, D, + b, D, + b, ),
befriedigen, so giebt es jedenfalls eine Transformation D=« D, + ,D,,
die zu D, in solcher Beziehung steht, dass (D .D,) sich durch D, und

D, ausdriickt; und offenbar kinnen wir ohne Beschriinkung annehmen,
dass dies eben mit (D, D,) der Fall ist. So kommt

¢
X, —% =aX +aX,
X, g—; =X, +bX, + by,
welche Gleichungen zunidichst befriedigt werden, wenn wir % gleich

einer beliebigen Function von x setzen. Soll % zugleich von y ab-

hingen, so muss wegen der ersten Gleichung die Grosse —gg eine

Function von z sein, und somii muss in der letzten Gleichung b,
gleich Null sein. Hieraus lisst sich nun schliessen, dass %Z— eine
Constante sein muss. Denn unsere Gleichungen zeigen, dass jeder
Ausdruck

(4 X, + 4,X,) 2

sich als lineare Function von X, und X, ausdriicken lisst:

4, X, + 4,X, 'g_z =B X + B, X,.
Ebenso ist

B, X, + B, X,) _g% =0X,+GX,,
woraus

4, X, + 4,X,) (g—z =0X, +GX,,
und im Allgemeinen

k
4, X, + 4,X,) (_g%) =L X, + L,X,,
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wo % eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Setzt man z. B, 4, =1,
A, =0, so erhilt man drei Gleichungen der Form

21 \0

Xl _a'g')::Xl:

X, _Z“Z‘ =X, + X,
an \2

X: (%) =ﬁ1X1 '{"ﬁ'zxa;

wo die rechten Seiten eo ipso durch eine lineare Relation mit con-
stanten Coefficienten, die nicht simmtlich verschwinden
70Xy + (e X, + 0, X)) + 78, X, + 5, Xy) =0

verbunden sein miissen. Also kommt
on o ) _
X, (70+71 Ty + ¥, (’5‘37))—0;

woraus folgt, dass —gZ— eine Constante ist. Und da diese Constante

nach unserer fritheren Voraussetzung von Null verschieden ist, so
konnen wir
7=y + @
oder ohne wesentliche Beschrinkung n =y setzen. Die gefundene
dreigliedrige Schaar von Transformationen hat die Form
Xiq, X0, Y4
Seien jetzt ¢, ¥g, nq drei Transformationen, die paarweise in der

bekannten Beziehung stehen. Alsdann wird n bestimmt durch zwei
Gleichungen der Form

on

oy

y 2L — =ty + 2b,y + 1.
2y 0 1 2

Dabei ist leicht zu erkenmen, dass a, gleich Null sein muss. Sonst

nimlich finde man einerseits durch Elimination von —2% , dass 7 eine

=a,+ 20,y + &7,

rationale Function von y wire, andererseits durch Integration der
ersten Gleichung, dass % eine transcendente Funetion von y wire.
Wir setzen daher @, =— 0 und finden sodann durch Integration der
ersten Gleichung, dass % die Form
7= a,y + a9’ + f(#)
besitzt. Und da wir a, ohne Beschrinkung gleich Null setzen kinnen,
kommt
n=a,y* + f(2).

Setzen wir diesen Werth in die zweite Bedingungsgleichung ein, so
ergiebt sich, dass entweder a, oder f(2) gleich Null sein muss, so dass
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n=—y oder 7={f()

wird, Indem wir dies mit dem Vorangehenden verbinden, erkennen
wir, dass die gesuchten dreigliedrigen Schaaren Transformationen eine
der folgenden Formen besitzen:

P Xg f Xiq , g |
;Xz }) 'qu ', Yq i.
CX,q . ¥q Ny

31. Stehen vier inf. Transformationen der Form ¢, y¢, ¥*¢, 1¢
paarweise in der bekannten Beziehung, so wird 5 bestimmt durch
drei Relationen der Form

Gy =+ 20,y + 3a.3? + a1,
—n =20+ 2by + 34,9* + by,
y? “g% —2yy=1¢ + 2¢y + 364" + ¢,
und dabei erkennen wir, wie soeben, dass a, gleich Null sein muss,
indem die entgegengesetzte Annahme zu Widerspruch fiihren wiirde.
Also erhilt 4 durch Integration der ersten Gleichung die Form

7 =6y + &y’ + a;¥° + (&),
wobei g, und a, chne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden konnen:
n =y 4 ().

Die zweite Bedingungsgleichung zeigt, dass % entweder gleich y* oder
gleich f(x) sein muss. Da indess wegen der dritten Bedingungs-
gleichung diese beiden Formen unmidglich sind, so schliessen wir, dass
keine viergliedrige Schaar die Form q, yq, y*q, nq besitzen hann.

Wir suchen jetzt in allgemeinster Weise # -4 1 inf. Trans-
formationen von der Form

X0, Xoq--- X0, n9,
die paarweise in der bekannten Bezichung stehen. Indem wir ganz

wie frither in dem Falle » = 2 verfahren, erhalten wir zur Bestimmung
von 5 r Gleichungen der Form

IS)

y

Q|

Y

X’ —a—"l’ =Ea,~X,~,

oy
X, %:25,-)1‘-,
X, —gg— = 21X,
X, Gy =ZwmX 4,
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wo u iiberdies gleich Null sein muss, indem die entgegengesetute An-
nahme wiederum zu Widerspruch fiihren wiirde. Folglich besteht, was
auch die Constanten A4, - -- A, sein mobgen, immer eine Relation der
Form

(4, %+ -+ + 4,X) 55 =B X+ --- + B, X-.
Insbesondere ist

(B X, + -+ + B, X)) £

=CIX1 + - +CrXr;
woraus

A X + -+ 4% (
und im Allgemeinen

4% 4+ 4X) (Y=L, X+ - + LX

In dieser Gleichung gebe ich % successiv die Werthe 0,1,2...7,
und lasse dabei 4,4, ....4, feste Grossen bezeichnen. Hierdurch
erhalte ich #» 4+ 1 Gleichungen, aus denen durch Elimination eine
Gleichung der Form

. ., 0 LAY
zax) (4522 + -+ 1 (5)) =0
hervorgeht. Also folgt
. ¢ WELAY
ho b 2L b (1) =0,
on

wo die Constanten % nur, wenn 5y gleich Null ist, simmilich ver-

0 Y= ¢ X, + - + O X

schwinden diirfen. Daher ist -—gg— jedenfalls eine Constante und

1= ay +f(2),
sodass wir 7 entweder gleich y oder gleich f() setzen kdnuen. Wir
finden daher nur die beiden Schaaren
X,q Xoq - Xrq 94,
X,q X,q - - Xoqg Xong,

Endlich suchen wir in allgemeinster Weise r 4 2 inf. Trans-
formationen der Form
Xg Xq - Xqyqg0¢, >
die paarweise Relationen von der bekannten Form befriedigen. Wir
erhalten, da r grosser als 1 ist, jedenfalls zwei Relationen von der

Form
X; 6_17"'_—2“;Xi+a0y+“n}

,ay
‘EﬁiXi + ﬁny + 5117

2
X, 21
Mathematiscbe Anunalen. XVIL 32

!

pd ay
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wo « ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden kann. Durch
Integration der ersten Gleichung kommt daher

Xn=yZa:Xi+ 3 ¢ + (@),

welchen Werth von 7 wir in die zweite Bedingungsgleichung sub-
stituiren. Setzen wir nun zunichst voraus, dass 8 von Null verschieden
ist, so ergiebt sich, dass % die Form

7=y + 9@
besitzt, und dabei kann &, ohue Beschrinkung gleich Null gesetzt
werden. Die Hypothese p 2 0 giebt somit eine (r + 2) gliedrige Schaar,
die dieselbe Form wie die vorgelegte (r + 1) gliedrige Schaar besitst.
Wir konnen daher annehmen, dass 8 gleich Null ist. Durch Elimi-
nation von y zwischen den beiden Bedingungsgleichungen ergiebt sich,

dass % nur von z abhidngt. Und also erhalten wir » Bedingungs-

gleichungen der gemeinsamen Form

X,(- —gi = Z(;k, Xs,

oy

aus denen wie im vorangehenden lalle hervorgeht, dass 5 die Form
oy -+ f(z) besitzt, wobei liberdies « ohne Beschrinkung gleich Null
gesetzt werden kann. Unsere Schaar besitzt daher wieder dieselbe Form
wie die vorgelegte (r 4+ 1) gliedrige Schaar..

Die vorangehenden Entwicklungen geben den allgemeinen Satz:

Satz 17. Wenn eine Schaar inf. Transformationen der Form
neq poarwese die bekannten Relationen erfillen, so hat sie eine der
folgenden Formen

f-th; X q|

iX?Q; ~X*zQi q I

o S ¥

Xegi  Xg| ¥
L g |

32. Es fragt sich nun, ob die hiermit gefundenen Schaaren in-
finitesimaler Transformationen jedesmal eine Gruppe bestimmen. Diese
Frage ist mit ja zu beantworten, wie jetzt gezeigt werden soll. Die
Gleichungen

Yy=y+a X +a,X+- - +aX%

2=z
bestimmen eine 7-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen, und
die inf. Transformationen dieser Gruppe sind eben die » Grissen X;gq.
Es ist ferner klar, dass die Gleichungen
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y=ey+a X+ - +aX,

¥r=uz
ei.ne (r 4+ 1)- gliedrige Gruppe endlicher Transformationen bestimmen
die inf. Transformationen dieser Gruppe sind die r+ 1 Grossen X;q, yg.
Es ist endlich bekannt, dass die Gleichungen

dme A=
eine dreigliedrige Gruppe mit den inf. Transformationen ¢, ygq, ¥*¢
bestimmen.
Hiermit ist also die allgemeine Bestimmung aller Gruppen in der
Ebene, die simmtliche Curven einer Schaar @ (xy) = a invariant lassen,
geleistef,

§ 13.
Einige Hiilfstheorien.

In diesem Paragraphen entwickeln wir einen allgemeinen Satz
iiber beliebige Transformationsgruppen. Zunachst einige Bemerkungen
iiber lineare Gruppen.

33. Eine infinitesimale Transformation der Form

chikx;‘pk, (2, -« - Zapy v Pa)

soll eine lineare Transformation heissen. Vermbge derselben erbalten
die z; die folgenden Incremente

(13) Oz = (2 CirZs) 0¢.

Fithrt man statt , - - - Z» zweckmiissige lineare homogene Functionen
dieser Grossen als neue z ein grsowkann man nach Cauchy’s Unter-
suchungen iiber simultane Systeme der Form (13) immer erreichen,
dass alle Grossen c¢;;, deren ¢ grosser als £ ist, gleich Null werden.
Eine jede lincare inf. Transformation kann daher die Form

€15y Py F (€122 + eny) Py + (6132, + €y + C53%) s+ - -
+ (g%, + 2g% + -+ €g%g) Pg+ - - -

erhalten.

34. Nehmen wir jetzt an, dass zwei lineare inf. Transformationen
A(f) = Zn:p; und B(f)= ZE; p; in der Bezetiung
(14) A(B()) — B(A() =A)
stehen. Wir werden zeigen, dass es dann lmmer moglich ist, statt
%, - - « 2o solche neve unabhingige Variable einzufiihren, dass A(f)
und B(f) gleichzeitig eine bemerkenswerthe Form erhalten.

32+
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Wir bringen zuerst A(f) auf die in der vorangehenden Nummer
besprochene Form, sodass der Coefficient von p, die Form ez, erhilt;
dabei kann es gelegentlich kommen, dass noch mehrere Grossen ;2. B.
%3 - -+ 1y die entsprechende einfache Form &z, erhalten, also

A(f) = &(@p + wpy+ - -+ + 240q) + Ngt1Pat1+ -+ -+ N P
wird. Wir kénnen ohne Beschrinkung annehmen, dass die Grosse
¢,z + -+ ¢z, die allgemeinste lineare Function der z ist, die
eine Relation der Form

A(Zer)y=¢cZ¢
erfiillt.

Ich behaupte nun zunichst, dass ¢ gleich Null sein muss.
Istndmlich & von Null verschieden, in welchem Falle & ohne Beschrinkung
gleich 1 gesetzt werdeu kann, so lisst sich zeigen, dass die ganze
Zahl n keinen endlichen Werth haben kann. Die Gleichung (14) zer-
legt sich in die » Relationen

(15) A(‘Ez) - B(’?i) = %

und also befriedigen die ¢ Grossen £, - - - §, Relationen der Form
A(Ei)—§;=x,. (1:=1’2-.q)

Hieraus lisst sich nun schliessen, dass die Grossen & - - - §,, z, - - - 2,

unabhéngig sein miissen. Bestinde nimlich eine Relation der Form
vE 4+ v e gz, =0,
so kiime durch Ausfithrung der Operation 4(Zv;&) + A(Zp:z) =0:
v (Gt a) vl o) e+ oty 2, =0,
woraus die unmdggliche Gleichung
V& A vy =0

folgen wiirde. Also ist n jedenfualls so gross als 2¢, und es ist daher
erlaubt die Grossen @,y - - - 72, bez. gleich & .. - &, zu setzen:

xﬁ_lz—_—g] ...x2q=gq.
Durch Ausfiihrung der Operation 4 kommt
A(xq+i)=4(?§,)=§,+x,~, (’L= i... q),
oder da A (x,4;) = 9,1 ist,
"79—{-:=xq+;+$,~, (z=lg).

Hiermit sind die % Grossen 7,4y - - - 32, bestimmt. Nun aber ist
AE) — Bw) =,
und also befriedigen die % Grossen £,.;- - - £, Relationen der Form

A(gq-h')—“gq+i_§;=ﬂ,1+i=xq+,~+xi, (z'z._l...q)’
oder
AE+) =8 + 22+ m, ((=1---9),
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woraus leicht bervorgeht, dass die Grossen £y -+ - &g 2, -+ - 2, -+ - 22
durch keine lineare Relation verbunden sein konnen. Also st n jeden-
falls so gross wie 3q, und wir kinnen chne Beschrinkung

@ygpr = Egp1 + -+ Tsg=Es,
setzen. Durch Ausfithrung der Operatlon 4 kommt

Alogy) = A(Eqqs) == Egi + 2%g + %1, (i=1-.-9),
oder da A(.Z‘zq..l,i) == N2 gt st :

Negti = Tagpi + 2 + %, (E=1---9)

Indem man in ganz entsprechender Weise fortfihrt, erkennt man,
dass die Grossen Esppy-- -4 2y - @, -+ - Zgy - - - X5, unabhingig
sind, und dass daher n jedenfalls so gross wie 4¢ ist u. s. w. Da
nun » eine endliche Zahl sein soll, so erkennen wir, dass die frither
besprochene Grosse ¢ gleich Null sein muss.

35. Wir konnen daher setzen

Afr=0-p + - s 0 py g Pt + -y
B(f)= &p, + -+ &b+ Gl 4+ 05

und wegen (14) folgt:

AE) =0, AE) =0, -+, A() = 0,
woraus nach unseren friiheren Voraussetzungen hervorgeht, dass §---§,
nur von i, - - -z, abhingen. Ich kann nun die Grlsse zp4 derart
wihlen, dass eine Relation der Form

A(Xpa) =0, %) - -+ By + g
stattfindet; also ist zugleich

Nppt = € By =+ + + + G &g T Cgr
Dabei ist leicht zu erkennen, dass die Grosse ¢ gleich” Null ist. Mau
beweist dies, indem man in A(f) und B(f) die Substitutionen
2, =0, 2,=0, -+, 2,=0
ausfilhrt, und darnach anf die hervorgehenden Ausdriicke 4©f, B©f
die, wenn ¢ von Null verschieden ist, nicht gleich Null sein kbonen,
die Betrachtungen der vorangehenden Nummer anwendet,
Wir kénnen daher setzen

Algr) = 6%y + - - -+ €%y = Mgt
und es ist denkbar, dass noch z. B. np4e - - - 9y lineare Functionen
von , - - - #g sind. Dabei kdnnen wir ohne Beschrankung annehmen,

dass die Grosse

“1x1+"'+“axq+"'+“q'xe‘
die allgemeinste ist, die eine Relation der Form

AZa,zy=Biog+ -+ by
befriedigt.
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Wegen (14) bestehen danu ¢' — ¢ Relationen der Form
A) =02+ -+ 025 (G=1---9—4q),
also sind die Grossen £,4, - - - £ Functionen von z, - - - 2, - - - 2

In dieser Weise kinnen wir nun weiter gehen. Wir wihlen die
Grosse z,,, derart, dass eine Relation der Form

Awyq) =2y + - - -+ Gy + -+« + €Ty T Ty
stattfindet, und erkennen dabei wie frither, dass ¢ gleich Null sein
muss. Also wird

N1 =% + - - + &y,
und es ist denkbar, dass noch weitere Grossen 5, z. B. 9yps- -« g,
diese Form besitzen. Dabei konnen wir ohne Beschrinkung annehmen,
dass die Gleichung
A(@) = ¢,z + -+ - + ey
in allgemeinster Weise dureh die Annahme
p=20z + -+ dpz,
erfiilllt wird. Nun aber bestehen wegen (14) Relationen der Form
Ae) =eyw + - - + ey,
und also sind £y, - - - £~ Functionen von g, - - -z, u. s. w.
Man Fkann daher immer eine solche Reihe wachsender Zahlen
4 ¢, 9, 4" - - - n wihlen, dass y, -+ n, gleich Null sind, dass

Ngtt *c 0 Ny RUr VR Ty - - - X, abhingen, dass Mgy, - - - ne nur von
Gy - - - Zy abhdngen w. s. w.; dass ferner gleicheeitig &, - - - £, nur von
@, - x, abhdngen, dass 8,41 - - &y nur von %, - - - 7, abhingen, dass
Eyr - & mur vom z, - - - 2, abhiingen w. s. w.

36. Es bleibt jetzt nur noch ibrig, einige einfache Transfor-
mationen auszufithren, Fithren wir statt z, - - - %, lineare Functionen

dieser Grissen ein, so behalten die Transformationen A(f) und B(f)
offenbar die soeben gefundene Form. Dabei konnen wir insbesondere
erreichen, dass der Ausdruck & p, + - - -+ & p,, der nur von Zy - Zg,
Py + - p, abhiingt, die in Nummer 33. besprochene Form erhilt. So-
danp fihren wir statt ., - ..z, zweckmissige lineare Functionen
YON Zgyy -+ - Ty ein, und bringen dadurch den Ausdruck
§1P1+"'+‘§qpq+“'+gq'pq'
auf die kanonische Form der Nummer 33. u. s. w.
Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir den Satz:
Satz 18. Stehen zwei lineare Tramsformationen
A()=Znp, B(f)= S5
i der Beziehung
A(B(f)) — B(A(f)) = A(f),

S0 st es immer miglich, dic wnabhingigen Variabeln A )
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solcher Weise z2u wihlen, dass jede Grosse n; mur vom z, « - - Zioy ab-
héingt, wihrend jede Grisse §; eine Function von z, - - - 31, 2 wird. ™
37. Wir wenden uns jetzt zu ganz beliebigen Gruppen von Punkt-
transformationen einer »n -fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit z, - - - ..
Sind # inf. Transformationen A, (f), - -, 4,(f) paarweise durch
Relationen der Form

(4 4;) = 2 Cirs As

verbunden, so sind die Constanten ¢;;,, wie jetat gezeigt werden soll,
durch eine Reihe Relationen verkniipft. Fiihrt man in der That in
die bekannte Jacobi’sche Identitit
(Aedp)4y) + (Axd) 4 + ((4:40) 4,)=0

zuerst einmal die obenstehenden Werthe der Grossen (4,4,) ein, und
wendet sodann noch einmal dieselben Relationen an, so kommt
schliesslich eine Gleichang der Form

01A1~+ 02 A2 +---+ C. 4,=0,
in der die C. Functionen der Grossen ¢y, sind. Und da die A(f)
unabhingige inf. Transformationen sind, folgt

¢, =0, C,=0,--+, =0,
oder entwickelt

2 (CirgCpsa + CrsoCoio + Cu'ecglw) =0,
(4

wo die i, k, s, 6 vier beliebige unter den Zahlen 1,2 . - - 7 bezeichnen.

38. Seien wiederum A, (f) - - - A.(f) beliebige (das heisst nicht
eben lineare) inf. Transformationen, die paarweise durch die Relationen

(i d) = ) ez Ay

&

verbunden sind. Ich bilde die Ausdriicke

: Y of
B:(f) =25‘;‘— Cosk Tk
und behaupte, dass diese linearen inf. Transformationen durch die
entsprechenden Relationen

(B: B,) = 2 Cijs B,

3

verbunden sind. Durch Ausfiihrang kommt nimlich

#, Dieser Satz ist obne Zweifel, wenn auch vielleicht in anderer Form,
lingst bekannt. Dersetbe ist tibrigens ein specieller Fall eines viel allgemeineren
‘'heorews das ich bei einer anderen Gelegenheit aufgestellt habe.
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(B;‘ .B]) = 2 —;{; 2 Z (Cjas Csk — Cios CJJ}:) Ly,
o 8 3

und unsere Behauptung ist, dass dieser Ausdruck anf die Form

2 of
ci): . %— Csok Tk
3 o ¢ Tk

gebracht werden kann; oder was auf dasselbe hinauskommt, dass die
Summe

2 ; (Cios Cisk — CigsCisk — Cijs Csak)
$

= — E (©ros Coir T CoisCojr + Cijo Gsok)
8

identisch verschwindet. In der vorangehenden Nummer sahen wir
in der That, dass dies der Fall ist. So folgt:
Satz 19. Sind r inf. Transformationen A,(f) - - - A.(f) verbunden
durch die Relationen
(A-t Aj) = Zcijs Aa;

so befriedigen die linearen Ausdriicke
-Bi = B 80"1{ 2 Cosk T

k
die entsprechenden Relationen
(.B, .Bj) =2z Cirs B_g.
Die Sitze 18. und 19, wie auch der in Nummer 33. aufgestellte

bekannte Satz finden eine wichtige Anwendung in den beiden folgenden
Paragraphen.

§ 14.

Bestimmung aller Gruppen, welche die Curven einer Schaar ¢ (zy) = a
eingliedrig transformiren.
Nunmehr bestimmen wir alle Schaaren von Transformationen der
Form
Mg MNqg---nq p+n4g,
die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Dabei erinnern wir
uns, dass die »; eine von den in § 12. bestimmten Formen besitzen.
Wir bemerken ferner, dass jede Grisse (n:q, p + ng) sich linear
allein durch die ;. ¢ ausdriicken muss.
39. Zundchst bestimmen wir alle Schaaren der Form g, yq, y°q,
» + ng. Die Grosse 7 ist bestimmt durch Gleichungen der Form
"% =a, +2a,y + 3a,%*,
yZL —n =10, +2b,y + 3b,¥,
oy

92'8? —2Yyp=1c¢, + 2¢,y + 3e,¥*.
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Die erste zeigt, dass
= a,% + &,y + &% + f(2)

ist, oder da @, und @, ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden

kdnnen, dass

N = a,y* + ()
ist. Die beiden letzten Bedingungsgleichungen zeigen, dass a,=f{x) =0
ist, so dass 5 gleich Null wird. Die gesuchte Schaar besitzt daher
die Form:

9 ¥4, 99, -

40. Sodann suchen wir alle Schaaren der Form
X9 X,q9--- X:q, p+ ¢

Dabei kénnen wir annehmen, dass + grosser als Null ist, indem die
Annahme 7 == 0 nur die einzige Transformation p 4 n¢ liefert, und
diese erhilt durch Einfilhrung einer zweckmissigen Fumction von
# und y als neues y die einfache Form p. Es bestehen sonach Glei-
chungen der Form

(Xpq, p+99) = X0+ - - -+ ar- Xog.
Dabei ist es immer mdglich, statt X, - - - X, solche lineare Functionen
dieser GrOssen

X =an X, + -+ air X,
einzufithren, dass in den transformirten Gleichungen

(17) (Xig, p+n9) =cii Xi,+ -+ e Xy
die transformirten Coefficienten ¢r, sehr einfache Werthe erhalten.
Bezeichnen wir die Determinante (e, @y - - - &) mit A und ihre

Unterdeterminanten hinsichtlich «,; mit 8, so ist bekanntlich
A-X=8uX/+ -+ B X,

und also kommt durch Berechnung
(18) tho= 5 2 2, @ e Boe:
J e

Um uns bei der Discussion dieser complicirten Ausdriicke leicht
zu orientiren, machen wir die folgenden Ueberlegungen. In der linearen
inf. Trausformation

5= 3 3L sen
7@
machen wir die Substitution
x‘, = —%2 50-9 xal.

Hierdurch werden die z folgendermassen als Functionen der z be-
stimmt:
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x = E, a;, Ty,
J

und die Differentialquotienten % werden transformirt durch die Glei-

of

—— C{kj -7
o%; = 0,

chungen

Also kommt

B(f)= 2222 - ;5 Bug o)
und wenn wir
B(f) - 22 aa;:' C.&’a' .’Z‘al
(4

’ 1
Cra = 3~ 2 2 € ¢ o Bogs
J e

welche Formel genau mit (18) stimmt. Nun aber sahen wir in Nummer
33., dass eine jede lineare inf. Transformation B(f) durch eine zweck-
missige Einfiihrung neuer Variabeln die Form

ez + (w4 e ) p F- (e x| - enzy 4 cnw))py

+ Chm ey 2 By +
erhalten kann. Und daher ist es mbglich die Constanten e;; derart
cu wihlen, dass die Grésse ¢, immer verschwindet, wenn s grosser
als k ist.

Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz:

Satz 20. Sind r + 1 inf. Transformationen X,q - - - Xrq, p+ 49
durch die belannten Relationen verbunden, so kann man ohne wesent-
liche Beschrimlung annehmen, dass diese Relationen die folgende Form
besitzen.

setzen, wird

(Xyq, pF+ 19 =cn X, yq,
(Xq, p-l-ﬂq)——ca, 1q+cqu>

(Xk.‘ls P+779)—01.1 ,q—}—' +CkakQ

Die erste txlelchung giebt

dy aX,
Xx‘@’——;# =ty Xy,

oder da wir X, ohne Beschrinkung gleich 1 setzen kénnen:
0
Ty = 1=0y+f@.

Um den gefundenen Werth von % noch einfacher zu machen, fiihren
wir ein neues y ein, indem wir
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¥ =9+ 9@
setzen. Dann kommt durch Differentiation

= d
oy = 0y + 4 4z,
woraus
p d ,
p+WQ=p+[d%*®+f+7£h-

Hier wihlen wir ¢(z) derart, dass

d
% +f—cp=0
wird, und also kommt
p+ng=p+eyq.
Bei dieser Variabelninderung wird die Form der Transformationen
X, ¢ nicht geindert. Die Schaar besitzt somit die Form
9, X9, Xq--- X0, peyq;
dabei sind die X bestimmt als Functionen von x durch die integrir-
baren Differentialgleichungen
axX,
~dm~l=a:“Xl + e +akaL-.
41. Endlich suchen wir alle Schaaren der Form

X,q, X,q, > X0, 94, P+ ¢
Die Grésse (X:q, p + ng) driickt sich jedesmal als lineare Punction
der Grossen X.gq und yg aus. Also bestehen r Relationen von der

Form
a axX,
Xe gy ‘";z‘é‘=2'_ i X + Gy,

woraus

Xim=y (*d(ék—‘f'z . ¢ )+_c§_ ¥+ fi(x).

Andererseits finden wir durch Bildung des Ausdrucks (yg, p -+ 79
eine Gleichung der Form

(20) y%—ﬂ=23ixz+ay;

in welche wir den soeben gefundenen Werth von 7 einfihren. Hier-
durch ergiebt sich, dass alle ¢, gleich Null sind, und dass daher
r Gleichungen von der Form

(Xug, p+ 19 = Xyg+ -+ o Xog
statthnden. Ersetzen wir hier die X; durch zweckmassige lineare
Functionen dieser Grossen, so erhalten wir wie in der vorangehenden
Nummer die noch einfacheren Gleichungen

(X:q, p+ 19 = Xg+ - + e Xi g



500 S. Lis.

Setzen wir daher wie dort X, = 1, so kommt

~

% =¢ n=cyy+f(®),

wobei die Constante ¢;, ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden
kaun. Substituiren wir den Werth 5 = f(z) in (20), so ergiebt sich,
dass 4 als eine lineare Function der X, gleich Null gesetzt werden
kanu. Unsere inf. Transformationen besitzen daher die Form

¢ Xyq. Xoq--- Xoq, 945 P,
und dabei sind die X; bestimmi als Functionen von x durch die inte-
grirbaren Differentialgleichungen
aX,
—*ﬁ‘=0k1X1 + - e X
Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen geben
den folgenden Satz: i

Satz 21. Wenn eine Schaar inf. Transformationen der Form
Mg, 0y N g, D+ 19 paarweise in der bekannten Beziehung stehen,
so haben dieselben eine der folgenden Formen:

| g S S ' ‘

L Yg o Xq ?X-.,qg

. yq S

0 P xe 0 xg
i ' t

. P+ eyyg o yy

! ‘ ! 1 p

42, Es ist nun leicht zu verificiren, dass eine jede unter diesen
Schaaren wirklich eine Gruppe endlicher Transformationen liefert:
1) Die erste Schaar lefert die viergliedrige Gruppe:

@Y+ ap
ay+1 ’

2) Die infinitesimale Transformation p liefert die_eingliedrige Gruppe:
=y, #=a+a
3) Die dritte Schaar liefert die (r + 1)- gliedrige Gruppe:
y=ayt+a+aX 4+ -+ aX,

1
¥=z+ — loga.

¥y = =z + a,.

4) Die vierte Schaar endlich lLiefert die (r + 2)-gliedrige Gruppe:
y=uwy+t+a+a,X,+. . +aX, ¥=z+aq,
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§ 15.

Gruppen, bei demen die Curven einer Schaar ¢(zy) = a zweigliedrig
transformirt werden.

Wir bestimmen jetzt alle Schaaren inf. Transformationen der

Form
Mg, - g, Ptmae zp+1g,

die paarweise in der bekannten Bezichung stehen.,

43. Es giebt 2wei wesentlich verschiedene Schaaren der Form

p, 2p +19¢.
Es ist nimlich jedenfalls
% = 01 n = f(y)'
Ist dabei f =0, so erhilt man die Schaar p, xp. Ist f verschieden
von Null, so kann man immer eine solche Function von y als neues
y einfiihren, dass f gleich 1 wird. Man erhalt also die beiden Formen
pyop wnd p, zpt g
44. Zur Bestimmung aller Schaaren der Form

9, ¥4, ¥°4, p, *p+ 14
erhilt man die Gleichungen
—3;- =a, + 4y + &9
y%—;—— n="by + by + 0.9
y %—} —2yn=1¢ + &y + &y,
welche zeigen, dass 7 gleich Null ist. Man erbilt somit pur die

Schaar A
g, ¥4, Y9, — D, Zp.
45, Jetst suchen wir alle Schaaren der Form
X,qg-- Xq, p+m4q “p+ 04
Es bestehen Relationen der Form

(Xeq, P+ 10 = 2 o Kot

(Xeq, 29 +0:0) = > s Kot

Dabei ist es wieder moglich statt X, - - - X, solche lineare Functionen

dieser Grossen
X/ = aqu + - + ., Xr

einzufiihren, dass in den transformirten Gleichungen



502 S. Lre.

(Xig, p+me= 2 e X{ g5

(Xiq, wpting) = 2 dis Xig
die neuen Coefficienten ¢f,, di, sehr einfache Werthe erhalten. Be-
zeichnen wir wie in Nummer 40. die Determinante (e, &, - - - &,,) mit

A und ihre Unterdeterminanten hinsichtlich der «;; mit B, so ist

bekanntlich , )
A -Xp=Bu X, + -+ B Xy,

und also kommt durch Ausfihrung der Berechnung

’ 1
ck°=Z— E E akjc,eﬂ,,?.
7 e
’ 1 7
dig == TZ E 43) dje 569
7 [4

Nunmehr machen wir die folgenden Ueberlogungen. 1ln den
linearen inf. Transformationen

A(f)—_—zz—g%cje%,
7 [

B(fr=2 ) —aa:f,. e %o,
raliar

die (Satz 19.) durch die Gleichung

A(B(N) — B(A(f))= 4

verbunden sind, machen wir die Substitution
1 ’
Zy = 1 E ﬁve Lo

o

Hierdurch werden die z” folgendermassen als Functionen der z bestimmt:

.
Z; = 2 Uij X5,
J

of
oz
of of
0% —Z W a0
also kommt
1 ? 0 .
4 =5 I I3 I e,
J ¢ o
1 ) .
UBES D SR
7 e & ]

(21)

und die Differentialquotienten werden transformirt durch die Glei-

chungen
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A(f) = 22 A cdoss,
B(f) = 2] 2 S dho
a
Crg = —-;—220&;' ¢ig Baes
J ¢
dig == —2—2 2%‘.‘1}'9 B

J ¢

und wenn wir

setzen, kommt

welche Formeln genan mit (21) stimmen. Nun aber sahen wir (Satz 18),
dass zwei linearen inf. Transformationen A(f) und B(f), die in der
Beziehung A(B(f)) — B(A(f)) = A(f) stehen, durch Einfithrung
zweckmissiger Variabeln gleichzeitig auf kanonische Formen gebracht
werden konnen. In dieser Weise erkennen wir, dass die Constanten
e, derart gewihlt werden kdnnen, dass die ¢;s immer verschwinden,
wenn ¢ grosser als k — 1 ist, und dass die dry immer verschwinden,
wenn ¢ grosser als & ist.

Hiermit erhalien wir den Satz:

Satz 22. Sind r+2 inf. Transformationen der Form X, q,--- X.q,
P+ 1,4, 2p + M9 durch die bekannten Relationen verbunden, so kann
man ohne wesentliche Beschrinkung annehmen, dass diese Relationen
die folgende Form besitzen

(22) { (Xxq, p+7714)=0uX19+‘ oot epa X g,
) (Xi, zp+1,9) = dus Xig+ -+ dix Xiq.

Da X, gleich 1 gesetzt werden kann, so kommt zunichst

any .
'3—2;—01 ql_f(x)

Fithren wir sodann eine Grosse der Form y +- @(x) als neues y ein,
so konnen wir 7, = 0 setzen.
Setzen wir daher in der ersten Gleichung 22) k=2, so kommt

aX,

dz Cay s

~wora.us hervorgeht, dass X, gleich z gesetzt werden kann. In ent-
sprechender Weise erhilt man die Werthe

X3=x2.-er=x"_1,

Setzt man andererseits in der zweiten Gleichung (22) k=1, so kommt

on __ — .
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Die gesuchte Schaar von Transformationen besitzt daher die Form
g, 4, - @g, p, 2p + [Ky + f(2)] ¢

Nun aber ist

(P, 2p+ @) =pF+ v +vz+- -+ v,
also wird
dg(x) =v+rvs+- -+ v,

Z

so dass [(z) = Bam+! gesetzt werden kann. Wir werden zeigen, dass
die Constante R im Allgemeinen ohne Beschrinkung gleich Null
gesetzt werden kann. Wir setzen

Y =y+ Lo+, o = z,
worauns

0y =0y + L(r + 1) 2 dz, 62 =dz;
also kommt
4=gq, zg=24q - Fg=14u"q,

p=p+ L+ 1)ayg,
zp + (Ky+ Bot)g=o'p + Ky + [R+ L(r + 1 — K)]at} 4.
Ist K verschieden von r + 1, so kann die Constante L derart ge-

wihlt werden, dass die Grosse R + L(r + 1 — K) gleich Null wird.
Die gesuchte Schaar besitzt also die eine der beiden folgenden Formen:

q ? : q i
xgq | xq ;
. 3 s f
PR - |
P | f p
zp + Kyq | Cep+[(r+ )y + Rermq |

Ist im letzten Falle die Constante R von Null verschieden, so kann
sie ohne Beschrinkung gleich 1 gesetzt werden.

46, Es bleibt ubrig, alle Schaaren der Form
Xiqg---Xoq, g, p+ 4, 20+ N9
21 bestimmen. Es bestehen 27 Relationen der Form

; 2xX 2
4] -
Xk-%‘——Tzl~= cki Xi+ck?/,
T

é
e dXI: »
Xt S x4 a,

worauns
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ax,
Ximgy =y (—dxi-f-z Ck:'Xi)-l—‘;i ¥+ i@,
dX, d
Xeny =y (a5 + X 4 X)+ % 0 + A0).

Nun aber finden wir durch Bildung der beiden Ausdriicke (yq, p+4,9)
(yq, zp + 9,q) zwei Gleichungen der Form

om
y%“%:Z%Xiﬁ—?%

2y

y 20 g, = D8 Xt 0y,

Setzen wir in ihnen die soeben gefundenen Werthe von 2, und 7,
ein, so ergiebt sich, dass alle ¢, und d; gleich Null sind; und ebenso
dass p und & gleich Null sind.

Es bestehen daher 27 Gleichungen von der Form

(Xiq, p+mD = 2 es Xiq,

1

(Xxg, 2p+ %:9) =2 dri Xug,
N

g, »+ma)= Z 7 Xid,

(yq, «p+ n.9) = 2 3 X.q,

(»+mq, 22+ 0 =p+mg+iyg+ Z‘u.‘Xﬁq.

In der letzten Gleichung kann man iiberdies immer durch Einfihrung
von 4, + Ay als neues 7, erreichen, dass A verschwindet. Hiernach

stehen die infinitesimalen Transformationen X:igq, p 4 n,4, p + %,¢
in derselben gegenseitigen Beziehung wie in der vorangehenden Nummer.
Und wir erkennen daher wie damals, dass wir ohne Beschrinkung

setzen konnen
(Xxq, » + N, ¢) == Ci1 X9+ -+ e Xi14,
(Xng, ep+1,9) =der X1 g+ -+ - + de Xig.

Setzen wir iiberdies X, == 1, so kommt

L0, =),
und durch Bildung des Ausdrucks (¥g, p + 1, ¢) ergiebt sich, dass
f(x) ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden kann. In ent-

sprechender Weise ergiebt sich, dass
Mathematische Annalen. XVI. 33
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&K, 1—Ky+F@)

ist. Dabei kann K und F(z) ohne Beschrinkung gleich Null gesetst
werden. Endlich erkennt man wie in der vorangehenden Nummer,

dass
X,=s, X;=u-. X, =g

gesetzt werden kann. Die gesuchte Schaar hat daher die Form
q, q---27¢, Y4, p, *D-
Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Sate:
Satz 23. Wenn die infinitesimalen Transformationen
NG negy PF W, 4P+ g

paarweise in der bekannten Beziehuny stehen, > so kinnen dieselben eine
der folgenden Formen erhalien:

| ‘ ' | ' q i

' 2 ' . .
4P ?/‘zq i
yq ., xrq I,

P r P |

z ) J;p‘ H

S S 1'10—|-qu[1

i : ‘g

! q : ‘ .
\ xq xg
| : L
i @q R
| P A
2p+r+ 1y +am+]g P
! f P xp |

47. Es ist nun hinterher leickt zu verificiren, dass eine gede unter
diesen Schaaren eine Gruppe endlicher Tramsformationen liefert. Die
vierte Schaar giebt z B. die Gruppe

Y=y +a, + a2 4 - ot aepd”, &= ax 4 e

Die fiinfte Schaar liefert die Gruppe

Y=oy erthe Lagrtl g 4 -« - ad”, 7 = e*z + a,
wit den Parametern a,, 4, @, - - - a,3;. Die letzte Schaar endlich
liefert die Gruppe

Y=ay+a +ax—+- - +aa, «=0bx-+b,
wit den Parawmetern a, a,, - - -, a,, b, b,.
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§ 16.

grappen, bei denen die Curven einer Schaar g(zy) = a dreigliedrig
transformirt werden.

Wir bestim.mgn jetzt alle Gruppen, welche die Curven einer Schaar
,P(zy) = q dreigliedrig transformiren. Nach den Entwicklungen des
letzten Paragraphen sind hierbei sechs verschiedene Fille zu bertick-
sichtigen, die sich durch die nachstehenden Betrachtungen rasch er-
ledigen.’

48. Alle Gruppen der Form p, zp, #°p + 7¢ sind bestimmt
durch die Gleichungen

on 291
oz 0, &g ="
o dass wir nur die Gruppe p, zp, 2%p erhalten.
Alle Gruppen der Form

p, xp+yq, 2’p+ 149
sind bestimmt durch die Gleichungen

i 0
z 7‘;— +y 5% —n=17
woraus folgt, dass n die Form 2xy -+ By? besitzt. Man findet daher
die drei Transformationen
p, zp+ya, 2p+ Czy+ By) e ¥
Alle Gruppen der Form
g, Y49, ytq, P, ZP, z2p + g
gind bestimmt dureh die Gleichungen
d
‘d‘Z‘ = ay -+ &y + a,y*,
a
?/TZ’ —p="b+by+ by,

welche zeigen, dass 7 gleich Null gesetzt werden kann.
Alle Gruppen der Form
g, 74, B, -+ ¥4, D, o0 + Kys, #p+ 14
pefriedigen die Gleichungen
o _ Fy o,
ay
2 o Syt

—

%) Ist B0, so kann B ohne wesentliche Beschrinkung gleich 1 gesetazt

werden.
33*
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woraus folgt, dass
n= Ly 4+ Mzt 4 2Kzy

gesetzt werden kann. Ferner ist
(#p + Kyq, ©’p + n9) = @p + n¢ + ZTh o,

woraus
Mr—K)=0, L=0.

Ferner ist )
(z7q, #*p + nq) = Zo: ¥ q,

2K =
ist. Wenn daher » 2 O ist, so erhilt man die Schaar
g4, €4y, @4, P, 22p 4 ryq, 2°p+rayq.
Ist dagegen » = 0, so erhilt man die Schaar
4 p, zp, 2°p + Mag,
und da die Hypothese M == 0 nichts Neues liefert, so kbnnen wir

M =1 setzen. Fiihren wir sodann ¢¥ als neues y ein, so erhalten
wir die infinitesimalen Transformationen

¥4, p» zp, ©*p + zyq,
die simmtlich lineare Transformationen sind,

woraus folgt, dass

49, Zor Bestimniung aller Schaaren der Form
4 2g, -5 @Y, Py «p+ [0+ Dy + @H]lg, *p+9q

haben wir zunichst die Gleichungen
2
72—=?/0+le+---—!—1/,$’,

D1 20 4 1)y + 200 4 Bu o,
woraus
=20+ 1) zy + Ti? z+2 4 Mzt + Ny.
Substituiren wir diesen Werth in die Bedingungsgleichung
(P + M4, 2°p+19) =2°p + g + Thaig,
so ergiebt sich, dass » gleich — 1 sein miisste, was indess absurd ist.
50. Endlich suchen wir die allgemeinste Schaar der Form
g, 29 -2 ¢, Y9, p, TP, £’p + ng.
Die Grbsse 7 befriedigt drei Gleichungen der Form
—g% =X 2+ ay,

? .
az =Zﬁ,~x*-|—ﬂy,

~

Y iy — u=Zns 4y,



Transformationsgruppen. 509

woraus sich ergiebt, dass 5 = Byz ist. Und durch Anwendung der
Operation z7¢ findet man, dass B = r ist. Die gesuchte Schaar ist
gomit
g,xq, - 2q,Yq, P, £p, Tp + rryq.

Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Satz:

Satz 24. Wenn die infinitesimalen Transformationen 7,q, - - - 1.4,
P+ 9oq, TP + @,4, B°p + P ¢ paarweise in der belannten Bezichung
siehen, so komnen sie smmer eime der folgenden Formen erhalten:

l ‘; ‘-
i : ‘ ! yq |
v | f o
( zp i, xp + ¥y b a0
L #p @p + 2ay+ g | et ryq |
i ] | \ ’ i
| | ’
q : ! «
! zq g
¥4 I 3 :
¥y $ v a’g
b} ?
:fp } 2x —2{)—;‘1 fp
&p | oy yq
\ TP T rayd | 2p + ra :
| | | .

§ 17.
Einige Gruppen, die keine Curvemschaar @ (xy) == ¢ invariant lassen.

Gruppen in der Ebene, die keine Curvenschaar @(cy) =@ in-
variant lassen, sind nach den Entwickelungen in § 11. dadurch cha-
rakterisirt, dass ihre infinitesimalen Trausformationen erster Ordnung
entweder die Form
@) p+ - G—U) P+ @—T) g+ G+
oder die Form

(e—ttg) p — (=Y @+ (e—2) g+ Y= W) pF -
besitzen. In diesem Paragraphen bestimmen wir alle derartige Gruppen,
die in der Umgebung des arbitriren Punktes Z,%, nicht allein Trans-
formationen erster Ordnung, sondern zugleich Transformationen hoherer

Ordnung besitzen.
51. Die gesuchten Gruppen haben jedenfalls drei Transformationen

erster Ordnung der Form
(@—z)p — =) g+ @) g+- - =gwpt
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ausserdem sollen sie Transformationen héherer Ordnung enthalten. Sei
s die Maximalordnung einer solchen Transformation. Wir werden
zeigen, dass s gleich 2 sein muss.

Ist £p + 5 ¢ eine infinitesimale Transformation st Ordnung, so
muss jedenfalls die eine der Grossen £ und %, z. B. § von str Ord-
nung sein. Wir konnen daher setzen

tp+ g =p D, w@—a)f U—p)~+na+ -

und dabei sind die Coefficienten e, - - - &, a, nicht simmtlich gleich
Null. Wir bilden den Ausdruck
(@—2z) g+ -+, 8p+ 19
=p Za(s—0)(@—2) P Y—%) ' +mng+---
der bekanntlich (Satz 9.) eine infinitesimale Transformation st Ordnung
der Gruppe darstellt. Aus der gefundenen Transformation £ -+ 5,¢
kann man durch Bildung des Ausdrucks
(E—wxd g+ - Ep+ mg)

wiederum eine neue infinitesimale Transformation s*r Ordonung her-
leiten u. s. w. Indem man in dieser Weise fortfihrt, erhélt man schliess-
lich eine Transformation st Ordnung

(60— + agle—a)e@ [y—yge + - I p+ g + - =G,
deren E das Glied (z—;)* enthilt.

Indem wir nun weiter gehen, setzen wir, um die Formeln abzu-
Edirzen 2y =10, y,=0,
was darauf hinauskommt, dass wir den Anfangspunkt in einen Punkt
allgemeiner Lage verlegen. Sodann bilden wir die infinitesimale
Transformation

@p—yqg+ - @taw eyt + - Jptag+--),

die die Form

(s—D w4+ s—20—V ez 4+ - - YpFyg+.-.=H
besitzt. Es giebt daher immer eine Transformation s*r Ordnung, nim-
lich H — (s—20—1) G, welche die Form

(@ @ppreme gt 4 - ) p 4 9g
besitzt. In derselben Weise erkennen wir die Existenz einer Trans-
formation der Form
(2t agrar—eyet2 + .. ) p 4 g

u. s. w.; und schliesslich finden wir eine in der Gruppe enthaltene
infinitesimale Transformation str Ordnung

rp+4+99+---,

deren £ nur ein Glied s Ordnung, niimlich 2* enthilt.
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In Nummer 26. sahen wir, dass die gesuchte Gruppe immer zwel
unabhiingige Transformationen nullter Ordnung
P + seey + e
enthilt. Also enthilt sie zugleich die Transformation (s— 1y Ord-
nung: (p + - -+, #p -+ g 4 - - ), welche die Form

s+ mg At
besitzt. Sie enthilt ferner die Transformation
@ lp+mg, @p+19 4= g+

deren Ordnung gleich 25 — 2 ist. Also erkennen wir, dass die Zabl
2s — 2 jedenfalls nicht grosser als s ist, das heisst, dass

s<?2
ist; und wir erhalten somit den Satz:

Satz 25. Eine Gruppe, die keine Curvenschaar @(xy)=a in-
variant lisst, enthilt in der Umgebung eimes Punktes allgemeiner Lage
keine infmitesimale Transformation, deren Ordnung grisser als 2 ist.

. 52. Es ist non nicht schwierig die Anzahl und Form aller infini-
tesimalen Transformationen zweiter Ordnung zu bestimmen, sofern
solche Transformationen, wie wir annehmen, wirklich vorhanden sind.
Es giebt, fanden wir, jedenfalls eine Transformation der Form

2p+ (azt + Bey+vyHa+ =6,
und also findet man durch Bildung des Ausdrucks (zp—yg -+ - -+, &)
die Transformation

| a’p + (Bas® 4 ey — vy e+ =K
wie auch die Transformation
N  KE—G
(ex?—pyHig+ - =——— =
Es ist
@a+- o L)=—2yzyq+ -
und ] ‘
(@g + - — 2yeyg+ - )= —2y@g 4 -
Ferner ist (pzyg+ - -+, y2*¢+ - ) == — p*zdq, sodass y gleich
Null sein muss. Hiermit erhilt L die Form axz®q + - - - Nun ist
i (g4 - yp + - ) =el@p — 22y + - -
un
(@ziq 4 -, el@ip—2ayg) + - )= —4@T¢+

sodass « gleich Null ist. Die jnfinitesimale Transformation G hat

daher die Form
G=x?p+ﬁxyq+...
Zur Bestimmung von B bilden wir die Transformation
wp+-- G =@ —Bayp+pyet---=H

wie auch die Transformation
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(G, H)=(—1) @2—payp+ (B—-1)2Bay*a + - - -,
welche zeigt, dass
B—1D@2—-p=0,—-12=0
ist, dass also B gleich 1 sein muss.
Hiermit ist gezeigt, dass die gesuchte Gruppe zwei infinitesimale
Transformationen zweiter Ordnung der Form
Bptayg -t YPp Yt
enthalten muss. Giebt es weitere Transformationen zweiter Ordnung

(a2 +bay+ey)p + (es* +Brytoy)a+ - - =U+ -
S0 muss
@pt+2ayq, U)=0, (@yp+y’q, U)=0
sein. Nun aber ist

ayp + g = L (&*p + 2y9);
also ist zugleich

(#*p+=yg, U)=0, (%, U)=o0,

sodass U eine Function der beiden Grossen z'p - zyq und g— sein

muss. Und da U eine ganze Function zweiter Ordnung vor z und y
ist, so besitzt U die Form
A@p+2yq) + Bleyp+9'9),

was wieder heisst, dass die Gruppe nur die beiden frither gefundenen
Transformationen zweiter Ordnung enthilt.

Die Gruppe enthdlt in Folge dessen nachstehende infinitesimale
Transformation erster Ordnung

P+ Pfptoygt--)=22p+yg+ -
und ausserdem die Transformationen
Zp—Yq -t B¢+, Yyp -,

was darauf hinauskommt, dass sie vier unabhingige Transformationen
erster Ordnung enthilt. So folgt:

Satz 26, Wenn die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe,
die keine Curvenschaar q = a invariant lisst, nicht simmtlich wvon
nullier und erster Ordnung sind, so haben dieselben die Form

P+...,g+..., xp_l..., yp_{_...,
gt Yt t o, Bptayat- wyp +yg -
53. Wir werden jetet die zwischen den acht gefundenen infini-

tesimalen Transformationen stattfindenden Relationen bestimmen.
Es ist zuniichst klar, dass die 9 folgenden Relationen bestehen:
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@p+2yg+ - 2yp+y'g- - ) =0,
@p+-- BPptayg+--)=E@p+2y9+ ),
@p+--H2ypt+y'g +--)=0,

g+ @ +2yg+--)=0,

g+ 2yp+ovie +-- ) =@y +yet- ),
(eg+ - &p +aygt--) =0,

(#g+--- eypt+ 9P+ )=+ 2ya+ ),
p+ - @p +aygt ) =@y +yet ),
p+-- eyp+9g+--)=0.

Es bestehen ferner Relationen der Form

(@pt-y yat-)= 4y (p+zyg+ )+ Bixyp+yat )
(@p -5 2g+ ) =(@g+-)+4o( - )F By )
Yat-m 2gt) =—@gt) Ay )+ By )
(@p+t- ,yp+'-~)——-(yp+---)+A4( )+ By( )
(gt ypt ) =@p+-)+4s( )+ By ( )
@g+- yp+-)=p—yg+-)+4( )+ B )

wo die 4; und B; unbekannte Constanten sind. Um diese Gleichungen
zu vereinfachen, setzen wir

Zp 4= (@p+ ) F @+ oyg+ )+ leyp + 9+ )

g + =g+ -)+ e )+ Bl )
Zg 4= @g+ )+ al )+ Bs( »
ylpl+"‘=(yp+i")+“4( )+ B »

und fiihren sodann diese Grossen als infinitesimale Transformationen
erster Ordnung ein. Setzen wir der Kiirze wegen

gtp+ayg+ =5, syp+ e+ =5,
so kommb
(P4 Ye )= (4 + @) 8+ (B, —B)8:»
@p' - 5'7'.‘1"*‘"')—(3"9"}‘ )+(A —B)8 1+ (By— —B:)S,,
g+ BG4 )= — @G+ )+ (st a—F) 8, + (Bs+28;) S
(P4 ¥ +--) =~ +- )-HA 4208, +(B,—a,+B)S,
o+ ?/IP/+"‘)—(?/P+ <)+ (4; — )5, + (Bs — ) 8,,
@ 4o 40 ) =P~y g+ ) {4 4By —ay ) 8y

(Bﬁ_'a4—ﬁl+f32)s

Hier konnen wir immer annehmen, dass die a5 und fB; derart gewihlt
sind, dass
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Ay + ey =0, B, — B, =0,
B, — B; = 0,
A;+ ey — =0,
B —a +8,=0,
A5 — oy = 0
ist. Und also kbnnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dass Glei-
chungen der Form

@p+--yg+--9=0,

(gp+ -+ 2g+ - )= (xg+ - )+ 4,5,

e+ eq+ ) =—(@q+ )+ By,

@pt - ypt-o)=—@p+- )+ 45,

g+ --Hyp+--)=@p+- )+ B Sy,

(2g+ - yp+ ) =p—ya+ )+ 45 + B,S,
bestehen.

Wir werden zeigen, dass die noch iibrig gebliebenen Grossen A;, B;.

simmtlich gleich Null sein miissen, Hierzu bilden wir die Jaco bi’sche
Identitdt

= (@p+- yg+-deg+--) + (wg+ -5 2g+-) ap+--)
+ (gt ep+--ya+-)
woraus durch Einsetzung der obenstehenden Werthe
—@g+--ept ) — (gt ¥g ) =0
und schliesslich ‘
(xfl‘f"")+Aasx—(x4+"'>+3382=0;

sodass 4, und B, gleich Null sind. Dem entsprechend finden wir,
wenn wir die Jacobi’sche Identitit auf die drei Grossen xp 4--- -,
yqg+ -, yp + - - - anwenden, dass 4, und B; gleich Null sein
missen. Wir bilden die Identitit

T (=p+--2g+--Jyp+--)=0,
woraus

— A4S+ Wpt s @g+ )+ gt et ) =0,
sodass A gleich Null ist. Dem entsprechend erkennen wir, indem wir
dieselbe Identitit auf g+ ---, yp+ -+ - und yq - - - - anwenden,
dass auch B; gleich Null ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass alle
Ay By gleich Null sind.

Jetzt bleibt ibrig, die zwischen p - ... und ¢ 4 - -- und den
iibrigen Transformationen bestehenden Relationen auf ihre einfachste
Form zu bringen. Es bestehen zunichst Gleichungen der ¥orm
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(s Bptaygt) =20@p+) + et ) + 4,8+ 4.8,
(p+--; zyp+9°g+--) = (yp+--) + B, Sy + BySy;

wir fiihren eine Transformation der Form

p+al@p+ )+ 8@yt )+rlyp+ -+ 0ye- )

als nene p 4 --. ein, und konnen dabel immer die Constanten
«, B, y, 0 derart wihlen, dass die beiden letzten Bedingungs-
gleichungen die einfache Form

(4 ptoygt - )=2@p+ )+ @I+,

@+ -oypt+yet -o=@p+--)
erhalten. Dem entsprechend ist es mdglich die Transformation ¢ +---
derart zu wihlen, dass

@+, @ptaeyg+ =24+ -

@4 eyp+yia+- ) =@+ )+ 200+ )
wird.

Es besteht ferner eine Relation der Form

(p4-y apt--)=p+ -+ a@pt )+ BGpt-)+rEgt)
o _ . +o@g+--) +u8 +vS;

wir bilden die Gleichung

(4 2p+ 38D+ (@pt- )+ + (S pA-2p+-) =0,

woraus

((p.}....) xp—]—)S,)-I-(S“P)——-O
aS1+ﬁS2=O’

sodass « und B gleich Null sind. Wenn man andererseits die Ja-

cobi’sche Identitst auf die Grossen p 4 - -, zp 4 -+ und S, an-

wendet, so erkennt man, dass y und & gleich Null sind. Also kommt
L s ep ) =pt e FmS S

Durch ganz analoge Rechnungen findet man Gleichungen der Form

+- yp"')=”1si+”2‘821

@A+ yq- ) =8, + @5, ,

(p+--- WQ"')=Q+131‘SI + 8,5, -
Indem wir hier eine zweckmissige Grosse der Form (p+--)+¢ 8,4+ ¢85,
als neue p -+ - - - einfithren, erreichen wir, dass g, und p, verschwin-
den. Indem wir sodann die Jacobi’sche Tdentitit aof p4--- 22+
yp+ ---, und auf p+4 -+, Y4+ zp + - - - anwenden, er-
kennen wir, dass v, = v, = ¢; = &, =0 ist. Algo ist

(pt-eyapt - a=pt - oyt =0,
@+--Hygt-)=0

oder
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Ganz analoge Ueberlegungen zeigen, dass die infinitesimale Trans-
formation ¢ 4 - - - derart gewihlt werden kann, dass

@+--Hye+--)=a+ @+ - Heg+--)=0,
@+-5aept--)=0,(g+ - yp+--)=p2+n85+ns
wird. Indem wir endlich die Jacobi’sche Identitit auf p 4 ...,
xqg+---, yg -+ - - - anwenden, erkennen wir, dass 8, = f, = 0 und

P+ wgt-)=q+" -

ist; eine analoge Rechnung zeigt, dass

. (q_i_...,yp_*_...)_-_—;,p_l_...
ist.

Jetzt miissen wir nur noch den Ausdruck (p+4---, ¢4 ---)
berechnen. Es besteht eine Gleichung der Form

(Pt gt ) =AY+ Blg+-) + Clap+ )
D@g+--)+ E(yp + - )+ Flyg+--)+ GS, + HS,
Wepn man die Jacobi’sche Identitit znerst aufp +---, g+ ---, S,,

sodann auf p+4 ..., g4 -+, S, und endlich auf p 4 ..., g4 .-,
zp 4 - - - anwendet, so erkennt man, dass

_ P+ g+ =0
15t.

Die Ergebnisse dieser Nummer lassen sich zu dem folgenden
Satze zusammenfassen:

Satz 21, Die zwischen den ackt inf. Transformationen p -+ - - -
gt @pt e ypec, B¢t Yyg+ o, PptYg ey
xyp -+ y*q + - - - bestehenden Relationen stimmen hinsichtlich ihrer
Form genau mit den swischen den acht linearen inf. Transformationen
b, q, xp, Yp, 24, Yyq, Tp + xyq, vyp + y*q bestchenden Relationen
iiberein.

54. Es ist nun Husserst leicht, die gefundenen acht inf. Trans-
formationen durch Einfibrung von zweekmissigen unabhingigen Va-
riablen z'y> auf eine einfache kanonische Form zu bringen, Hierza
brauchen wir den folgenden Hiilfssatz:

Satz 28. Stehen die drei inf. Transformationen A,y 4.()

und Ay(f), wo
A(f)=&p+ ng

wt, paarweise in der Beziehung (A; A;) = O, wund sind dabei A,(f) =0
und A,(f) =0 unabhingige lineare partielle Differentialgleichungen,
30 besteht eine Gleichung der Form Ay(f) = ¢, A,(f) + ¢, 4,(f), wobei
¢, und ¢, Constanten sind.

Um diesen Satz zu beweisen, bringen wir die 4, () durch Ein-
fuhrung zweckmissiger Variablen z’ und 4 auf die Form :
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Ai (f) =p’a A-zf= q,

A. =§' g P4
dabei st 3(F) P +1ds

D
e
(2
e
~

[
™

&
Q2

=,i=0,

v

32
)

so dass wirklich
ot A () =c¢,p" + .9 = ¢, 4, () + ¢, 4, (f)

Die in den vorangehenden Nummern dieses Paragraphen betrach-
teten inf. Transformationen » 4----, g+ - -+, stehen in der Be-
ziehung (p + - -+, ¢ + - - -) = 0; und dabei sind die linearen par-
tiellen Differentialgleichungen

pt--=0,gF =0
offenbar unabhiingig, indem sie bei der Substitution » =0, y =0 bez,
in p=0 und g =10 tbergehen. Daher kénnen wir immer solche
Variable ' und ¢ wihlen, dass p + - -- und ¢ -+ - - - die Form

pt-=pqt =4
erhalten. Zur Bestimmung der Grisse

gg+ - =t + g

in den neuen Variabeln benutzen wir die Relationen

G+ ogd--)=0,(p+ - zgt-)=a+"

oder die iquivalenten
(¢, b +19) =0, (& & +20) =1
Setzen wir hier
g g =7 +EP 0

so kommt .

¢, 80 + 7)) =0, @ EP + 1) =0,
woraus (Satz 28.) folgt, dass §'p" + 7 ¢ die Form ¢,p’ 4 ¢,q besitzt.
Also ist

zq+ =g+ ey +ad
Durch ganz analoge Rechnungen findet man, dass
gp+ - =ap +dp + &4
yp + - =y¥+eapr +ead
yg +---=y4q +hy +he
2p 4 ayg+ =2 + 2V + 90 + %4

vyp + g+ =7y + 920+ R +Ed
ist. Und dabei ist es nicht nothwendig die Constanten ¢, d,ef, gk
niher zu bestimmen. Denn es ist bekanut, dass die inf. Trans-

formationen P, ¢, &g, TP, YD, Y9, &p + 294, 2YP + y*g eben die
inf, Transformationen der allgemeinen linear-gebrochenen Gruppe sind



518 8. Lie.

Hiermit erhalten wir den folgenden fundamentalen Satz:

Satz 29. Wenn eine Gruppe keine Curvenschaar @(zy) = a in-
variant lisst, und wenn sie dabei in der Umgebung ecines Punktes all-
gemeiner Lage wicht allein inf. Transformationen nullter und erster
Ordnung, sondern zugleich Transformationen hoherer Ordnung enthilt,
so geht sie durch Einfiithrung von zweckmdssigen Variabeln in die all-
gemeine linear-gebrochene Gruppe der Ebene iiber.

§ 18.

Bestimmung aller Gruppen, die keine Curvenschaar ¢ = a
invariant lassen.

Es bleibt jetzt nur noch iibrig alle Gruppen, deren inf. Trans-
formationen entweder die Form

Pt at @t Ypt e, Tt Yt

oder die Form

Pt g, e, g, A —ya

besitzen, zu bestimmen. Diese Gruppen haben entweder sechs oder
fiinf Parameter.
55. Zur Abkirzung der Formeln setzen wir

P+"'=P: g+ =@, ap+---=XP yg+-.-=Y4,
g+ =X yp+-.-=XYP

und fassen dabei z. B. das Symbol X P nicht etwa als das Product
zweier Grossen X und P, sondern als ein wrreductibles Symbol auf.
Es handelt sich zuniéchst darum, die zwischen diesen sechs inf. Trans-
formationen bestehenden Relationen auf ihre einfachste Form zu
bringen.

Zwischen den vier inf. Transformationen erster Ordnung bestehen
offenbar die folgenderi Relationen

(X@, YP)=XP— Y0, (X, XP—YQ)=—2XQ,
(YP,XP—YQ)=2YP, (XQ,XP4+YQ) =(YP,XP+ YQ)

=(XP—-YQ XP+4+ Y@)=0O.

Um die Formeln zu vereinfachen, bezeichnen wir die Grosse X P+ Y @
mit U, und die drei Grossen X@, YP und XP — Y@ mit dem
gemeinsamen Symbole 7.' Es bestehen dann Relationen der Form

P, XQP= Q@+ ZLT:+ 4T,
(B, XP—YQ)= P+ ZEZuTi+ U,
(P, YP) = EnT+vU,
@, XQ) = Zay I+ aU,
(A XP-YQ=—Q+ ZhaT:+8U,
(@ YP)= P+ ZpTi+yU
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Wir fithren nun Transformationen von der Form @ + ¢ U, P4 o U als
neue g 4+ --- und p 4 --- ein. In dieser Weise erkennen wir, dass
A und y ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden kénnen. Wir
bilden ferner die Gleichung

(P, XQ XP—YQ)—2(XQ, P)— (B XQ+ 2T=0,
woraus
sodass B gleich Null ist. Dem entsprechend ist zugleich g gleich
Null. Bilden wir endlich die Gleichung

(P, XP—YQYP)—2(YP,P)+ X2T=0,
so kommt eine Gleichung der Form
3(PYP)+ZE2T=0,
sodass v gleich Null ist. Dem entsprechend ist auch « gleich Null.
In den beiden Gleichungen

(@ X =0, XQ+ (X P—YQ) + o, Y P,
(QXP-YQ=—Q+5XQ+5HXP-Y +4YP
kénnen nunmehr die «; und §;, wie jetzt gezeigt werden soll, ohne Be-

schrinkung gleich Null gesetzt werden. Zu diesem Zwecke fiihren wir,
indem wir mit A, B, C unbekannte Constanten bezeichnen, die Grosse -

Q+AXQ+BXP—-YQ) 4+ CYP
als neue g 4 - - - ein. Hierdurch konnen wir erreichen, dass
o=y =f; =10
werden. Sodann bilden wir die Identitit
(@ XQXP-YQ —2(XQ Q)+ (XP-YQ QX =0
oder ausgefithrt
S5, YP ~28,XQ + 8,(XP—Y@Q)=0,
woraus hervorgeht, dass «g, 8, und f§; gleich Null sind. Also kommt
(@ XQ) =0, (¢ XP—YQ) = —¢.
Fernere Constantenbestimmungen erhalten wir auf folgende Weise.
Es besteht eine Relation der Form

(@ YP)— P+ 0,XQ + a,(XP—- Y Q) + 4, TP,
und dabei.ist es erlaubt die rechte Seite dieser Gleichung als neue P
einzufithren. Also wird

(@ YP)=P.
Wir bilden ferner die Identitiit
(@ YP) X+ (Y¢—-XP,@Q)=0,
woraus folgt, dass
(P [ XQ)=¢

ist. Ebenso bilden wir die Identitit
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(@ YPHXP-YQ +2(YF Q)+ (@, YP)

und erhalten so die Gleichung
(P, XP—YQ)=P.
Um in der Gleichung
(P, YP)=0,XQ+ b,(XP—-YQ)+ b, YP
die Constanten zu berechnen, bilden wir die Identitit
(P, YP) X P—YQ)+ 2(YP, P) — (P, Y P)
und erkennen hierdurch, dass
) (P,YP)=0
1st.
Es besteht endlich eine Gleichung der Form
(B, XP+YQ) — P, XQ+0,(XP—¥Q)+¢,(YP)+ ¢, (XP+YQ)
und weun wir die Identitdt
(P,XP+ YQ XP—YQ)— (P, XP+ Y =0
bilden, erkennen wir, dass
(P, XPH+YQ)=P
ist. Dem entsprechend ist
@ XP+ YQ)— ¢
Jetzt bleibt nur noch iibrig, den Ausdruck
(P, Q)= eP+ fQ + 7 XQ + 8Y P4 (X P—Y Q) + ¢ (XP+ ()
zu berechnen. Die Identititen
(P, )XP—-YQ =0,

(P, @)=0
ist. Hiermit ist nachgewiesen, dass die sechs inf. Transformationen
P, Q, XQ, YP, XP, YQ paarweise in derselben Bezichung wie die
linearen inf. Transformationen p, q, £q, yp, zp, yq stehen.

56. Da P und @ in der Beziechung (P, @) — O stehen, und da-
bei in der Umgebung des Anfangspunktes unabhiingige inf. Trans-
formationen erster Ordnung sind, so kdnnen wir immer (Satz 28.) die
Variabeln z und y derart wihlen, dass

P =P, Q= q
wird. Hierdurch erhalten die iibrigen Transtormationen (siche Nummer

54.) die Form
XP=uzp+ ap+Bq,
XQ=1zq+ ap+ B9,
YP=yp+ ayp 4 Big,
YQ=yq+a,p+ B9,

zeigen, dass
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und es ist also der folgende Satz erwiesen:

Satz 30. Enthalt eine Gruppe, die keine Curvenschaar ¢ = a
invariant lisst, sechs Parameter, so kann sie durch Einfihrung zweck-
méssiger Variabeln die lineare Form

g =azx+by+c,
Yy =eaz+By+vy
erhalten.

57. Es ist jetzt leicht, alle Gruppen, deren inf. Transformationen
die Form
p+...=P,q+...=Q, xq+=XQ,
zp—yq+---=XP—-YQ,yp+---=YP
besitzer, zu bestimmen.
Die drei Transformationen erster Ordnung erfiillen die Gleichungen

(XQ, YP)=XP—YQ, (XQ,XP-YQ)=—2X¢,
(YP, XP—-YQ)y=2YP.
Bezeichnen wir X, X P — Y@, Y P mit dem gemeinsamen Symbole
T, so bestehen sechs Relationen der Form
(P, X = @+ ZhLITi,
B, XP-YQ)= P+Zul:,
(P, YP)= Zwnl,
@ XQ) = Zal
(@ XP-YQ)=—0Q+ 2T,
@ ¥YP)= I'+Z2nl,
und zwar kounen wir (Nummer 53.) ohne Beschrinkung annehmen,
dass diese Gleichungen die noch einfachere Form
P, XQ)=0Q, (B, XP-YQ)=1PF (I, YP)=0,
QX =0, (¢, XP-YQ=—¢ (g YPH=7P
besitzen. Es ist
(P,Q=c¢P+Q+7XQ+ 6 XP-YQ) +YP
und dabei zeigen die Identititen
(P, Q XP—YQ)=0,
(P QX=0,

dass die Constanten simmtlich gleich Null sind, und dass daher

(P , @) = 0
ist. So folgt:
Satz 31. FEine Gruppe mit fiinf Parametern, die keine Curven-
schaar @(zy) = a invariant lisst, erhilt durch Einfihrung zweck-
miissiger Variabeln z und y dic Form

Mathematische Anpalen. XVI. 34
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Z = ax + by 4 ¢,
Y =2y + de+ ¢,

Indem wir die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen zu-
sammenfassen, erhalten wir das folgende Theorem :

Satz 32. Lisst eine Gruppe in der Ebene keine Curvenschaar
@ (2y) = a invariant, so enthdlt sie entweder acht oder sechs oder finf
Parameter. Durch Einfiikrung von zweckmdssigen Variabeln geht sie
in eine lineare Gruppe iber, und zwar entweder in die allgemeine lineare
oder in emme sechsgliedrige oder endlich in eine fiinfgliedrige Unter-
gruppe der allgemeinen linearen Gruppe.*)

§ 19.
Aufzihlung aller Gruppen in der Ebene.

Alle Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene ordnen sich
naturgeméiss in fiinf Classen, nimlich 1) solche, die keine Schaar
¢ (zy) = a invariant lassen, 2) solche, die eine und nur eine Schaar
¢ == @ invariant lassen, 3) solche, die zwel und nur zwei Schaaren
@ = a invariant lassen, 4) solche, die einfach unendlich viele Schaaren
invariant lassen, 5) solche, die oo® Schaaren invariant lassen.

58, Wenn eine Schaar ¢ = a eine infinitesimale Transformation,
etwa die Translation ¢, gestattet, so sind zwei Fille denkbar. Ent-
weder gestatiet jede Curve der Schaar die Transformation ¢, oder auch
g vertauscht die Curven der Schaar unter sich. Im ersten Halle be-
steht die Schaar aus den Geraden z = Const.; im zweiten Falle hat
sie die Gleichungsform

y -+ f(x) = 4 = Const.
wobei 2 eine arbitrire Constante bezeichnet.
Gestattet eine Schaar die beiden Transformationen ¢ und X(z)g,
so hat sie jedenfalls eine der Formen

¥+ Ffl@)=12; z= Const;
und da der Ausdruck
X (@) 5 4 + flo) = X(a)
keine Function von y - f(x) ist, so erkennen wir, dass x — Const.
¥) Dieser Satz dehnt sich auf » Dimensionen aus. In meiner niichsten Ab-

handlung idber Transformationsgruppen hoffe ich einen strengen Beweis dieser
Verallgemeinerung geben zn konnen.
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die einztge Schaar ist, die die beiden Transformationen q wnd Xgq
gestatiet.

Gestattet eine Schaar die beiden Transformationen ¢ und yg, so
hat sie ebenso die eine der Formen

y+fxy=121; 2=1,

und da die Grisse y nur, wenn f(z) = Const. ist, eine Funetion von
y -+ f(x) ist, so erkennen wir, dass v = Const, und y = Const. die
Leinzigen Schaaren sind, die die beiden Transformationen q und yq
gestatten.

Gestattet eine Schaar die Transformationen ¢ und p, so hat sie
wiederum entweder die Form 2 = Coust., oder die Form y + f(2) = 4.
Und da im letzten Falle die Grosse f'(«) keine Funetion von y + f(2)
sein kann, ausgenommen wenn si¢ eine Constante ist, so schliessen

wir, dass die Schaar ay + bx =4 mit dem arbitriren Parameter %

die allgemeinste ist, welche die Transformationen p und q gestatiel.
59. Indem wir nunmehr diese Ueberlegungen auf alle frither be-
stimmten Gruppen anwenden, erhalten wir die folgende erschopfende
Classification aller Gruppen der Ebene.
A) Gruppen, die Leine Schaar invariant lassen:

p |

q P »

zp q g

yq zp s

g ’ L yq |’ sz; yq{

yp L ag o
z°p + xyq | yP ;
zyp + ¥°¢ ! g '

Diese Gruppen sind simmtlich lineare Gruppen.
B) Gruppen, die nur eine Schaor invariant lassen :

s SN
PR q
! q | ‘ q l : ] .
q | oo X zq o {
0% ‘IX,Q! ! X,q . ! :q‘ i . c 4 ‘
14 N A B S o ] ) | ep+uyg !
: ’ ’ i 2 » 2 i3
' X,q ! Xeq | X-q | e iaﬂp~i—27£yqi
cI yq[ preyq YT P
. ! i } L. >
( , L r R

34*
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35
=
]

{

1 1 | | ,
| zgq L zg g » !
l : I { zp |
| 2rq , g, | 2ty 2yg |,
; » ETRE. |
tep+ [+ Dy + 2] ¢ P l |
: : I xp ' | !
! I ! | I

: ,

| q t ¢ i

I _{[q :‘ (L‘q H

I i B :

5 | !

&g S

| p ’ | P !

| 22p +ryq zp |

2*p + rayq yq |

*p+rayq i

Es wird vorausgesetzt, dass die Zahl r grosser als Null ist. Nur in
der Gruppe 7 kann r zugleich gleich Null sein.
C) Gruppen, die zwei und nur zwei Schauren invariant lassen:

. | g 1
| g | yg |
‘q|14| q~}q!!yq vy
q ! 1/ N 2/ N ya.
gl YL | Ye s l,ly-q, o
yq . o 1 yg o p { | P
N @p |
PP Pty ‘
| @’p |
. , . ) i i
| i
! P ¥ Loap+yq
 «p+ Kyg 2P+ Y

Die letzte Gruppe ist eine neue Form der frither gefundenen Gruppe
P, 2p + yq, 2'p + (2zy+ 3 ¢. In der nichst-letzten Gruppe darf
die Constante K nicht gleich 1 sein. Alle hierher gehbrigen Gruppen
sind Untergruppen der sechsgliedrigen Gruppe ¢, ¢, 4249, p, 2p, 2D,
deren einfachstes geometrisches Bild, wie hier beiliufig bemerkt sei,
der Inbegriff aller Punkttransformationen ist, die alle Kreise in Kreise
umwandeln.

D) Gruppen, dic einfach unendlich viele Schaaren invariant lassen:
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p q
p4eyq | P
zp +yq |

E) Gruppen, die o Schaaren invariant lassen.
Eine solche Gruppe enthiilt nur eine einzige infinitesimale Trans-
formation, etwa: |
7l

§ 20.
Allgemeine Betrachtungen.

Wie schon in der Einleitung gesagt, glaube ich, dass meine
Theorie der Trausformationsgruppen, deren erste KElemente in der
vorangehenden Abhandlung entwickelt sind, als eine neue Theorie zu
betrachten ist, wenn sie gleich mit mehreren mathematischen Disci-
plinen, insbesondere mit der Galoischen Substitutionstheorie, mit der
Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehre, mit der Theorie
der Differentialgleichungen und endlich auch mit der Invariantentheorie
viele Berithrungspunkte besitzt. Ich werde mir erlauben, meine Auf-
fassung niher zu pricisiren. Zu diesem Zwecke bespreche ich hier alle
mir bekannten ilteren (vor 1874 publicirten) Untersuchungen, die mit
den meinigen mehr oder weniger verwandt sind.*) Gleichzeitig mache
ich einige allgemeine Bemerkungen tber die neuen Gedanken, die
meinen Untersuchungen zu Grunde liegen.

Abel bestimmt in seiner exsten Abhandlung in Crelle’s Journal die
allgemeinste symmetrische F unction F(zy), die eineRelation von der Form
F(Fiy)s) = FeFa)
erfillt. Dieses Problem ist ein specieller Fall des einfachsten Problems
in meiner Theorie. Denn die Aufgabe, die allgemeinste eingliedrige
Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu bestimmen,

kommt darauf hinaus, die Functionalgleichung
F(F(za)b) == F(zp(ab)
mit den unbekannten Functionen F und ¢ in allgemeinster Weise zu

befriedigen.

MGt der Substitutionstheorie*®) ist meine Transformationstheorie
genau verwandt, Die Analogie wie auch der Unterschied zwischen
beiden Disciplinen beruht einerseits darauf, dass die Substitutions-

theorie sich auf discrete Mannigfaltigkeiten, die Transformations-

*} Da meine Kenntoiss der mathematischen Litterater nur nuvollkommen
ist, muss ich befirchten, dass die Citate des Textes unvollstindig sind, Ich
werde jede etwaige Berichtigung, die ich fir meine spiteren Publicationen dber
Traneformationsgruppen verwerthen kounte, mit Dank empfangen.

%) Vergleiche Camille Jordan’s {raité des substitutions; (Galois, Cauchy).
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theorie dagegen auf continuirliche Mannigfaltigkeiten bezieht, anderer-
seits darauf, dass je zwei Operationen einer Substitutionsgruppe immer
endlich verschieden sind, wihrend die Operationen einer Transfor-
mationsgruppe von continuirlichen Parametern abhingen®). In der
Theorie der algebraischen Gleichungen spielt die Substitutionstheorie
bekanntlich eine fundamentale Rolle. Dem entsprechend wird die
Theorie der Transformationsgruppe eine nicht unwichtige Rolle in der
Theorie der Differentialgleichungen spielen. Und zwar hat meine
Theorie Bedeutung nicht allein fiir solche Differentialgleichungen, die
eine Transformationsgruppe gestatten, sondern iiberhaupt fiir beliebige
Differentialgleichungen. Dies beruht wesentlich auf den folgenden
Bemerkungen. Die Frage, ob eine vorgelegte Differentialgleichung
G = 0 (oder ein System solcher Gleichungen) durch eine zweckmissige
Punkt- oder Beriihrungstransformation auf eine gewisse Form F =0
gebracht werden kann, verlangt zu ihrer Erledigung in jedem einzelnen
Falle nur solche Operationen, die man in der Integralrechnung als ausfiihr-
bar zu bezeichnen pflegt. Gestattet sowohl G =0 wie F'=0 je eine Trans-
formationsgruppe, so ist zunéchst nothwendig, dass die eine Gruppe in die
andere Gruppe iibergefiihrt werden kann. Hat man gefunden einerseits,
dass weder ¥ =0 noch G =0 eine Transformationsgruppe gestattet,
andererseits dass G = O auf die Form F == 0 gebracht werden kann,
so verlangt diese Ueberfiihrung nur ausfiihrbare Operationen. — Ge-
stattet eine Differentialgleichung oder ein System solcher Gleichungen
eine Transformationsgruppe, so dient dieser Umstand, wie ich schon
gezeigt oder jedenfalls angedeutet habe, entweder zur Bestimmung
des allgemeinen Integrals oder jedenfalls zur Auffindung gewisser aus-
gezeichneter Classen von Integralen**).

Dass meine Transformationstheorie mit der Invariantentheorie ver-
wandt ist, beruht darauf, dass sie sich mit solchen Eigenschaften von
Differentialgleichungen beschiftigt, die bei beliebigen Punkt- oder Be-
rithrungstransformationen ungeindert bleiben. Ich denke hierbei nicht
allein an die Cayley-Sylvester’sche Invariantentheorie, sondern zu-
gleich an die von Lipschitz und Christoffel angestellten (mir leider
fast unbekannten) Untersuchungen tiber die Transformation von Diffe-
rentialausdriicken.

¥) An dieser Stelle habe ich C. Jordan’s Bestimmung aller Gruppen von
Bewegungen zu nennen. Er betrachtet zwei Gruppen als iquivalent, wenn die
eipe in die andere durch eine orthogomale Transformation tbergefiihrt werden
kann. Bei meinen Untgrsuchungen werden dagegen zoei Gruppen als dquivalent
betrachtet, wenn die eine durch eine ganz beliebige analytische Transformation in
die andere ibergefihrt werden kann.

**) Die Transformationsgruppe einer vorgelegten Differentialgleichung kann un-
endlich viele Parameter enthalten. Andererseits ist wichtig zn bemerken, dass Differen-
tialgleichungen Gruppen von unendlich-deutigen Transformationen gestatten konnen.
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Die Riemann-Helmholtz'schen Untersuchungen tiber die That-
sachen, die der Geometrie zn Grunde liegen, stehen in directem Zusammen-
hange mit der Theorie der Transformationsgruppen. Helmholtz's
bekannte Note (Gottinger Nachrichten 1868, Nr. 9) beschiftigt sich
in meiner Terminologie eben mit der Bestimmung einer gewissen sechs-
gliedrigen Gruppe eines dreifach ausgedehnten Raumes¥). Die Rie-
mann-Helmholtz’schen Untersuchungen beschrinken sich auf die
metrische Geometrie, Die Theorie der Transformationsgruppen giebt
u. A. eine ihnliche eingehende Discussion der projectivischen Geometrie
eines n-fach ausgedehnten Raumes, wie ich bei einer anderen Gelegen-
heit niher nachweisen werde.

Die Geometrie beschiftigt sich bekanntlich hiufig mit Trans-
formationsgruppen, so z. B. mit der allgemeinen linearen Gruppe, mit
der orthogonalen Gruppe, mwit der Gruppe aller conformen Trans-
formationen u. s. w. In meinen ersten geometrischen Arbeiten be-
trachtete ich einige neue Gruppen. In der Note: ,Ueber die Reci-
procitiits-Verhiltnisse des Reye’schen Complexes #%) beschiftigte ich
mich mit der Gruppe aller Berihrungstransformationen, die eine
gewisse partielle Differentialgleichung 2. 0., die mit dem tetraedralen
Liniencomplexe genau zusammenhingt, invariant lassen. Sodann
untersuchte ich zusammen mit Klein, der seinerseits sich mit An-
wendungen der Substitutionstheorie auf die Geometrie beschiftigt
hatte, diejenigen Flichen, die durch zweifach unendlich viele permu-
table lineare Transformationen invariant bleiben ***). Ferner bestimmte
ich in einer Arbeit fiber Complexe (Math. Ann. Bd.V.) u. A. eine
wichtige neue Gruppe, nimlich den Inbegriff aller Berihrungstrans-
formationen, bei denen Kriimmungslinien invariante Curven sind;
ich zeigte, dass diese Gruppe durch eine merkwiirdige Berithrungs-
transformation in die allgzemeine projectivische Gruppe des Raumes
" umgewandelt werden kaun. Endlich entwickelte Klein in der Pro-
grammschrift: ,, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische
Forschungen®+) die Auffassung, dass sich die Methoden in der Mathematik
insbesondere in der Geometrie in vielfacher Hinsicht durch die Trans-
formationsgruppe charakterisiren lassen, welche sie adjungiren, d. k.
durch die Gruppe derjenigen Aenderungen, welche, im Sinne der jedes-
maligen Methode, als unwesentlich betrachtet werden.

Bei Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen 1. O.
bemerkte ich, dass die Formeln, die in dieser Disciplin aaftreten, bei An-
wendung des Begriffs der infinitesimalen Transformation einer bemerkens-

*) Klein verdanke ich die Kepntuniss dieses Umstandes wie auch der Note.
*%) Gottinger Nachrichten, Jannar 1870.
#3#) Comptes Rendus 1870, Math. Apn. IV,

+) Erlangen, 1872.
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werthen begrifflichen Auffassung zuginglich werden. Insbesondere
steht das sogenannte Poisson-Jacobi’sche Theorem, wie auch die
bekannte Jacobi’sche Identitit, in genaunstem Zusammenhange mit
der Theorie der Zusammensetzung infinitesimaler Transformationen®),
Durch Verfolgung dieser Bemerkung kam ich zu dem’ iiberraschenden
Resultate, dass alle Transformationsgruppen einer einfach aunsgedehn-
ten Mannigfaltigkeit dvrch Einfithrung von zweckmissigen Variabeln
auf die lneare Form reducirt werden konnen, wie auch, dass die Be-
stimmung aller Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigheit
durch die Integration von gewthnlichen Differentialgleichungen geleistet
werden Lamn. Diese Entdeckung, deren erste Spuren auf Abel und
Helmholtz zuriickzufithren sind, ist der Ausgangspunkt meiner viel-
jihrigen Untersuchungen iiber Transformationsgruppen gewesen.

Meineerste Publication {iber diesen Gegenstand (Géttinger Nachrichten
1874, Nr. 22) enthilt nicht allein ein Resumé aller Resultate der gegen-
wirtigen Abhandlung, sondern zugleich die Bestimmung aller Gruppen
von Beriihrungstransformationen einer Ebene, wie auch Andeutungen
hinsichtlich der Anwendungen meiner Theorie auf Differentialgleichungen.
Eine ausfiihrlichere Redaction meiner wichtigsten Resultate gab ich
sodann in fiinf Abhandlungen*#), die in dem norwegischen , Archiv
for Mathematik og Naturvidenskab® Bd. 1, 3 und 4, gedrackt sind.
An derselben Stelle gedenke ich einerseits die Theorie eines #-fach
ausgedehnten Raumes, insbesondere diejenige des gewthnlichen zu ent-
wickeln, andererseits Anwendungen meiner Theorie auf Differentialglei-
chungen zu machen. Eine erste solche Anwendung gab ich bereits in der
Abhandlung: ,,Classification der Flichen nach der Transformationsgruppe
ihrer geoditischen Curven®, Universititsprogramm, Christiania 1879.

Indem ich schliesse, kanu ich die folgende Bemerkung nicht zuriick-
halten. Bei meiner Definition des Begriffs Transformationsgruppe
forderte ich ausdriicklich, dass die Transformationen der Gruppe sich
paarweise als inverse Operationen zusammenordnen lassen sollen.
Diese Forderung wird von dem Inbegriffe aller Transformationen, die
eine Differentialgleichung invariant lassen, von selbst erfiillt.

Christiania, December 1879.

*) Man trifft jetzt zuweilen die Auffassung: die beriihmte Jacobi'sche Iden-
titat habe nur einen untergeordneten Werth., Hierzu méchte ich bemerken, dass
diese Identitat die analytische Grundlage meiner Transformationstheorie bildet.

*%} In diesen Vorarbeiten haben sich mehrere Ungenanigkeiten in den Be-
weisen eingeschlichen. Auf einige solche Fehler in den beiden ersten in Christiania
gedruckten Arbeiten machte mich Mayer gelegentlich aufmerksam. Wenn man
ausgedehnte Theorien, die durch gemischte Methoden gefunden sind, bei der Re-
daction in die Sprache der reinen Analysis Gbertrigt, so ist es schwer, Ungenauig-
keiten in den Beweisen zu vermeiden.



