
Ueber eine geometrische Verwandtschaft filnften Grades. 

Von H. MilLLER in FREIBURG i. I{. 

Im 62. Bande des Crel le ' schen Journales hat O. H e s s e  folgende 
Aufgabe behandelt: 

Es seien in zwei Ebenen E und G zwei Gruppen l~l P2 P2 �9 �9 �9 P7 
und q, q2 q3 �9 �9 �9 q7 yon je 7 Punkten gegeben. Marl soll diej,enigen 
Paare yon Punkten p und q finden, fiir welche die Bedingung: 

P (P, P 2 P 3 . . . P 7 )  proj. q(q, q.~ q3- .  �9 q7) 
erfiillt isL 

Es existiren bekanntlich drei solcher Punktepaare. Setz~ man 
zwischen zwei ebenen Systemen in E und G eine Verwandtschaft zwei- 
ten Grades. lest, so dass die Punkte Pl P2 . . . .  P7 in /~ den Punkten 
q, q2 . . . .  q7 in G der Reihe nach en~sprechen~ so sind je zwei 
Punkte p,  q eines der genannten Punktepaar% zugeordnete Hauptpunkte 
der beiden Systeme. 

Die Aufstellung der durch die Paare Pl ql, P~ q2 �9 �9 ~ P7 q7 ent- 
sprechenden Punkte bestimmten Verwandtschaft zweiten Grades zwi- 
schen E und G kann dutch die Aufeinanderfolge yon mehreren 
linearen Constructionen erreicht werden*). Darauf ergeben sich dann 
die Hauptpunkte in dem einen der beiden Systeme als gemeinsame 
Punkte zweier colliaearer Systeme oder als Durchschnittspunkte zweier 
Kegelschnitt% yon denen ein gemeinsamer Punkt bekannt ist. Hier- 
durch ist eine synthetische LSsung der oben genannten~ yon H e s s e  
analytiseh behandelten Aufgabe, gegeben. 

Man kann nun dieselbe Frage dadurch~ dass man sie mit zwei 
andern in Zusammenhang bringt~ direct~ das heisst ohne Zuziehung 
der Verwandtschaft zweiten Grudes~ 15sen. 

Die beiden hufgaben, welche zur LSsung der ursprfinglich gegebe- 
nen fiihren, sind die folgei/den: 

*) S c h r o e t e r ,  Cre l le ' s  J. Bd. 62. Reye ,  Sch loemi l ch ' s  Zeitschrift. Bd. X. 
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1) I n d e n  Ebenen E und G sind zwei Gruppen p, P 2 P : ~ P l P ~  und 
q, q2 q:~ q4 q5 yon je 5 Punkten gegeben. Jedem Punkte p in E ent- 
spricht bekanntlich ijn Allgemeinen ein einziger Punkt q ii, G, so dass: 

P (lh P., �9 �9 P~) proj. q ( q ,  q.~ . . q : , ) .  

Durch diese entsprechenden Punkte p und q ist eine VerwandV 
schaft zwischen den ebenen Systemen ~ uud G festgestellb~ welche 
nilher untersucht werden soll. 

2) In E und G seien zwei Gruppen P t /h  ". �9 P~ und q, (/~ . . .  q~ 
yon je 6 Punkten gegeben. Welches iss der geometrische Ort der 
Punkte p und q~ wenn dieselben der Bedingung: 

p ( p ,  p,~ . . . p , )  proj. q ( q ,  q~ . . . q,~) 
geniigen sollen. 

Diese Punkte sollen nun im Folgende~ behandelt werden. Ausser- 
dem befindet sich in w 3. noch die Angabe einer besonders einfachen 
Construction der durch 9 Punkte bestimmten Curve drifter Ordnung 
und des durch 8 Grundpunkte eines Bfischels solcher Curven bestimm- 
ten neunten Grundpunktes. 

w  

Um die Aufgabe 1) zu behandeln, beziehen wir zun~chs~ zwei 
Punktsysteme s und s, in E uad G collinear aufeinander, so dass den 
Punkten ~v, p~ P3 P4 in s die Punkte q, q2 q~ qJ in s t entsprechen. 

Sod~nn beziehen wit in denselben Ebenen /~J und G zwei Systeme 
a und a t collinear auf einander, so d~ss die p,  P3 ~v4195 in a den Punk- 
ten q~ q:~ q, q~ in a t entsprechend sind. 

Soll nun zu einem beliebigen Punkte p in E der Punkt q in G 
gesucht werden, so (lass 

~ (p ,p~ . .p .~ )  proj. q(q, q~.. 'q~), 
so hat man zu bestimmen: 

1) Den Kegelschni~t H,  welcher im Sys~eme sj dem als zu s ge- 

hSrig betrachte~en Kegelschnitt p p, P.2 P3 P~ entspricht. 
2) Dem Kegelschni~t J~ weleher im Sysieme a 1 dem als zu 6 ge- 

hSrig beirachteten Kegelschnitt/J P2 P3 P4 P:, entspricht. 
R und L haben die drei Punkte q., q3 q4 gemein. ]hr vierter 

Sehnit~punkt is~ der gesuchte Punki q. 
Besondere F~ille. Dem Punkte p, in E entsprechen in G die Punkte 

eines Kegelschnitts Ll,  welcher dutch q~ q3 q4 q~ geh~, aber Pl nicht 
enthiilL L l kann mit Benutzung der collinearen Systeme a und aj con- 
struir~ werden oder auf andere bekannte Arten*); 

~)'Cremona, ebene Curven Nr. 62. 
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Ebenso eldsprcchel~ den Punkten P2 P:,/o~ P5 in /~' beztiglich die 
Punkte yon Kegelsehnitten L2, L:~, L~. L~, welche auch nur je 4 yon 
den 5 Punkten ql q2 �9 �9 (15 enthalten. 

Ferner entsprechen den Punkten ql q.~.. q~ in G, respective die 
Punkte yon 5 Kegelschnitten Rj R 2 . .  II~ in E. 

Allen Punkten des Kegelschnitts Pl P2P:~ P~ P~ in /~ entspricht in 
G ein einziger Punkt, welcher mit ql:, bezeiehnet werden soll. Der- 
selbe wird erhalten als vierter Durehschnittspunkt der beiden Kegel- 

schnitte, welche in '~l und al dem Kegelschnitt p~ p~p:~p~ P5 entspre- 
ehen, wenn der letztere naeh einander als den beiden Systemen s und 

angehSrig betrachtet wird. 
Ebenso entspricht den Punkten des Kegelschnitts ql q~ q:~ q~ q.~ in 

G ein einziger Punkt/015 in E. 
Es ist leicht zu sehen, dass alle Kegelschnitte L , . . .  L~ durch 

ql~) und R 1 . . .  R:, durch Pt:, gehen. 
Wir lassen nun den Punkt p gerade Linien auf E beschreiben und 

frugen, welche Curven der yon p eindeutig abhitngende Punkt q in G 
beschreibt. 

a) p bewege sich auf der Geraden p~ p:~. F~llt p mit p.~ oder P3 
zusammen, so entsprechen ibm beziiglieh alle Punkte der Kegelschnitte 
L~ oder L 3. Is~ aber p yon P2 und P3 verschieden, so muss der ent- 
sprechende Punkt q offenbar auf q2 q3 gelegen sein. Um ihn zu fin- 
den~ braucht man z. B. nur den Kegelschnitt M zu construiren, welcher 
durch qz q3 q~ q5 geht und tiber diesen Punkten das Doppelschnittver- 
h~ltniss P(~l P3 P41~.~) fasst. 

Bewegt sich p, so bilden die Kegelschnitte M ein mit der yon p 
beschriebenen Punktreihe projeetivisches Kegelschnittbfischel. Daher 
bilden die Schnittpunkte der Kegelschnitte dieses Biischels mit der 
durch einen der Grundpunkte q3 gehenden Geraden q~ qa auch eine 
Punktreihe, welehe mit der yon p besehriebenen projectivisch ist. 

Ebenso entspricht jeder Geraden in E ,  welehe irgend zwei p~ p~ 
der Punkte p~p~. ,  p~ verbindet~ eine Gerade in G, welche durch die 
entsprechenden Punkte q~ q, geht, und diese beiden Linien sind durch 
die Punkte p q projectivisch auf einander bezogen. 

Zu dieser Linie sind dann noch die zwei Kegelschnitte L~ und L, 
zu rechnen, welche den Punkten p~ und p~ selbst entspreehen, so dass 
die drei Curven eine zusammengesetzte Curve fiinfter Ordnung bilden, 
welche in q~ q~ q~ q~ q~ und q~ Doppelpunkte hat: 

b) p bewege sieh auf einer zum Beispiel durch p~ gehenden Ge- 
raden C, welche keinen andern der Punkte / ~ . . .  p~ enth~lt. Die 

Kegelschnitte s p~ p~ pa ~oa und p p~ _Pa P~ ~v~ bilden, w~hrend p sich auf 
C bewegt~ zwei dureh diesen Punkt projectivisch auf einander bezogene 
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Kegelschnittbiischel. Dasselbe finder demnach mit den Kegelschnitten 
H und J start, als deren vierten Durchsehnittspunkt man den Punkt q 
erhiLlt. 

Die beiden Biischel der Curven H und J haben 3 Grundpuukte 
q2 q3 qJ gemeinsam. Die entsprechenden Curven derselben schneiden 
sich also nach bekannten S~itzen*) auf eitler Curve vierter Ordaung, 
welche in q2 q~ q+ Doppelpunkte hat. 

Aus dem vorigen a) sieh~ man leicht, dass die beiden Kegelschnitte 
dieser Biischel, welche in zwei Gerade zerfallen (yon denen jeweils die 
eine q.~ qL ist) sich entspreeheu. Man braucht n~mlich nur zu bedenken, 

(lass dem Durchschnitt yon C uu(] p~ 21 in G ein yon q:l trod q4 ver- 

schiedener Punkt der Geraden q:~ ql entspricht. 1)erselbe muss auf 
zwei entsprechenden Kegelschnitten H,  J liegen~ und diese enthalten 
daher beide die Gerade q3-q~. 

Diese Gerade q3 ql ist abet der Frage fremd. Sie wurde nur 
dadurch erhalten~ dass wir zur Construction yon q specielle Systeme 
collinear auf einander bezogen, in welchen die urspriinglich gleich- 
wer~higen Punkte Pl - - �9 P~, qt �9 �9 �9 q~ ill verschiedener Weise ver- 
wendet waren. 

Es b]eibt also noch eine Curve D drifter Ordnmjg tibrig, welche 
einfach durch ql, q J~ ql, q~, geht trod in q2 einen Doppelpuukt hat. 
D geht aber auch durch qls~ denn dieser Punkt ist demjenigen Punkt 

yon E entsprechend, in welehem C yon dem Kegelsc]mitt PI~.2RaP~-P5 
zum zweiten Male geschnitten wird. 

Wie die durch p~ gehende Gerade C durch einen weitern Punkt 
m auf ihr bestimmt ist, so sind aUC]l die Punkte ql q2 q~ q4 qs, ql:), n, 
yon denen ql:, ein Doppelpunkt yon D ist, und n dem Punkte m in E 
en~sprechen soll, zur Bestimmung der Curve D vollstiLndig hiureichend. 
C und D sind durch die Punkte T~ q projectivisch auf einander be- 
zogen. 

F:,Lllt p mit den zweiten Durchschnittspunkten yon C und den 

Kegelschnitten .RI, l~a, 1~4~ Rs' , plp21):~ptp5 zusammen~ so geht ff 
beziiglich dutch die Punkte q,, q~, q~ qs, qJ~. 

F~illt dagegen p mit einem der beiden Schnittpunkte yon C und 
/t~ zusammen, so befindet sich q im Doppelpunkt q~. Durchl~iuft 
die Streeke zwischen diesen beiden Schnittpunkten, so durchl~iuft q die 
Sehleife des Doppelpunktes. 

Dem Punk~e p~ yon C selbst entspricht der Kegelschnitt L~ in G, 
welcher D ausser ia den Punkten q~, qa, q+, q~, q~ noch in einem 
weitern Punkte x triif~, dea man, wenn ~ur auf die projectivische Be- 

�9 ).0remona., ebene Curven w I0. 
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ziehung yon C und D gesehen wird, auf dieser Curve als p~ entspre- 
chend zu nehmen hat. 

D and L 2 bilden wieder eine zusammengesetzte Curve fiinfter 0rd- 
hung, welche in q l ,  q2, q3, q l ,  qs,  ql5 Doppelpunkte hat. 

Daher der Satz: 
Einer durch pj gehenden Geraden C in E entspricht in G eine 

Curve drifter Ordnung D,  welehe dutch die 6 Punkte ql �9 �9 . qs, ql~ 

geht und in qr einen Doppelpunkt hat. Ausserdem aber noch fiir den 
Punkt p~ selbst tier Kegelschnitt L~. 

c) Die Gerade C soll durch keinen der 5 Punkte Pl -P~ �9 .-P5 gehen. 
Wir denken uns C als perspectivisehen Durchschnitt zweier pro- 

jectivisehen Strahlbiischel mit den Mittelpunkten P2 und pa, in denen 

demnaeh die Gerade /o~ P3 sich selbst entsprechen muss. Der Punkt 

p auf C wird durch zwei entsprechende Strahlen P2 P ,  P~.P projicirt. 
Diesen beiden Strahlen eutsprechen in G zwei Curven D und / '  drifter 
Ordnung, welehe dutch qt q ~ ' '  q~ ql. ~) gehen und yon denen D in q, 
und F in q3 einen Doppelpunkt hat. D und F kSnnen sieh daher nur 
in einem weitern Punkt q schneiden, welcher dem Punkte io in E ent- 
sprieht. Bewegt sieh/~ auf C, so beschreiben D und F projectivische 
Curvenbiischel drifter 0rdnung. Die entsprechenden Curven dieser 
Biischel schneiden sich auf einer Curve seehster Ordnung~ welche in 
q l ,  q4, q~,, q~,~ Doppelpunkte hat und in q: ,  q3 dreifache Punkte. Man 
sieht aber, dass diejenigen Curven drifter 0rdnung, welche in beiden 
Biiseheln der Geraden /)~ p~ und somit sieh selbst entsprechen~ beide 

die Gerade q2 q3 enthalten. Diese Gerade hat wieder mit unserer Frage 
niehts zu thun. Es bleibt daher der Satz: 

Einer Geraden C in E ,  welehe dureh keinen der fiinf Punkte 
Pl P2 P~ P4 P~ geht, entsprieht in G eine einfache Curve S fiinfter Ord- 
nung, welche in ql, q2, q3, q~, qs, ql5 Doppelpunkte hat. 

Die Curven C und S sind dutch die Punkte p und q projectivisch 
auf einander bezogen. F~llt io mit einem der Durchschnittspunkte yon 
C u n d / ~  zusammen~ so befindet sich q in dem Doppelpunkte qr und 
durchliiuft ~v die Streeke zwischen diesen beiden Punkten, so be- 
schreibt q ~lie Sehleife des Doppelpullktes q~. 

Fi~llt aber p mit einem tier beiden Schnittpunkte yon C und 

Pl/%/%/~4 P~ zusammen, so befindet sich q im Doppelpunkte q~5 und 
wiihrend p die zwischen den beiden Punkten gelegene Strecke durch- 
l~uft, muss q die Sehleife des Doppelpunktes q~5 durchlaufen. 

Die Gerade C ist durch zwei ihrer Punkte m u n d  m~ bestimmt. 
Ebenso ist S bestimmt dutch die entsprechenden Punkte n und n I in 
G zusammen mit den 6 festen Doppelpunkten. Die Verwandtschaft 
der Sys~eme E und G i s t  also yore fiinften Grade, 
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w  

Um die zweite Frage zu behandeln, nehmen wit in/~J und G zwei 
Gruppen Pl P2 �9 �9 .P~ und ql q~ �9 �9 �9 q~ vow je 6 Punkten. 

Wie die Punktgruppen p j . . . P r ,  und q l . . .  q~ zur Construction 
der Punk~e pj~ und qfn Veranlassung gaben~ so entstehen auf dieselbe 
Weise aus den Gruppen p~ p:~ . . p~ und q~ q.~ . . qG die Punkte 2~2 G und 
q.~, ferner aus p:~. -PGPt und qa �9 �9 q, ql die Punkte P3J und q31 etc. 
Wir nehmen ferner einen Punkt p in /yJ und bestimmen zwei Punkte 
m und n in G dutch die Bedingungen: 

m(qt, q~, q:~, q4, qs) proj. p(l>~, p._,, p~, 2)4, 2)~), 
n(q.,, q:~, q~, q.~, q(;) proj. 1)(P2, P'a, .P4, P~, P~). 

Sodann legen wit dutch/92 eine Gerade Cj. Den Punkten/)  dieser 
Geraden entsprechen in G: 

l) Die Punkte m einer Curve drifter Ordnung M ,  welche dutch 
ql~ ft.~, q:3, fl~ qs~ flJ5 einfach geht und in q2 einen Doppelpunkt hat. 

2) Die Punkte n einer Curve drifter 0rdnung N,  welche dutch 
qa qa q~ q~ q~ einfach geht und in q~ einen Doppelpunkt hat. 

M und N schneiden sich daher noch in zwei Punkten 2 und #. 
Von diesen beiden Punkten, z. B. von ~, soll bewiesen werden~ 

dass 

wo O ein noch zu bestimmender Punkt der Geraden C ist. 
Zuniichst ist Mar, dass ~ als Punkt yon 3 / u n d N  zwei Punkte 

g ,  cp (deren Zusammenfallen aber bewiesen werden soU) zugehSren, so, 
dass 

und 
;t (q~ q3 q4 q5 q~) proj. cp (p~ p~ P4 P~ P~). 

Daraus folgt: 
(q~ q~ q4 q~) proj. ~ (p~ p:~/)4 P~) proj. ~ (p~ 1)~ lh P~). 

und 90 liegen daher auf dem durch pz Pa P~ P~ gehenden Kegelschnitt, 
welcher fiber diesen 4 Punkten das Doppelschnittverhiiltniss ~(q~ qa q~ qs) 
fasst. ~ und 9 ~ fallen daher mit dem zweiten Schnittpunkt (ausser q~) 
yon C und diesem Kegelschnitt zusammen. 

Zu dem Punkt ~ in G gehSrt also ein einziger Punkt in E ,  so dass 
;t(q, q ~ . . .  q~) proj. q ( p , / ) ~ . . . p , ) .  

Ein analoger Punk4 gehSr~ auch zu ~. 
Lassen wir C sich um p: drehen, so entstehen'zwei Curvenbfischel 

drifter Ordnung der Curven M und N~ welche zugleich projectivisch 
auf einander bezogen sind. Unter den festen Grundpunkten ist ein 
gemeinsamer Doppelpunkr fiir alle Curven beider Bfischel und drei 
gemeinsame einfache Punkte. 
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Die projectivischen B[isehe] erzeugen daher eine Curve sechster 
Or&lung mit einem vierfachea Punkt iu q.~ und drei Doppelpunkten 
in q:~ ql q:,, welche ausserdem einfach durch q, und q~ geht. 

Diese Curve ist ~ber nicht einfach. .L:,~sst man nSmlich C die 

Lage 1~ p:~ annehmen, so sieht man, dass die entsprechenden Curveu 
M und N beide die Gerade qe q:~ enthalten. Dieselbe ist also ein Theil 
jener Curve scchster Ordnung. Dasselbe ist der Fall mit den Geraden 

q.: qa und ~/., qs. Diese 3 Linien sind aber unserer Frage fremd und 
nur durch die Besonderheit der angewandten Constructionen in das 
[4esulta~ hereingekommeu. 

Von dem Ort der Durchsehnittspunkte entsprechenden Curvea 
bleibt also noeh eine Curve B drifter Ordnung iibrig, welche einfach 
dutch ql,  q'~, q:~, q,~ q~, q(, gehL Die Curve B geht auch durch die 
6 Punkte ql", q'2~." ", welche dadurch erhalten werden~ dass man yon 
den 6 Punkten qi q2 �9 �9 �9 qt; immer eineu auslKsst und denjenigen Punkt 
sucht, weleher yon den ftinf iibrigen gerade so abh[~ngt, wie ql~ yon 

ql q~- q3 q4 q:." 
Jedem Punkte X der Curve B entspricht ein einziger Punkt 

in E. Die Punkte 0 ]iegen ebeuso auf einer Curve drifter Ordnung A, 
welche durch Pl P.2 �9 �9 �9 P, und P15, P~, �9 �9 �9 geht. 

Anmerkung.  Es kann auffallen, dass auf der durch p.~ gehenden 
Geraden C urspriingHeh nur zwei Punkte (~ erhalten wurden~ wiihrend 
doch offenbar diese Punkte auf der Curve A drifter Ordnung liegen. 
Dies erkl~r~ sich daraus, dass p~ selbst der dritte Schnittpunkt yon A 
und C ist und der diesem Punkt zugeh5rige 6 als Durchschnit~ yon M 
und N nicht erhalt~n wurde, weil ja yon dem vollstiindigen 0r t  der 
Puukte m oder n~ welche den Punkteu p yon C entsprechen, immer 
ein fester Kegelsehnitt weggelassen wurde. Doch ist auch der Punkt 
a in B enthalten, denn, zieht man die Tangente an A im Punktep.z, 
und nimmt dieselbe zur Linie C, so fiillt ether der beiden Punkte 
mit p~ zusammen und daher der entsprechende it in B m i t  a. 

w  

Dutch das Bisherige ist es nun leicht, die drei Punktepaare a[J, 
at/~l , a2/J~ zu finden, ftir welche 

 (pl . . . .  proj .   (ql . . . .  qT) u. w .  

Die Punkte Q, it, fiir welche die Bedingung gilt: 

liegen auf zwei Curven drifter Ordnung A und B. 
Die Punkte 01, it1, fiir welche 

r ~ . .  p~ pT) vroj. X, (q~ q~. �9 q~ q~), 

liegen ebenso auf zwei Curven A' und B'. 
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A und A' haben die Punkte p~ 2~3 P4 ~ P(; und p~ gemeinsam. Sie 
schneiden sieh in drei weitern Punkten a,  at ,  a~. Diesen 3 Punkten 
mtlssen in der Ebene G drei Punkte fl~ ill, /32 entspreehen, welche 
sowo}fl auf B als auch auf I/9 liegen. 

Sie sind daher die Punkte, welche B und B 1 ausser q2q3q4 q5 q~ q26 
gemein haben. 

Je zwei zugehSrige dieser Punkte, z. B. a und /3 erffillen daher 
die Bedingung : 

a (10, P2 . . . .  I~7) proj. /3 (q, q2 . . . .  qT). 
Bei der analytisehen Behandlung der Aufgabe yon Hesse  treten 

die drei Punktepaare als Durchschnittspunkte zweier Kegelsehnitte 
auf, welehe einen bekannten .gemeinsamell Punkt haben. Hier da- 
gegen s tellen sieh diese Punkte als Durehschnittspunkte yon Curven 
drifter ()rdnung dar, welehe 6 bekannte gemeinsame Punkte haben. 
Diese beidon Construetionen ]assen sieh aber leicht auf einander zurtiek- 
fiihren. 

Hat man n~imlich zwei Curven drifter Ordnung A und A', von 
denen qnan fii~f ge~neinsame _Punktc kennt, so lass~ sich au f  verschie- 
dene Arten zwei Kcgelschnitte angeben, welche die 4 iibrigen Schnitt- 
punktc von A und A' 9emein haben. 

Die Mittel zu dieser Zuriickfiihrung bietet die Verwandtschaft zwei- 
ten Grades. 

Zwei Systeme E und 'E I in derselben Ebene seien iri einer sol- 
chea Verwandtschaft. a, b, c seien die Hauptpunkte im System E I. 

Dann entspricht einem Strahlbiischel mit dem Mittelpunkt o in E 
ein projectivisches Kegelschnittbiisehel in "Ej. Die Grundpunkte des 
letzteren sind a, b, c und der Punkt eo,~welcher in E l dem Punkte o 
entsprieht. Die beiden projectivisehen Biischel sehneiden sich in einer 
Curve A drifter 0rdnung. 

Einem andern Strahlbiischel in /~, mit dem Mittelpunkt o I ent- 
spricht in E 1 ein Kegelsehnittbiischel (a b c col). Beide schneiden sieh 
in einer andern Curve drifter 0rdnung A~. A und A i haben nun 
gemeinsam: 

1) Die Punkte a, b, c. 
2) Die Punkte, in denen o oj you dem dieser Geraden in /~1 ent- 

sprechenden Kegelsehnitt getroffen wird. 
Alle weitern A und Aj gemeinsamen Punkte a sind solche, in 

denen entsprechende Punk~e der Systeme E und Ej zusammenfallen. 
Diese sieh selbst entsprechenden Punkte a sind aber vier und 

kSnnen aueh als gemeinsame Punkte zweier Kegelsehnitte erhalten 
werden, wie folgt: 

m n p seien die den Punkten a b c zugeordneten Hauptpunkte 
in E, 
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Dem Strahlbfisehel mit dem Mittelpunkt m in E entspricht ein 
projectivisches Strahlbiischel ill E t m i t  dem Mittelpunkt a. Beide er- 
zeugen einen Kegelschaitt 1~. Ebenso erhi~lt man durch die sich ent- 
spreehenden Strahlbiischel n und b einen andern Kegelschnitt R t. /~ 
und R~ schneiden sich in 4 Punkten a, welche in E und E, sich selbst 
entsprechen. 

Sind nun die beiden Curven drifter 0rdnung A und" A t gegeben 
und ffinf a, b, c, d, e ihrer Durchschnittspunkte bekannt, so kommt 
es darauf an, zwischen zwei Systemen E und E l eine Verwandtschaft 
zweiten Grades festzusetzen, so dass A und A' beide dutch entspre- 
chende Strahl- und Kegelschnittbiischel in E und E, erzeugt werden. 

Hierzu bediirfen wir des Satzes: 
Zwischen zwei ebenen Systemen ist eine Verwandtschaft zweiten 

Grades bestimmt, wenn man die zugehSrigen Hauptpunkte m n p und 
a b c beider Systeme w~hlt und ausserdem festsetzt, dass einer belie- 
bigen, nieht durch m, n, p gehenden Geraden G in E ein beliebiger 
durch a b c gehender Kegelsehnitt / t  entspricht. 

Beweis.  G schneide die Seiten ran, ~nl~ , n T in den Punkten ~, v, t~. 
Nimmt man auf G einen weitern Punkt o an, sucht sodann auf/~ einen 
Punkt o I , so dass auf G und ~ die beiden anharmonischen Verh~ltnisse 
(o ~ v re) und (o I c b ~) gleieh sind und bezieht man die Systeme E und 
E t so auf einander, dass m n p  und a b c der Reihe nach zugeordnete 
Hauptpunkte in beiden Systemen sind, wi~hrend ausserdem die Punkte 
o u n d o  I sich entsprechen, so ist leicht zu sehen, dass die Linie G 
yon selbs~ dem Kegelschnitt /~ entsprichL 

Um nun die Aufgabe selbst zu 15sen, seien wieder A A s die ge- 
gebenen Curven mit den bekannten gemeinsamen Punkten-a, b, c, d, ~'. 

Die Linien a b, bc:  a c, d e  mSgen die Curven A und A t beziig- 
lich in den Punkten 7 7 t ,  a a l ,  tiff1, oo, zum dritten Male schneiden. 
Dann sind alle diese Punkte bekanntlich durch lineare Constructionen 
zu finden. 

�9 1 ~, m, n seien beziiglich die Schnittpunkte der Linienpaare ~,o 

und 71o, ,  ao  und a jo l ,  ~o und tirol. 
Man setze nun zwisehen zwei Systemen ~ und ]~t eine Verwandt- 

sehaf~ zweiten Grades lest, so dass m n p  und a b c die zugeordneten 
tIauptpunkte jn ]~ und E l sind und der Geraden oo~ der Kegelsehnitt 

a b c d e entsprieht. 
Das Strahtbfisehel mifi dem Mittelpunkte o in E und das entspre- 

ehende Kegelsehnittbiisehel in E L erzeugen eine Curve drifter Ord- 
hung, welehe zunEehst die Punkte o a b c d e enth~lt. Auf dieser Curve 
liegen aber aueh die Punkte a,  ~ ,  7 ,  denn der Geraden m o  in E en~. 
sprich~ in E~ ein in zwei Gerade zerfallender Kegelsehnitt, yon dem bc 
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ein Theil ist, und a als Durchschnittspunkt yon mound  bc muss dem- 
nach der Curve drifter Ordnung angehSren. Ebenso sieht man, dass 
aueh ~ und 7 auf dieser Curve liegen. Eine Curve drifter 0rdnung, 
welche mif dot gegebenen Curve A die Punkfe o a b c d e a ~ 7 gemein 
hat, muss aber offenbar mit ihr zusammenfal]en. Ebenso wird gezei~, 
dass der Biischel 01 in E und der ihm entspreehende Kegelsehniff- 
bfischel in E 1 die Curve A l erzeugen. Die Punkte, welche ausser 
a b c d e den beiden Curven gemeinsam sind, mfissen also diejenigen 
sein, welche in den Sysfemen E und E, sich selbst entspreehen und 
kSnnen naeh dem frfihern als die Durchschnittspunkte zweier Kegel- 
schnJ~te 1~ und R 1 erhalten werden. 

Es mag nur noeh mit wenigen Worten eines besonderen Falles 
gedacht werden, der allerdings zu der vorliegenden Unfersuchung keine 
Beziehung mehr hat. 

Sind yon zwei Curven drifter 0rdnung 8 Sehniffpunkte bekannt, 
so kennt man yon den oben genannfen Kegelschnitten /~ und /~l sehon 
3 Punkfe. Der vierte kann nun linear construirt werden. Man sieht 
daher, dass im Vorhergehenden die LSsung der Aufgabe enthalten ist~ 
den neunten Punkt, in welchem sieh zwei dutch 8 gegebene Punkte 
gehende Curven drifter 0rdnung noch schneiden, linear zu construiren. 

Nur siehf man aus den bisherigen Betrachtungen nicht ein, dass 
alle dutch diese 8 Punkfe gehenden Curven drifter 0rdnung denselben 
neunten mit einander gemein haben. 

Um aueh dies zu erSrtern, benufzen wit den folgenden Satz~ der 
sehr leichf zu beweisen isf. 

Man kann zwischen zwei ebenen Sysfemen E und E 1 eine Ver- 
wandfsehaf~ zweiten Grades dadurch festsetzen, dass man bestimmf: 
4 Linien in E ,  yon denen keine drei dutch denselben Punkf gehen, 
sollen vier durch die Punkte a b c gehenden Kegelschnitten in E l enf- 
spreehen, yon denen keine drei einem Btischel angeh5ren, a b c sind 
dann die Hauptpunkfe in E,. 

Seien nun a b c d e f g h die gegebenen 8 Punkte. Man beziehe 
die Sysfeme E und Ej in einer Verwandfsehaff zweiten Grades so auf 
einander, dass den Geraden ~ ,  df, e f ,  gh in • die Kegelschniffe 
a b e  de ,  a b e  d f,  a b e  e[~ a b e  g h  entspreehen. 

de f sind dadurch offenbar zu sieh selbsf entsprechenden Punkfen 
in E und E,  gemach~. 

A sei nun eine beliebige, dureh die 8 Punkfe gehende Curve drif- 
ter Ordnung, welche die Gerade gh in dem Punkt o zum dritfen Male 
tritR. Dann wird A offenbar durch das Sfrahlb~ischel o in E und das 
ihm in /~, enf~preehende Kegelschniffbiischel erzeug~ und muss daher 
dureh den vierten in den beiden Sysfemen sieh selbsf entsprechenden 
Punkf a gehen. 
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L~sst man o sich auf der Geraden g h bewegen, so erh~lt man alle 
Carven des Curvenbiischels, welches durch die 8 Punkte a b . . . .  g h 
bestimmt ist und den gefundenen Punkt a als neunten Grundpunkt 
enthiilt. 

Bestimmt man unter diesen Curven diejenige, welche durch einen 
beliebigen Punkt i geht, so hat man eine Construction der durch die 
9 Punkte a b c . . .  g h i bestimmten Curve drifter 0rdnung. Zu diesem 
Zwecke ist nur nSthig, den Punkt o so zu bestimmen, dass dem durch 
o gehenden Strahle o i in E ein durch i gehender Kegelschnitt in E 1 
entsprich& Um diesen Punkt zu finden betrachte man das Strahl- 
btischel mit dem Mittelpunkt i in E. Demselben entspricht in E 1 ein 
Kegelschnittbiischel projectivisch. Dem durch i gehenden Kegelschnit~ 
dieses Biischels in E 1 entspricht daher in E ein durch i gehender 
Strahl, welcher offenbar der gesuchte Strahl o i ist. Der Durchsehnitt 
o dieser Linie mit gh ist der dritte Durchschnittspunkt der Curve drif- 

ter 0rdnung a b c . . .  g h i mi~ der Geraden gh. 

w  

Legt man die Ebenen E und G (w 2.) auf einander, so hat man 
in derselben Ebene zwei Systeme E,  E 1, zwischen welchen jene Ver- 
wandtschaft fiinften Grades besteht. 

Man kann nun nach den Punkten fragen, welche in beiden Sy- 
stemen sich selbst entsprechen, das heisst fiir welche 

m(.Pl P2 P3 P4 Ps) proj. m(qt q2 q.~ q4 qs) . 
Zuniichst soll der Punkt p~ noch weggelassen und die Punkte n ge- 
sucht werden~ ffir welche die Bedingung: 

n(1), ~02~3P~) proj. ~(q, q~ qa q4) 
besteht. 

Denkt man sieh diesem Doppelschnittverh~ltniss einen bestimmten 
Werth gegeben, so befinden sich die diesem Werthe zugehSrigen Punkte 
n auf zwei Kegelschnitten R und L ,  welche beziiglich durch PtP~P3 P4 
und qj q2 qa q4 gehen and fiber diesen Punkten das gegebene Doppel- 
schnittverh~ltniss fassen. 

Liisst man den Werth des Doppelschnittverhiiltnisses sich ~indern, 
so beschreiben/~ und L projectivische Kegelschnittbiischel. Die Durch 
schnittspunkte der entsprechenden Curven dieser Bfischel liegen auf 
einer Curve vierter 0rdnung V, welche alle gesuchten Punkte n enthi~lt. 

Man sieht nun, dass dem aus den Geraden Pl P~ -P3/~ bestehenden 

Kegelschnitte des einen Bfischels der aus qt q2 q3 q4 bestehende Kegel- 
schnitt des andern entspricht. 

Jene Curve vierter 0rdnung geht daher ~icht nur dutch die acht 
Punkte ~v I p,  pa p~ qt q2 q.~ q4, sondern auch durch die 6 Schnittpunkte 
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()~7};, q, q2) (~-}a-, q,--qa). . .  (Pa);;, -q.~-q~) und ist dureh diese vier- 
zehn Punkte  bestimmt. 

Diejenigen Punkte o abet,  fiir welche 

o (p~ Pa P4 P.0 proj. o (q2 qa q4 q.~), 
liegen auf einer anderen Curve W vierter Ordnung,  welche dutch die 

Punkte /o : . .  p~ q~ .. q~ (P2 JOa, q2 qa) �9 �9 �9 (~% 275, qa qs) geht. V und W 

haben die Punkte 2~.~, Pa~ P4~ q:, ga, q~, (P~P'~, q2 qa) (~%1q, q2 qs) 
(Pa P4~ qa q4) gemein und schneiden sich daher in 5 weitern Punk- 

,I,r ten m, welche die El~enschaft haben 

m (p, P2 �9 �9 1~5) proj. m (qj q2. �9 qs), 
und also die gesuchten in jenen Systemen sich selbst entsprechenden 
Punkte sin& 


