Ueber die Convergenz der Entwicklung einer wrbitraren
Function f{r) nach den Bessel'schen Fuanctionen
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WO By, Py Ps- - - - - die positiven Wurzeln der Gleichung
J(B) = 0 vorstellen.

Von L. Scutirr: in Bern.

Wenn der Parameter o grosser als — 1 ist, so sind die Wurzelu
der Gleichung

£\T83 4 Azx l—-l,z({:i)“
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alle reell und paarweise entgegengesetzt.  Die positiven, nach wachseu-
der Grosse geordnet, seien 8,, B,, - - - - *). Daun ist in der Reihen-
form

*; Eine solche Wurzel g ist Function des Purameters «, und wenn dieser
powmitly 188, w0 zergt der Ausdruck
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o sy / '
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der fur a =y zu 1;ﬁ(j,p))' wird, dass die Wurzel ununtesbrochen wachst,
wihrend @ von 0 aus wachst, Da fiir a==4 die positives Wurzeln =, 2x, 5, <
und, und da im Allgemeinen eine sebr grosse Wurzed § anuihernd die Gleichung

m(@ —i@4 1 %} = 0 bLefriedigt, »0 kano mao aus der positiven Beschaffeoheit
o 2
von ?g‘ mit Sicherheit schliessen, dass far cine sehr grosse Ordnupgszahl »n an-

sahernd o= 2uta—4) _’zi sei,
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3 f@) = X Mid(Bio)

&=l

bekanntlich Coefficientenbestimmung wdglich; man hat

}
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upd es entsteht die Frage, unter welchen Beschrinkuugen die Function
fier im lotervalle 0«7~ | willkiirlich gegeben werden kann, damit
die Reibe (1) convergire.

Hunkel hal in ciner schun vor sieben Jahren verfassten, aber
¢ost aus seipem Nachlass in diese Annalen (Bd, VIIT, S 471) cinge
rickten Abbandlung dber die Eptwicklungsform (1) die Frage gelost.
Seine Untersuchung beschreibt indess einen etwas lingern Weg, als
die Nutur der Sache crfurdert. Man kaup die Schwierigkeiten, die
der 30 weit als moglich gefasste Begriff der Stetigkeit verursacht,
durch acht asalytische Verwandlungen von der Entwicklungsform (1)
ab und auf diejenigen Iutegralausdriicke biniiberwileen, die in der
Bebandlung der trigouometrisehen Reibe auftreten und schon vielfach
untersucht worden sind.

Solite durch (1) die Fuection r-°fix) inperhslb des Einheis-
kreises (mod. £ < 1) und auf dem Rande selbst mit dem Charakter
ciper gunzen Function definirt sein, so misste zuletzt mod. (Aar A1)
stets Kleiner uls cine positive Zahl » sein, die selbst upterhalb e~ *
lige. Daun wire /(1) == 0. Im Folgrenden wird aber nur die End-
lichkeit des Werthes vou fi1) und diejenige von z—¢f{z) In z =0
vorausgesetzt werdeu, ausserdem, duss f(x) fiir alle positiven unter 1
betindhichen Argumente mit ertriglicker Stetigkeit gegeben sei.

Die suf die » ersten Glieder beschrinkte Summe (1) sei mit S
bezeichuet; n sel cine sehr grosse positive ganze Zabl, die zum Uo-
endlichwerden bestimmt ist, und es sei 4 = 2n4a4 413, Wenn
3) _Shed Poto I1Bit
= L f t ‘313'\)t

gesetat wird, so ist

X S. = [ Tt efinae.
s
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d=x
Dass die Summenform 7, oscillirt wie 2 cos (Au+1b), ist leicht
m sehen. Es bandelt sich zunichst darum, sie in ein passendes In-
tegral zu verwandeln; der zugehbrige Wey wird im Wesentlichen mit
dem von Hankel gebrauchten iibereinstmmen.

Man betrachte das I[ntegral

, * gle
« (J (w))

wo der Weg einen kleinen positiven Kreis um eine positive Wurzel g

der Gleichung J (@) = U beschreibt, aber keine andere Warzel dieser
Gleichuuyg umschliesst; g(w) bedeutet irgend eine in diesem Bereiche
differentiable Function. Da

“ . a1
. Fpruy==Tp (1— L+,
50 18t
b+u) GE+u)=sCT @re 00w+ 9;
folglich
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¥eun © einen kleinen positiven Kreis um die Warzel f beschreibt
Um (3, auf (3) auwenden zu konnen, muss man also die Function
9(®@) aus der Bedingung

g@ =20 j(xm) j(tw')
bestimmen. Wie aus dem Beweise der Moglichkeit der Bestimmung
dﬁl'. Coefficienten in (1) bekannt ist, ergibt sich aus der Differential-
ung zweiter Ordnang:

9{w) = },2:':;‘?;2_ (J(tw)'—;‘;- J(zw) — J(zo) —b%— J(tm))

2w a a a a1 .
= »‘,—":—&_T(tJ(xm) j(ltm) — zd(tw) J(z«a;).
(Man gberzeugt sich leicht, dass dieser Ausdruck in Bezug aaf ¢

‘“:;:tim Bereiche von ¢ — z den Charakter einer ganzen Function be-
.
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Wendet man jetet (3 auf (3) au, so hat man:

“ * a a1 @ 4 1 .
(6) Tuiti= lr:.;cl 'z:”/{tJ(xm)J(tm) -—zJ(fw}f(xm)} 7";[13‘7: '
(@'

wenn der Tutegrationsweg aus vielen kleinen uw die Warzeln g, 8,

-, B beschriebenen positiven Kreisen besteht. Man kann nua
dl(fst. vielen Wege in einen einzigen vereinigen, der alle die genann-
ten Wurzeln und nur diese umschliesst; er sei Umfang eines Recht-
ecks, das dureh die Realititslinie symmetrisch getheilt wird; eine Seite
falle in dic laterale Axe und babe die sehr grosse Linge 25 (dern ¢
kann ohne Gefahr passirt werden, weil sich hier das Iutegral wie

dew verhilt ); die zu thr parallele Seite schueide die Realitits-
linle In == 1-—(”»-«}-a+§) 3 (es ist dann ungefihr 4 -~ g,
2 Bagr = A = ,) Das Integral von (£ bis — I} verschwindet,

well der Integrand eine ungerade Function vun @ ist.  Die luteyrale
son 4 + iB bisiB und -~ K bis 4 — (B verschwinden fiir 5 =x,
well sie mit dem Factor
. fop-BlE-zen
Vee

behaftet sind, wenn anders 1 ¢ (wie auch z, {) augebbar positiv
st; denn »o lange it auch 2 — 4~ ¢ positiv. Es reicht also hin,
wenn man ju (6 die Varable o von A — /5 bis 4 4 B fibrt
und die positive Zahl B upendlich werden lasst. Setzt mau daber
W= A+ iy, wo g von — L bis B reelle Werthe zu durchlaufen hat,

50 it apnihernd:

at
J J ) o { S - & ot A~
fwd le) e - Mi{xz4-ed 1 '.1 Pnlty A 1) dy.
Sl Fat oy

Mittelst Jieses NRherungswerthes ergiebt sich aus (6) nach einigen
Reductionen:

Tt U LR N Y G Ko
) = x Jat { —x wof® 7 dx

— -ml-‘(- ‘—41 \e![t‘-rrzl |
/ it y Il[‘

Bedeutet p eine positive Zahl, die kleiver als 1 ist, so ist
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und gebt, wenn man

= J-r lOg 1 71
setet, in
1
e — ) = —
sp Ipx™
dber. Also ist anndihernd:
. " T

G Ty e= ;:, e [':):’_‘fll‘ T ‘H’ﬁl—iﬁ;‘:‘:‘g\n l .

rat Q sin —— </ sin -7 1

Substituirt man diesen Ausdruck »n (4),’ ersetzt resp.

xl--t ~ )
=y

x(l — o>
T

durch @ und lisst

sein, sv ergibt sich fiir ein sehr grosses » in tiefster Niberung:

;:(L—x)
i o 1 I T2e 29\ sinwmg
o=, /I‘ L+ 2 (e + 2E) S e
@
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.}ll{'.’v—“;
L4 ——— ——— -
oty 2% p(3 - Pe)sinmg
= /} z nL f(~ “ x sln @ dy,
];ll{l—z)

¢in Ausdruck, der nach den gebriuchlichen Regeln fir n=00 in fix)
Gbergeht. Da die Gleichung (7) auf 7,(0), Tw(1) nicht mebr anwend-
tor ist, so0 sind die Grenzen hier nicht streng zu nehmen; es muss
erlaubt sein, die Intervalle an beiden Enden zu stutzen, und mag muss
der Gleichuny (4) mit der Voraussetzung zu Hiilfe kommen, dass dic
lntegrale

. 1
J Tu(t)ty byde, JT.(t)tl(t)d‘
o P
2ogleich mit ¢, ¢ verschwinden.
Der Unterschied von dem bei der trigonometrischen Reibe vor-
kommender, Niherungsansdruck
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x40

t o« sin[2n41,¢]
i8

fiir die Reihe

A=

f(8) = a, + 2 Z (a1 03 26 -+ by sin 46)

=1

besteht uur darin, dess hier w die Form 2u 4 ¢ 4 } hat und da
her im Allgemeinen incommensurabel ist, statt eine ungerade Zahl
zu sein,

Bern, 17, Januar 18706



