
Ueber (lie Convergenz der Entwicklung ciner arbitr&ren 
Function / ' ( x )  nach den B e s s e l ' s c h e n  Functionen 

. . . .  , 

wo f~,, f~.~, tJ; . . . . .  die positiven Wurzeln der Gleichtmg 

J(f~) == 0 vorstellen. 

Yon L. Sc.bXr't,~ in Bern.  

B,'~n der Parameter a grfisser als - - I  ist, zo siad die Wurzeh~ 
der Gleichang 

�9 Z s  
,', X=:~.  {__ l]'~-~--)'r 

y . . . . . . . . . . . .  , ,  
- - Y  . - -  ~ : r (z+ , ,+~ j  

,1~13 

~lle reell und paarweise eatgegengesetzt. Die posit, iven, n~h wach~eu- 
der GrSsse geoMnet, seien 3~, 3~, " " "  ~)- Da.a ist in der l~eihew 
form 

"j Eine ~olchc Wurzel ~ ]st Fu~ct:on de~ Parameler~ a ,  ~md wcaa d*e~er 
I,~itiv /st, bo zc~gt der Ausdruck 

z,, [ ( "  ) ' " ,  
i ~  J ( t )  -. - 

0 

clef fur a.~u zu l:~(J,l# ) wird, d~u,:~ dle Wurzcl unu,-,tetbrochet~ w,~,.;hJ, t, 

wM'urend a ",'on 0 au, w2.cb~,t. Da. f-;.ir a-.~--~ die positi','er, Wurzeln ~, 2z, sx, .-- 
~ d ,  uad da im Allgemeine~ eine ~ehr grat~e Wurzel fl a~n.~hernd die Gleichung 

~ ( t ~ - - ~ a +  ~;-~-) - - 0  bef~'iedigt, ~o ka.aa m~a ,a~ dcr po~itiven Be~chaffc,heit 

�9 va /:,-~-~ mit 8icherheit ~r da~s far eine sehr g ro~e  Ord-uob't~tbl " an- C ~  

aalua-ad t~.~ (2~,+a--�89 ~ ~ei, 
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i t) 

bekamatlich Coetficientenbe~timmung mSglich; man hat 

( J, ~.)) J 
0 

uvd e~ eut~teht die Frage, uater welchen Be, chr:,i.nkuagen die Function 
f~:c, im luterva[h- O ~ x.-( 1 willkiirlich gegeben werdeo kann, damit 
<tt~ t{eihe (1) coavergire. 

|lunkel }tat in cioer ~choa vor ~Jeben da~hrelt vert'as,ten, abet 
cr~t ~us ~ittcta N~xhl~ iu die~e Almaicn {Bd. VIII ,  S. 471) cinge- 
rfickten Abha,~dlu~g fiber die F_~atwicklungsform (l) die Frage gelSst. 
.Seine Untersuchuug be~chreibt inde~s einea etwaz l~ngera Weg, als 
die Natur dcr 8ache ~rf~rdert. M~a kaan die Schwierigkeiten, die 
der ,o welt als mSgiich gaf~ste Begriff der Stetigkeit vern~aeht~ 
dureh geht analytische Verwaadlungea yon der :Entwickluagsform (1) 
ab mid auf diejenigea lJategratausdrficke hinfiberwRlzen, die in der 
Behaadlung dcr trigoaometrischeu Reihe auftreten mad schon vielfaeh 
unter~ucht worden hind. 

,'~]tte dutch (1~ die Function x-ol '(x) innerhaib de, Einheiks- 
krvises (m~,L x < | )  und auf dem Raade selbst mit dem Charakter 
einer gunzcn Function definirt sein, so mfis.ste zuletzt mo~L (A~: Al-t) 
utet~ kleiner ,Is eiue positive Zah[ r seiu, die svlb~t unterhalb e -"  
lille. Dana w~re /'~1)~:~ 0. Im Fol~v,dea wird abet nur die F.md- 
lichkeit des Werthe, you f t l )  uad diejcuigc ~'on x-of(x)  in x - ~ 0  
vor~u~gesetzt werdett, ~us,erdem, dazs f(x) fiir alle po~itiven uater 1 
bcfiadhcheu Argumemtc mit ertr~g|icher Stetigkcit gegeben sei. 

Die. ,uf die ~ er~ten Giiedcr be.~chr--,takte Sualme (I) -~ei mit S. 
bezeichuet; . ~ei eitte ~ehr groove positi~-e ganze Zahl, die zum Un- 

endlichwerdea be,timmt ist, und es sei .4 ~ 2 n + a + ~ , = . - 7  �9 Wmm 

gt, t~t:~t w i rd j  so i~t 

" I"~, ! f , # i ~ )  

I 

0 
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Dass die Summenform T.  oscillirt wie 2 ~ cos ( i n + b ) ,  ist ]eieht 

za sehea. Es haadelt sieh zua~h~t darum~ sic in ein pazseudes In- 
tegral zu verwaudeln; der zugehSrige Weg wird im Wesentlichen mit 
dem yon H a n k e i  gebrauchten iibereinstimmen. 

M~a betrachte da_~ Integral 

[. 
Z ~ t . . . .  ---~(~.~ ..... d co 

. ( J+ , )  

�9 o der Weg einen kleiaen positiven Kreis am eiae positive Wurz~,l/J 

der 6Ieichuag J(r ~ 0 bescilreibt, aber keine ~ndere Wurzel dieser 
Gldchtmg umseh|iesst; 9(~)  bedeutet irgend eLae ia diesem Bereiche 
di~eremiable Function. Da 

J ( ~ + v )  = - J ( ~ ) ~  t - -  + . . . .  , 

ist 

fo uch 

(5) ~ ~z ~ 2 --?~-~:f-\,-, 

d 
wean ~ einea kleinea positiven Krei~ um die WurzeI 16 beschreibt 
Um (5! auf (3) aawendea zu kSnnen, muss man also die Function 
g(o) aus der Bedingung 

a a 

g' (~ )  = 2 ~ J ( x o )  J ( t ~ )  

beaimmen. Wie aus dem Beweise der MSgliehkeit der Bestimmung 
~r  Coefficienteu in (1) bekannt ist, ergibt sich aus der Differential- 
ghidatmg zweiter Ordnung: 

~ ) 
o ( :  - : ~ ~ d(teo) . =  e J ( x ~ )  - -  J ( x ~ )  -b--~ 9 (~ ) ~ -  - t ~ : - ~  J ( t o )  -hi*- 

" )"~(  " . + ,  . 
- -  "~* ( t J ( x e a  t o ~ ) - -  z d ( t a ~ ) J ( x ~ ) ) .  

tz __ xz 

(Man ~berzeugt rdch leicht, da~s dieser Ausdruck in B~zug aaf t 
au~ im Bereiche yon t ~ x den Chamkter einer ganzen Fmaetion be- 
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Wendet man jetzt ~5) auf (3) an,  ~o hat mat~: 

( ~ ; t  T , , t ~  = c'-~x' " n t J ( x o ~ g ( t ~ )  - : ~ J ( t ~ ) J ( x t a ) r  - - -~- -  

wvnn der lntegrntiou~,,'eg ann vielea kleiaeu u m  die %Vurzela /J~, ~,, 
. . . .  , ft. be~chriebenen l,onitivea Kreisen besteht, Man kana n ~  
die~e vielen Wege in eiaen einzigen vereinigen, der alle die genama. 
ten Warzeh~ und nut diese umsehlie~t; er sei Umfang eines Reelat. 
eck% da~ dutch die Reali~t~linie symmetrisch getheilt wird; eiae Seit~ 
falle ia die laterale Axe und habv die sehr grosse ]Xmge 2 ~  (denn 0 
kann ohne Gefahr i,ussirt werden, weil ~ich hier das Integral wie 

j~od~o verh'~lt); die zu ihr parallele :Seite ~ehueide die Realit~ts- 

~- f l , .~  " - A  ~ ; - ) -  1)a~ lntegral yon i l1 bi~ ~ i / 3  ver~chwiada, 

well der Integra~,d eine uugerade Function vva to int. Die Integr~l~ 
vvn .4 -+- i15 bi.~ i/3 uad - il~ his A ~ i_I3 ver~chwinden ftir 11 ~ ,  
well sie mit dem Fitctor 

Y~t 

behat'tt.t stud, w e } m  aader~ I - - x  ~ ~le auch x,  t )  aagebhar poaiti~ 
i~t; dvnn ,~o lange i,~t aueh 2 ~ x - - t  po,itiv. E~ reicht also lain, 
wenta man in (61 die Variable to yon A - - i B  bis A + i/3 f'uhrt 
und die positive Zahl B uaezidlich werden ] '~ t .  Setzt man daher 

-~ A + i)t, wv Z wm --13' bis A' reelle Werthe zu durchlsufea hat, 
so i,~t ann,iherud : 

{e~l'xt-i-,.t z - . c ,  fin(tz +,..1. I] --t~ dz" 
//.rt . ~er" Z 

Mittel~t die~.s N~herungs~'erthe~ ergiebt .qch ~us (t;) nach einig~a 
la~uctioaeu: 

{ / -  
x I'xt t - z  J cei' ~t dz  

i]  

ia_!~- ,-<,l /':,oi [j+~ zl , ix!  
I 

Bedeutet p eine positive Zahl, die klemer als I izt, so iat 
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aD 

coi (~p Z) d x  ~_ . e-~;t -c~]~ z 
eel t 7t 

0 0 

U l a d  g e h ' l ' ,  ~, '~ l in  l i i l l i i  

Z --~ �89 log 12-~, 

~tzt, in 
! 

( 1 - -  u ) - " d u  ~ ~m ~p= 

fiber. Also ist ann-~herhd: 

~7~ "J'. (t) 
�9 . , , ~ t - - ~ ) -  . . . . .  - 7 - ~ T T - - i - D ;  

~(# --.c; 
~ubstituirt man diesen Aundruek in (4)," ersetzt resp. -- , j  

z~__ .'-:t_- x) durch q~ und l:gsst -2 

�9 >.A " 2 n q - a . . f - ~  9 t l  = - -  = 

Y ' ~  �9 seia, ~o ergibt sieh fiir ein sehr grozsea n iri tiefster Naheruug: 

- ~ l l l  

_it, 21" t ') - -  .l ) 

- ' : - -  - - = ,  , 

o .  

I:~li - z )  

eta Ausdruck, der nach den gebr'guchlicheli Regeln flit n-~-.oo in f t  x) 
ahergehl. Da die Gleiehung (7) auf T~(0), 7 , ( 1 )  nicht mehr anwend- 
bar ist, so sind die Grenzen bier nieht streng za nehmen; es mu~s 
erlaabt seth, die lntervalle an beiden Enden zu stutzen~ uad man mus.~ 
der Glelehung (4) mit der Voraussetzung zu Hiilfe kommea, da.ss di,; 
lategrale 

J Y.ct)tf, t)dt, j'T.(t)t/(O," 
zagleieh rail ~, ~ versehwinden. 

Der Unterselaied yon dem bet der trigonometrischea lieihe vor- 
kommender~ N'rlherangsausdruck 



142 L. S e z ~ .  ~atw~klaag nagh Behel '~chea Frmetionen. 

~ - � 8 9  

dep 
m n  qp 

f~|r di~ lSvihe 

besteht aur darin, dam bier ~ die Form 2n + a + [ hat  and da. 
her im Allgemeiaen iacommensurabel ist,  statt  eine ungerade 7,ahl 
z u  seia. 

|h,  r n ,  17. Januar 1876. 


