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Uber wohlgeordnete Mengen.

Yon

Huco DixcrER in Miinchen.

Ich habe in meiner Habilitationsschrift ,,Uber wohlgeordnete Mengen
und zerstreute Mengen im allgemeinen“*) gezeigt, daf sich auf Grund ge-
eigneter Begriffsbildungen eine geschlossene Reihe von Sitzen -iber Limites
wohlgeordneter Reihen unabhingig von jeder Bezeichnung aufstellen Iaf,
die fiir simtliche wohlgeordnete Mengen ( W-Reihen) gelten. Zuerst hatte
wohl Gerhard Hessenberg in seinen ,Grundbegriffen der Mengenlehre®
(Gottingen 1906) ein detaillierteres Studium der Limites mittels allgemeiner
Sitze begonnen. Nun hat Georg Cantor fiir die Zahlen der zweiten Zahlen-
klasse zwei Erzeugungsprinzipien angegeben, welche fiir deren Aufstellung
hinreichen: es ist dies die Hinzufiigung von ,1¢ und die Bildung des
Limes einer Fundamentalreihe. Andererseits ergibt sich aus den Cantor-
schen Sitzen, daB man mit diesen beiden Erzeugungsprinzipien allein nie-
mals iiber die Z(II) hinausgelangen kann. Denn da die Summe einer
@-Reihe von abzihlbaren Mengen stets wieder eine abzihlbare Menge
liefert, so bleibt man mit den beiden Erzeugungsprinzipien immer inner-
halb der Z(II).

In meiner Habilitationsschrift habe ich nun zwei Sitze bewiesen,
welche fiir alle W-Reihen gelten, und welche die Limesbildung auf Grund
von Fundamentalreihen als fiir sdmiliche W-Reihen ausschlaggebend er-
scheinen lassen. Diese Satze sind:

1. Jede W-Reihe hat einen Limes hochster Ordnung (1. c. VI. 34).

2. Der Limes hochster Ordnung kann in der W-Reihe nur eine end-
liche Zahl von Malen vorkommen (1 ¢. VL 33).

Um zu sehen, ob nicht, wie diese Sitze es wahrscheinlich machen,
die W-Reihen mit der Cantorschen Z(II) iiberhaupt zusammenfallen, dazn
wire es notig, festzustellen, ob jeder Limes einer W-Reihe als Limes einer
Fundamentalreihe betrachtet werden kann (1. c¢. VI. 32).

#

¥ Miinchex 1912 bei Theodor Ackermann (im Buchhandel), weiterhin zitiert-
als 1 e
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Um diese Unpersuchung durchzufithren, bediene ich mich einiger in
meiner Habilitationsschrift gegebenen Definitionen und Sitze, die ich da-
her hier kurz wiedergebe:

1. Bine einfach geordnete Menge heife kurz ,Reihe”, eine wohlgeord-
nete , W-Reihe. Durch jedes Element ¢ einer W-Reihe W wird ein ,,Ab-
schnitt* bestimmt, der alle Elemente z von W enthilt, fiir die 2<Ce.

2. Eine Teilreihe T einer Reihe B heifif ein ,Stick von RY wenn
jedes Element x von R, das T nicht angehdrt, und wovon mindestens
eines vorhanden ist, zu simtlichen Elementen # von 7 entweder in der
Beziehung 7 < oder t <<z steht.

3. Enthilt jedes Stiick einer Reihe R, sowie sie selbst, ein erstes und
Jetztes Element, so heiBt sie eine ,endliche Reihe” (Stickels Definition)¥)

4, Enthilt eine Reihe weder eine Teilrethe vom Typus ® noch eine
solche ‘vom Typus *w, so ist sie eine endliche Reihe.

5. Enthilt eine Reihe zu jedem ihrer Elemente aufer zu einem eventuell
vorhandenen ersten oder letzten Elemente ein unmittelbar vorhergehendes
and ein unmittelbar nachfolgendes Element, so heiBt sie eine ,geschlossene
Reiheé.

6. Bine Reihe heiBt ,uwohlgeordnet’, wenn sie keine Teilreihe vom
Typus *® enthilt. (Jede fallende Teilreihe einer W-Reihe ist eine end-
liche Reihe.)

7. Ist eine W-Reihe R zerlegbar in eine Summe unter sich dhnlicher
Stiicke P, so heiBt B ein Mult;plum vom P

8. Betrachten wir in einer W-Rethe R, welche ein Multiplum von P
ist, jedes Stiick P als ein einfaches Element, so heifit die Reihe dieser
Elemente ,die P-Ableitung von R“ (in Zeichen R'(P)).

9. Hat die X-Ableitung von R kein letztes Element, dann heiit R
<em ,,Limes von Reihen X

10. Sei R eine gegebene, R, eine beliebige niedrigere W-Reihe. Ist
dann R stets Limes von Ry, so heiSt B eine ,reine Limesrethe“.

*) Der Einwurf, den ich in meiner Schrift ,,Das Prinzip der logischen Unab-
hingigkeit in der Mathematik, zugleich als Einfihrung in die Axiomatik“, Minchen
1915, gegen diese Definition gemacht habe; hat in der vorliegenden Abhandlung keinen
unmittelbaren Ansatzpunkt und wird daher im folgenden micht weiter hemeksxchhgt
Der Vorwurf macht ja nichts falsch und die mathematische Folgenchtlgkelt w:u:d
-dureh ibn in keme: Weise gestort; er sagt nur, dab die Definition in gewisser Hin-
sicht micht eng genug sel, In den folgenden Uberlegungen kommt er nirgends direkt
zur Wirkung, ‘auch bei seiner Beriicksichtigung wiirde sich nichts am folgenden
ZAndern. Ich-werde bei'anderer Gelegenheit diesen Punkt eingehender zur Sprache
bringen.

Mathematische Annalen. LXXIX. g3
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-11. Ist B Limes von Reihen P, so ist es anch Limes von Reihen P’,
wenn P'<<P.

12. Irgend ein Abschnitt einer W-Reihe, der kein letztes Element hat,.
heiBt ein ,Limesabschniit. Wegen Definition des Begriffes ,,Endlimes®
siehe L e. VI 17 u. 24.

Ist R Limes von Reihen X und hat X den Endlimes F, dann heiB$
der Endlimes von R ,von hoherer Ordnung als der Limes E“. Der Limes
1. Ordnung heit ,@“

Sonst wird im folgenden noch von einigen geldufigen Begriffen und:
Sitzen aus der Theorie der wohlgeordneten Mengen Gebrauch gemacht.

L

Satz: Zwei reine Limesrethen mit dem gleichen Endlimes sind d@hmlich.

Beweis: Seien R und R’ zwei reine Limesreihen mit dem gleichen
Endlimes. Ware dann etwa R’ dhnlich zu einem Abschnitte 4 von R,
so ware B Limes von Reihen 4, d. h. der Endlimes von R héher als der
von A gegen die Voraussetzung.

Satz: Haben wir eine W-EReihe B ohne letztes Element, deren Endlimes
von hioherer Ordnung ist als alle vorhergehenden Limites, so ist sie eine reine

Limesreihe und wmgekehrt.

Beweis: Wiare R keine reine Limesreihe, also z. B. nicht Limes von
Reihen G, wo G < R. Hat dann R eine G-Ableitung R(G), so hat diese
ein letztes Element. Also ist B'(G) entweder eine endliche Reihe oder
von der Form U +4 E, wo U ohne letztes Element, E eine endliche Reihe.
Im ersten Fall wiirde der Endlimes in jedem der endlich vielen Summanden
@G vorkommen, wire also nicht hoher als alle vorhergehenden. Im zweiter
Falle hitte der Abschnitt von B, dessen G-Ableitung- gleich U ist, einen
Endlimes hoherer Ordnung als R. (Denn der Endlimes von B ist gleich
dem Endlimes von G. Aber U ist Limes von Reihen G.) Beides gegen
die Voraussetzung. — Hat nun B keine G-Ableitung, so 14Bt es sich dar-
stellen in der Form R, 4+ G,, wo R, eine G-Ableitung hat, und G; < G.
Macht man dann fiir R, genau die gleiche Uberlegung beziiglich der G-
Ableitang von B, wie oben beziiglich der G-Ableitung von E, so findet
man, daB stets der Endlimes nicht hoher ist als alle vorhergehenden, bzw.
daB ihm hdhere 'mrhergehen Beides gegen die Voraussetzung. — Ist um-
gekebrt R eine reine Limesreihe, und L ein Limesabschnitt von R, so
ist R Limes von Reihen L, . b. der Endlimes von R hoher als der von
L, 4. h. der Endlimes von R ist der hochste der Reihe. (Einfacher mittels

des Begriffes der C-Reihe L e. VL 17))
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Satz: Jeder Limes eingr W-Reihe kann Endlimes einer reinen Limes~
rethe sewn.

Beweis: Es sei gegeben eine W-Reihe W. L sei der ihr angehorende
zu untersuchende Limes. Sei dann B der zu L gehorende Limesabschnitt,
50 daB L der Endlimes von R ist. Dann ist entweder schon R selbst.
eine reine Limesreihe, dann ist der Satz erfiillt. Ist B dagegen keine reine
Limesreihe, so enthilt es einen hdchsten Limes, der nach vorigem Satze
nicht der Endlimes ist. Dieser hochste Limes kommt in R nur eine end-
liche Zahl von Malen vor. Es gibt dann unter den Elementen von R
die so beschaffen sind, daB nach ihnen der hochste Limes nicht mehr vor-
kommt, ein niederstes. Dieses sei ¢,. Dieses bestimmt einen Rest E,, der-
nur Limites enthilt, die niedriger sind als der hochste. Dann ist entweder
R, eine reine Limesreihe oder nichf. Ist sie es, so ist der Satz erfiillt;
ist sie es micht, so machen wir bei R, die gleiche Uberlegung wie bei R.
Wir erhalten so einen Rest R,, der nur Limites enthdlt, die niedriger
sind als der Hochstlimes von"R,. Die Reihe der Hochstlimites von R,
R,, R,, - - - ist eine fallende, muB also endlich sein. Nach einer endlichen
Zahl von Anwendungen des gleichen Verfahrens muB also ein Rest R,
kommen, der durch dieses Verfahren nicht mehr erniedrigt werden kann
(der aber auch nicht Null ist, sonst wire der vorhergehende Schritt der
letzte). Dieser Rest muf dann eine reine Limesreihe sein, der L als End-
limes hat.

Corrolar: Ist R eine W-Reihe ohne letztes Element, und keine reine
Limesreihe, ithr Endlimes L, so ist stets E= K + L, wo L eine reine
Limesrethe mit dem Endlimes L.

Definition: Ist ein Limesabschnitt einer W-Reihe eine reine Limes-
reihe, so heile er ein ,reiner Limesabschwitt“.

Satz: Sei B eine reine Limesreihe, e, und e irgend zwei Elemente von
thr, so daf e, << ¢,, dann gibt es einen Lleinsten reinen Limesabschnill von
R, dem (e, und) e, angehort.

Beweis: Sei E, der zu e, gehdrende Abschnitt von R, so hat R(E,)
kein letztes Element, ist also sicher keine endliche Reihe. Dann ist R(Z,)
entweder gleich der reinen Limesrethe 1. Ordnung ®, oder gréBer als w.
Im letuteren Fall betrachten wir den Abschnitt von R, dessen E;-Ableitung
gleich o ist. Dieser Abschpitt ist der gesuchte kleinste reine Limes-
abschnitt.

Definition: Sind ¢, und ¢, Elemente einer reinen Limesrethe R,
dann heiBt der kleinste reine Limesabschnitt von B, dem ¢ und ¢, als Ele-
mente angehbren ,der su ¢, und e, gehbrige Deckungslimes* (in Zeichen
A (eyey), welches Zeichen auch den betreffenden Absehnitt bedenten soll). Da-
bei heiBe ¢, das Anfangselement, ¢, das Richtungselement des Deckungslimes.
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Definition: Ist L, L,,---, L;, --- ‘eine gegekene o-Reihe von W-Reihen,
so beschaffen, daB fir ¢+ <% anch L, < L,, so sagen wir, die L, streben
einer Grensreihe N zu, die folgendermaBen definiert ist:

Sei- L, ,=L,+ K, _,, sosei A dsfinierf als die (nach Axiom L c. IL 16

existierende) Summe: A=L, + K, + K;+---.

Die Elemente von A, welche die Abschnitte L, L,, --- von A be-
stimmen, heiBen: ,eine A definierende Fundamentalreihe”. Darch die Funda-
mentalreihe i1st der Limes bestimmt.

,'Definition.j Ist A ein Abschnitt einer W-Reihe R und ist z das
auf den Abschnitt unmittelbar folgende Element von E, so schreiben wir
dies in Zeichen: A + x.

- Die Angabe des auf einen Abschnitt unmittelbar folgenden Elementes
heiBe die Operation der Anhingung des ndchsten Elementes.
~ Definition: Ist ¢, ¢,--- ¢, -- eine Fundamentalreihe von BEle-
menten einer W-Reihe, so werde sie bezeichnet durch [} Die Angabe
des durch eine Fundamentalrelhe definierten Limes heiBe die Operatwn der
Limesbildung.

" Satz: Zu jedem Limes einer gegebenen W-Reihe lift sich eine defi-
nierende Fundamentalrethe angeben.

Beweis: Wir werden diesen Beweis zunichst nur teilweise fihren,
die verbleibende Liicke wird darnach ausgefiillt werden. Sei W die gegebene
W-Reihe, L der zu betrachtende, ihr angehorige Limes. Dann hat nach
vorigen Sitzen W einen reinen Limesabschnitt, dessen Endlimes L ist.
Diesen Limesabschnitt nennen wir R.

Zunichst zeigt sich, daB es geniigt, nachzaweisen, da8 L in E eine
definierende Fundamentalreihe hat. Tritt dann L spiter als Endlimes eines
anderen Abschnittes B' von W, wo B < R’, wieder auf und soll dort
seme definierende Fundamentalreihe angegeben werden, so verfahren wir
so: Bs ist R'= K+ L, wo L eine R°1he dhnlich zu R ist. Sind dann
&6y --- ¢ --- die Elemente der definierenden Fundamentalreihe in R;
E, E E - die durch sie bestimmten Abschnitte von R, so.sind dle
zu den Abschmtten K+E,K+6E, -, K+E,- - von R gehdrigen
Elemepte, von R’ eine definierende Fundamentalreihe fiir den Endlipxes L
von R’. Es geniigt’ daher die Betrachtung der reinen Limesreihe R.

Seien dann ¢, und ¢, irgend zwei Elemente von R und ¢, < ¢,. Dann
bilden wir den zu ¢, und e, gehdrigen Deckungslimes A (e ¢,). Fillt dann
bereits dteser mit B (besser mit L) zusammen, 80 ist, wenn E, der zu ¢,
gehorige Abschmtt die Reihe der durch die Abschnitte

Ez; ."'E37.3E3: Y Es, ©t
bestimmien Klemente eine definierende Fundamentalreihe von R
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Ist nun A(ee,) < R (was sonst einzig in Betracht kommt), so nennen
wir das auf A{e,¢) unmittelbar folgende Element ¢,, also A(ee,) - 6.
Ebenso bilden wir: A(e¢) und A(ee) - e,. Sei allgemein auf diese
Weise ein Element ¢, erreicht, so bilden wir 4(ge,) e, ,. Damit ist
aber eine Fundamentalreihe bestimmt:

[en]=6162" €y,

und durch diese ein Limes: lime, = 4

n={v

W’

Der Limes 4, kann dann wiederum zu L folgende Beziehungen haben:

1. 4, = R, d. h. die Endlimites von 4, und B sind von gleicher
Ordnung. Dann ist die Fundamentalreihe [e] die gesuchte Fundamental-
reibhe von L.

2. 4,> R, also lime, > L. Sei dann etwa: ESR<E,, (wo
E, der zu e, gehdrige Abschmtt) dann kann hlervon nur £, = R ein-

treten, weil, wenn R zwischen E_ und E, , lige, es nicht Limes von F,

sein konnte, was seiner Eigenschaft als reiner Limesreihe widerspriche.

Ist aber E, = R, so ist nach Definition: A(ee,_,) I~ e, also die Reihe:
En-17 2Eﬂ——1’ Y KEn-—l’ .

eine L definierende Fundamentalreihe.
8. A, < R. Dieser Fall ist nun weiter zu behandeln. Wir hatten:

lifn Aee) =4
Wir bilden dann wiederum 'Aw I ey, und daraus sukzessive:
Aleyey) Feyy; Aleerp)i-ers -+ Aoy 1) gy -
sowie liin Alge,)=A4,,,
danh wiederum A, - ¢,,. Ferner:

A, ey A —ey; Ay beys oy Ay €y e

SOWie Iim A‘mk = Awm'
Ferner: 4 'AchA(u oo - A 7 A
und lim’ AwL = 4,, Usw.

.k
Wir nennen diese Operation die Operation der sukzessiven Limes-
bildung. Wir setzen sie beliebig fort.
Wird dabei der Limes L erreicht oder fberschritten, so treten die
obigen Fille 1.-and 2. ein, so daB in diesem Falle das.Vorhandensein
einer definierenden Fundawmentalreihe fiir den untersuchten Limes nach-
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gewiesen ist. Dabei tritt im Falle 2. folgende Betrachtung fiir den allge-
meinen-Fall ein: Es ist leicht zu sehen, daB von A(ee) ab simtliche
durch das Symbol A(ee,) dargestellle Limites reine Limesreihen dar-
stellen und zwar erhalten wir, wie das obige Verfahren zeigt, auch simt-
liche reinen Limites dabei. Gelangen wir also mit unserer Konstruktion
bis L oder iiber L hinaus, so fillt L sicher mit einem der konstruierten
Limites zusammen, und da diese simtlich durch Fundamentalreihem defi-
niert sind, so erhidlt damit auch L seine definierende Fundamentalreihe.

Nun fehlt noch der Nachweis, daB auch jeder Limes einer gegebenen
W-Reihe durch unsere Konstruktion erreicht werden kann. Diesen Nach-
weis wollen wir nun gesondert fihren. Wir fiillen damit die erwiihnte

Liicke aus.

IL

Axiom: Ein Ding besteht oder besteht nicht.

Axiom: Ein bestchendes Ding ist entweder hergestellt oder nicht
hergestellt. Ist ein bestehendes Ding hergestellt, so besteht es durch sich
selbst und umgekehrt. Ist ein bestehendes Ding nicht hergestellt, so be-
steht.es durch (eine Gruppe von) Bestimmungen und umgekehrt.

Definition: Jedes bestehende Ding heiBe ,bestimmit®.

Definition: Besteht ein Ding durch Bestimmungen, so heiBe es
»2ohlbestimmi“.

Axiom: Jede Bestimmung ist ein Ding,

Axiom: Besteht ein Ding durch (eine Gruppe von) Bestimmungen,
so besteht auch jede dieser Bestimmungen (ist ein bestehendes Ding).

Axiom: Besteht ein Ding durch eine Gruppe von Bestimmungen, so
bestehen auch alle fibrigen Bestimmungen des Dinges durch die Be-
stimmungen dieser Gruppe.

Axiom: Durch eine Gruppe von bestehenden Bestimmungen eines
Dinges, welche so beschaffen sind, daB durch sie nicht alle iibrigen Be-
stimmungen des Dinges bestehen, kann das Ding nicht bestehen. Bestehen
nur die Bestimmungen dieser Gruppe, so besteht das Ding nicht.

Satz: Ist ein Ding nicht hergestellt und nicht wohlbestimmt, so besteht
das Ding nicht.

Definition: Besteht ein Ding durch eine Gruppe von Bestimmungen,
s0 heiBe diese Gruppe: ,eine bestimmende Basisgruppe (von Bestimmungen)
des Dingess

Jede Gruppe: von Bestimmuungen, welche -bestimmende Basisgruppe
eines -Dinges - sein: kann, heile ,eime Basisgruppe von Bestimmunger des
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Besteht keine Bestimmung dieser Gruppe durch die iibrigen Be-

stimmungen der Gruppe, so heiBe die Gruppe eine Janowische Gruppe:.

Definition: Bestehen die Bestimmungen einer bestimmenden Basis-
gruppe eines durch Bestimmungen bestehenden Dinges durch sich selbst,
80 heiBe das Ding ,gegeben®.!

Definition: Bestehen sie nicht durch sich selbst, so heiBt das Ding
_,B-bestimmt® (. h. bestimmungsbestimmt).

Satz: Ein bestehendes Ding ist B-bestimmt, wenn eine Basisgruppe der
Bestimmungen seiner Bestimmungen hergestellt, gegeben oder B-bestimmit ist.

Satz: Besteht ein Ding durch Bestimmungen, so ist es enlweder ge-
geben oder B-bestimmd.

Satz: Ist ein Ding B-bestimmi, so ist es auch wohlbestimmt und bestimms.

Ist ein Ding wohlbestimmt, so ist es auch bestimmd.

Axiom: Jede Menge ist ein Ding.

Axiom: Die Elemente der Menge sind Bestimmungen der Menge
and zwar eine Basisgruppe von Bestimmungen.

Satz: Sind die Elemente einer Menge bestimmt, so ist die Menge wohl-
bestimmd.

Satz: Sind die Elemente einer Menge gegebén, so ist die Menge wohi-
bestimm.

Satz: Sind die Elemente einer Menge hergestellt, so ist die Menge ge-
geben.

Axiom: Ist ein bestehendes Ding wohlbestimms, und wird von ihm
das Bestehen einer Bestimmung logisch widerspruchslos bewiesen, so ist
die betreffende Bestimmung bestimmt. '

Satz: Ist eine endliche Rethe bestimmi, so ist auch whr letzles Element
bestimmd.

Beweis: Fiir eine endliche Reihe ist jedes Element eine Bestimmung,
auch das letzte. Diese Bestimmung wird aus der Definition der endlichen
Reihe als bestehend bewiesen. Also ist die Bestimmung bestimmi; d. h.
das letzte Element einer bestimmten endlichen Reihe ist bestimmt.

Definition: Ist einp Bestimmung gegeben, welche zu dem ersten
Element einer w-Reihe von Elementen und darnach zu jedem weiteren
<in unmittelbar folgendes Element bestimmt, so heifle diese Bestimmung ein
P seugumgsprinzip” oder eine ,, Erseugungsregel der o-Reihe® (a-Operation).

Axiom: Eine Basisgruppe von Bestimmungen einer o-Reihe von
Elementen (Fundameptalreihe) sind:

a) das erste Element, b) die Erzeugungsregel.
NB. Im Praktischen kann jeder Fall auf diese Form gebracht werden.
Axiom: Fiir jede wohlbestimmte Fundamentalreihe ist ein kleinster
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endlicher Abschnitt bestimmt derart, daB, wenn dieser Abschnitt (durck
seine simtlichen Elemente) bestimmt (B-bestimmi gegeben, hergestellt)y
ist, damit jedes andere Element der Reihe bestimmt und damit auch die-
FErzeugungsregel der Reihe bestimmt (B-bestimmt gegeben, hergestellt) ist.

Definition: Der im vorigen Axiom genannte Abschnitt heiBt ,die
Basis der w-Reihe oder Fundameniolreshe®. .

Satz: Ist die Basis einer Fundamentalrethe B-bestimmi, so ist die
Fundamentalrethe B-bestimm.

Ist die Basis einer Fundamentalreihe gegeben, so ist die Fundamental-
reshe B-bestimmi.

Ist die Basis einer Pundamentalreihe hergestellt, so ist die Fundamental-
rethe gegeben.

Satz: Sind die Basiselemente einer Fundamentalreihe hergestellt, so ist
keines derselben durch die iibrigen wohlbestimmd.

Beweis: Wire eines durch die iibrigen wohlbestimmt, so wire die-
Fandamentalreihe bereits durch die iibrigen Basiselemente wohlbestimmt,
also wire .die gegebene Basis nicht der kleinste derartige Abschnitt gegen
die Definition.

Definition: Es sei eine W-Reihe W gegeben. Es seien dann irgend
zwei Elemente von ihr ¢, und e, (¢,<e,) hergestellt. Es werde dann
eine Reihe von Elementen und Limites in W durch fortgesetzte Anwen-
dung folgender drei Operationen amf die bisher bereits durch deren An-
wendung (bzw. durch Gegebensein von ¢, und ¢,, welches im allgemeinen
die beiden ersten Elemente von W sein sollen) bestimmte Reihe wohl-
bestimmt:

1. durch die Operation der Bildung des Deckungslimes, wenn zwet
Elemeénte hergestellt sind, wovon das zweite das hdchste bisher durch die
drei Operationen (oder durch Hergestelltsein von ¢, und ¢,) Hergestellte ist,.

2. durch die Operation der Bildung des h&chsten Limes, falls durch
Anwendung dieser drei Operationen eine diesen definierende Fundamental-
reihe von Elementen durch Herstellung der Basiselemente gegeben ist,

3: dureh die Operation der Anhingung und Herstellung des nichsten
Elementes, wenn ein hochster Limes durch diese drei Operationen ge-
geben ist,

‘. < "Dabei sollen simtliche Elemente, welche nicht gegebenen Fundamen-
talrethen (deren Basis hergestellt ist) angehoren, derart durch die fritheren
hergestellten Elemente bestimmt Sein, daB, wenn ein Element der Reihe-
nicht bestimmt ist auch kein folgendes- bestimmt sein kann, indem ins-
besondere auch -alle zwischenliegenden reinen Limesabschnitte wohlbestimmi
#indy umgekehrt sollen neue Elemente nur hergestellt werden, wenn weitere-
Blemente "dureh ‘die friheren hergestellien: Elemente micht .mehr. wohl-
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bestimmt sind. Die neuhergestellten Elemente sollen auf simtliche durch
die frither hergestellten Elemente wohlbestimmten Elemente folgen.

Dann heiBe die Reihe der so wohlbestimmten Elemente und Limites:
der zu den beiden Elementen e, und e, gehdrige Limesaufbau dieser W-Reihe.

Die Titigkeit der Bestimmung des Limesanfbaus heiBe: die Konstruk-
tion des Limesaufbaues dieser W-Eeihe.

NB. Diese Forderungen lassen sich in der Praxis stets gewihrleisten.
Die Beriicksichtigung der Moglichkeit von UnregelmiBigkeiten und Ab-
weichungen wire iiberaus langwierig und verwirrend, insbesondere aber
unnotig, da ja diese Festsetzungen durchaus von ums abhingen. Simtliche
in Gebrauch befindlichen aufgestellten W-Reihen gehorchen diesen Forde-
rungen.

Definition: Wihlen wir fiir ¢, und ¢, die beiden ersten Elemente
der gegebenen W-Reihe W, 'so heiBe der entstehende Limesaufbaun: der
allgemeine Limesaufbau der W-Reihe W. Andernfalls heiBe er ,speziell“.

Definition: Jede Fundamentalreihe, die durch die Konstruktion
des (allgemeinen) Limesaufbaues einer W-Reihe gegeben ist, (deren Basis
also hergestellt ist) heiBe eine ,fiir diese Konstruktion benutzte Funda-
mentalreiheX.

Definition: Die Reihe der letzten Basiselemente der bei der Kon-
struktion eines Limesaufbaunes einer W-Reihe benutzten Fundamentalreihen
heife ,die Reihe der Abbruchelemente”, kurz ,Abbruchreihe”. Das letzte
Basiselement einer benutzten Fundamentalreihe heiBe ,das Abbruchelement
dieser Fundamentalreihe®,

Satz: Ist ein Limesaufbaw gegeben, so ist seine Abbruchreihe bestimmt.

Beweis: Im Falle eines allgemeinen oder speziellen Limesaufbaues
sind die durch die drei Operationen aufgebauten, fiir den Limesaufbau be-
nutzten Fundamentalreihen nach der Definition des Limesaufbaues durch
die Herstellung ihrer Basis wohlbestimmt. Es ist die Basis jeder dieser
Fundamentalreihen bestimmt, also auch jeweils das letzte Element dieser
Basis. Damit ist aber jedes Element der Abbruchreihe bestimmt und da-
mit die Reihe selbst.

Corrolar: Ist ein Limesaufbau gegeben, so sind simtliche Abbruch-
elemente bestimmt.

Satz: Die Abbruchreihe eines Limesaufbauves einer gegebenen. W-Reihe
enthilt Leine Teilreihe vom Typus *e.

Beweis: Weil die Abbruchreihe Teilreihe einer W-Reihe ist.

Satz: Die Basiselemente der sur Konstruktion des Limesaufbaues einer
W-Reihe benutzten Fundamentalreihen bilden eine kanonische Basisgruppe
von Bestimmungen des Limesaufbaues.

Mathematische Apgplen. LXXIX.
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Beweis: Keines dieser Elemente ist durch die fibrigen wohlbestimmt,
durch sie aber sind simtliche iibrigen Elemente des Limesaufbaues wohl-
bestimmt.

Satz: Sind die Basisclemente der zur Konstrukiion eines Limesaufbaues
<iner W-Reihe benutzten Fundamentalreihen hergestellt, so ist der Limesauf-
bau gegeben. Auch wenn nur diese hergestelll sind.

Beweis: Diese bilden eine Basisgruppe von Bestimmungen des Limes-
aufbaues und zwar eine kanonische.

Satz: Enthdlt die Basisgruppe von Bestimmungen eines Limesaufbaues
-nur hergestellte Elemente, sind aber nicht similiche FElemente einer Fkanoni-
schen Basisgruppe von Elementen bestimmi, so ist der Limesaufbau nicht
gegeben.

Beweis: Weil keine Basisgruppe von Bestimmungen des Limesauf-
‘baues bestimmt ist.

Satz: Die Abbruchreihe A eines gegebenen Limesaufbawes L einer ge-
gebenen W-Reihe W enthilt keine o-Reihe als Teilreihe.

Beweis: Angenommen, A enthalte ein Stiick vom Typus @. Da der
Limesaufbau gegeben, so ist die Abbruchreihe bestimmt. Da also dieses
Stiick (Abschnitt) von 4 eine bestimmte Fundamentalreihe F' wire, so
wire deren Basis bestimmt, sowie deren letzites Element . Sei dann F
der durch die Fundamentalreihe ' bestimmte Limes, ¢, das erste Element
~des Limesaufbaues. Dann wiren nach Bestimmung des Limesaunfbaues so-
weit, daf die Abbruchreibe gleich F' ist, gemidf der Definition des Limes-
aufbaues jetzt die dort genannten Operationen zum Aufbau des Limesauf-
baues weiter anzuwenden. Dies gibt (nach fritherer Bezeichnung) F'- g,
ferner A(e,q) usw. Die anf F im Limesaufbau folgende, zum Limesauf-
bau benutzte Fundamentalreihe 7" enthilt dann als erstes Element ¢, als
zweites Element aber entweder das Element ¢ oder ein spiteres Element
als ¢.. Sei dann I’ das Abbruchelement von F", dann ist /' das auf ] up-
-mittelbar folgende Abbruchelement. Also sind simtliche Elemente z von
F, fiir welche I <<z, auch so beschaffen, dafl z < ¢, d. h. diese Elemente
« liegen zwischen den beiden unmittelbar folgenden Abbruchelementen 1
und U, sind slso keine Abbruchelemente gegen die Voraussetzung. Daher
kann die Abbruchreihe.niemals eine @-Reihe sein, auch nicht eine solche
2ls Stiick oder Teilreihe enthalten.

 Satz: Die Abbruchreihe eines gegebenen Limesaufbaues ist eine end-
diche Reihe.

Beweis: Da sie weder eine Teilreihe vom Typus @ noch vom Typus
“@ enthilt.

Definition: Haben wir eine gegebene W-Reihe W und haben wir
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einen allgemeinen Limesaufbaun L derselben derart, daB unter den durch
den Limesaufbau bestimmten Limites sich der hdchste Limes H von W°
befindet, so sagen wir, der Limesaufbau sei ,der su W gehirige allgemeine
ZLimesaufdau®.

Ist W eine Limesreihe, dann heile der zu W gehorige allgemsine
Limesaufbau ,der W deckende Limesaufbau®

Satz: Jeder Endlimes einer reinen Limesreihe, welche einen deckenden
Limesaufbou hat, hat eine definierende Fundamentalreihe.

Beweis: Nach dem oben teilweise bewiesenen Satze hat jeder Limes,
der von dem Limesaufbaun erreicht wird, eine definierende Fundamental-
reihe. Dieser Fall liegt hier vor.

Definition: Es seien zwei Elemente ¢, und e, hergestellt, wo ¢, <<e,,
derart, daB ¢, und ¢, die Basis einer w-Reihe bilden. Es werde dann eine
W-Reihe gegeben, indem folgende Operationen fortgesetzt ansgeiibt werden:

1. Die Operation der Bildung des Deckungslimes, wenn zwei Elemente
hergestellt sind, wovon das zweite das hochste bisher durch die drei
Operatwnen (oder durch Hergestelltsein von e, und ¢,) Hergestellte ist.

2. Die Operation der Bildang des hochsten Limes, falls durch An-
wendung dieser drei Operationen eine diesen definierende Fundamental-
reihe von Elementen durch Herstellung der Basiselemente gegeben ist.

3. Die Operation der Anhingung und Herstellung des nichsten Ele-
mentes, wenn ein hochster Limes durch diese drei Operationen gegeben ist.

Dabei sollen siamtiliche Elemente, welche nicht gegebenen Fundamen-
talreihen (deren Basis hergestellt ist) angehoren, durch die friiheren her-
gestellten Elemente derart bestimmt sein, daB, wenn ein Element der
Reihe nicht bestimmt ist, auch kein folgendes bestimmt sein kann, indem
insbesondere auch alle zwischenliegenden reinen Limesabschnitte wohl-
bestimmt sind; umgekehrt sollen neme Elemente nur hergestellt werden,
wenn weitere Elemente durch die friiheren hergestellten Elemente nicht
mehr wohlbestimmt.sind. Die neuhergestellten Elemente sollen auf simt-
liche durch die frither hergesteliten Elemente bestimmten Elemente folgen-

Dann heile eine solche W-Reihe eine konstruktive W-Reihe“.

NB. Hier ist die gleiche Bemerkung anzufiigen, wie bei der Definition
des Limesaufbaues.

NB. Hier tritt fortgesetzt der Fall auf, daB die Basis einer Funda-
mentalrethe ans zwei Elementen besteht. Dies ist z. B. immer der Fall,
wenn jedes Element der Fundamentalreihe durch das unmittelbar vorher-
gehende in gleicher Weise wohlbestimmt ist, wie das zweite Element der
Reihe durch das erste.

NB. Es ist klar, daB die vorstehend genannten drei Operationen anch

4*
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die Cantorschen beiden Erzeugungsprivzipien der 2. Zahlerklasse ein~
"sehlieBen bzw. mit ibnen zusammenfallen.

Satz: Ist eine konstruktive W-Reihe gegeben, so ist gleichzeitig ein zu-
gehiriger deckender Limesaufbawu gegeben. Umgekehrt kanm zu jedem ge-
gebenen Limesaufbou "einer W- Reihe eine konsiruktice W- Reihe konstruiert
werden, welche von dem Limesaufbou gedeckt wird.

Beweis: Nach den Definitionen des Limesaufbaues und der konstruk-
tiven W-Reihen sind in beiden Fillen die Operationen identisch.

Corrolare: Jede konstruktive W-Reihe hat ein endliche Abbruchreibe.

Jeder Limes einer konstruktiven W-Reihe hat eine definierende Fun-
damentalreikhe.

NB. Uberhaupt iibertragen sich damit simtliche fiir den Limesaufbau
aufgestellten Begriffsbildungen auf die konstruktiven W-Reihen.

Satz: Ein geméB der 3. Operation der Depinition der honstrukiiven
W-Reihen an eine gegebene konstruktive W-Reihe etwa anzuhingendes und
herzustellendes néchstes Element (die konstrukiive W- Reihe endigt also in
diesem Falle naturgemifp mit einem Limes) ist durch die vorhergehenden
Elemente nicht wohlbestimmd.

Beweis: Wire es wohlbestimmt, so diirfte nach Definition der kon-
struktiven W-Reihen die 3. Operation noch nicht angewandt werden.

" Satz: Die konstrultiven W-Reihen fallen mit den W-Reihen der Cantor-
schen zweiten Zohlenklasse susammen.

Beweis: Die konstruktiven W-Reihen werden durch die fiir die Z(II)
charakteristischen beiden Erzeugumgsprinzipien aufgebaut. AuBerdem hat
jeder Limes derselben eine definierende Fundamentalreihe.

Satz: Haben wir ¢ine gegebene konstruktive W-Reihe K (die also eine
endliche Abbruchreihe hat) und stellen ein neues Element Q her, mit der
Bestinimung, dap Q das erste Element sei, das einen Abschwitt mit nicht
endlich vielen Albruchelementen bestimmi, so kinmen die FElemente einer
solchen W-Reihe wiemals samilich bestimmi sein, die < -Reihe kann wicht
gegeben sein.

Beweis: Setzen wir K fort his zum nichsten héchsten Limes, bzw.
denken wir uns es soweit fortgesetzt, so ist das auf diesen folgende Ele-
ment picht bestimmt (nach Fritherem). Also auch die Fundamentalreihe
nicht gegeben oder wohlbestimmt, in der dieses Element Basiselement ist
usw. Da dieseg Element einer kanonischen Basisgruppe von Bestimmungen
der. forigesetzien W-Reihe angehéren wiirde, aber micht bestimmi ist, so
ist-die W-Reihe nicht. gegeben.

Corrolar: Das in diesem Falle hergestellte Element Q ist also .nicht
unterscheidbar von dem  niichsten, auf den héchsten Limes der.kounstruk-
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tiven W-Reihe, wenn diese eventuell soweit fortgesetzt gedacht wird, fol-
genden und gemiB der 3. Operation hergestellien Element.

Satz: Die zwischen einer gegebenen Fkonstruktiven W-Reihe K und
dem neu hergestellien Elemente Q des vorigen Satzes liegenden Elemente be-
stehen wicht.

Beweis: Sie sind weder wohlbestimmt noch hergestellt.

Satz: W-Rethen von hoherer Michiigheit als der abzdhlbaren kimnen
niemals durch Fortsetzung des konstruktiven Limesaufbaues, d. h. durch Her-
stellung einer Basisgrupps von bestimmenden Elementen gegeben sein.

Beweis: Weil die Abbruchreihe immer endlich sein muB und nar
Zahlen der Z(II) auf diese Weise gegeben werden konnen.

NB. Man kann unschwer durch Hinzufligung einiger noch abstrak-
terer Begriffsbestimmungen zu den vorstehenden Formulierungen dann
auch noch beweisen, daB W-Reihen hsoherer Machfigkeiten auch hicht auf
anderen Wegen als durch Herstellung einer Basisgruppe von bestimmen-
den Elementen, d. h. also iiberhaupt nicht-gegeben sein kénnen. Wir be-
gniigen uns fir diesmal mit dem Vorstehenden. Die dazu notigen, etwas
ungewohnten Formulierungen werden einer breiteren Basis bediirfen.

Satz: Es kann niemals eine Wohlordnung des Kontinuuwms durch Her-
stellung von Elementen gegeben sein.

HI.

Ich fige noch einige Bemerkungen hinza. Ieh habe zuerst in Weiter-
tithrung der in meiner Habilitationsschrift gegebenen Uberlegungen im
Vorstehenden einige Sitze iiber den allgemeinen Limescharakter der W-
Reihen aufgestellt. Bs wird dann der Beweis, daB jeder Limes eine defi-
nierende Fundamentalreihe hat, zum Teil durchgefiihrt. Es bleibt zu unter-
suchen, wie weit dieser Satz Geltung hat. Diese Uberlegung 148t sich
offenbar (siche auch. 1 ¢. VL 32) mit den allgemeinen formalen Uber-
legungen tiber W-Reihen allein nicht darchfihren. Es kommen vielmehr
hier , Ezistenzbetrachtungen® in Frage. Solche sind uns etwas Ungewohntes
in diesen Teilen der Mathematik, wihrend sie in der Geometrie der Griechen
und auch in unserer Analysis eine groBe Rolle spielen. Diese wichtigen
Dinge sind hier bisher vollig unsystematisch und nebenbei behandelt
worden und auBer einigen kritischen Betrachtungen G. Freges ist wenig
dariiber gesagt worden. (Auch wo diese Fragen eine Rolle spielen, z. B.
in der Analysis, liegt ihre systematische Behandlung sehr im Argen).

Es geschieht hier, soviel jch weiB, zum ersten Male, daf diese sehx
absirakten Begriffe des ,bestimmt, gegeben, heraes$e11£“ deren. Behand-
lung bisher fast ausschlieBlich der Philosophie uberlassen war, und die
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auch in der Mathematik nur sozusagen zwischen den Zeilen ein ginzlich
gesetzloses, quallenhaftes (Pringsheim): Dasein fithrten, in konziser axio-
matischer Fassung auftreten. Was ich an Axiomen und Definitionen dar-
iiber gebe, ist lediglich ein fiir den vorliegenden Zweck angepafBier Teil
eines ausgedehnten und iiberaus wichtigen und fundamentalen Unter-
suchungsgebietes der Axiomatik, das ich als ,Dinglehre* bezeichne, und
iiber das ich demnichst ausfiithrlicher berichten werde.

Teil 11 der vorstehenden Untersuchung stellt soznsagen eine Axio-
matisierung desjenigen Teiles der Cantorschen Forschungen dar, welcher
sich aunf die Aufstellung der Ordnungszahlen bezieht, speziell in Richtung
auf die ,Existenz“. Cantor hat diese Untersuchung im wesentlichen an
die Anufstellung einer speziellen Bezeichnung dieser Zahlen angeschlossen,
und ist dabei zu weitgehenden Konsequenzen gelangt, die natiirlich nicht
als endgiiltig gesichert betrachtet werden konnten, solange die Existenz-
frage nicht geklirt war.

Es ist klar, daB mit den genannten Existenzbetrachtungen der Ge-
sichtspunkt der , Bezeichnumg® eng zusammenhiingt. Hessenberg hatte be-
merkt, daB zur Aufstellung der Zahlen der Z(II) in Cantorscher Bezeich-
nung die Einfibrung immer neuer Zeichen notwendig sei. Ich selbst
habe 1. ¢. den Nachweis gefiihrt, daB dies bei jeder moglichen Bezeichnung
zutreffe.

Wollen wir eine Bezeichnung der W-Reihen von Anfang an fest-
setzen, so geschiebt dies, indem wir die Eegeln angeben, nach denen die
Bezeichnung aufgestellt wird. Dann sind aber — vom allgemeinen Stand-
punkt betrachtet — diese Regeln nichts anderes als Operationen zur Er-
zeugung von Limites, und damit ist schon gbsagt, daB sie sich erschopfen
miissen, .und stets neue Regeln notwendig machen. Ks ist dies in voll-
kommené; Analogie zur Herstellung von Basiselementen von immer neuen
benutzten Fundamentalreihen in unserem Limesaufbau.

Ich verweise fiir die Frage der Bezeichnung auf -den zweiten Teil (B)
meiner Habilitationsschrift.

Man hat sich in der Lehre von den wohlgeordneten Mengen bisher
vielfach mit demjenigen Teile begniigt, den man den ,formalen“ nennen
konnte, d. h. man hat weitergearbeitet ohne die Fragen der Existenz in
nidhere Beriicksichtigung zu ziehen. Man ist in der Mathematik in &hn-
lichen Fallen schon mehrfach zu Folgerungen gelangt, welche sich nach-
ber nicht vollig aufrecht erhalten lieBen. Vor derartigen Folgerungen
wire man nar durch eine absolut reinliche Scheidung zwischen formalen
und existenzmiBigen Uberlegungen bewahrt geblicben, doch waren die
Mittel dazu noch nicht vorhanden. Bekannt ist die formelle, d. h. unrein-
lich formelle Behandlung der divergenten Reihen, welche derartige Konse-
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quenzen nach sich zog, ebenso gewisse Anschauungen iiber den Kurven-
begriff usw.¥)

Zuletzt aber mbge noch der Umstand hervorgehoben sein, da die-
Mengenlehre, auf deren Bahnen Georg Cantor uns fiihrte, immer neue
und immer weitergreifende Anregungen und EntwickelunganstéBe bringt
und bringen wird, zumal, wo sie mit der Axiomatik zusammenflieBt (be-
sonders auch in methodologischer Hinsicht),

Augsburg, Dezember 1917

¥ Ich habe kiirzlich ausfiibrlicher zu zeigen begonnen, wie eine reinliche (axio-
matische) Scheidung des Formalen etwa auszufiibren wire, um derarfige $ile vou
Yieser Seite her allgemein zu kldren. (Siehe: ,,Das Prinzip der logischen Unabhingig-
eit in der Mathematik, zugleich als Einfithrung in die Axiomatik', Mianchen 1915



