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Uber woMgeorclnet   engen. 

Von 

Hu6o Dn~LER in Mfinchem 

Ich habe in meiner Habilita~ionsschrift ,Uber wohlgeordnete ]~engen 
und zers~reute Mengen im allgemeinen"*) gezeig~, dab sich auf Grund ge- 
eigneter Beg~iffsbild'cugen eine geschlossene Reihe yon S ~ e n  fiber L~mi~es 
wohtgeordneter Reihen unabhiingig yon jeder Bezeichnung aufstellen l~ t ,  
die ftir s~mfliche wohlgeordnete Mengen (W-Reihen) gelten. Zuers~ haste 
wolff Gerhard Hessenberg in seinen ,Grundbegriffen der Mengenlehre" 
(GStt~gen 1906) ein defailh'erteres Studium der Limi~es mittels allgemeiner 
S~tze begonnen. Nun ha~ Georg Canf~r fox die Zahlen der zweiten Z~alen- 
klasse zwei Erzeugun~prinzipien angegeben, welche fiir deren Aufstellung 
hinreichen: es ist dies die Hinzuffigung yon ,,1" und die Bildung des 
Limes einer Fundament~reihe. Andererseif~ ergibt sich aus den Cant~r- 
schen S~zen, da6 man mit diesen beiden Erze~ungsprinzipien aUein nie- 
reals fiber die Z(II) hiamusgelau.gen kann. D~nn da die Summe einer 
~-RAAhe yon abz~baren Mengen s f ~  wieder eine abz~hlbare ]~enge 
liefert, so bleib~ man mit den beiden Erzeugungsprinzipien immer inner- 
halb tier Z(II). 

In meiner Habili~a~ionsscb~if~ babe ich nun zwei S~ze bewiesen, 
~elche fOx alte W-Reihen gel t~,  und welche die Limesbildung auf Grund 
yon Fundamenta]xeihen als ffir si~mtliche. W-Reihen ausschlaggebend er- 
~cheinen lassen. Diese S~tze sind: 

]. Jede W-l~ihe ha~ einen Limes hSchster Ordnung (1. c. VI. 34). 
2. Der Limes h~ichster Ordnung kann in der W-Reihe nur eine end- 

liche Zahl yon Malen vorkommen (1. c. VL 33). 
Um zu sehen, ob niche, wie diese Sii~ze es wahrscheinlich machen, 

<tie W-Reihea mi~ der Can~orschen Z(II) fiberhaup~ zusammenfallen, dazu 
~ r e  es nS~,, fesf~zusf~llen, ob jeder Limes einer W-Reihe als Limes einer 
Fund~mentalreihe ~ t ~  werd~n ka,~ (1. c. u  32). 

*) M ~ c h e ~  I912 bei Theodor Aoke~aaaa (ira Buchhandel), well.thin zi~ier~- 
ats ,,!. c" 
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Um diese Un~ersuehung durchzuffihren~ bediene ich reich dmiger in 
!meiner Habilitationsschrif~ gegebenen Definitionen und S~tze, die ich d~- 
]aer hier kurz wiedergebe: 

1. Eine einfach geordnete Menge heiBe kurz ,,Reihe", eine wottlgeord- 
sere .tV-Reihe ~. Durch jedes Element e einer W-Reihe W wird ein ,~kh- 
~chnit~ ~c bes~imm~, der alle Elemente x yon W e n t t ~ ,  fiir die x~<~ e. 

2. Eine Teilreihe T einer Reihe R heiBt ein ,,S~fick yon R'" we-- 

jedes Element x yon R, das T nicht angehSrt, und wovon mindestens 
eines vorhanden is~, zu s~mtlichen Elementen~t yon T en~weder in der 
Beziehung x-<~ t oder t - <  x steht. 

3. Enthiilt jedes S~ck  einer Reihe R, sowie sie selbst, ein erstes'und 
le~ztes Element, so heil~t sie eine ,endliche Beihe" (Siiickels Definition).*) 

4. Enthiilt eine ~eihe weder eine Teilreihe vom Typus a~ noch eine 
solche "yore Typus *ca," so ist sie eine endliche Reihe~ 

5. En~hiil~ eine l~eihe zu jedem ihrer Elemente. auger zu einem eventxtell 
vorhandenen ers~en oder lehzten Elemen~ ein unmi~elbar vorhergehendes 
nnd ein unmit~elbar nachfolgendes Element, so heiBt sie eine ,~qesc/dossene 
l~eihe ~'. 

6. E~ne Reihe heiB~ ,,wohlgeordnet'; wenn sie keine Te '~e~e yore 
~ypus *to enthi~lL (Jede fallende Teilreihe einer W-_P~eihe is~ eine end- 
lithe Reihe.) 

7. Ist eiue W-Reihe/~ zerlegbar in eine Summe untex sich ~h~licher 
S~icke P, so heit~ / t  ein ,,Mult~plum vo~ P". 

$ 

8. Betrachten wit in eiaer W-Reihe R, welche ein Mul~ipb~m yon P 
~isl, jedes St~ick P als ein einfaches Element, so heiBt die Reihe dieser- 
Elemente ,die P-Ablei~ung yon ~ "  (in Zeiehen/~'(P)). 

9. Ha~ die X.Ableitung yon R kein le~z~es Element, dann heiBi R 
~m ,,Limes yon Reihen X" .  

10. S e i / /  eine gegebene, R o eine belieb~ge niedrigere W-Reihs. Is~ 
~lann R s~e~s Limes yon Ro, so heif~ B eine ,,reir~e Liraesreihe". 

*) Der Einwurf, den ich in meiner Schrift ,,Das Prinzip der logischen Unsb- 
h~.ugigkait in der Mathemat~, zugleich a2~ Einf(ihrung in die Amiomatik'; MfiJachen 
1915, gegen diese I~n~tion gemacht babe, ~ hat in der vozliegenden Abhaudlultg keinen 
~mmi~tedbare~ Ans~punkt und wizd dahex im folgendan nicht weite~ he~rfic~ich~gt. 
Der Vorwuff macht j~ nichts falsch unct die mathematische Folgexichtigkait; wizd 
4uzch ihn in keinez Weise gestSzt; r sagt nnr, dab die Definihion in gewisser W~n- 
~i6ht nich~ eng genug seL In den folgenclen ~bexIe~ngen komm~ e~ nirgencls direkr 
zu~ Wir'mmg, ~uch bei'~seinex Beraeksichtigtmg wfirde sich nic'hts am folgeadea 
:Rndern. Ich ~werde be~'~a~lerer Gelegenheit diesen Punkr eingehen(!ez zur Sp~a~l~ 
~bringem. 

Mathemat i~he  A~a~en.  L X X I ~  S *$ 
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"H. Ist/~ Limes vo1~ Reihen P, so ist es anch Limes yon !~ihen P ~  
wen  P' 

12. Irgencl ein Absehnitt einer W-Reihe, der kein letztes Element hat~- 
heil$t ein ,,~me~sch~itU. Wegen Definition des Bogriffes ,,~ndlime~' 
siehe 1. c. VI. 17 u. 24. 

Ist t t  Limes yon [teihen X und hat X den Endlimes E~ dann heist 
dot Endlimes yon / t  .yon h6herer Ordnung ats der Limes E". Der Limes 
1. Orduung heigt .co". 

Sonst wird im folgenden noeh yon einigen geli4ufigen Begriffen un& 
S~tzen aus der Theorie der wohlgeordneten Mengen Gebrauch gemaeht~ 

L 

Satz: Zwei reine Limesrei~en rail dem gZeic~n :Endlimes sind iihrdich. 
Beweis :  Soien ~ uncl /~" zwei reine Limesreihea mi~ dem gleidhea 

Endlbmes. W~ixe dann etwa ~/~' ~hnlieh zu einem Absehnitte A yon /~, 
so w~re/~ Limes yon Reihen A, d. h. der Endlimes yon R hSher als der 
yon A gegen die Voraussetzung. 

Satz: Haben wit  eine W - ~ h e  R ohne letztes Element, deren EmaTimes 
van hSherer Ordnung ist als alle varherge~wTen Limites, so ist sie eine reine~ 
L4mesreihe und umgekehrt. 

Beweis:  WKre • keine relne Limesreihe, also z. B. n~eht Limes yon 
Reiheta G, we G ~/~ .  ttat dash/~ eine GTAbleitung t~'(G), so hat diese 
ein letztes Element. Also is t /~ ' (G) entweder eine endliehe Reihe oder 
yon der Form U + 3~, we U ohne Ietztes Element, E eine endliche Reihe. 
Im ersten Fall wiirde der Encllimes in jedem der endtich vielen Summanden 
G vorkommen, w~re also night hSher als alle vorhergehenden. Im zweite~ 
Falle h~tte der Absehnitt yon B, dessen G-Ableitung-gleieh U ist, einen 
Endlimes hSherer Ordnung als /L (Denn der En~imes yon/~ ist gteich 
dem EndIimes yon G. Abet U ist Limes yon Reihen G.) Beides gegen. 
die Voraussetzung. - -  Hat nun/~ keine G-Ableitung, so l~Bt es sich flar- 
stellen ia der F o r m / ~  + G!, w e / ~  eine G-Ablei~ung haft, und G i < G. 
Maeht man dan~ f f i r /~  genau die gleiehe {)berlegung beziiglich der G- 
AMeitung yon _Rt, wie oben hezfiglich der G-Ableitung yon/~, so finder 
~ n ,  ~ stets tier End]limes nieht h~her ist als atle vorhergehenden, bzw. 
~ f l  ~ m  h6here vorhergdhen. Beides gegen die Vorausset~ang. ..... Ist um- 
geketn~ ~ R eine reiae Limesreihe, and L ein Limesabsehnitt yon P,, so 
i ~  ~ ~ yon P ~ e n  L, & ~  dex Endlim'es yon ~ hSher als der yon 
L,  ~& h. tier F ~ ~  y o n / / ~  ~ r  h~daste der Reihe. (Einfacher mit#~e!a 
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Sa~z: Jeder L i ~ s  ~ '~r  W o ~ e  kann E~z~//mes e/net re/ne~ Z / ~  
ze~e sd~ 

Beweis: Es sea gegeben eine W-Rei]ae W. L sei der ~ augehSrende 
zu un~rsuchende Limes. SeA dann/~ der zu L geh6rende Limesabschnigt, 
so dab L der EndI~mes yon /~ ist. Dann ist entweder schon ~R selbst. 
eine reine Limesreihe, dann ist der Sa~ er~dllk Is~/~ dagegen keine reine 
Limesreihe, so entlh~I~ es einen h6chsten Limes, der nac-h vorigem S a ~  
nich~ der Endlimes ist. Dieser hSc-hste Limes kommt in/~ nut eine end- 
liche Za'hl yon ]ilalen vor. Es gibt~ daun unter den Elemen~en yon /~ 
die so beschaffen sind, dag nach ihnen der hSchste Limes nicht mehr vor- 
komm~ ein niederstes. Dieses sei e 1. Dieses bestjmmt einen Rest ~ ,  der 
nut Limites enth~lt, die niedriger sind a~ der hSchste. ])ann ist entweder 
/~ eine reine Limesreihe oder nicht. Ist sie es~ so isg der Satz erfiillt~ 
ist sie es nicht~ so machen wir b e i / ~  die gleiche lJ"berlegung wie bei/~. 
Wir erhalgen so einen Rest ~ d e r n u r  Limi~es entts die niedriger 
sind als der H6chs~limes von ' /~ .  Die Reihe der H6chsflimites yon /g, 
/ ~ , / ~ . , . . .  ist eine fallende, muB also endiich sein. ~aeh einer endlichen 
Zahl yon Anwendungen des gleichen Verfahrens mug also ein Res~ /~  
kommen, der dutch dieses Veffahren nicht me'hr ~ erniedrigt werden kann 
(der aber auch nicht Null is~ sons~ w~re der vorhergehende Schritt der 
le~z~e). Dieser Resg muB dann eine reine Limesreihe sein, der L als End- 
limes hak 

Corrolar: Ist/~ eine W-Reihe ohne le~ztes Element, und keine reine 
Limesreihe~ ~ Endlimes L, so ist ste~s /~ = K ~ L, we Z eine reine 
Limesreihe mit dem Endlimes ~. 

Def in i t ion:  Ist ein Limesabschn[tt einer W-Reihe eine reine Limes- 
re~% so heii~e er ein ,reiner Limesabsc]m~t~'. 

Satz: Sei t~ eine reine Li~nesreihe, e~ ur~d e~ irgend ~wei _Elemente vo~ 
ihr~ so daft e 1 -<: e~, dann gibt es einen ]deinsten reinen Limesabsc~mitt van 
R,  dem (ex und) e~ angeh6rt. 

Beweis: Sei E~ der zu e~ gehSrende hbsehnit~ yon R, so ha~ R'(~F_~) 
kein letz~s Element, ist also sir keine endliehe Reihe. Dann i~ ~(~'a) 
entweder gleic]a der reinen Limesreihe 1. Ordnung eo~ oder grS~er als e~. 
Im le~eren Fall betrach~en wir den Abschnitt yon/~, dessen ~-&bleih~ng 
glei~h e~ isi. Dieser /kbscl~.nitt ist der gesuchte kleinste reine Limes- 
abschni~ 

Def in i t ion:  Sind et und e~ Elemente einer reinen Limesreihe /~ 
dann heiBt; der kle}nste reine Limesabschnit~ yon J~, de'm el und e~ als Ele- 
~nente angehiire~ ,der zu e~ u~d e~ gehiirige 1)e~ur~jsli~es ~ ( i n  ZeAehen 
A(e~ e~), welches ZeAchen auch den betredrenden Abschnitt bedeuten so]]). Da- 
bei heil~e e~ das Anfangselement~ e~ das l~ichtungselement desDeckungs~mes. 
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Def in i t ion:  Ist LI, L~,..-, L~, ..-"eine gegelaene c~-Reihe yon W-Reihen, 
so besehaffen, dab fiir i < k auch L i < L~, so sagea wir, die L i streben 
ei/aer G'renzreihe h z~, die folgendermaBen de.finiex~ ist: 

SeA, L~+ 1 ~- L i -t- K~+I, so sei h d~fiaier~ a[s die (nae]a ~kxiom I. c. I[. 16 

exisbierende) Snmme: A = L 1 q- K, + K.~ -P - . . .  

Die Elemente yon A, welche die Abschaitte Lz, L.,, . . .  yon h be- 
stimmen, heigen: ,,eine h definierer~de Fandamentalreihg:. Darch die Funda- 
mentalreihe ist der Limes bestimmt. 

'Def in i t ion :  Ist A ein Abschnitt einer W-Reihe R und is~ x das 
auf den Abschnitt unmit~elbar folgende Element yon R, so schreiben wir 
dies in Zeiehen: A t -x .  

Die Angabe des a.uf einen A_bschnitt unmittelbar folgenden Eiement~A 
l~eil~e die Operation der Anh~ingung des niichsten Elementes. 

Def in i t ion :  Ist e~, e~ , . - - , e , , - - -  eine Fand~mentslreihe yon Eie- 
menten_eiuer W-Reihe, so werde sie bezei~hnet durell [e,]. Die Angabe 
r dureh eine Fuadamentalreihe definierten Limos heif~e die Operation tier 
Limesbildung. 

Satz:  Zu jedem Limes einor gegebeaen W-Reihe liiflt sieh eine deft- 
nierende Sundamentalreihe angeben. 

Beweis:  Wir werden diesen Beweis zuaiichst nut teilweise fdhrea, 
die verbleibende Lticke wird darnach ausgefall~ werdea. Sei W die gegebene 
W-Reihe, L der z u  betraohtende, ihr angehSrige Limes. Dana hat naoh 
vorigen Sii, tzen W einen reinen Limesabsehnitt, dess~n Endlimes L is~. 
Diesen Limesabschni~t nennen wir R. 

Zuniichst zeigt sich, dab es geatig~, naehzuweisen, dai3 L in R eine 
definierende Fundamentalreihe hat. Tritt dann L spiiter als Eadlimes eines 
a.nderen Absehni~tes R" yon W, we R < t~; wieder auf und soU dort 
s'eine definierende Fundamentalreihe angegebea .werden, so verfahren wir 
so: Es is~ R ' =  K- i -L ,  we L eine Reihe iihnlich zu R ist. Sind dana 
eae~- - - e~ . . ,  die Eiemente der definierenden Fundamentalreihe in R; 
ERE,. -- ' .E~---  die dutch sie bestimmten s yon R, so.sind die 
zu den hbschnit~en K +  Et,  K + / ~ , - - . ,  K +  E~,- -- yon R" gehSrigen 
Elemente yon R'  eine definierende Fundamentalreihe fiir den Endfimes L 
yon R'. Es geniigg daher die Be~rach~ung der reiaen Limesreihe K 

Seien dann e~ und ~ irgend zwei Eiemente yon R und ex -< e~. Dann 
bflden wit den zu et und e: gehSrigen Deckuagslimes A(etes). F~illt dana 
hernias clieser' mit B (besser mig L) zusammen, so is~, wenn E., der zu ez 
g.~h.~rige ASsehn~"tt , die Reihe der  durch die Abschni~e 

, . . . ,  , ,  , . . . 

besbimmt~n Etemeate eine .definierende Fundamentalre~e yon R. 
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Ist nun A(ele..) "< ~ (was so, st einzig in Betraeh~ kommt)~ so neanen 
wir das auf A(ele~) unmittelbar fotgende Element e3, also A(ele~) 1---es. 
Ebenso bilden wir: A(eles)  trod A ( e l e s ) ~ - e  4. Sei allgemein auf diese 
Weise ein Element e~ erreieht, so bilden wir A(ele, ,  ) ~ %+, .  Damig ist 
aber eine Fundamentalreihe bestimmt: " 

[ e j  = e,e~.- �9 %. -- 

und dutch diese ein Limes: lira e,, = A~. 

Der Limes Ao kann dann wiederum zu L folgende Beziehungen haben: 
1. A., = B, d .h.  die Endlimites vdn A~ und /~ sind yon gleieher 

Ordnung. Dana ist die Fundamentalreihe [e~] die gesuehte Fundamental- 
reihe yon Z. 

2. A,~ 2> R ,  also lira e~ > L. Sei dann etwa: / ~  ~ / ~  < N',+I (we 
N~ der zu e~ gehSrige Absehnitt), dann kann hiervoa nur / ~  ~ R ein- 
treten, weil, wenn /~ zwisehen/~ und E~+ 1 liige, es nieht Limes yon E~ 
sein kiSnnte, was seiner Eigensehafg als reiner Limesreihe widerspriiehe. 

Ist aber ~E~-= R, so ist naeh Definition: A(e~e,_~) ~- e~ also die Reihe: 

E,_ 
eine L definierende Fnndamentalreihe. 

3. A,,, </~ .  Dieser Fall is~ nua welter zu behandeln. Wit batten: 

l im A(eae,) = A,,,. 
. k 

Wix bild~n dann wiederum A,~ 1--ea.~, und daraus sukzessive: 

A ( e , e , )  e,o; . . .  A(ele _ ) r-- 

~owie lim A (e a e~ ~) = A,ol ,  
k 

dantl wiederum A,o 1 ~ %1. Ferner: 

A o ,  } - - . e l l :  A~ol  l--- e.21 ; Aerie ~ ~ 1 ;  - " "; A v ,  l. ~ ek l  " " " 

sowie 

Ferner: 

und 

lira A,,,~, = A.,,,,. 
k 

.A,.~ Ao,,,A,,o,,,, . . . A~k . . . .  

l im2i d, = A,,,., usw. 

Wir nennen diese Operation die Operation der sukzessiven Limes- 
bildung. Wit seLzen sie beliebig fort. 

Wird dabei alex Limes L er(eiehg oder fibersehritten, so treten die 
obigen Fiille 1.-and 2. ein, so dab in diesem Falle dos. Vorhandensein 
einer definJerenden Fundamentalreihe ffir den untersuchten Limes naeh- 

4 ,  
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gewiesen ist. Dabei ta~tt im Fa]le 2. folgende Betrachtang flit den allge- 
meinea-Fall ein: Es ist leich~ zu sehen, dab yon A(eae~) ab s~mtliche 
dutch das Symbol A(e~ez) dargestetlte Limites reine Limesreihen dar- 
stellen and zwar erhalten wir, wie das obige Verfahren zeig~, auch s~mb- 
liche reinen Limites dabei. Gel~ngen wir also mit unserer Konstruktion 
his L odor fiber L hinaus, so f~.llt L s'ieher mit einem der kons~ruierten 
Limites zusammen, und da diese s~mtlich dutch Fund~mentalreihe~ deft- 
niert sind, so erh~lt damit auch L seine definierende Fundamentalreihe. 

Nun fohlt noch der Nachweis, da~ auch jeder Limes ether gegebenen 
W-Reihe dutch unsere Konstruktdon erreichf werden kann. Diesen Nach- 
weis wollen wir nun gesondert ffihren. Wir fftllen dami~ die erw'~hnte 
Laeke aus. 

IL 

Axiom: Ein Ding besteh~ odor bes~eh~ nicht. 
Axiom: Ein bestehendes Ding ist entweder hergest~llt oder nicht 

hergestellt. Is~ ein bestehendes Ding hergesteUt, so bes~eh~ es durch sieh 
setbs~ und umgekehr~. Ist ein bestehendes Ding nieh~ hergesteUt, so be- 
steht.es dutch (eine Gruppe yon) Bestimmungen mad umgekehr~. 

Def in i t ion :  Jedes bes~ehende Ding heiBe ,,bestimm#'. 
Def in i t ion :  Resteht ein Ding dutch Bestimmungen, so heiBe es 

,,wddbestimmt". 
Axiom: Jede Bestimmung is~ ein Ding. 
Axiom: Besteht ein Ding durch (eine Gruppe yon) Bes~immungen, 

so besteh~ aueh jede dieser Bestimmu aen (is~ ein bes~ehendos Ding). 
Axiom: Besteht ein Ding dutch eine Gruppe yon Bes~immungen, so 

bestehen auch alle fibrigen Bestimmungen des Dinges durch die Be- 
stimmungen dieser Gruppe. 

Axiom: Dutch eine Gruppe yon bes~ehenden Bestimmungen eines 
Dinges, wolche so besehaffen sind, daft dutch sie nicht aUe iibrigen Be- 
stimmungen des Dinges best~hen, kann das Ding nieht best~hen. Bestehen 
n~r die Bestimmungen dieser Gruppe, so besteht das Ding nieht. 

Sa~z: ][st ein Ding nicht hergest~lt und nivht wohlbestimmt, so b ~  

Defini t ion:  Bes~eht ein Ding durch eine Gruppe yon Bes~immungen, 
so heiBe ~ G~appe: ,,ebw be~immende B ~ p p e  (yon l~stimmur~ge~) 
des Db es:' 

Jede Gruppe~ yon Bes/dmmangen,. welche besKmmende Basisgruppe 
einea Oinges sein, kann. heif, e .g e yon Be imm ngr des 
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Beste.ht keine Be~immuag dieser Grappe dutch (tie fibrigen Bo- 
~stimmungen der GTuppe, so heige die Gruppe eiae W~a~/sdze G~r~pp2 " 

Definition: Bes~ehen die Bestdmmtmgett eiaer bestimmenden Basis- 
-gruppe eines durch Bestimmungen bestehenden Dinges dutch sich selbst, 
~o heine das Ding .gegebe~".! 

Definition: Bes~hen sie nich~ darch sich selbs~, so heiB~ das Ding 
~B.bestimmt" (cl. h. beskimmungsbestimmt). 

Satz: Ein bestehendes Ding ist B-bestimmt, wenn e~ne Basisgruppe der 
:Bestimmungen seiner l~stimmungen hergestellt, gegeben oder B-bestimmt ist. 

Sa~z: Besteht dn Ding durd~ Bestimmungen, so ist es entweder ge- 
~geben odor B-bestimmt. 

gatz: Ist ein Ding B-bestimmt, so ist es auch woh~bestimmt und bestimmt. 
Ist ein Ding wohtbes~immt, so ist es auch bestimmt. 
Axiom: Jede Menge ist~ ein Ding. 
Axiom: Die Elemente der Menge sind Bestimmungen der ]~[enge 

~nd zwar eine BasisgTuppe yon Bestimmungen. 
Satz: Sind die Elemente. einer Menge bestimmt~ so ist die Menge wohl- 

bestimmt. 
Satz: Sind die Elemeate einer Menge gegeb$n, so ist die Mer~  wohl- 

.bestimmt. 
Satz: Sind die ~Elemente einer Menge hergastellt, so ist die Merge ge- 

Axiom: Ist ein besiehendes Ding wohlbestimmt, und wird yon ibm 
das Bestehen einer Bestimmung logisch widerspruchslos bewiesen, so isl; 
<he betreffende Bestimmnng bestimmt. 

S a~z: Ist eiue endliche t~eihe bestimmt~ so ist auch ihr letztes E ' ~ n t  
:bestimmt. 

Beweis: Ffir eine endliche Reihe ist jedes Element eine Bestimmung, 
~uueh das Ietzte. Diese Bestimmung wird aus der Definition der endtichen 
Reihe als bestehend bewiesen. Also is~ die Bestimmung bestimmt; & h. 
Aas letzte Element einer bestimmten en'dlichen Reihe is~ bestimmt. 

Definition: Ist eine Bestimmung gegeben, welehe zu dem" ersten 
Element einer e-Reihe yon Elementen und darnach zu jedem weiteren 
ein unmittelbar folgendes FAemen~ bestimmt, so heit~e diese Bestimmung ein 
~ E ~ ~ W / ~ - . ~ p "  oder eine ,~rzeug~r~gsregd der e~-Pudhe" (o-Operatfim). 

Axs Eine Basisgmppe yon Bestimmungen emer e-Reihe ~on 
:Elementen (Fundam~tatreihe) sind: 

a) das er~te FAemeat, b) die E~ug~mgsregel. 
NB. Im P ~ ~ - h e n  ]m~u jeder Fall auf diese Form gdbrachi werde~ 
Axiom: Fiix j~cle woh!bes~immte Fundamcntalreihe ist sin kleinster 



en~li~e;r Absclmitt bestimmt derart, da~, wenn dieser Abschnit~ (flurct~ 
sehm ~m~lichen Elemente) bestimmt (JB-bes~imm~ gegeben, hergestelt~) 
i~-% &remit jedes andere Element der Reihe bes~mm~ und dami~ auch elie ~ 
Erzeugungsregel der Reihe bes~imm~ (B-bestimm~ gegeben, herges~ellt) is~. 

Def in i t ion:  Der im vorigen Axiom genannte Abschnitt heitSt ,die 
~ s i s  dvr ~o-tgeihe oder Fundame~labreihe".. 

Satz: 1st die Basis einer Fundamentalreihe B-bestimmt, so ist die 
Fundamentalreihe B-bestimn, t. 

ts t  die Basis eine~ tZund-a~nentalreihe 9egeben, so ist die Fundaraental- 
r ~ e  B-besti~nt.  

Is t  die ]gasis einer Fundamentalreihe hergestdlt , so ist die JFu~damentaL 
reihe 9egeben. 

Satz:  Sind die Basiselemente einer Fundamentalreihe hergestellt, so ist 
]~eines derselben dutch die i~~ wohlbestimmt. 

Beweis:  W~ire eine~ dureh die ~ibrigen wohlbestimmt, so w~re die~ 
Fmadamenta~eihe bereits durch die fibrigen Basiselemente wohlbes~immg 
also w~re.die g~gebene Basis nieht der kleinsie deral~ge Abschnitt gegen 
die Definition. 

Def in i t ion:  Es sei eine W-Reihe W gegeben. Es seien dann irgen~ 
zwei Etemente yon ihr e i und e~ (e,-<~ e~) hergestell~. Es werde dann 
eine Reihe yon Elemen~en und Limi~es in W dutch fortgesetzte Anwen- 
dung folgender drei Oper~tionen ~ f  die bisher bereits dutch deren An- 
wendung (bzw. durch Gegebensein yon e, und e~, welches im allgemeinen 
die beiden ers~en Elemente yon W sein sollen) bestimmte Reihe wohl- 
bestimmt: 

I. dutch die Operation der Bildung des Deckungsffmes, wenn zwei 
E]em~nte hergestellt sind, wovon das zweite das hSchste bisher dutch di~ 
drei Operafionen (oder dutch Hergestelltsein yon e~ -and e~) HergesteIlte ist r 

2. dareh die Opera~ion der Bildung des hSehs~en Limes, falls dutch 
A:nwendmag dieser drei Opera~ionen eine diesen definierende Fundamental- 
reihe yon Elemeaten dureh Herstellung der Basiselemente gegeben is~, 

3: dutch die Operation der Anhgngomg und Herstellung des n~chste'n 
]~lementes, w e ~  ein hSehs~r Limes durch diese drei Operutionen ge- 
~ e ~  ist. 
:~ -~ D~ei  solien s'~mfliche Elemente, welche nich~ gegebenen Fundamen- 
~ e i h e a  (deren B~s~is h~rges~eLt~ ist)angehSren, derart dutch die frttherea 
]~erges~elt~en E|ement~ebesfimm~ sein;.daJ$, wenn e]n Elemem~ der Reihe- 
nicht beskimm~ ist auch kein fo!gendes~ b e s ~ m t  sein kann, indem ins- 
besondere ua~h-atte zw~sche~liegenden reinen Limesat~schnit~e wohlbesfimm~ 
~ ~ h ~  Solemn neue ~emen~e ~nur he~gestellt werclen, w e ~  ~eiter~ 
~ . m e - ~ e ~ e l ~  "die ~ e ~ e n  herges~Ilten,:E~ementd mch~mebr, wohl- 
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bestimmt sin& Die neuherges.tellten Elemente sollen auf s~mtlic]ae durch 
die frfiher hergestellten :Elemente wohlbes%immten Elomenf~ folgen. 

Dann heiBe die Reihe der so wohlbestimmten Elemente und Limites: 
alex zu den beiden Elementen e 1 und e~ gehSrige Lin~saufbau dieser W-Reihe. 

Die Tiitigkeit der Bestimmung des Limesaufbaus heiBe: die Konstruk- 
tion des Li~esaufbaues dieser W-~eihe. 

NB..Diese Forderungen lassen sich in der Praxis stets gew'~ihrleisten. 
Die Berficksichtigung tier MSglichkeii yon UuregelmiiBigkeiten und hb- 
weichtmgen wiire iiberaus langwierig und verwirrend, insbesondere abet 
un~Stig, da ja diese Festsetzungen durchaus yon tins abh~ngen. Siim~iche 
in Gebraueh befindlichen aufgestellten W-Reihen gehorchen diesen Forde- 
rm~gen. 

De.finition: Wiihlen wir fiir e~ und e~ die beiden ersten Elemente 
der gegebenen W-Reihe W~ 'so heiBe der entstehende Limesaufbau: der 
allgemeine Limesaufbau der W-Reihe W. Andernfalls heil~e er ,~l~eziell". 

Def in i t ion :  Jede Fundamentalreihe, die dutch die Konstrukt~on 
des (allgemeinen) Limesaufbaues ether W-Reihe gegeben is%, (deren Basis 
also hergestellt ist) heil~e eine ,,flit diese Konstruktion benutzte Funda- 
mentalreihe". 

Def in i t ion :  Die Reihe der letztea Basiselemente der bet tier Kon- 
struktion eines Limesaufbaues ether W-Reihe benutzten Fl~mdamentalreihen 
heiBe ,die t~ihe der Abbruchelemente", kurz ,,Abbruchreihe". Das letzte 
Basiselement ether benutzten Fundamentalreihe heiBe ,,das A b b r u c h e l ~ t  
dieser Fundamentalreihe". 

S atz: Ist ein Limesaufbau gegeben, so ist seine Abbruchreihe bestimmL 
Beweis:  Im "FaUe eines allgemeinen oder spezietlen Limesaufbaues 

stud die durch die drei Operationen aufgebauten, ffir den Limesaufbau be- 
nutzten Fundamentalreihen nach der Definition des Limesaufbaues durch 
die Herstellung ihrer Basis wohlbestimmt. Es ist die Basis jeder dieser 
Fundamentalreihen bestimmt, also auoh jeweils das letz4e Elemen~ dieser 
Basis. Damit ist aber jedes Element der Abbruchreihe bestimm~ und da- 
mit die Reihe selbst. 

Corrolar :  Ist ein Limesaufbau gegeben, so stud si~mtliche Abbruch- 
elemente bestimmt. 

Satz: Die Abbruchreihe eines Limesaufbaues ether gegebenen W-Reihe 
enth51t keine Tei~eihe yore Typus *0. 

Beweis:  Weil die Abbruchreihe Teilreihe ether W-Reihe ist. 
Satz: :/)/e Basise~me~e der aur Konstruktion des Limesaufbaues ether 

W-t~ihe b e n u t ~  Fundamentalreihen bilden eine kanonische th~sgrupp~ 
yon ' B e s t i / m ~ e n  alex Zimesaufba.ues. 

Ma~aematilche ~ I,X~TY. 
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Beweis:  Keines dieser Elemente ist dureh die fibrigen wohlbesfimmt, 
(lurch sie ~aber sind s~mtliehe iibrigen Ele~nente des Limesaufbaues wohl- 
-bestimm~. 

Satz: Sind die Basisdemente der ~ur Konstru~ion tines Limesaufbaues 
~i~* W-t~eihe benutzten _FundamentaZreihen hergeste~t, so ist der I 'mesauf- 
~bau gegeSen. Auch wenn ~ur diese hergestellt sind. 

Beweis:  Diese bilden eine Basisgruppe yon Besfimmungen d~ Limes- 
aufbaues "and zwar eine kauonische. 

Sa~z: ~7~h~t ~ P~zsisgruppe don Bestimmunge~ eines Limesaufbaues 
~rgeste~e ~emen~e, sind abet nicht s~mtZiche ~l~mente einer "7~anoni- 

sche~ Basisgruppe vo~ Eleme~e~ bestimmt, so ist der Limesaufbau nicht 

B eweis: Well keine Basisgruppe yon Bestimmungen d~s Limesauf 
"baues bes~imm~ ist. 

Satz: D/e Abbruchreihe A eines gegebenen Limesaufbaues L einer ge- 
~Tebenen W-Rdhe W enthS~t 7~eine ~-Reihe aZs Te~'reihe. 

Beweis:  Angenommen, A en~halte ein S~fick veto Typus co. Da der 
Limesaufbau gegeben, so ist; die Abbruchreihe besfimmt Da also dieses 
S~fick (Abschnit~) yon A eine bes~immte F~mdamen~alreihe F w~ire, so 
w~re deren Basis besfimm~, sowie deren letztes Etemeni ~. Sei d a n n / r  
tier dutch die F.undamentalreihe F besfimmte Limes, e~ das erste E]emenh 
~des Limesaufbaues. Dann wiiren naeh Besfimmung des Limesaufbaues so- 
~vei~ daft die Abbruehreihe gteieh/~ is~ gem~ der Definition des Limes- 
aufbaues jetzt die dort genann~en O~erationen zum Aufbau des Limesauf- 
baues weif~r anzuwenden. Dies gibt (nach friiherer Bezeiehnung) ~ - q ,  

~ferner A(etq ) usw. Die auf F im Limesaufbau folgen(le, zum Limesauf- 
bau benutz~e Fundamentalreihe F '  enttg4!~ dann als erstes Elemen~ e~, als 
zweites Element abet entweder das Element ~ oder ein sp~teres Elemen~ 
als q., Sei danu l" das Abbruchelemen~ yon ~ ,  daun ist l' das auf I un- 
~it2~elbar folgende _~bbruehelement. Also sind siimtliche Elemente x yon 
~ ,  fiir welehe t - ~  x, auCh so beschaffen~ daft x - ~  q, d. h. diese Elemente 
x liegen zwischen den beiden unmitielbar ~%lgenden Abbruehelementen l 
and lt~ sind also keine Abbruchetemente gegen die Voraussetzung. Daher 
ka~n die Abbruchreit~e.niemals eine ~-Reihe sein, auch nicht eine solche 
~ts S~iick oder Teilreihe en~tmlh~m 

Satz: Die A~Sruc~re~7~e eines gegeScaen ~me~ufbaues i~t eine e ~ -  

Beweis:  Da sie weder eine Te'dreihe veto Typus e noch veto Typns 
~ en-th~l~ 

Definition: Haben wit eine gegebene W-Reihe W und haben wir 
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einen aUgemeinen Limesaufbau L derselben derar~, dab unter den clurch 
den Limesaufbau bestimmten Limites sich der hSchste Limes H yon W ~ 
befindet, so sagen wit, der Limesaufbau sei ,,der zu W gehb'rige allgemeinv 
~imesaufbau 'c. 

Is~ W eiae Limesroihe, dann heiBe der zu W geh6rige allgemeine 
Limesaufbau ,der W deckonde Limesaufbau '~. 

Satz: Jeder Eadli~nes eider reinen Limesreihe, welche eine~ deckvr~le~ 
.Li~ss~fb~ hat, hat eine definierende Fa~damer~talreiha 

Beweis: Nach dem ob~n teilwoise b~wiesenen S~ze hat jeder Limes, 
der yon dem Limesaufbau erreicht w~rd, eine definierende Fundamental- 
reihe. Dieser Fall liegt hier vor. 

Defini t ion:  Es seien zwoi Elemen~e e i and e~ hergos~eU~, we e l--~e~, 
<terar~, dab e 1 und e s die Basis einer ~-Re~he tilden. Es werde dann e~ne 
W-Reihe gegeben, indem folgende Operationen for~gesetzt ausge[ibt werden: 

1. Die Operation der Bildung des Deckungslimes, wenn zwei Element~ 
hergestellt sind~ woven das zwei~e dan hSohste bisher durch die drei 
Opera~iouen (oder durch Hergestetltsein yon e 1 undes) HergestelRe ist. 

2. Die Opera~ion der BiIdung des hSchsten Limes, falls durch Am 
wendung dieser drei Operationen eine diesen definierende Faadamental- 
reihe yon Elementen durch Herstellung der Basiselemente gegeben int. 

3. D~e Operation tier Anh~ugung uud Herstellung des nichs~en Ele- 
ments, wenn ein hSchster Limes dutch diese drei Operationen gegeben ist. 

Dabei solten simfliche Elemen~e, welche nicht gegebenen Fundameno 
talreihen (deren Basis horgastell~ ist) angeh~ren, dutch die fraheren her- 
gestellten Elemente der~rt bestimmt sein, daB, wenn em Element tier 
l~eihe nich~ bes~immt ist, such kein folgendes bes~imm~ sein kann~ indem 
~nsbesondere auch alle zwischenliegenden reinen Limesabschait~e wohl- 
bestimmt sind; umgekehr~ sollen neue Elemente nur hergestelit werden, 
wenn we~ter~ Eiemeute durch die frfiheren herges~eliten Elemen~e nicht 
mehr wohlbes~immt..sind. Die neuhergestellt~n Elemente sollen auf s~.mb 
]iehe durch die frfiher hergestdlten Elemente bes~imm~en EIemeu~e folgen- 

Daan heiBe eine solche W-Reihe eine , ~ r u k t ~ v e  W-Reihe". 
NB. Hier is~ die gleiche Bemerkung anzuf~igen, wie bei der Definition 

des Limesaufbaues. 
" NB. Hier trit~ for~gesetzt der Fall auf, da~ die BAsis einer Fanda- 
mentalreihe aus zwd Elementen bestehk Dies ist z. B. ir~mor der Fall, 
wenn jedes Element der Fundamontulreihe dutch dan unmittelbar vorher- 
gehende in gleicher Weise wohlbestimmt ist, wie d~s zwei~e Element der 
Reihe dutch dan erste. 

N~B. E~ is~ klar, ~la~ die vorstehend-genann~en dr~i Oporationen such 



die CaJa~rsche:a ]~eiden ~ugungspr idzipien  der 2. Zahtenklasse ein* 
~ehlieBen bzw. mit~ ihnen zusammenfaUe~ 

Satz:  Ist ei~e kanstruktive W-~eihe gegeben, so ist gleichzeitig ei~ zu- 
g r i p e r  deekender Limesaufbau gegeben. Umgekehrt ka~n zu jedem ge- 
gebe~e~ Limesaufbau ~einer ~= l~eihe eine hm2stra]dive W-t~eihe km~struierg 
werden, wdche yon dem JLimesaufbau gedecZ~ wird. 

B eweJd: l~aeh den Definitionen des Limesauibaues und tier konstruk- 
riven W-Reihen sind in beiden F~lten die Opemtionen iden~isch. 

CorroIare :  Jede konstruktive W-Reihe hat ein endliche Abbruchreihe. 
Jeder Limes einer kons~ruktiven W-Reihe hat eine definierende Fum 

damentalreihe. 
NB. ~berhuup~ tibertrageI) sich damit siimtliche flit den Limesaufbat~ 

aufgeste]]ien Begriffsbi]dungen auf die konstruktiven W-Reihen. 
Satz:  JEin g e ~ f l  der 3. O~e.ratio~ der Depnition der ~onstrukiive~ 

:W-.~eihen an ~ine gegeb~ne kor~truktive W-t~eihe elwa ahzu,h~ingendes und 
herzustdlendes ndehstes J~lemen.t ('die honstru~tive W-l~eihe e~digt also in 
diesem Falie ned~rger~ifl ~it einem Zir~es) ist durc], die vorherge~e~,der, 
�9 ,Temente nicht ~'ohlbesti~mt. 

Beweis:  W~re es wohlbestimmt, so dfir~e nachDe/ini!ion der kom 
struktiven V/-Reihen die 3. Operation noch nicht a~gewand.t werden. 

" Satz:  D/e konsb'u.btiven W-t~eihen fat~en mit den W-~eihen do" Cant6r- 
sc,~en zweiten Zahlenklasse ~usammen. 

Beweis: Die konstruktiven ]~r werden dutch die FOr die Z(II} 
c h ~ s t i s e h e n  beiden Erzeugnngsprinzipien aufgebauk AuBerdem hat. 
jeder Limes derselben eine definierende Fundamentalreihe. 

Saiz: Haben wit eine gegebene konstruktive W-l~eihe K (die also eine 
endTi~he Abbruehreihe hat) und stellen ein ne~s Eh~ent Q her, mit der 
t~estim~ung, daft ~ das ~ste ~ l ~ e n t  sei, das einen Abschnitt ~nit nicht 
endlieh vielen Abbruchete~enlen bestimmt~ so k6nnen die :Etemente einer 
soIdien W.t~eihe nier~als sgmtlich bestimn~t se-in, <tie ~W-t~eihe karm nicht 
gegeben sein. 

Beweis:  Setzen wit K fort })is zum n~ichsten hSehsten Limes, bzw. 
denkefi @ir uns es sowei~ fortgesetzt~ so ist d.as auf diesen folgende Ete- 
men~ nicht bestimmr (naeh Frtiherem). Also aueh die Fundamen~alreihe 
meht;~gegeben oder wohlbestimmt, in alex dieses E~ement Basiselement is~ 
usw. Da diese~ Element einer.kanonischen Basisgruppe yon Bestimmu~gen 
der~ fortgesekzten W-Reihe az~gehSren w:drde, aber nieht bes~imms ist, so. 
~ - d i e  W-ILia_he nieh~ gegebem 

Corro la r :  Das i~ diesem Falle hergest~Ate Elemen~Q is~ a~o ~nicht~ 
~tm~ehe~bar~b~-d~m~ n~iehs~fi, waf den !rSehste~ Limes de~k0fiTstruk- 
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~ive~ W-Roihe, wean diese eventual! soweit fortg~e~zt gedaeh~ wird, fob 
genden und gemii~ tier 3. Operation hergestellten FAement. 

Satz: Die zwischen einer gegebenea t~onstruldive~ W-Reihe K und 
dem nett hergestellten Eleme~te Q des vorigea Satzes liege~de~ Elenae~te be- 

stehen nivht. 
Beweis: Sie sind wader wohlbesfimmt noah hergestellt. 
Sat;z: W-Reihen yon h~herer M~chtigkeit als der abz~dbaren tdi~nert 

niemags durch Fortsetzang des konstruktivea Limesaufbaues, el. h. durch Her- 
stdlung einer B~isgruppq vo~, bestimme~,den Eiemente~z gegeben sein. 

Bevreis: Weft die Abbraehreihe immer eadlieh sein muBund nur 
Zahlea der Z(II) auf diese Weise gegeben warden kSanen. 
" NB. Man kaaa unschwer dutch Hinzuftigung e!niger noah abs~rak- 
~erer Begriffsbes~immungen zu den vorstehenden Formulierungen dana 
auch noch beweisen, dal~ W-I~eihen hSherer M~eh~igkeiten aueh iiieht auf 
anderen Wegen als durch Herstellung einer Basisgruppe van bestimmen- 
den Elemen~en, d.h. also iiberhaup~ nich~-gegeben sein kSnnen. Wir be- 
gniigen uns fiir diesmat mit dam Vorstehenden. Die dazu nStigen, e~was 
aagewohnt~n Formulierungen warden einer breiteren Basis bedfirfen. 

Satz: ~s kann niema~s eine Wohl'ordrtu~g des K, ow~irtuums dutch J~er- 
stellung" yon Elementea ge#eb~ sein. 

HI. 

Iah rage noah einige Bemerkaagen hinza. Ich babe zuers~ in Wr 
~'iihrung der in meiner Habili~tionsschrif~ gegebenen Uberleguagen im 
Vorstehenden einige Siitze iiber den allgemeinen Limesaharak~er der W- 
Reihen aufgest~ellk Es wird dana der Beweis~ da~ jeder Limes eiae deft- 
niereadelFuadamentalreihe ha~ zum Tail durchgeffihr& Es bteibt zu unh~r- 
suchen, wie wei~ diese~ Sa~z Gol~ung hat. Diese Uberleguag ]iiB~ sich 
offenbar (siehe auch, I. c. VL 32) mi~ den aUgemeinen formalen Uber- 
legungen fiber W-Reihen aLtein nich~ durchfiihren. Es kommen vie|mehr 
bier ,,Ex~sta~zbetrachtungew' in Frage. Solche ~ sind uns e~was Ungewohntes 
in diesea Teilen der Ma~hematik, wiihrend sie in der Goometa'ie der Griechen 
and auch in u~serer Analysis eine grol~e Rolle spielen. Diese wichtigen 
Dingo shad bier bisher viiUig unsyst~ma~isch und nebe~oei behaudel~ 
warden uad auger einigen kritischen Bei;rach~ung.eal G. Freges ist wenig 
dariiber gesag~ wo~:lea. (Auch we dies, Fragen sine Rolle spielen, z. B. 
in der &aatysis, tieg~ ilaro syst~matische Behandtuag s~hr im ~rgen). 

Es geszhieh~ bier, serial ida ~eit~, zum ers~en Male, dat~ diese se~.~r 
Kb~rak~n Begriffe des ,,hes~immt, gegoben, herges~elR", deren Behaad= 
lung bisher fas~ aussahliel~tieh tier Philosophic iibertassen war, un~ di~ 
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auch in aer Mathematik nut sozusagen zwischen den Zeflen ein g~nzlick 
gesetzloses, qaallenhaf~es (Pringsheim), Dasein ffihr~en~ in konziser axio- 
matdsc-her Fassung au~reten. Was ich an Axiomen und Definitionen dar- 
fiber gebe, ist lediglich ein ffir den vorliegenden Zweek angepat~ter Tei]~ 
e~es ausgedetmten und fiberaus wichtigen und fundamenf~len Unier- 
suchungsgebietes der Axioma~k~ das ich als ,,Di~lehre" bezeichne~ un~ 
fiber das ich demn~ichst ausffihrlicher berichten werde. 

Te~l II der vorstehenden Un~ersuchung stellt sozusagen eine Axio- 
matisierung desjenigen Teiles der Cantorschen Forschungen dar~ welcher 
sich auf die Aufs~ellung der Ordnungszahlen bezieht, speziell in Richtung 
auf die .Existen#: Cantor hat diese Untersuchung im wesentlichen an 
die AufsteUung einer spezielle.n Bezeichnung dieser Zahlen an geschlossen r 
und ist dabei zu weitgehenden Konsequenzen gelang~, die natiirlich nichk 
als end~fi]t~ig gesicher~ betrachtet werden konnten~ solange die .Existenz- 
frage nicht gek!L~ war. 

Es ist klar~ dab mit~ den genannten Existenzbetrachtungen der Ge- 
siehtspunk~ der ,.Bezeichnung" eng zusammenh~ng~. Hessenberg hatte be- 
merkt, dab zur Aufstellung der Zah]en der Z(II) in Cantorscher Bezeich- 
hung die Einfiihrung immer neuer Zeichen notwendig sei. Ieh selbs~ 
babe I. c. den Naehweis gefiihrt~ dab dies bei jeder m5glichen Bezeichnun~ 
zutreffe. 

Wollen wir eine Bezeichnung der W-Reihen yon Anfang an fest- 
setzen, so geschieht dies, indem wir die ~egeln angeben~ nach denen di~ 
Bezeichnung aufgestellt wird. Dann sind aber ~ veto allgemeinen Stand- 
punkt betrachte~ ~ diese Regeln nichts anderes als Operationen zur Er- 
zeugung yon Limites, und damit ist schon g~sagt, dal~ sie sieh erschSpfen 
miissen, .und stets neue Regeln notwendig machen. Es ist dies in voll- 
kommener Analogie zur Herst;ellung yon Basiselementen yon immer neue~ 
bentltzten Fundamentalreihen in unserem Limesaufbau. 

Ich ~erweise fiir die Frage der Bezeichnung auf ~den zweiten Tell (B} 
meiner Habilitationsschrif~. 

Man hal~ sich in der Lehre yon den wohlgeordneten Mengen bisher 
ViClfach mit; demjenigen Teile begniigt~ den man den ,,formalen" nenne~ 
kS,~te, & h. man hat weitergearbei~et ohne die Fragen der Existenz ir~ 
n~here Beriicksichtigung zu ziehen. Man ist in der Mathemu~ik in ~h~- 
lichen F~Uen schon mghrfacll zu Folgerungen gelangt, welche sich nach- 
her nicht v~Ilig aufrecht ertialten lieBen. Vor derar~igen Folgerunge~r 
w"are man n~r dutch eine absolut rein!iche Seheidung zwischen formaler~ 
mad existenzm~igen ~berlegangen hewahrt geblieben, doch waren die 
Mitt~ dazu ~ noch mcht vorhanden. Bekannt is~ die formelle, d.h. unrein- 
lieh formelte Behandlung der divergenton Reiben, welche derartige Konse- 
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q u e ~ n  naeh sich zog~ ebenso gewisse Anschauungen fiber den Kurven- 
begriff usw. ) 

Zuletzt abet mSge uoch der Umstand hervorgehoben sein, dab die, 
Mellgenlehre, auf deren B~b_nen Georg Cantor uns fdhr~% immer neue 
und immar weitergreifende A~regungen und Entwiekelungans~SBe bri~g~- 
und bringen wird, zumal, wo sie mit dar Axiomatik zusammenflieB[ (be~ 
sonders ~uch in'methodolo~scher Hinsich~),. 

Augsburg, Dezember 1917. 

*) Ich babe kfirzl~ch ausfShrlicher zu zeigen begonnen, wig'eine reinliqhe (axio- 
~aat~sche) ScJaeiduug des Formalen etwa auszuffihren w~re, um derartSge ~'~lle yon 
~.iesez 8eite her allgemes zu kL%ren. (Siehe: ,Das Prinzip der lo~schen Unabh~ngig- 
ei~ in der Ma~hemat1~k, zugleich als Einfiihrung in die Axioma%ik~'~ Mfinchen 1915.) 


