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~ber die Dars~ellung ganzer Zahlen als Summen yon sechsten 
Potenzen ganzer Zahlen. 

Von 

ALBERT FLECK in Berlin. 

Bekanntlich is~ jede ~ ganze positive Zahl als Summe yon hSchstens 
vier Quadraten gauzer Zahlen darstellbar (Lagrange) .  Eine Verkleine- 
rung der HSchstzahl vier ist unm~glich, da es Zahlen gibt, welche zu 
ihrer summatorischen Darstellung nicht weniger als vier Quadrate er- 
fordern. 

W~hrend bier die Feststellung der Anzahl exakt gegliickt ist, bietet 
die Zerlegung einer Zahl in (positive) Kuben oder Biquadrate oder ffinfte 
Po~enzen insofern bisher untiberwindliehe Sehwierigkeiten, als man nut 
dazu gelangt is~, fe~tzustellen, daft fiir die It6chstzahl der betreffenden 
Potenz~n, die zur .Darstdlung jeder, noch so groflen, Zahl sicher aus- 
reichen, eine absolute angebbare Grenze vorhanden ist. An die Erreichung 
des exakten Resul~a~es ist aber bier noch gar nich~ zu denken. Fiir ~och 
h~here als fiinfte JPotenzen war bisher noch nicht einmal bekannt, ob eine 
sold~e Gren~e existiert. 

Far die dr#ten Potenzen is~ es Herrn Maille~*) gelungen, nachzu- 
weisen, dab jede ganze ZaM sich in eine bes~imm~e ~ far alle Zahlen 
gleiche ~ H6chs~zahl yon posi~iven Kuben zerlegen l~Bt. Maille~ hat 
diese Grenze auf 17 bestimmt. Verfasser**) dieses hat sie als leicht auf 
13 reduzierbar naehgewiesen. Mehr als 13 Kaben sind also zur Dar- 
s~ellung irgend einer Zahl hie efforderlich. Doch gibt es bis 40000 keine 

*) Sur la d~composi~on d'un hombre entier ea une somme de cubes d'entiers 
positifs (Association frangaise pour l'avancement des sciences. Congr~s de Bordeaux 
1895~ S. 242~247). - -  Eine Reproduk~ion des M~illetschen Beweises siehe in der 
~lgenden Abhandlung Note **). 
.~ ~ ~bez die Darstellung ganzer Zahlen als Summen yon posi~iven Kuben und 
als S-tureen yon Biquadraten ganzer Zahlen (Sitzungsberichte der Berliner mayhem. 
GeseUsch. Jahrg. V, S. 2, 1906). 
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5fi2 ArrrR~ Frzcx. 

Zahl, die zu ihrer Darstellung mehr als neun Kuben ben~tigte 

(v. S~erneck).*) 
Fttr die v/erten Poten~en zeigte Liouvi l le**)  aus der IdentitK~: 

6(x '+ r + ~ + u~) ~= (x + Y)' + (x+~) ~ + (x+u) ~ + (Y+Z)" + (Y+U)~ + (z+u)" 

+ (x--y) '+ (~--~)~+ (~--~)~+ (Y--~)'+ ( y - - @ +  (~--~)', 

dab jede ganze positive Zahl ~ die Summe yon hiichstens 53 Biquadraten 
ist. Denu, da links das sechsfache Quadrat einer beliebigen Zahl n I steht, 
so ist jedes Sechsfache einer beliebigen Zahl N, 

6 N = 6 ( n / +  n / +  n / +  n~2), 

dutch 48, also jede beliebige Zahl 
Z -~ 6 2V A- a (a -~ O, 1, 2, 3, 4, 5) 

dutch hiichstens 53 Biquadrate ausdriickbar. 
Die Zahl 53 effuhr Reduktionen (lurch Realis***) auf 47, dutch 

Lucas~f) auf 45 und spiiter t-~) auf 41, durch den Verfasser (s. S. 561 Note**)) 
dieses auf 39 und zuletzt durch I-Ierrn L a n d a u t t ~ )  auf 38. Doch ist 
kelne Zahl bekannt, welehe nicht durch hSchstens 19 Biquadrate dar- 
stellbar wiixe. 

Ftir die fiinften Pote~zen ist dureh Mai l le t* t )  bewiesen worden, 
dalt 192 solcher zur Darstellung jeder Zahl genfigen. Diese Anzahl l~$t 
sich leicht noeh um ca. 36 Einheiten reduzieren. Doeh ist diese Yer- 
ringerung zweeklos, weil auch die dann resul~ierende Anzahl noch zu sehr 
yon der vermutlichen idealen Grenzzahl (37) differier~. 

t?ber die ffinften Potenzen hinaus ist die Mailletsche Methode nieht 
anwendbar. Abet sehon Waring**'~) hat die Vermutung ausgesprochen, 
da~6 ~ r  Darstellung jeder noch so groflen Zahl h6chstens eine bestimmte An- 
$ahl n t~ Poten~en erforderlich ist. 

*) ~"ber die kleinste Anzahl Kuben, aus welchen jede Zahl bis 40000 zusammen- 
geset~t werden kann. Sitzungsberichte der K. Akad. der Wissensch. in Wien. Math.- 
naturwissenschaftliche Klasse Bd. 112, Abe. II~, Dez. 1903, S. 1627--1666. 

**) Der Liouvillesche Beweis finde~ sich in Lebesgue,  Exercices d'Analyse 
numfirique. Paris 1859 (Leiber et Farague$), S. 113--115. 

***) Note sur un th~or~me d'Arithm~tique (Nouv. Corresp. ma~hdmatique Bd. IV, 
1878, S. 209--210). 

t) Sur la ddcomposition des nombres en bicarrds (ebenda p. 823--325). 
j~) Sur un thfior~me de M. Liouville, concernant la ddcomposition des nombres 

en bicarr& (Nouv. Ann. de Math. Set. 2, Bd. 17, S. 536--537). 
t t t )  t~ber die Darstellung einer ganzen Zahl als Summe yon Biquadraten (Rendi- 

conbi del Circolo l~Iatematico di Palermo T. XXIII, 1907, S. 91--96). 
~)  Quelques exf~nsions du thdor~me de Ferma~ sur les nombres polygones 

(Journ. de mathdmatiques Set. 5, Bd. l-I, 1896, S. 363--880). 
**t) Meditationes algebraicae, ed. IH, Cambridge 1782,.S. 349--350. 
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Dies ist nicht schon a priori ldar, und es gibt Zahlenreihen, yon welchen 
zur Darstellung gewisser Zahlen - -  immer mehr Glieder erforderlich 

werden, je grtilSer jene Zahlen werden. Ein Beispiel bildet die Reihe mit 
dem allgemeinen Glied 1 . 2 . 3 . . .  n = n!, denn es sind z. B. zur Dars~ellung 
der Zahl n .  n!  gena~ die n Zahlen n! efforderlich. Die obere Grenze 
is~ daher hier unendlich grog. Auch geometrische Reihen gehtiren 
hierher. 

Fiir sechste Potenzen stand bisher nicht lest, ob eine endliche HSchst- 
zahl iiberhaupt existiert. Im folgenden soll fiir die I)arstellung ganzer Zahlen 
&etch sechste Potenzen gezeigt werden, daft eine gewisse endliche Anzahl 
so~cher zur 1)arstellung all er Zahlen sicher geniigt. 

Auch in dieser l~ichtung ist bereits ein - -  allerdings mii~glfickter 
Versuch gemacht worden. Bei La i san t* )  befinde~ sich folgende yon 
L u c a s**) aufgestellte Iden~itiit: 

10(x ~ + y~+ z~ + u~)~= (x + y)% (~ + z ) %  (~ +~)~+ (y+ ~)6+ (y +u)~  ( , +  u?  

+ (~-- y)~+ (x--~)~ (x-- ~)% (y--~)~+ (y-- ~)~+ (~ - ~)~ 

-t- 4x6+ 4y6+ 4z~+ 4~d. 

Diese ist offensiehtlich falseh! Sie laute~ ira Original**) ebenso und is~ 
aueh spiiter nicht  richtig gestell~ worden. 

Die Methode, welehe ich zur Auffindung einer passenden Iden~itiit 
verwandte, beruh~ auf folgender einfachen .~lberlegung. 

Es ist (a~--! - b~H-c~+d*) ~ darzustellen oder ein Vielfaches davon. Dio 
En~wicklung dieses Ausdrucks en~h~ili nur quadrafische Summanden, und 
derselbe is~; in eine Summe yon sechsten Potenzen der Form 

+ fib + re + 

zu verwandeln. Also mfissen zuni~ehs~ die a~ fl, ~', 8 so besehaffen sein~ 
daft in der entwickelten Summe alle Glieder, welche ungerade Potenzen 
yon a, b, c, d en~hal~en, sich aufheben. 

Di~s ist z .B.  bereits der Fall bei ( a +  b)6-t - ( a - -b )  6, also auch bei 
der Summe 

B =  (a+b)6+ (a - -  b)~+ (a+ c) '+ ( a - - c?+  ( a + ~ ) %  (a- -d)% (~+ c)% (b-- c)' 
(t~) 

+ (b +d )6+  (b~d)6+ (c + d)6+ (c--d) 6 = ~  [a + b] 6. 
a , , . . d  

*) L~i s ~nt,  Recueil de probl~mes de math~matiques. Alg~bre. Th6orie des 
nombres. Probabilit6s. G~om6trie de situation. S. 125, No. 407. 

**) Journ. de ~a~h~matiques ~16mentaires et sp~ciales (Bourge~), Bd. I, 1877, 
S. 127, Aufgabe 38. 
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564 A~8~aT FLEcx. 

Die (12) fiber dem rech~s stehenden Ausdruck zeigt die Anzahl der 

Summanden an. 
Diese Summe B reicht aber nicht aus, denn wenn auch hier die 

(}lieder mit ungeraden Potenzen fehlen, so k(innen wit doch nicht die 
Koeffizienten mit denen yon (a~+b~+c~+d~) 3 in Ubereinstimmung bringen. 

Dies geling~ aber, wenn wir noch einige Summen yon iihnlichen 
Eigenschaften ausfindig machen. Dazu gehiJr~ zuniichs~ 

(4) 

C --- a 6 + b ~ + c a + d e ~ [a] 6. 
~ . . . ~  

Da aber in (a~+b~+c~+d~) s aueh Glieder der Form 6a~b~c~ er- 
scheinen, so miissen wir aueh noch eine i~hnliehe Summe finden, in der die 
a, b, c, d zu dreien kombinier~ vorkommen. Nun ist leieht zu sehen, da$ 

( a + b + c )  6+ ( - - a + b + c )  6+ ( a - - b + c )  ~+ ( a + b - - c )  ~ 

die verlangte Eigenschaft hat~ und um auch d zu seinem Rechte kommen 
zu lassen, miissen wir mehrere derartige Summen zu folgendem Ausdruck 
vereinigen: 

$ 

A = ( a + b  
+ (a+b 
-4- (a +c 
+ (b+c 

(16) 

-~[~ 
a . . , d  

+c)~+ ( - a + b + ~ ? +  (~-b+ c)~+ (a+b-c)~ 
+d?+ (--~+b +a? + (~-b +d)~ + (~ + b--d)~ 
+d)S+ (--a+c+d)S+ (a--c+d)S+ (a+c--d) 6 
+d? + (--b +c + d)6 + (b--c+ d? + (b +c--d? 

+ b 4- c] 6. 

Nunmehr kSnnen wir vier ganze positive Zahlen 

m~ n~ /9, r 
so finden, dal~ 
(1) mA + nB + p C =  r(a~+b~-f.c~-4-d2)a. 

Es wird, wean wit entwickeln, bei Anwendung leichl versiiindlicher 
Abktirzungen, 

A = 1 2 ~  
a . . . d  

- -  ae+  1 2 0 ~  a~b~+ 360 ~ a~b~c~ 
a . . . d  a . . . d  

C 

und anderersei~s: 

,~ a~, 
a .  . d  

a . . . d  a . . . d  a . . . d  

30 ~ a~b ~, 
a . . . d  

B= 6~a~-+- 
a . . . d ,  
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eine Formel, deren Einsetzung in (1) bei Koeffizientenvergleichung folgende 
Beziehungen ergibt: 

1 2 m +  6n § p----- r~ 

120m + 30n = 3r  

360m ----- 6r 

Hieraus 

i = 60m, 
oder = 2m,  

= 36m. 

erhalten wir z. B. fiir m = 1 das Wertsystem: 

m = l ;  n = 2 ;  p-----36; r = 6 0 ,  

woraus sofort die gewtinschte Identit~it folgt: 

( a ~- b -}- c)6 -} - (--  a ~- b -i- c)~ -p (a -- b + c)6 -} - 

+ (a.+-b+d)6-~ ( - - a - p  b-}-d)~nu (a - -b  nud)~ Zr 

+(a+c+d)~+ (--a+c+d)~+ (a-c+d)6+ 
+ (b + c + d? + {-- b + c + d)~ + (b-- c + d) ~ + 

( a  + b - c) ~ 
(a + b - -d)  6 
(a + c - -d )  e 

(b + c-- d) 6 
-{-2(anUb)S+ 2 ( a -  b)n+ 2(a+c)S-} - 2(a - -c ) s~  - 2(a-}- d)6n u 2 ( a - - d )  6 

+ 2(b+~)6 + 2(b-c)6 + 2(~+ d)~+ ~(b--d)'+ 2 ( c + d ) ' +  ~(~-- d) 0 
+ 36a6+  3666+ 36c6+ 36d6---- 60(a~+ b*+ c*-}-d*) s, 

oder mit der oben eingeftihrten Abkfirzung gesehrieben: 
(16) (r~) (~) 

a . - . d  a . . . d  a . .  . d  

Hier steht links eine Summe yon 1 .16 + 2 .12  + 36 .4  ----- 184 sechsten 
Potenzen, reehts abet der sechzigfache Kubus irgendeiner Zahl n 1. Nun 
liil~ sich abet jede Zahl N als Summe yon hiiehstens 13 Kuben (etwa 
tier Zahlen nl, n~, . . . ,  nls ) ausdrticken, also wird das Sechzigfaehe jeder 
ganzen Zahl N eine Summe yon h0chstens 13. 184 = 2392 sechs~n Po- 
tenzen und daher jede beliebige Zahl Z = 60~N'-+- r (a = 0, 1, 2, �9 .-, 59) 
eine Summe yon hSchs~ens 2392 § 59 = 2451 sechsten P o t e n z e n . -  Die 
Reduk~ion dieser Anzahl w{ire zwar leich~, aber ohne besonderen Nu~zen. 
Sie mag daher bier un~erbleiben. 

Die Methode versag~ bei den achten Potenzen, wie man leich~ fiudet, 
deshalb, weil bier zum Unterschied gegen oben bereits zwei Arden yon 
Gliedern aus zwei Faktoren erscheinen, n~imlich a~b ~ und a ~ b ~, und, gleich- 
viel wie wit die m, n, p usw. wiihlen, sich bier stets ein bestimmtes. u 
hiiltnis der Koeffizienten herausstellt, das nich~ mit dem anderswertigen 
Verh~iltnis der entsprechenden Koeffizienten der anderen Seite in Einklang 

gebrach~ werden kann. 

�9 ) Die obige Identifier mir der aus ihr gezogenen Folgerung be~r. die Zerlegung 
einer Zahl in seehs~e Po~enzen babe ich _~.m 28. :Nov. 1906 in der Berliner mathe- 
ma~ischen Gesellschaft vorgetragen. 
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Es ist ersichtlich, daft auf iihnliche Weise wie oben eine grofle Anzaht 
yon IdentitSten abgeleitet und fiir ~ihnliche oder andere Zwecke nutzbar ge- 
macht werden kann.*) 

Berlin, Dez. 1906. 

*) Hier k~nnten noch die h~heren Kombina~ionen und Potenzen eine Rolle 
spielen; ein Beispiel ist die Summe 

(s) 
~__~ [a-~--b-~-c-f'dj'm-~-(a~-b~-c'~-d) 'm +(-a--b~-c +d)'m+(--a-~-b--c..~-d)2m_~(__a..~b+c__c~m 

a...d -~-(--a+b-~-c+d')~m-~-( a--b-~-c+d)~m-~( a+b--c2r'd)2m~-( a-~-b-~-c--d)~m 
dsren Entwicklung nut Glieder mR geraden Potenzen en~hi~lt. 

(Dagegen ergibt z. B. die obere Hi~lfte der rechten SeRe allein den Wegfall 
aller Glieder mi~ ungeraden Potenzen der a, b, c, d, ausgenommen diejenigen G]ieder, 
die unger~de Potenzen aller vier Gr~iBen zugleieh enthalten. Die untere H~lfte ver- 
halt  sich ebenso.) 

~hnliches ergibt die allgemeine Betrachtung der Summe 

~ '  [a, • ~, •177  ak]'" (k < ~) 
a 1 �9 � 9  a n 

Zur Erkli~rung sei erwi~hnt, dal~, wenn die _ Zeichen der a~ in jzder Weise bei allen 
ai, such bei a 1 variiert wiirden, wir 2 k Ausdriic~re tier in der eckigen Klammer 
stehenden Art erhaRen wfirden. Da dann abet zu jedem Ausdruck auch der ent- 
gegengesetzt gleiehe geh~iren wfirde, so brauehen wit nut  die H~lfte der 2 k Ausdriicke, 
also nu~ 2 k- l ,  was dadurch angedeutet is~, dal~ vor a~ das • Zeichen fehIt. - -  Sind 
nun n Zahlen, a~, a~, . . . ,  an, gegeben, so deu~en die a l , . . . ,  a k der eckigen Klammer 

irgend eine Kombination der n Zahlen zu~ k t'~ Klasse an, deren es (~ t  gibe. Also 

deute~ das ,~ im Ganzen die Summe yon ( ~ )2  k - '  2m t~ Po~enzen 
v ~ /  

an. 

Die Auswer~ung dieser Summe ergibt nur Glieder mit geraden Exponenten der 
a i, und zwar wird: 

---- ~ . ~  \ ~ / - -  k - -  ( 2~ ) ! (2%) t . . . ! ( 2e~ )a~  % " " %  ~ 
a ~  , . . a n a z . .  . a~;  a 

W O  

i die Anzahl der Exponenten a,  yon %, welehe nieht Null sind. Die innere Summe 
bezieh~ sich auf alle ~, die der obigen Gleiehung gentigen', die ~u~ere Summe auf 
alle Kombinationen zur k ten Klasse der a~, a~, . . . ,  a~, 


