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Ueber trigonometrische Reihen.
(Von Herrn E. Heine in Halle a. S.)

S 1. Bis in die neueste Zeit glauble man, es sei das Integral einer
convergenten Reibe, deren Glieder zwischen endlichen Integrationsgrenzen
endlich bleiben, gleich der Summe aus den Integralen der einzelnen Glieder,
und erst Herr Weierstrass hat bemerkt, der Beweis dieses Satzes erfordere,
dass die Reihe in den Integralionsgrenzen nicht nur convergire, sondern dass
sie auch in gleichem Grade convergire *). Hiermit ist aber der Satz:

Eine zwischen © = —n und « =7 gegebene endliche Function f(x) lisst
sich hochstens auf eine Art in eine irigonometrische Reihe von der Form

(.) f(x) = }ay+(a,cosx+b,sinx)+ (a,cos2x+ b,sinx)+--+

entwickeln
hinfallig geworden, und durch die Arbeiten von Dirichlet, Lipschitz und Riemann
ist daher nur festgestellt, dass eine Function von « in einer Anzahl von
Fillen sehr allgemeiner Natur sich in eine Reihe von der Form (e.), deren
Coefficienten bekannt sind, entwickeln lasse, aber miché, auf wie viele Arten
die Entwickelung geschehern kinne.

Die Bedeutung, welche der Darstellung einer Function durch eine
trigonometrische Reihe bisher zukam, beruhte zum grossen Theile in der Ein-
heit der Entwickelung, also in der Sicherheit, dieselbe Reihe zu finden, auf
welchem Wege man auch die Function in die Reihe transformiren mége. Ich
habe deshalb versucht, den vorsiehenden Satz mit einem anderen zu ver-
tauschen, der die Einheit der Entwickelung wiederherstellt, und fir mancherlei
Anwendungen, z. B. auf Probleme der Physik, ausreicht.

Eine leichte Ueberlegung (M. vgl. den Schluss des §.2.) zeigt zwar,
dass eine Reihe (@.), welche gleich einer discontinuirlichen Function ist, selbst
wenn sie endlich bleibt, unmoglich in gleichem Grade convergiren kann; es
ist aber noch nicht bekannt, dass, oder vielmehr ob eine Reihe, welche eine
continuirliche Function darstellt, in gleichem Grade convergiren muss, was man

*) Im gegenw. Journal fithrt auch Herr Thomé in Berlin diesen Satz als bekannt
an. M. vergl.: Ueber die Kettenbruchentwickelung der Gaussschen Function F(a,1,7,%),
Bd. 66, S. 334.
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wohl stillschweigend angenommen hat. Dieser Gegenstand wird auch im
Folgenden nicht aufgeklirt. Man weiss ferner bis heute *) noch nicht einmal
mit Sicherheit, ob es iberhaupt maoglich ist, eine gegebene continuirliche Function
durch eine in gleichem Grade convergente trigonometrische Reihe darzustellen.
Hieriiber, so wie iber die ahnliche Frage fir den Fall noch anderer endlich
bleibender Functionen, giebt der folgende Satz Aufschluss, zu dessen Beweise
(M. vgl. den Anhang) man die wesentlichen Elemente in Dirichlets beriithmter
Arbeit iiber die Fourierschen Reihen in Doves Repertorium *¥*) findet:

I. Satz. Die Fouriersche Reihe fiir eine endliche Function f(x), die
eine endliche Anzahl Maxima und Minima besitzt, d. h. diejenige ganz be-
stimmte Reihe von der Form (c.), in welcher

na, ==/.nf(w) cosmxdzr, b, =fnf(w)sinm$daz,

convergirt in gleichem Grade, sobald f(x) continuirlich von —m bis 7 (incl.)
und f(n) = f(—n) ist; in allen anderen Fillen ist sie nur im allyemeinen in
gleichem Grade convergent.

Der Ausdruck ,im allgemeinen® wird hier wie im Folgenden gebraucht,
wenn die Ausnahme sich auf eine endliche Anzahl von Punkiern beziehen soll.
Die Ausnahmestellen im obigen Satze sind ibrigens leicht anzugeben; sie sind
niamlich die Umgebungen der Unstetigkeitspunkte, — in sofern’ die Unstetig—
keiten in diesen Punkten nicht durch Abinderung der Function in denselben
fortgeschafft werden konnen, — und ausserdem x =+ 71, wenn nicht f(n) =f(—n).

Durch diesen Satz ist der Weg angebahnt, auf welchem man von dem
unbewiesenen Satze an der Spitze zu einem sicheren gelangen kann. Dies ge-
schieht zwar sofort, wenn man den Schlussworten desselben noch die Bedin-
gung hinzufiigt, ,,die in gleichem Grade convergirt‘; er wirde aber zu eng
sein, weil er seine Bedeutung schon verliert, wenn es sich nicht grade um
eine continuirliche Function handelt, fir die noch ausserdem f(n)=f(—n), weil,
wie oben bemerkt wurde, in den anderen Fillen keine einzige in gleichem
Grade convergente Entwickelung existirt. Ich vertausche diesen Satz nunmehr
mit dem folgenden:

*) Die folgenden beiden Siitze und den Inhalt des § 6 habe ich Herrn Thomae
mitgetheilt, der meine Untersuchungen in einem Werke, welches iiber die Jacobischen
O-Functionen handeln soll, und welches sich schon unter der Presse befindet, zu be-
nutzen wiinschte.

**) Bd.I, S.152—174: Ueber die Darstellung ganz willkiihrlicher Funktionen durch
Sinus- und Cosinusreihen.
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II. Satz. Eine im allgemeinen stetige, nicht nothwendig endliche
Function f(x) ldsst sich hochstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe
von der Form (c.) entwickeln, wenn die Reihe der Bedingung unterworfen ist,
im allgemeinen in gleichem Grade zu convergiren. Die Reihe stellt die Function
im allgemeinen vorn —n bis n dar.

Der Schluss dieses Satzes bedarf noch einer Erlduterung: Entwickelt
man eine gegebene endliche Function in eine Fouriersche Reihe, so muss man
darauf verzichten, dass die Reihe die gegebene Function genau darstellt; an
den Stellen der Discontinuitit giebt sie bekanntlich einen gewissen Mittelwerth.
Die nachste Frage wiirde nun sein, ob diejenige Function, welche gerau gleich
der Fourierschen Reihe ist, auch noch gerau durch eine andere trigonometrische
Reihe von der Form (e.) dargestellt werden kann. Durch Herrn Cantor*) in
Halle, den ich mit meinen Untersuchungen bekannt machte, wurde ich ver-
anlasst, sie auch auf den Fall auszudehnen, dass eine Uebereinstimmung an
den Unstetigkeitspunkten nicht mehr gefordert wird **). Der II. Satz giebt
nun das Resultat an, wenn auf die Uebereinstimmung in diesen und noch in
irgend welchen anderen Punkten in endlicher Anzahl verzichtet wird; er sagt,
dass nichts desto weniger die Reihe bestimmt sei, dass sie also mit der Fourier-
schen Entwickelung, wenn dieselbe fir die Function existirt, ibereinstimmt.

Es ist einleuchtend, dass der II. Satz auch in folgende Gestalt gebracht
werden kann, in welcher er bewiesen werden soll:

III. Satz. Soll eine trigonometrische Reihe (c.) von —mn bis 7 im
allgemeinen in gleichem Grade convergiren und im allgemeinen Null vorstellen,
wobei nicht vorausgesetzt wird, dass sie da, wo sie nicht verschwindet, einen
endlichen Werth behélt, so missen alle Coefficienten a und b verschwinden,
und die Reihe stellt daher dberall Null vor.

§. 2. Dem Beweise des III. Satzes schicke ich einige Definitioner voraus:
Eine Reihe von Gliedern

/i G20 Y3, oo Gny

*) Derselbe bemerkt, dass der Begriff der Convergenz in gleichem Grade in einer
,,Note iiber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche Functionen darstellen‘
von Herrn Seidel, in den Denkschriften der Miinchener Akademie fiir 1848, auftritt.

*#) Diesen Fall kann man nicht mehr als erledigt durch Riemanns Arbeit ,Ueber
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe“ §. 3, S. 15, No. 3
betrachten, fiir deren Mittheilung wir Herrn Dedekind zu Dank verpflichtet sind, da
grade der Satz, auf welchem dort die Bestimmung der Coefficienten beruht, hier in
Frage gestellt ist.
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heisst - convergent, wenn von einem angebbaren Werthe » an, fiir stets wach~
sende Werthe von z, die Summe

gn+gn+1+gn+2+"'+gn+m
unter jede beliebig gegebene von Null verschiedene Grosse ¢ herabsinkt, wel-
chen positiven Werth man auch m geben maoge.

Hingen die Glieder g von einer Veranderlichen x ab, welche alle
Werthe von « bis /3 (incl. ¢, 3) durchlaufen darf, so heisst die Reihe inner-
halb dieser Grenzen in gleichem Grade convergent, wenn das Criterium der
Convergens fir jedes gegfi{{gﬁ_e &, wihrend « alle Werthe durchliuft, durch
dasselbe n erfillt wird; fur » hat man erst dann einen anderen Werth zu
nehmen, wenn ein anderes & gegeben ist.

Im allgemeinen, d. h. mit Ausnahme der Umgebung gewisser Punkte,
in gleichem Grade convergent von « bis (3 nenne ich eine Reihe, welche das
Criterium der gleichmissigen Convergenz auf der ganzen Linie von « bis 3
erfiillt, nachdem man aus derselben vorher beliebig kleine Stiicke ausgeschieden
hat, welche die erwihnten Punkte einschliessen. Ob die Reihe in den kriti-
schen Punkten selbst convergirt oder divergirt, ist hierbei durchaus unerheblich ;
es convergiren z. B. die Fourierschen Reihen fir die endlichen Functionen
mit endlichen Springen auch an den Sprungstellen, und sie sind dennoch un-
moglich in gleichem Grade convergent.

In der That, es sei x, ein solcher kritischer Punkt, so stellt in dem-
‘selben die Reihe, welche im allgemeinen f(x) ist, wie man weiss das arith-
metische Mittel aus f(xy40) und f(x,—0) dar; es andert sich also, bei der
geringsten Aenderung von x an der Slelle x, (es handelt sich hier nur um sehr
kleine Werthe der Differenz :c——:c(,), die Fouriersche Reihe um mehr, als eine end-
liche Grosse d angiebt, welche kleiner als der Zahlwerth von } (f(x,+0)—f(x,-0))
ist. Setzt man nun fir ¢ einen aliquoten Theil von d, z. B. ¢=0,01d, und
nimmt an, dass fir dieses ¢ ein festes » existire, so entsteht ein Widerspruch.
Einerseits andert sich namlich die unendliche Reihe g,+g¢,+---, wie oben be-
merkt wurde, um mehr als d; an beiden Stellen unterscheidet sich aber, nach
der Annahme, die unendliche Reihe von der Summe der ersten z Glieder
hochstens um &; folglich éndert sich diese endliche Summe, g,+¢,4:+g,, wie
wenig man auch « é&ndert, wenigstens um d—2¢.  Andrerseits kann man x
so wenig dndern, dass jedes Glied g sich hochstens um den nte» Theil von ¢,
also die endliche Summe g,+g»+++-+ g, hochstens um ¢ verandert, was mit dem
Resultate, dass die Aenderung wenigstens d—2¢ betrdgt, nicht ibereinstimmt.
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§.3. Es ist zunichst zu beweisen, dass eine trigonomeirische Reihe,
wenn sie im allgemeinen convergirt, zu denen gehort, bei welchen die Glieder
fir jeden Werth von = zuletzt unendlich klein werden, wie der Ausdruck
im §.7, S. 25 der Arbeit von Riemann iiber trigonometrische Reihen lautet.
Es ist nur nothig, dieses gesondert fir eine Cosinus~ und eine Sinusreihe zu
zeigen; denn die Summe oder Differenz zweier im allgemeinen in gleichem
Grade convergenten Reihen ist gleich einer Reihe von derselben Eigenschaft,
und da = die Werthe von —n bis n durchlauft, so sind die Reihen mit den
nten Gliedern

a,cos nx+ b, sinnz, a,cosne —b,sinnx
nach unserer Annahme beide im allgemeinen gleichmissig convergent.
Um nun zu zeigen, dass in der Cosinusreihe
Ya,+a, cosx+a,cos2x+ -
a, mit wachsendem # unter jede gegebene noch so kleine Grosse & herabsinkt,
scheide man wie in §. 2 die kritischen Punkte aus. Es sei nachher pq irgend
ein zusammenhingendes Stﬁck, so dass, wenn man x nur Werthe giebt, die
pq angehoren, die Reihe dort in gleichem Grade convergirt, also » so gross
genommen werden kann, dass fir dieses und die grosseren » alle der Strecke
pq angehorenden x das Glied @,cosne <& machen. Ist nun » so gross,

7 . " . . .
dass —-<pq, so wird fir wenigstens einen ganzen Werth von m sicher

mne . . o . . . -
x=—— in die Linie pq fallen, also a@,cosnz, d.h. a, unter ¢ liegen miissen.
n
Aehnlich verhilt es sich mit der Sinusreihe; zum Beweise hat man

1
hier ¢ = (z—mz_:—)f zu setzen.

§.4. Nach den Bemerkungen im Eingange des §.3 wird es geniigen,
den III. Satz gesondert fir eine Sinusreihe und dann fir eine Cosinusreihe
Zu erweisen.

Es sei die Sinusreihe

b,sine+ b,sinx + by sin3x+ -+
im allgemeinen in gleichem Grade convergent und Null; x, @, @, ... @,
sollen, der Grosse nach geordnet, 0, 7z und die positiven Abscissen der kritischen
Punkte darstellen, wobei es gleichgiltig ist, ob x, und «,, d. h. 0 und =, zu
diesen gehoren oder nicht. Kritische Punkte heissen hier diejenigen, in welchen
entweder die Reihe nicht verschwindet, oder in deren Umgebung sie nicht in
gleichem Grade convergirt.
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Bedeutet o irgend eine ganze Zahl von 1 bis 7, so ist es erlaubt,
wenn man die Gleichung
Zb,sinpz = 0
nach « integrirt, und die Integrationsgrenzen zwischen x,_, und x, eingeschlossen
sind, das Integral der Summe mit der Summe der Integrale zu vertauschen;

man hat daher
COSnXx — COSNnsg
— = 0

=0,
wenn z irgend eine Constante bedeutet, die, wie x, zwischen z,_, und z, liegt.
Es ist nicht gestaitet, die vorsiechende Reihe in die Differenz zweier
Theile aufzulésen, von denen der eine nur x enthilt, der andere nur z, da
nicht bewiesen ist, dass jeder Theil fiir sich convergirt. Die Reihe convergirt
aber, ebenso wie die, aus welcher sie durch Integration entstand, so lange z
innerhalb seiner Grenzen bleibt, in gleichem Grade. Daher kann man, bei
einer zweiten Integration zwischen denselben Grenzen, die Summation auf die
Integration folgen lassen. Hierdurch entsteht
an(sinnw——-sinﬁ_(w_z) cos 1% ) -0

n’ n

Die Glieder b, nehmen mit wachsendem » zu Null ab; es sind daher die Reihen
mit den nter Gliedern

unbedingt (absolut) convergent, und es folgt aus der vorhergehenden Glei-

03N .
£ convergent und gleich

chung, dass auch die Reihe mit dem nte» Gliede b,
einer Constante ist, die & oder vielmehr %, heisse. Setzt man
sinnx

=, 2282 — F(a),

n
und bedeutet auch ¢, eine Constante, so hat man daher
F(w) = zbn__’inn?_w_ = ¢t+axk,, ($0_1<:L‘<$0).

Nachdem so die Form der Function F(z) gefunden worden, handelt
es sich um Bestimmung der Constanten ¢ und %, zu der wir die erforderliche
Anzahl von Gleichungen erhalten, wenn wir von zwei verschiedenen Gesichts—
punkien ausgehen.

a) Erstens sieht man ein, dass die vorstehende Gleichung, da F(x)
eine absolut convergente Reihe und die rechte Seite eine lineare Function
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von z ist, noch fiir die Grenzen x = «,_, und x = =z, selbst gilt. Man erhalt
daher an sémmilichen 71 Punkten x,, z,, . .. @, fir F(z) Doppelgleichungen,
namlich 7—1 von der Form
F(z,) = c,+ @ ks = €o1t Tk 0<<o<<7)

und fir ¢ =0 und o, ==

F(z,)) =0=¢,

Flz,)=0=c,+n.k,.

b) Zweitens kann man sich des Satzes bedienen, den Riemann in
der oben erwihnten Arbeit *) aufstellt und streng beweist, nach welchem
Fl@+ o)+ F(@—a)—2F(x)

o

stets mit o unendlich klein wird. Setzt man hier z, fir ©, so liegt z 4o,

bei positiv genommenem o, zwischen x, und z,,,, dagegen z—ao zwischen
L4

€,_, und x,. Man hat daher

Fz,+a) = ca+l+(wa+a)k0+la
Flz,—a) = ¢,+(x,—0a)k,,
RF(x;) = (Co4xoks)+(Cop1tTokosn),
und nach Substitution dieser Werthe durch Riemanns Satz
ky = kyy. .
Da nunmehr gefunden ist, dass alle & gleich sind, so folgt aus (a.), dass alle
c gleich, also gleich ¢, = 0 werden. Hieraus ergiebt sich, indem c,+nk, =0,
dass k, =0; also sind alle % gleich Null, ebenso wie alle c. Es verschwindet
daher die absolut convergente Reihe
F(z) = 20,

sinnx
n’

fir alle « von O bis 7z, so dass alle b verschwinden, und somit der Theil des
III. Satzes, welcher sich auf die Sinusreihe bezieht, erwiesen ist.
§. 5. Der III. Satz soll nun fiir eine Cosinusreihe

Lay+=a,cosnc (rn > 0)
bewiesen werden, wobei die Buchstaben z, o, 7, ¢, k eine dhnliche Bedeutung
fir die Cosinusreihe haben wie im vorigen Paragraphen fiir die Sinusreihe.

Man selze ferner
cosnx

F(CB) = Za, 79 (”>O)

n

*) §. 8, S.29, Lehrsatz 2.
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Eine zweimalige Integration verschafft, wenn x und z zwischen «,_, und =z,
liegen, die Gleichung

2 COS T — CO8S N3 r—2z .
tay(z—3) —2a,,< p_ +— smnz) = 0,

also

F(z) = ¢,+xk,+ }a,a?, (x,_, <o <ax,).
Diese Gleichung muss noch an den Grenzen x,_, und x, gelten, so dass man
wiederum ein System Gleichungen erhalt

ca+waka+:‘[aﬂm§ = ca+1+a’aka+x+"£anm?a
oder, nach Fortlassung des gleichen Gliedes, wie im §.4 unter (a.)
Cot Tk, = CoprtTokoias 0<<o<).
Wie §.4 unter (b.) ergiebt sich

und hieraus
CL=Cp="''"=0Cq,
also von =0 bis z=n
F(z) = c¢+kr+ tay,2’,
wo ¢ und k dieselben Constanten im ganzen Intervalle bezeichnen. Um diese
zu bestimmen, bemerke man, dass die Reihe fir F(x) absolut convergirt, dass
also die Gleichung besteht: :

@y 2/” _ 2 7 Y
= / F(x) cosnmdx—7,7‘—(7a(,cosnn-—2ksm ——2—)

Setzt man den gefundenen Werth von @, in die gegebene Cosinusreihe ein,
so ibersieht man sofort, dass sie nicht convergirt, wihrend sie doch im all-
gemeinen die Summe Null haben soll, wenn nicht @, und k, folglich alle «
verschwinden, wodurch der Beweis des III. Satzes gegeben ist.

§. 6. Einige Punkte im Beweise des Dirichletschen Prinzipes sind noch
nicht mit jener dussersten Strenge begriindet, welche fiir einen so bedeutenden
Satz wiinschenswerth wire. Bekanntlich haben die Herren Kromecker und
Weierstrass schon vor lingerer Zeit ihre Bedenken iber die Annahme ge-
dussert, dass ein Minimum existiren miisse, so wie auch iber die Anwendung
der Variationsrechnung. Auch ich habe bereits vor mehreren Jahren darauf
aufmerksam gemacht, es sei eine Voraussetzung nicht unzweifelhaft, die namlich,
dass eine Function vom Rande in’s Innere immer continuirlich fortgesetzt werden
konne, wihrend noch ihre ersten Differentialquotienten nach den rechtwinkligen
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Coordinaten continuirlich bleiben sollen. In den verflossenen Jahren hat man
versucht, den Beweis mit Hiilfe der trigonometrischen Reihen zu fiihren, was
hier zur Sprache kommen muss, weil sich aus demselben ergeben wirde,
dass jede continuirliche einwerthige Function f(x), fir welche f(n) = f(—mn)
ist, nur auf eine Art in eine trigonometrische Reihe von der Form (a.) ent-
wickelbar sei, ohne dass die im allgemeinen gleichmissige Convergenz zur
Bedingung der Entwickelung gemacht wird. Ich erwihne deshalb, dass jener
Beweismethode eine unbewiesene Vorausseizung zu Grunde liegt, iiber welche
ich noch Einiges hinzufiigen will, da hier ein sehr wesentlicher Umstand bei
der Betrachtung von Functionen mehrerer Verdnderlichen zur Sprache kommt.
Es sei (e.) irgend eine Entwickelung von f(x) in eine trigonometrische Reihe,
so betrachtet man némlich gewohnlich den Ausdruck

(B.) Yay+r(a,cosz+ b sine) 41 (a,cos 2z + b, sin2x) 4+
als eine Function von r und z, die fir alle Werthe von = und von r =0
bis =1 (incl.) continuirlich ist. Nachdem Dirichlet*) den von Abel in seiner
Arbeit iber die binomische Reihe aufgesiellien Satz **) genau bewiesen hat,
wonach die Grenze einer als Potenzreihe gegebenen Function

cterter 4. (r<<1)

fir r =1, gleich ¢/4¢,+ ¢4+ wird, wenn die letziere Reihe convergirt, so
ist allerdings klar, dass die Function (3.) bei festgehaltenem r sich mit x, bei
festgehaltenem  sich mit r bis r =1 (incl.) continuirlich &ndert. Es scheint
aber noch nicht bemerkt zu sein, dass diese Eigenschaften, diese Continuitit in
Jedem einzelnen Punkte nach zwei Richtungen hin, nicht diejenige Continui-
tat ist, welche man voraussetzen muss, wenn man auf die Function analoge
Schlisse anwenden will, wie diejenigen, welche fiir die continuirlichen Functionen
mit einer Veréinderlichen gestattet sind, und die man gleichmdissige Continuitit
nennen kann, weil sie sich gleichmissig iiber alle Punkte und alle Richtungen
erstreckt. Eine Function zweier Verdnderlichen x, y heisse gleichmdssig con—
tinuirlich in einem Gebiete, wenn fir jede beliebig kleine gegebene Grosse &
Grossen h, und k,, vorn denen keine Null ist, existiren, so dass die Differenz
f(x+h,y+k)—f(z,y) kleiner als ¢ bleibt, so lange h und k resp. h, und k,
nicht iberschreiten, und zwar muss dieses bei gegebenem & und festgehaltenen
hy und k, fir alle Punkte (z,y) und (x+h,y+k) stattfinden, die dem Gebiete,
seine Begrenzung eingeschlossen, angehoren.

*) Liouville, Journal de Mathématiques, II Série, T. VII, p. 253 — 255.
#¥) Bd. I, No. II, Lehrsatz IV, S. 314 u. 315 dieses Journals,
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Anhang.

§. 7. Der Beweis des 1. Satzes soll hier nachgetragen werden, und
zwar in genauem Anschlusse an den vorerwihnten Aufsatz von Dirichlet, auf
den sich auch die folgenden Citale beziehen. Die im I. Satze erwihnte
Function f(z) denke man sich befreit von den durch Abadnderung ihres Werthes
in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten, was gestattet ist, weil die Ent-
wickelung von f(z) in eine Fouriersche Reihe mit der iibereinstimmt, welche
dieselbe Function, béfreit von jenen Unstetigl{eiten geben wiirde. Es sei
ferner g eine positive Zahl, so gross, dass g f(x) positiv bleibt, » eine positive
ganze Zahl und 22-+1 =k gesetazt.

Die Punkte der Abscissenaxe, welche nun noch zu Unstetigkeitsstellen
gehoren, scheide man wie im §.2 aus, indem man diese Punkte mit beliebig
kleinen Sticken umgiebt, die man sich im Folgenden ausgeschlossen denkt,
wenn man auch den Buchstaben x (aber nicht andere Buchstaben) die Werthe
von —7 bis 7 durchlaufen lasst, so dass also f(x) einwerthig ist, und f(x+0)
mit f(x—0) tubereinstimmt. Die wmgebenden Sticke darf man im Laufe des
Beweises nicht mehr verkleinern. Die Punkte +7 werden den Unstetigkeits—
stellen gleich geachtet, wenn nicht f(x) mit f(—n) ibereinstimmt. Da die Summe
der Fourierschen Reihe in jedem Punkte o der Abcissenaxe von — 7z bis =«
genau f(x) ist, so lisst sich der noch zu beweisende Theil des I. Satzes so
fassen: Es kann die Zahl » so gross genommen werden, dass die Summe
der ersten n Glieder der Reihe weniger f(x) kleiner ist als eine beliebig
kleine gegebene Grosse &, und zwar findet dies in gleichem Grade, d. h. fir
die x von —n bis n durch dasselbe n statt. Fiur noch grossere Werthe von
n darf ferner jene Differenz nicht wieder & ibersteigen.

Zum Beweise hat man zu untersuchen, auf welche Art sich

s=/"oB2Las,  (0<hr=3)

. . T " P
mit wachsendem 7 seinem Grenzwerthe —§¢(O) néhert; es sei im Voraus be-

merkt, dass hier () entweder f(x +23) vorstellen soll oder irgend eine
Function, welche auf der ersten Strecke, d. h. von 2= 0 an, eine Strecke
constant ist und iberall unter g bleibt. Im ersten Falle wird

9(B)—9(0) = f(x£2B)—[(2);

nun ist eine Function von einer Veranderlichen x, die nur eine endliche An-
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zahl Maxima und Minima besiizt, wenn sie auf einer Strecke von z=a bis £=5
stetig bleibt, auf dieser Sirecke sicher in gleichem Grade stetig, d. h. fiir jedes
beliebig gegebene & giebt es eine so kleine Grosse h, dass siammiliche Ordi-
naten, die zu den Abscissen von x bis x4 gehoren, sich von einander um
weniger als ¢ unterscheiden, und zwar fir alle x von a bis b bei festgehal—-
tenem ¢ und k. Es wird also (wegen der Stetigkeit von f(x) fir jede Ab-
scisse x), fiir ein festgehaltenes ¢ und ein dazu gehoriges festes (3, die Un-
gleichheit ¢(3)—¢(0) <& fiir alle Functionen ¢, die in diesem ersten Falle
in Betracht kommen, bhestehen und auch noch bestehen, wenn 3 verkleinert
wird. Im zweiten Falle ist ¢(3)—¢(0) fir ein hinreichend kleines /3 sogar
genau gleich Null.

§. 8. Dirichlet behandelt (S.164) zuerst den Fall, dass ¢(/3) von
3 =0 bis 3 =h stetig ist, nie zunimmt und nie negaliv wird. Er zeigt, dass
dann der Werth von S zwischen den Grenzen (Dirichlet S.166)

<2mn> Oami (p(2mn>,

%90(%Tn>+92m+1(ﬁ<g%z>+91( (0)— (p<2mn)

liegt, wo m irgend eine positive ganze Zahl vorstellt, die so beschaffen ist,
dass (2m+1)n unter hk liegt, wo ferner

7T 2
o<gt—7z
ksin —
3
2 1 - =2 1 _
LRNCIE: +1) P O2mt1 k . Zmn

k

Man nehme m etwa von der Grosse yn, setze z. B. fir m die nichste
auf y/n folgende ganze Zahl; dann ist fir hinreichend grosse Werthe von n,
wenn man Grossen von der Ordnung »—:, die hier vollig bedeutungslos sind,
der Kiirze halber fortlésst,

2 1
91<%‘+7{1 92m+1=;7;"'
Es unterscheidet sich also, wenn man wiederum das Glied hoherer Ordnung
vernachléssigt, S von %—(p(O) um weniger als

) 2(e@=¢(Go))+ 75
46 *
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daher, gleichmissig fir alle unsere Functionen ¢, um beliebig wenig, oder
die Differenz S——;—qa(O) néhert sich fiir alle ¢ in gleichem Grade der Null.

Indem man (Dirichlet, S. 167 u. 168) diesen Satz auf den Fall an-
wendet, dass ¢ in den Integrationsgrenzen constant bleibt, wo S—%(p(O) wie
7’% zu Null convergirt, ferner auf die Function ¢ (3)+g, wenn ¢(3) auch
negative Werthe annimmt, endlich auf —¢ (), wenn ¢ nie abnimmt, findet
man das Resultat, dass S —-—(p (0) gleichméssig fir alle « zu Null convergirt,
wenn die im §.7 definirte Function ¢ (3) im Intervalle von =0 bis S =4/
nicht vom Wachsen in’s Abnehmen iibergeht oder umgekehrt, und stetig bleibt.

Um die Function ¢ auch noch von dieser Bedingung zu befreien, be-
trachte man

o= oB g, (0<e<i= )

wenn ¢ (3) noch derselben Bedingung in den Integrationsgrenzen g und % unter—
worfen ist. War ¢ () = f(x+273), so bleibt diese Function fir =0 ein-
deutig, weil sie sich in f(x) verwandelt und & nur solche Werthe ertheilt
wurden, die nicht in kritische Stellen fallen. Die untere Grenze ¢ ist also
schon in dieser Beziehung von der friheren O zu unterscheiden, dass ibr
zwei Ordinaten angehoren konnen. Man weiss, wie Dirichlet S. 169 die
Grenze von ¢ aus der von S durch Zerlegung des Integrales von ¢ bis A
in zwei findet, in eines von O bis & und eines von O bis ¢; er setzt dazu
die Function ¢ von ¢ bis O so fort, dass sie dort constant gleich ¢(c+0)
bleibt. Man hat also den Satz iber das Integral S zweimal hintereinander
anzuwenden, beide Male auf eine Function vy (/3), die so beschaffen ist, wie in
S die Function ¢(/3), und zwar wie dort im zweiten Falle am Schlusse unseres
§.7; d. h. die Function ist fir kleine Werthe von /3 constant, und der Unter~

schied eines jeden S von —’iw(O) oder %(p(c-}—O) ist daher (Formel .)

<Y }/ , folglich 0 < '/n also gleichméssig beliebig klein.

Hieraus folgt, dass S——-—(p(O) auch dann noch gleichmissig beliebig
klein fir wachsende » wird, wenn ¢ von allen Bedingungen dieses Paragraphen
befreit ist und nur denen des §.7 unterworfen bleibt.

§.9. Nach Angabe des §. 7 hat man zu untersuchen, wie die Summe
der ersten n Glieder der Reihe (a.)'sich f(x) nahert. Diese Summe léasst
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sich (Dirichlet, S. 170) durch den Ausdruck

sin 4

darstellen. Die Untersuchung desselben fiir irgend einen einzelnen bestimmten
Werth von «, hat fir uns keine Bedeutung, da man aus Dirichlets Arbeit den
Grenzwerth der Integrale sogar in dem Falle kennt, wo = einen der Werthe
vorstellen wirde, die wir ausgeschlossen haben; dass fiir jeden einzelnen
Punkt die Reihe convergirt, weiss man, und wie schnell sie in diesem con-
vergirt, kann zwar an und fir sich von Interesse sein, aber nicht bei der
Frage, ob die Reihe in gleichem Grade convergirt. Deshalb hat man nicht
nothig, hier die Fille = + 7 zu betrachten, wenn auch die betreffende Ab-
scisse nicht von selbst schon ausgeschlossen sein sollte.

Es sei nun x <7t und positiv, ein negatives « wiirde nicht eine we-

sentlich verschiedene Behandlung erfordern. Alsdann bleibt g—;—x unter —g—

und das erstere Integral, welches von der Form S ist, néhert sich, fir alle
x gleichmissig, dem Werthe }f(x).

—/ f(a +2ﬂ)“:’f§dﬂ+%/ a2kt g

Das zweite Integral lisst sich in eines von O bis >- zerlegen, welches

2
sich in gleicher Weise }f(x) nahert, und in eines von % bis “—g , welches,

wenn man n— /3 fir 3 als Verénderliche einfihrt, in

@) 1/ . 22) 221 45

'rz—x

iibergeht. Man behandelt dies in ahnlicher Art, wie ¢ im §.8, zerfallt es
also in die Differenz zweier Integrale, die O zur unteren Grenze haben, in-

dem man die Function f von [)’:”;w

constant f(—n+0) bleibt, und erkennt dann sofort, dass der Werth von (2.)
mit wachsendem = sich fir alle « in gleichem Grade der Null nahert, wo-
durch der Satz bewiesen ist.

Halle, im Februar 1870.




