
Sopra le superficie algebriche che contengono un  fascio di 
curve razionali .  

Di 

~EDERIGO ENRIQUES a Bologna.*) 

Una serie (algebrica) di curve (algebriche) sopra una superficie 
algebrica 

f(xy~) = o  
dicesi costi~uire un fascio allorch~ ogni punt~ generico delia superficie 
appar~iene ad una curva della serie. 

Facendo astrazione dalle eventuali componenti fisse, tm fascio di 
curve C sopra la superficie f =  0, pub essere definito mediante due 
funzioni razionali 

X ( x y ~ ) ,  Y ( x y z ) ,  

legate fra loro da una relazione algebrica 
~ ( X Y ) - -  0, 

le quali assumono lo siesso valore nei pun~i eli una curva C. 
I1 genere iv della relazione tp ~---0 ~ il genere del fascio; se p-~-0 

il fascio ~ razionale o lineare, e le due funzioni X ,  ~[ possono venir 
sostituite da una sola. 

Si abbia sopra la superficie f~--~ 0 un fascio di curve C, irriducibili, 
razionali; vale a dire, rappresenfato iI fascio nel modo anzidetto, 
supponiamo the la curva generica C data dalle equazioni 
(1) / =  o, x---- X(xyz), Y =  Y(~yz), 
sia irriducibile, razionale. Allora le coordinate dei punti di essa si 
possono esprimere razionalmente per un parametro Z ,  colle formule 
(2) z - -  % ( z ) ,  y = % ( z ) ,  ~ ---- % ( z ) ;  

e cosl ogni curva C del fascio (corrispondente ad una coppia generica 
X 1 r) si pub pensare rfferit~ punto per punto ad una retfa, geaeraf, rice 

*) Questo ar~icolo ~ un rifacimen~, con a!cune semplificazioni, di due 
no~ pubblicate nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei; Novembre, 
Deeembre 1898. 
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del cilindro q0(XI r) -~--0. Dope cib sembra, a prima vista, e h e ] a  
superficie/'~-- 0 risulti trasformat~ birazionalmente nel eilindro nominate. 
Ma questa deduzione non b aflame legittima, perehb la rappresentazione 
di una curva (7 ~ (X Y) sopra la tetra omologa, dipender& in generale 
da alcune irrazionalit~ aritmetiche, the entreranno nei coefficien~i delle 
funzioni (1), e queste irrazionalit~ potranno variare colla C, dipendendo 
algebricamente da X ,  Y. 

Si presentano pertanto due quesiioni che il sig ~ No e th  er ha 
studiate nella memoria ,,Ueber Fl~ichen t welche Schaaren ra~onaler 
Curven besi~zen" ~): 

1) Assegnare le irrazionalit~ aritmetiehe da cui pub farsi dipendere 
la rappresent~zione parametrica di una curva razionale C, con funzioni 
razionali di un parametro. 

I1 sig �9 Noe~he r  ha risposto completamente a t~le questSone, 
facendo vedere che ogni curva razionale pub sempre essere trasformata, 
con una sostituzione razionale a coefficienti razionali, in ana coniea; 
e quindi l'irrazionalit~ di cui si tratta b, tu~'  al pifi, un radicale 
quadratico. Da cib segue, in particolare, ehe una superfieie contenente 
un fascio di curve razionali pub essere trasformata birazionalmente in 
una superficie contenen~e un fascio di eoniche. 

2) Vedere se, e come, le irrazionalit~ aritmetiche the entrano 
nella rappresentazione razionale di una curva C, possono scegliersi in 
guisa che risultino indipenden~ dalla curva (o conica) C, considerata 
nel fascio, ossia da X, 1 r. 

I1 sig ~ N o e t h e r  ha dimostra~o ehe a tal fine occorre determinate 
una curva unisecante le C; ed ha determinate effeffdvamente una fale 
unisecante pel case (p ~--0) in cui il fascio delle C sia lineare, 
dimostrando pertanto che, in questo case, la supertlcie f ~ - 0  ~ razionale. 
La de~erminazione di una curva unisecan~e le (coniche)C, nel case 
p > 0, curva di cui l'esistenza restava dubbia**), viene stabilita in 
questo lavoro. Cosi rimane dimostrato in generale il teorema: 

Ogni superficie algebrica f ( x y ~ ) ~  0 contenente un fascio di curve 

*) Cfr. ques~ Annalen, Bd. IIL 
~*) Posteriormente al lavoro citato del sig �9 N o e ~ h e r ,  la questione non ha 

ricevuto alcun contribute notevole, all' infuori di quello portato dal sig r P a i n l e v ~  
helle sue belle ,,Legons sur la thgorie analytique des gquafiions diffgrentielles", 
relativo al case in cui le curve (razionali) O sieno ]e ~raiettorie di un gruppo 
semloficemente infinite di trasformazioni birazionali della superticie f ~  0, in s~ 
stessa. Ma la dimos~azione del sig r P a i n l e v d  si appoggia in sosfanza sul 
fat~o, che sopra ogni curva C si hanno allora due punti u~d~i, i quali descrivono 
due curve separate, uniseeanti le (~. E, viceversa, per costruire il gruppo nominals, 
occorre conoscere le due curve (unisecan~i) di ponfi maiti. Cosi, per quanto 
riguarda la questione generale qui tratt~t~, non si poteva trarre aiuto dal 
resultato del sig r Pa in l ev~ .  
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razionaZi, si pu8 trasformare birazionalmente in una rigata (p. e i~ 
u~ cilindro tp(X Y ) ~  0), aven~ il genere p del fascio. 

1. Sia F una superficie con~enente un fascio di coniche C, avent~ 
un certo genere ~. 

Questa superficie si pus rappresent~re sopra una rigaf~ doppia tp, 
giacch~ ogni conica C del fascio pub essere rfferita ad una retta doppia 
per proiezione da un punto esterno~ e tale operazione si pus compiere 
in modo razionale dati i coefficien~i delP equazione della conica~ ossia 
razionalmente per tutte Ie coniche del fascio. 

La rigata doppia r posseder~ una curva di diramazione costiluif~ 
da una curva K bisecante le generahfci, e da un cer~o numero di 
generatrici a 1 a 2 . . .  aq. Si pus supporre c h e l a  JY sia irriducibile~ 
giacch~ se essa fosse spezzat~ in due curve, unisecan~i le genera~rici 
di cp~ a ciascuna di esse corrisponderebbe sopra F una curva unisecante 
le C, la quale permetferebbe di rappresentare la ~' sopra una riga~a 
(semplice). 

Suppos~o che la curva K possieda dei punti singolari, ci si pus 
sempre ridurre al caso in cui siffa~e singolarif~ non esistono. Infatti 
si ~rasformi l a h  ~ in una curva .K7" priva di singolarit~, in uno spazio 
S~; unendo le coppie di pun~i di K" che corrispondono alle topple di 
K poste sulle genera~rici di cp, si pub costxuire una nuova rigata cp" 
in corrispondenza birazionale ton cp*)~ sopra cui la ~ '  risulf~ rap- 
presenta~a doppiament~; e la curva K '  insi~me a qualche generaixice 
di ~' cos~ituir~ la curva di diramazione della nuova rigata doppia r 

Supporremo dunque addirittura chela curva R" (curva di diramazione 
di tp) sia pr~va di pun~i singolari. La curva ~ ,  iI cui genere 
deno~eremo con ~ appar~err~ ad un cer~o spazio St, ed avr~ in ess% 
un certo ordine n. Essa pub sempre ~rasformarsi in un' al~ra curva 
(normale) li~" aven~e un cerfo ordine n', arbi~rariamente grande, ed 
appartenen~e ad uno spazio S,~ la cui dimensione r" ~ n " -  ~. Allora, 
come ~ s~ato indica~ si Cras~orma anche la rigafa ~ in una nuova 
rigat~ doppia (p' (normale in S~). Le generatrici di ~ the vengono 
a far par~e delle nuova curva di diramazione sono in generale quelle 
the corrispondono ad a ~ . . .  a~, pifl quelle che corrispondono a pun~ 
(fondamentali) della curva ~ ;  si pus dunque evitare Pesistenza di 
queste u l t~e  generaf~ci di diramazione~ operando opporh~uament~ la 
trasformazione di K in K'~ p. e. scegliendo come sis~ema txasforman~e 
(da rfferirsi proie~ivamente at sis~ema degli iperpiani di ~.)  il sist~ma 
di tut~e le variet~ V~_~ dello S~, aven~i un cer~o ordine m abbasfanza alto. 

La possibilit~ della indicat~ fxasformazione ci permeffce di a~ribuire 

*) Per tale cosh'uzione cfr. Segre .~Courbes e~ surfaces rdgl6es alg~briques" 
II. pag. 4. Questi Annalen, Bd. XXXIV. 



452 F. E~a~ras. 

senz' al~o alla curva di dimmazione della r iga~ doppia g~ Ia proprief~ 
di essere composta 

a) di un certo numero ~ di generatrici a l . . .  a~; 
b) di una curva K di genere ~t, irriducibile, senza singolavit&~ bi- 

secante le generatrici di ~p, aven~e un ordine n arbi~rariamen~e grande~ 
in confronto ai valori indipendentemente fissati di zc e r ed apparte- 
nente ad uno spazio S~ di dimensione r ~ - - ~ -  ~. 

Siccome n n t- Q ~ rordine della ~o~ale curva di diramazione per 
Ia rigata doppia ~,  i numeri ~ e ~ avranno la stessa pariS. 

2. Si considerino ora gli oo~-e iperpiani di S~ che passano per 
punti seelti fra le in~ersezioni di K colle generatrici a l . . .  ar una 
sopra eiascuna generatrice. Gli iperpiani nominati segheranno sopra 
una aerie lineare g~-e'~-e Fra i detti iperpiani ve ne saranno alcuni 

tangenti in n--r  punti alla K (fuori dei punti fissati sopra a~ ae) , 

purchb si abbia 

r ~ >  ~ - ~  . 
2 

Questa disuguaglianza supposta soddisfatta (come pub farsi prendendo 
> 2z~ + 0), la effettiva determinazione degli iperpiani voluti dipende, 

come ~ noto, da un problema di bisezione, delle funzioni abeliane 
inerenti alla curva 2~. 

Ora alla sezione di r con uno degli iperpiani costruiti (tangente, 
ovunque la incontra, alla curva di diramazione della rigata doppia ep), 
corrisponde sopra F una curva O, bisecante le coniche C del fascio 
(di genere ~v) dato su 2', ed avente il genere (minimo per le bisecan~i) 

P ~ 2 p - -  i; 

cib risulta dalla nof~ formula di corrispondenza del sig r Z e u t h e n ,  
looieh~ la curva stessa possiede una invoIuzione di genere 2 di coppie 
di punti, priva di elementzi di coincidenza. 

La curva O pub spezzarsi in due curve di genere p,  unisecantd le 
coniche C; anzi cib accade sempre se p ~--0; in questo caso si o~iene 
subito la ral0presen~azione della superficie .F, punf~ per pungo, sopra 
una rigafa. 

3. La curva O incont~ra una coniea C generica in due punti A, .B; 
le gangenti in A~ 2~ s'incontrano in un cer~o punto 0; da 0 la conica 
stessa pub essere proietfafa sopra una retta doploia. Siecome fale 
operazione si compie razionalmente per ogni C, essa conduce a rap- 
presenfare la superticie .F sopra una rigafa doppia O, in modo the la 
curva di diramazione di �9 sia composta mediante una curva O' corri- 
spondenfe alla O, 10i~ qualche genera~rice. 

Allora applicando aUa O~ in relazione alla O', i ragionamenti 
svol~i innanzi per la q~ si pub cos~ruire sopra .F una nuova curva 
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bisecan~e ~t, di genere minimo P ~  2 p -  1, corrispondenbe ad una 
curva unisecante le generatrici di @. Questa curva ~ ~ con 0 in una 
semplice relazione: le coppie eli pun~i segate da 0 e da ~t sopra una 
conica C (del fascio da~o su F )  si separano armonicamenf~. Tale 
relazione pub essere espressa dicendo che le curve 0 e ~ sono due 
biseca~ti armoniche del fascio di coniche C. 

Concludiamo pert~nr che ,,sopra una superficie .~ possedente un 
fascio, di genere p,  di coniche, si possono costxuire due bisecanti 
armoniche aventi il genere minimo 

P -~ 2p - -  1 ". 

Se una di ques~e ~ spezza~a in due unisecan~i, la F pub riferirsi ad 
una riga~a. Supporremo dunque che ambedue le curve sieno irriduci- 
bill (p > 0). 

4. Le due curve si possono rappresent~re doppiamen~e sopra uno 
s~esso en~e algebrico c~ 1 7, di genere p ,  privo di elemen~i di dira- 
mazione i basra infat~i considerare come ente 7 il fascio delIe coniche 
C, e far corrispondere ad ogni C (che ~ un elemen~o di ~,) la eoppia 
dei pun~i, della 0 o della Z, che si ~rovano su di essa. 

Ad ogni serie lineare g~, presa su 7, corr~sponde su O (e su Z) 
una serie lineare g~  composta colic coppie che corrispondono agli 
elementi di 7 (coppie formanti un' involuzione the deno~eremo collo 
s~esso nome ,,~"). In par~icolare pub darsi che la de~a g~. sia com- 
posta median~e una g~ autoconiuga~a rispe~to all' involuzione ~,, ossia 
pu6 darsi che ogni gruppo della g~. sia composto di due gruppi G. ,  
appartenenti ad una medesima g~, coniuga~i nell' involuzione nominal .  

Come dhnos~reremo pi~ t~rdi, ~ sempre possibile di scegliere 
sull' en~e ~, una g~ cui corrisponda tango suIla curva 0 come sulla ~, 
una g~. compos~a mediante una g~ autoconiugata. Poniamo di avere 
scel~o una g~ siffa~a. Alia g~ di 7 corrisponde sulla superficie ~'  un 
fascio linvare I Lt  di curve riducibili L ,  ogni curva del fascio essendo 
composta di n coniehe C; indichiamo con C~ C ~ . . .  C. le coniche 
costi~uenti insi~me una curva gener~ca L del d e ~  fascio lineare. 

Ci proponiamo di cos~ruire sopra la superficie ~ una involuzione 
I . ,  di gruppi d i n  pun~i, alta quale iI nomina~o fascio ILl appar~enga, 
vale a dire una involuzione I .  siffa~a che il gruppo G. individua~o 
da un pun~o di C,, abbia ua punto sopra C~, uno sopra C ~ . . .  uno 
sopra C.. 

La cos~ruzione eli una ~ale I~ esige the le curve C~ C ~ . . .  C~ 
vengano riferi~e runa all' al~ra in un riferimen~ proie~ivo, che sia 
razionalmen~e debrminalo allorchh ~ dato il gruppo di coniche Q C~...C~. 
Si pub s~bilire un riferimen~o siffaY~o per mezzo delle curve {9 e ~t. 
Consideriamo iufat~i ad es. le due coniche C1 e U~. Indich~amo con 
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A,  ~B le in~ersezioni di C 1 con 8, e con/~, 19, le in~ersezioni della s~essa 
C1 con 4. Per ipo~esi le coppie di pun~i sega~e da e su C1C.z... C~ 
si dis~ribuiscono in due gruppi G~, di una g~, coniugati rispetCo alla 
involuzione ~,; il pun~ A appar~err~ ad uno di ques~i gruppi, il pun~o B 
all' altro. Allora si possono dis~inguere razionalmen~e le due intersezioni 
di C~ con 0 ,  e chiamare A' il punto appar~enente al gruppo G~ che 
coniiene A, e JB" il punto appar~enente al G~ che con~iene/~. SimiI- 
mente si possono distingaere le clue intersezioni di C 2 con 4, coordi- 
nandole, in modo razionale, ai puntri/~, 2", e chiamandole risp/~',  2". 

0ra esiste fra le due eoniche Cl, C, un riferimento proiettivo 
delermina~) dalla corrispondenza delle coppie AA', t~t~, EE', 2"2", 
e cib s~ante l'armonicit~ delle quaterne A B ~  A't~'E'F'. 

In modo del ~u~o analogo vengono riferite proiet0lvamen~e, l'una 
all' alira, le n coniche del gruppo C1C2. . .  C~, sicch~ un punto, preso 
ad. es. sulla C1, appartiene ad un ~oTuppo G~ 9ostiOaRo dai punti 
omologhi ad esso su C 2 . . .  C~. E al variare del gruppo C t . . .  C~, 
ossia al variare della curva compos~a L ~ Q -~- . . .  n t- C~ entro il fascio 
lineare ILl, i nomina~i gruppi G~ formeramo una involuzione I ~  cui 
ILl appartiene nel senso deff~o innanzi. 

5. Cib pos~o costruiamo una nuova superilcie 2"~ i punti della 
quale sieno in corrispondenza birazionale coi gruppi G~ dell' involuzione 
I~ definita sopra 2'7'. Ad ogni curva L ~ C~ -{- . .  �9 -{-- C~ di ~ ,  corri- 
sponder~ su 2" una curva razionale L ,  irriducibfle, in corrispondenza 
bitmivoca con ciascuna delle coniche C ~ . . .  C,,i e le L" formeranno 
sopra 2" un fascio lineare, come le L sopra 2". 

0ra ,  poieh~ appunto le curve razionali L" formano su 2 ' '  un fascio 
lineare, si pub costruire, nel modo indica~o dal sig r N oe~her  o come 
al n o 2, una curva ~" unisecan~e le L'. A questa curva corrisponder& 
sopra 2" una curva Z secan~e in n punti ciascuna L;  ma la L essendo 
compost~ d i n  coniche C i . . .  C., le r~ in~ersezioni cadranno una su 
ciascuna conica, per modo che la  Z sar~ una curva unisecan~e per le 
coniche C del fascio~ da~o sopra F.  

Per mezzo della ~ la 2" pub essere riferita pun~o per pun~o ad 
una rigaf~ di cui le genera~rici corrispondono alle coniche C. 

Pert~nto la dimosirrazione del ~eorema emenciato ~ compiu~a. 
6. Resta per al~ro da giustificare il lemma di eui abbiamo fat~o uso : 
Date due curve 0 e 4, di genere 2 ~ ~-~ 2 p -  1, contenenti una 

s~essa involazione ~, di genere PC> 0)~ cio~ riferit;e ad una medesima 
curva doppia o ent~ doppio Z, senza e!ement~ di dk~amazione; si pub 
determinate su F una g'. cui corrisponda, su ciascuna delle due curve 
O e ~ una g~. ciascun gruppo della quale sia compos~o ton due 
gruppi (coniuga~i) di una g ~  au~;oconiugafa rispeffm all' involuzione ?. 

Quesf~ enunciaf~ sarebbe press' a poeo evidente se le curve e e z 
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po~essero supporsi birazionalmente iden~iehe; ma ci5 non accadr~ in 
generale~ poithb esisf~no~ secondo il sig r Burwi~z*)~ 2s~ - -  l curve 
di genere xP ~- 2p --  1 ~ birazionalmenf~ dis~inte, rappresentate da una 
stessa turva doppia r di genere p~ senza elementi di diramazione. 

Tu~avia la dimostrazione dell' enuncia~o si compie assai semplice- 
mente, prendendo n ~ 2 P  ~ 4 p -  2, nel modo seguente. 

Si assuma sopra 7 un arbitrario gruppo Gs~,--1, di 2 p -  1 punfi; 
esso appartiene ad una serie lineare completa g ~ l  (la tui dimensione 

nulla nel caso p ~ 1); indichiamo la de~a serie con s. Ad essa 
ID--1 corrisponde su 0 una serie s i -~ g~p_s, di cui ciascun gruppo b tom- 

posf~ con 2p - -  1 coppie dell' involuzione 7; la serie stessa ~ contenuta 
,s~-x si ~rasformi in una serie complef~ g sp-~ Ora mediante la serie #4~-s 

~1o_ I �9 

la curva 0 in una turva O' d' ordine 4p - - 2  di un ~q~_~, riferendo 
proiettivamente gli elemenf~, gruppi, della serie agli iperpiani di quesfo 
spazio (per p-~-1  la ~}" si riduce ad una ret~a doppia). Avremo "una 
turva (0') trasforma~ in s~ s~essa da un' involuzione proiet~iva, ta 7; 
per quesf~ involuzione si avr~ un primo spazio S~-z di pun~ uni~i 
(non secante la curva), base pel sis~ema ooz--1 degli iperpiani che 
segano sulla 0" la serie si; esister~ dunque un secondo spazio S$_~ di 
punfi uniti~ e gli iperpiani per esso determineranno su O', e quindi 
su 0~ una setonda serie s~', contenuf~ nella - ~ - I  tomplef~t, di cui 

ciastun gruppo sar~ tomposto ton 2 p -  1 toppie dell' invotuzione ~,. 
Ora atla serie s~' corrisponde su ~, una serie comptef~ s ~ 9 ~ - ~  

diversa dalla s, e quindi non avente ton essa alcun gruppo comune. 
Alla serie '-s~-~ di 0 corrisponde invece su ? una serie non lineare J 4 p - - 2  

di gruppi di 4 p -  2 pun~, la quale comprende enfro d isb  i gruppi 
della s e delia s" con~a~i due volf~; quesf~ serie non lineare ~ per6 

p - - 2  con~enuh in una serie lineare (complef~) ~ _ 2 ,  cont~enen~e le serie 
doppie della s e della s'. 

Un gruppo G~s~_x di s~ ed un ~o-tuppo Gg'~_x d i s ' ,  conga~i due 
volt~e~ appar~engono dunque ad una serie lineare 9~-~.  A ques~a 
~ _ ~  di y~ corrisponde sopra ~9 una/?~_q ciascun gruppo della quale 

compos~o con dae gruppi coniuga~i (in y)di  una g~z_z~ precisamen~e 
della 9~-~ individuafa dai gruppi G~z_~ e Gg'~_~ corrisponden~i a G~_z 
e G'~_x~" infatAi ques~i gruppi ~}~_~ e G~_~, appar~enendo risp alle 
serie s I e d  sl', sono equivalen~i i e poich~ sono compos~i ciascuno di 
2p --  1 topple di 7~ degerminano, su O~ una g~__~ ~rasforma~ in s~ 
sf~ssa dalr involuzione ~,~ cui corrisponde sulr enge (doppio) ~, la 9~z-~ 
innanzi nominals. 

*) ,,Ueber Riemaun'sche Fllichen mit gegebenenVerzweigungspunk~en". Questi 
Annalen Bd. XXXIX. 
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Ripef~ndo gli stessi ragionamenti in relazione alla curva ~, o6f~rremo 
~-1 diversa ancora sull' ente doppio ? un' altra serie complet~ s"~_ g~..i, 

da s, tale che un qualsiasi gruppo G d i s  ed un qualsiasi gruppo G" 
d i s " ,  contafd due volte, determineranno su 7 una g~p_~, cui corri- 
sponder~ so ~ una g~p_.~, ciascun gruppo della quale sar~ composto con 
due gruppi (coniugati) di una g~_~ autoconiugata rispetto all' invo- 
luzione 7. 

Ora le serie complete s' ed s", di 7, non hanno gruppi comuni 
oppure coincidono, l~el secondo caso (che si presenta se 0 e ~t sono 
curve birazionalmente identiche), la g~_.~ di 7 cui corrisponde tanto 
su 0 come su X uns g~p~ composta con una g~_~ autoconiugata, 
determinata senz' altro da due gruppi G, G', presi risp in s, s', contati 
due volte. Nel caso generale avremo invece su 7, tre serie complete 
g~-~: s, s', d', senza g~appi comuni, che contate due volte saranno 
contenu~e in una stessa .s~--~ @erie completa doppia di s). E pcl ,.~4p--2 

p~2 nost~ro scopo baster~ cos~ruire, en~ro la delta ~p_~ di 7, una g4~-~ la 
quale contenga ire gruppi di 2p ~ 1 pun~i ciascuno, contati due volte, 

~' d l  �9 ed appa~enenti risp alle serie s, s, ; infa~i ad una fale g~.~_~ corri- 
sponder~ tanto sopra 0 come sopra ~,, una g;~_~, composta colle coppie 
di gruppi di una g~_~ autoconiugata. 

Ora si riferiscano proiettivamente gli elementi (g ur i) della ~-_2 ~ 

di 7, ai punti di un S~_~; en~o questo spazio si avranno tre variefA 
V~_~, di dimensione p -  1, i cui punti corrispondono ai gruppi delte 
serie s, s', s", conta~i due volte; e le tre V~_~ non avranno punti 
comuni. Una tetra di $'~_~ la quale si appoggi in 3 punti (necessaria- 
mente distinti) alle tre variet~ V~_~, dar~ entro la ~-~ ~ - v '  la serie 
g~__~ domandata; e di retie siffa~e, inciden~i alle tre V~-~, ve ne sar~ 
certo un numero finito, anzi un numero uguale al prodotto degli ordini 
delte tre varief~. 

1%el caso p ~--1 il ragionamento svolto ~ ancora applicabile con 
lievi modificazioni di parole. Ma, poichb in ques~ caso 0 e X sono 
curve ellitiche, come l'involuzione (o l'ente doppio) 7, il ragionamento 
si pub presentare pia semplicemente nella forma seguente: Ad ogni 
g~" presa still' ente 7, corrisponde tanlso su 0 come su ,t, una g~, la 
quale (in due modi) si pub riguardare come composta colle topple 
(conjugate in 7) di una g2"; e ci5 stance la ben nora permutabilifA di 
un' involuzione ellittica (7) e di un' involuzione razionale (g~') sopra 
una curva ellitfica. 

B o l o g n a ,  Gennaio 1899. 


