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14.
Detransformatione expressionis

in formam simpliciorein Μη(1_**)(ϊ_κ*χχ}γ adhibita
substitutione * = ?t£yt;Xi+* r+* r

(Scr. Dr. HucZ. Aug. LucJiterhandt , Mariaeiusnlanns, Magister euperior.)

JJuplex in Universum problema propositum solvendi genus cogitari potest.

Alterum eo constat, ut expressio n±(r_g)(r -T^fr-y)^-,?)]» substi"
r\

tuendo valorem ipsius γ in formam j^-/-i/t_a?aw|_xa *νι transformetur.
At quantitas y irrationaliter per variabilem χ exprimitur, unde fit, ut ex-
pressio, facta substitutione sub radicali denominatoris oriunda, irrationales
argumenti χ contineat functiones. Quae quidem res impedimento est, quo-
minus a priori apta ad problematis solutionem methodus inveniatur. Quam
ob causam ad alterum problema tractandi genus confugere praestat. Quod

eo consistit, ut expressio ^ym— ar»)(i— x»a?a)]> 8wbstituto valore ipsius
constantibusque a, a', a", b', bu rite determinatis formam

~-f -- TT -- TVI iaduat. Sub oculos cadit, hanc viam esse)(y— r}(y— 81\ . J

priore multo planiorem, quippe quia difficultati illi, quae ex irrational! sub-
stitutione ortum ducet, hie nibil est loci. Quam ingrediamur.

Methocli, quibus utemur, eaedem sunt atque in Fundamenfis nyvi*
tJi. f. ellipt a Cl. Jacobi adhibitae, ubi problema propositum indioatum in-
venis pag. 17.

^ Boc .. a-fa>r+a"ra VExpressio
ab i t in sequentem

in qua functio, quae sub radicali contiuetur, ad octavum usqtie ordinem
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14. Luchterhand, de transformatione expressionis :/r ̂  / _ ' w ^ ^ T , _ γ "Ζ.Λ)ΐ ·

adsurgit, unusquisque enim quatuor factorum F — U, F+C7, F— κ 17,
F"+Kl7 secundi est otdinis. Quodsi igitur duo β quatuor factoribus modo
dictis fierent quadratici, functio, quae sub radicale remaneret, quarti foret
ordinis. Quod ut eveniat, duae requiruntur aequatioaes conditionales inter
constantes iodeterminatas, ita ut tres earum arbitrariae sunt, quae iuxta
eum multiplieatore M et modulum κ eo adhiberi possuat, ut fuuctioui sub*
radicali forma (y — a)(y — )(y — i)(y — ̂ ) concilietur.

Posito, factores F — κ t7, F+κϊ7fieri quadraticos, reputatisque re-
lationibus,

(F— KU^dU— UB(V— κ U) = VdU— U 8 V,
(V+KU)dU-Ud(V+KU) = VdU—UdV

Hquet , unamquamque functionem , quae unum ex factoribus F — κ 17,

bis metiatur, et expressionem - -r -- metiri. Est vero
— r r · · j ι- Λquantitas - K --- secundi ordinis, ejusdemque est radix secuoda e

duobus factoribus quadraticis ; ideoque secundum proprietatem, modo com-
memorafam, quotiens

aequalis fit quantitati cuidam constanti.
Quia unusquisque factorura F— U, F+tT, F— xt/, F«+^17 est

functio secundi ordinis ipsiua elementi y, duo postrema adeo quadrata,
ponere licet:

1) F- 17 = A(y-*)(y — ),
2) F+ Ϊ7= B(y-y)(y-J),
3) F— κ£^=
4) F+Kl7

designantibus ̂  17, C, D constantes, quarum una pro lubito assumi potest.
Posito et y = a et y = erit ex aequat. 1), F= U; ideoque $e-

cundum aeqq. 2) et 3) obtinetur:
i — % ̂  Cfg + m)* l — x _ Cf/g+w)a

2 — (a~-y)(a-d}> 2 ~ B( -γ)(β- ί; f

unde

ergo, prout superius an inferius sumseris signum, er t:
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Si in locum aequationis 3) adhibemus 4), videmus iisdem quantiia-
tibus deterrainari n atque m; at m et n aequales esse nequeunt; habere-

ΤΤ__κ JJ (7
tut enim w . . TJ = -^ ideoque ipsa a? constanti aequalis ; ergo alter ya-
loruiu niL, mz quantitati m, alter quantitati i» aequi^arandus est.

Si posuisses y = y, y==^) aequationesque 1), 3) et 4) adfaibyissejs
ad valores ipsarum m et n eruendos, turn obtinuisses:

V£(« - «*) (/?- *)]
_ 3 \q(* - y) (/?- y)3 - y V[(« - J) ( - S)]

Ouos valores cum supra inventis identicos esse, facile patet; si ex deno-
iniuatoribus radicalia tollis, ex utrisque valoribus obtines:'

— y — i
Est igitur, substitutis ipsarum wt et n valoribus, W^=

2) F+ U — B(y — 7)(y— i),
•̂  F „ i r — r f vd) l - K t / _ t , | _ >

_ r L- α.— ^ > T" α - δ) (β- d)] - v~i(a - γ) (/?-

Posito }" = α> quo casu F== i7, obtinetur ex aeqq. 3) et 4):

Facto porro y = γ, quo casu Fsp — U, ex iisdem aeqq. 3) et 4) sequitur:
, —
°· ί -χ" D' LVLCe-y) («-5;] - V[(a - 5) (/9- <J)]J '

Aequationibu» (a.) et (d.) ία se duotis, fit
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14. Luchterhand, de tran^formatipne expressionis ^£+{y^«}(y-.J)(yLy)(y-flj·

unde, cuin e constantibus C, D altera ex arbitrio accipi possit, statuere licet:

D = |Υ((α-7) ( -y)) + ^((
Divisa autem aequatione (/z.) per aequationem (i.),, nanciscimur

(o - y) (/?-.<?)) — V(C« - 3) 0? -

unde sequitur

Cum sit
(α

e valore ipsius κ iavento sequitur etiam:'
_

Ad valores constantlurn A et B determinandos ponatur

quo casu F=jttT/ quo facto ejc aequationibus 1) et 4) erit

2 χ — 4 y((.« - y) (« -.J) (/- y) (/?- i)) LV((« - y) 0?- y)) + V((«
unde

Simili modo es. aequationibus 3), 2) et 4) obtinetur
B = -?(e-

Ope aequationis
(F-^,κ 17) a (F+ κ Γ) — (F-f κ Γ) δ (F— κ J7) a* 2 # (F 6 U — jCT F)

fit rdtf—udr i „ n , w . w , ,•^ — Jj^~~ = jC.D.(m — n) (m + /)(!»+/),
ergo

C. P (m-/Q (m+r) ("4" )̂.̂
.B.C. D(y-a) (y— ) (y—y) (y—9)

__ __ __
-xl) (i—%* «».)] f" }« mV^A .B.C. D(y-a) (y— ) (y—y) (y—9) (w+y)* (»-hr*)l

Est vero, omuibus factis reductionibus,
ffi«—n

est porro

Crelle'» Jonrr.al d. M. Bd. XVIL Hft. 3. 33
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252 14. Luehterhand, de transfarmatione cxpretsioma

estdenique - W = /-((ei-y)C -.i))i ergo Jf =/·((α-γ)(β-ί)).

Quibus omoibus collectis, sequitur, fieri
da?

***'J) ~~ v&y - «) (r - O' ̂  r) U-
posito

E fornuilis antecedentibus derivantur aliae, quantitatibug a, , y, 5
inter se permutatis«

Si quantitates a, , y, i »unt reales, atque ita comparatae, ut
α>β>Ύ>ί eit, turn singulis casihus, quibus elementum γ inter limites
a . . « ± oo . . < . S ; γ et β j y et i; $ et a continetur, respondent substitu-
tiones, quas tabula L, quae sequitqr, exhibet; e quibus, eodera remedio,
quod in „ Fundamentis novis theoriae functionum ellipticatum" pag. II
indicatum est, facile formulae, quae transformandae expressioni

inserviunt, derivari possuut, quaeque in Tabula II* proponuntur«

Tabula L
* dv daf

- ) (y -7)(y~

IfH.

ga?

* —
. , . ., » i— a? (aI. Limites £ .... 7J 73— =7-3

II rimitM fl a·II. Limites β ---- a, |+e - (a- )(y)(y_ *
* '
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T ab ul a II.
A

κ== J^=g; -flf = /"(α—γ).

Ι. Limites α ...·-}- οο;

Η, Limii

»

τ¥ τ · Ά o l — χ ( — y)( — y)II. Limites β ..* t , , .α; π — = r~ — ̂ r -- \·(r— -
Modulum κ unltate minorem esse, in substitutionibun Tab. I. D. et

Tab. II. A.) B. jam ipso intuitu liquot; valorem y-L^ )(^3^j q«oque
unitate minorem esse ex forma, qua exbiberi potest, sequenti

ir[(a^3)(/?^y)] _ nfc~~<W~y)] _
^Ke-y) (/?-*)] ~ V"[(«-*)0»-y)+(«-/y)(y-*)]

elucet.
In formulis propositis, transeunte y ab altero limite ad alterum jr

ab — l ad +1 transit. —

Forinulae, quae in Tabula I. A. exhib ae sunt. turn quoque sub-
stitutionem realem suggerunt. quum omnes quantitates a, , y, i suot
imagiaariae.

Ponatur nimirum, designantibus n^ 9 quantitates positivas,
a = iw+wvr— l? = wi— n/ — l j 7=^ + y/"— 1; S=p— y/" — 1;
designantibus m, n, p et q quantitates reales; quo facto expressio propo*
sita baeoce erit

Substitution!* fornmlam, hunc ad casum »pectautem, sine ullo negotio ex
formula paulo aote laudata (Tab. I. A.) derivabie substituendo ipaarum

33«
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quantitatum α, (3, γ, ί valores mutandoque κ in — atque χ in κ#/ qui~

bus peractis erit, ubi simul laco — - ponis M:
__ dy — _ _ doc __

Inquiramus, quosnam valores χ induat, dum argumentum y inde
ab altero limite — oo ad alterum + oo trausit. Valor ipsius x-, hisce limi-
tibus respondens, unus idemque est et quidem aequalis quantitati

quae, ut e posteriore fofma adparet, unitate absolute minor est.
Transeunte y ab — 00 usque ad valorem

tariabib's χ a ralore · ? "7 " >· ad maximum valorem +1 adsurgtt; ex quo
*\<L~Tn)

ad minimum decrescit, eumque attingit, facto
P* +.gm — ("?.* + »') + ν"[(("- P)' + C" - <7)3) (Cm -p)a_+<:n + g)')]

ex quo mioimo valore, erescente y ad +<»» ad valorem primitivum re-
dit. Ex antecedentibue igitur apparet, cum transeuute y a — oo ad -}-oo
ipsam χ interrallum inter — l et -J-l positum bis permeare videamus, esse

/
•H» 8y_
*

_ Λ /·»_
V0 V[((m— p

Quibug absolutis, facile erit ostensu, linde peodeat prospcr succes··
aus prioris, quod supra commemoravimus, substitutionis irratioualis.

Resoluta enim aequatione a?sa^T'^/t]^</> obtioetur
P+VR

yss_=^_

designantibus P et Q functiones rationales ipsius oc lineares, R aatem
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fuDCtionem secundi ordiois« Quo substituto valoro expresslo
—— y —rr induit formam

A. ·,
ex qua propter irrationales, ibi comprehensas functiones, a priori band
liquet, quamnam viam, ad solutionem problematis idoneam, ingredi de«
beamus· Adhibita autcm una ex formulis substitutionis, quas supra de-
dimus, e. g. illa, quae limitibus β et y respoiidet^ statim ad liquidum per«
ducitur res.

Yalor variabilis )*, ex formula commemorata fluens, hie est

cujus ope nanciscimur aequationes^ quae »equuntur, memorabiles:

— 7+)(α-ί)(β-γ)— (α

(y

j ι ι P+VReive ponendo loco y valorem — =^ —

E.
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ita ut quatuor iittimi factores denomlnatoris in expressione (^4.) in duplex
productum dmcerpi possunt, quorum utrumque aequat functionem, cujus
alter factor est fuoctio lioearis ipsius variahilis quantitatis oc, alter vero
aequalis est numeratori expressiouis (A.). Substitutis expressiooibus (E.)
in (A.), transformatio provenit,

dy dx

quae cum supra proposita ooovenit.
Regiomonti m* Oct. a. 1835.
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