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10. Zur Frage
nach der freien Beweglichlkeit der Elektronen;
von Ludwig Silberstein.

In meiner ersten auf diesen Gegenstand beziiglichen Ab-
handlung?) wurden fir die als Unstetigkeitsfliche erster Ord-
nung aufgefaBte Elektronenoberfliche die, dort so genannten,
elektrodynamischen Kompatibilititsbedingungen aufgestellt, deren
Giiltigkeit ich spater? fiir beliebig hohe Ordnung » =1 be-
wiesen habe.

Sind ¢, m die beiden Sprungvektoren, n die Kinheits-
normale der Elektronenoberfliche s, ferner v die (dort mit X
bezeichnete) resultierende Geschwindigkeit eines beliebigen
Punktes von o, schlieBlich v = v=» und ¢ die (skalare) kritische
Geschwindigkeit, so lauteten die genannten Bedingungen

) (emv=ve+cVnm,
(ID) vm=cVne,
oder auch

2 . p2 2
(1I1I) V= bneﬁa—e %n,
(IV) v=—r-nVem.

Aus diesen Bedingungen glaubte ich damals den folgenden,
gegen die Elektronisten gerichteten Schluf ziehen zu diirfen:
s, Ist also die Elektronenoberfliche der Sitz von Unstetigheiten wvon
noch so hoher Ordnung, so ist die augenblickliche Geschwindig-
keit v eines jeden ihrer Punkte durch die gleichzeitigen e, m
vollstindig bestimmt. Es lift sich also bei gegebenem Anfangs-
zustande des Feldes die Bewegung des Elekirons nicht willkirlich
vorschreiben.*

Inzwischen hatte mich aber Hr. Sommerfeld durch
einen langeren, fir mich #uBerst lehrreichen Briefwechsel zur
Uberzeugung gebracht, daB meine soeben angefithrte Behaup-

1) L. Silberstein, Ann. d. Phys. 28. p. 308 ff. 1909.
2) L c. 29. p. 523 . 1909,
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tung [trotz der Richtigkeit der Kompatibilititsbedingungen (I)
bis (IV)] ganz wesentlich, und zwar zugunsten der Klektronen-
theorie, wie folgt abzuindern ist:

Es seien fiir ¢ = ¢, die Krafte £, M fiir den ganzen Raum,
also auch die Sprungvektoren e, m fiir die ganze Oberfliche ¢
des betrachteten Elektrons gegeben. Setzt man sie in meine
Kompatibilitatshedingungen (III), (IV) ein, so erhilt man wohl
die Geschwindigkeit » eines jeden Flichenelementes ds. Dies
ist aber nicht die einzig mogliche Bewegung; sie ist es nur, wenn
man eben ausdriicklich fordert, da Kompatibilitit herrsche,
d. h. daB sich von der Elektronenoberfliche im Augenblick ¢,
keine Unstetigkeitsfliche oder (wie man sie bequem nennen
kann) keine ,,Rontgenwelle* abspalte. Man konnte dies etwa
die ausgezeichnete Bewegung nennen.l) AuBer ihr sind aber
unendlich viele andere zulissig. Mit anderen Worten: Trotz-
dem das Anfangsfeld gegeben ist, kann man wohl, wie es die
Elektronisten verlangen, die Bewegung des Elektrons wili-
kurlich vorschreiben, — mnur daB bei anderem v, als es der
ausgezeichneten Ldsung entsprechen wiirde, sich von der
Elektronenoberfliche eine Rontgenwelle oder vielmehr ein Paar
solcher Wellen abspaltet, von denen sich eine in der Richtung
+ n, die andere in der Richtung — n fortpflanzt.

Diese Wellen sind zwar rein transversal, sie nehmen aber
im allgemeinen nicht die ganzen tangentiellen Teile der gegebenen
Spriinge e, m mit sich, sondern lassen davon an der Elektronen-
oberfliche etwas iibrig, so daf in der Formel (IIl) auch ein
tangentieller Teil stehen bleibt und das Elektron durchaus
nicht normal nach allen Seiten hin anzuschwellen braucht?,
sondern sich eben als ein Ganzes mit der frei vorgeschriebenen
Geschwindigkeit v bewegen kann.

Welcher Anteil der ganzen Diskontinuitit ¢, m von den
Riontgenwellen weggerafft wird und wie viel an dem Elektron

1) Ist etwa das Elektron, also auch seine Oberfliche, starr, so ist
eine ausgezeichnete Bewegung offenbar nur fiir ganx besondere Ver-
teilungen von e, m maglich, d. h. mit der Starrheit des Elektrons ver-
triiglich.

2) Wire n#mlich der Rest von e rein normal, d. h. gleich (¢ %) n,
so hiitte man sofort aus (III): v = ¢. m.
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haften bleibt (¢, m), — kann man eben auf Grund meiner
Bedingungen (I}, (II) beurteilen, wohlbemerkt unter der aus-
driicklichen Voraussetzung, daB die Abspaltung nur im be-
trachteten Augenblicke #, nicht aber auch in dem nichst-
folgenden, stattfindet, so daB sofort nack 7, Kompatibilitit zu
herrschen anfingt.

Handelt es sich etwa um ein Klektron mit homogener
Volumladung (Dichte g), so hat man

en=[divE]=—9 und en=-—g,

s0 daB ¢’ = e — ¢ rein tangentiell oder transversal ist, ebenso
wie m”" = m — m’, und hat man die Geschwindigkeit v, also
auch b = vn vorgeschrieben, so erhalt man fir ¢, m" aus (1)
und (I} oder (III):
() ¢ = plpe o —cn),

2) m=—2 Vav,

¢* — p?

woraus man, bei gegebenem e, m, ohne weiteres auch die Summe
der von den beiden Wellen im Augenblick # fortgerafften Be-
standteile herleiten kann. TIst z B. das Elektron kugelfsrmig
und v eine reine Translationsgeschwindigkeit in der Richtung :
(Einheitsvektor), d. h.
v=1i,cf3,

und bezeichnet man die ,Poldistanz® (r, ¢) mit 6, so hat man
b=-cf.cosl, und es folgt aus (1), (2):

, (¢.8%cos 6 — n) , Vni
@) ¢ = Ll_igz cosig 3 = 15%2‘&@0"
oder auch, wenn man den meridionalen Einheitsvektor s durch
die Gleichung i =n.co88 + s.sinf und den zum Paraliel-
kreis tangentiellen Einheitsvektor p = Fns einfithrt:

- fofisin2 0
{4) l °= g'n+1—ﬂgcos2ﬁs’
‘m’— ofsing
T 1 —=f%cos? 6 Py

so daB die ¢-Linien (nach Abzug des konstanten normalen
oder radialen Teiles) lauter Meridiankreise und die m’-Linien
lauter Parallelkreise sind.

Verharrte etwa das Klektron bis zum Augenblick ¢, im
Ruhezustand, so daf das Feld in diesem Augenblicke ein rein
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elektrostatisches und also m = 0, e = — g ist, so kanno man
aus den obigen Formeln auf die Beschaffenheit der Rontgen-
wellen schlieBen, die, bei einem plétzlichen StoB des Elektrons
in der i-Richtung, eben im Begriff sind, sich von seiner Ober-
flache abzuschilen.

Beispiele dieser und #hnlicher Art behalte ich mir fiir
zukiinftige Mitteilungen vor.

Die soeben angedeutete Anwendung der Kompatibilitits-
bedingungen (I), (II) kann uns iiber die Réntgenwellen offenbar
nur im Awugenblick ihrer Entstehung, d.h. Abspaltung vom
Elektron, einigen AufschluB geben, nicht aber iiber das weitere
Schicksal dieser Wellen. Letzteres kann man nun eruieren,
indem man einen von der eigentlichen Elektronentheorie ginz-
lich unabhiingigen Weg einschlagt.

Nachdem sich pi#mlich eine Rontgenwelle vom Klektron
losgelost hat, gelten die von mir frither schonl!) aufgesteliten
Bedingungen

(5) %e=l’mn, ~:—m=l7ne,2)

und zwar wenn die Welle von der Ordnung »>1 ist. Es
gelten also auch simtliche damals aus (5) gezogenen Schliisse,
und da die jetzt betrachtete Rontgenwelle rein transversal ist,
erhilt man fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v als einzige
Moglichkeit

b=c,
und es reduzieren sich (5) anf
(6) e=Vmn, m=Vne.

Die Welle pflanzt sich also normal mit der kritischen Ge-
schwindigkeit in der positiven Richtung des Vektors 7 em fort.

Hiermit kann man also ihre Lage und Gestalt fiir jedes ¢
konstruieren. Dies gentigt aber wohl nicht; denn es wiirde
sich auBlerdem wesentlich um eine Kenntnis der zeitlichen

1) L. Silberstein, Ann. d. Phys. 26. p. 751 ff. 1908, wo die Vor-
zeichen aus Versehen umgekebrt waren. Die Formeln (5) sind iibrigens
ein Spezialfall von (I), (II), die fiir jedes » > 1 aufgestellt wurden.

2) Ich schretbe hier wieder kurz e, m anstatt ¢”, m”.
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Anderungen der beiden Vektoren e,m handeln, woriiber uns
die Bedingungen (6) offenbar nicht belehren kénnen.

Diese Bedingungen sind, fiir eine Unstetigkeit von der
Ordnung », auBer den Feldgleichungen, aus den identischen
und kinematischen Bedingungen eben derselben Ordnung v her-
geleitet. Nun bestehen aber bei einer solchen Unstetigkeit
auch noch weitere Bedingungen von der Ordpung » -+ 1 usf.,
wie man sie in dem grundlegenden Werke von Hadamard
finden kann.l) Aus diesen kann man, wiederum ohne jede
Integration der Feldgleichungen, das Gewiinschte erhalten.

Es sei beispielsweise » =1 und f=/f(z,,2,¢) =0 die
Gleichung der Rintgenwelle im Augenblick £ Alsdann er-
geben die Bedingungen von der Ordnung » = 2, zusammen mit
0?E[0f® = ¢2 <y E, wie ich in einer demnichst erscheinenden
Abhandlung?) detailliert ausfithrte:

() R R e AR S

und eine ganz analoge Gleichung fiir m. Dazu kommt wegen
der Bedeutung von ¢ = b als Fortpflanzungsgeschwindigkeit:

®) Hteon =0

Der Derivator d/dt bezieht sich auf ein individuelles* Kle-
ment do der Rontgenwelle, d. h. er driickt die zeitliche Ande-
rung aus, wenn man dem d¢ in seiner Fortriickung lings
seiner eigenen Normalen folgt.

Unter Benutzung von (8) 148t sich nun (wie ich 1. c. aus-
fihrlich zeige) die differential - geometrische Bedeutung des
Koeffizienten von e in (7) leicht ermitteln; bezeichnet man ném-
lich die Hauptkrimmungsradien der Welle mit », »,, so trans-
formiert sich dieser Koeffizient in

c(-1~ 4 L) oder in ddq), rdo

7y 7y Tdt

1) J. Hadamard, Legons sur la propagation des ondes etc. p.121
bis 128,

2) Im Januarhefte 1910 der Sitzungsber. der Societas Scientiarum
Varsoviensis, unter dem Titel ,Invarianten einer Rontgenwelle.
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‘Folglich erhalt man anstatt (7):

de 1 d
2t Tz ¢ g7 lgdo)=0
oder
ad
—L—i?(ev(lﬂ)= 0

und genau dasselbe fir den magnetischen Sprungvektor.
Es sind also die Ausdriicke

) e ]/do:, m ]/3_0"

Invarianten eines jeden Flichenelementes do der Rintgenwelle,
d h. es bleibt bei der Fortpflanzung der Welle der Vektor e,
und ebenso m, sich selbst immer parallel und ihre absoluten Be-
trige 8, in verdndern sich wmgekehrt proportional zu ]/d—oT (Ist
z. B. die Rontgenwelle eine Augel, so sind &, m der ersten Po-
tenz ihres augenblicklichen Radius umgekehrt proportional)

Da nun die Kinematik einer solchen Unstetigkeitswelle
bereits durch die Bedingungen erster Ordnung vollstindig be-
stimmt war, so liefern diese aus den Bedingungen zweiter
Ordnung flieBenden Invarianten alles, was die zeitliche Ge-
schichte der Welle betrifft.

Die soeben besprochene Welle war von der ersten Ord-
nung, so daB Z, M selbst stetigz waren und die physikalische
Bedeutung von ¢, m durch /ne = [curl ], ne =0, und analog
fir m, bestimmt war.

Handelt es sich nun um eine Rontgenwelle nullter Ord-
nung, wobei also Z, M selbst Spriinge erleiden, so kommt
man ebenso leicht zum Ziel, indem man die Potentiale ein-
fithrt, von denen man vorauszusetzen hat, daB sie selbst stetig
sind, in ihren ersten Derivaten aber bereits Spriinge erleiden.
Durch Heranziehung der Bedingungen dieser und der zweiten
Ordnung erhilt man dann wiederum die Ausdriicke (9) als
Invarianten eines jeden d¢, wobei aber diesmal

e=[B], m=[M]

ist, iibrigens aber wiederum ¢ = /mn, m = Fne, also die
Welle rein transversal.

Will man in diesem Falle von der Invarianz der Aus-
dricke {£])ds, [M]Vdo ein einfaches physikalisches Bild
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erhalten, so hat man sich bloB auf der einen, sagen wir nega«
tiven Seite der Rontgenwelle = M =0 zu denken. Alsdann
ist [B]=E, [M]= M, wo E, M die Feldvektoren dicht an
der positiven Seite der Welle bedeuten, und es bleibt also
ein jeder dieser Vektoren sich selbst parallel und der Wert von

F?doe und M3%de

mit der Zeit unverinderlich. Denkt man sich noch in der
infinitesimalen Entfernung %2 von der ersten und parallel zu
derselben eine zweite Unstetigkeitsfliche hinzu von derselben
Beschaffenheit, nur mit umgekehrten e, m, so erhilt man eine
elektromagnetische Schickt von der Dicke A, auBlerhalb deren
das Feld verschwindet. Da nun beide Flichen sich mit der-
selben Geschwindigkeit normal fortpflanzen, bleibt 2 und folg-
lich auch B*%de und M?hdo, d.h. die Energie cines jeden
Stiickes do der Schicht mit der Zeit unverinderlich, — ein Re-
sultat, welches von vornherein zu erwarten war.

Warschau, im Dezember 1909,

(Eingegangen 12. Dezember 1909.)





