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24
Einige geometrische Sätze.

(Von dem Kooigl. Fr, Lieutenant Herrn Gerwien zu Berlin.)

I, U m k e h r u n g des Ptolomäfschen Lehrsatzes.

1. .Lehrsatz. Nimmt man in einer Kreislinie um 0 (Taf. IV.
Fig. L) drei Puncte A, 5, C an, und construirt die drei Kreis-
örter um H, I und K, welche sich mit telst des Verhältnisses
der En t fe rnungen je zwei der Puncte A, B und C von einem
vie r t en in der Kreisl inie um O angenommenen P u n c t D be-
stimmen, so be rühren sich alle drei Kreistirter in diesem
vier ten Punc t D, und ihre Centra le HIK bildet eine gleich-
fal ls zu diesem Punct gehörende Tangente für den Kreis
um 0.

Cons t ruc t ion . Halbire die von > mit A, B und C gebildeten
Winkel ADB, BDC und ADC, verlängere die Halbirungsliuien bis zu den
Seiten des ABC, und zeichne Winkel HD% — DEti, IDF—DFI,
KDG — DGK, so bilden die um H, I und K mit HD, ID und KD be-
schriebenen Kreislinien die in dem Lehrsatz näher bezeichneten Orter.

Beweis. Zunächst ist darzuthun, dafs jede von den drei gezeich-
neten Kreislinien die in dem Lehrsatz vorausgesetzten Eigenschaften hat,
dafs also bei der Kreislinie urp I z. B. für jeden beliebig in derselben an-
genommenen Punct X, XB: XC = DB: DC ist. Winkel 2FD oder FBD
+ BDF ist =FDC±CD1, und Winkel BDF^FDC construirt, folglich
ergiebt sich durch Subtraction IBD s= CDI9 weshalb EID ähnlich

IC D, also BI: ID = ID: IC, oder BI: IX = IX: IC sein mufs. Daher
ist auch BIX ähnlich CIX (Winkel CIX=BIX), und deshalb
Winkel IXC = IBX. Nun hat man aber zugleich IPX, oder IBX+FXB
= IXC+CXF; demnach ergiebt sich durch Subtraction BXF— FXC, also
XB:XC=sFB:FC, und da Winkel BDF*=FDC gezeichnet ist, audi
I)B:DC^FBiFC, woraus endhch XBiXC — DBiDV hervorgeht.
Derselbe Beweis paist für die Kreise um H und K, da beide in gleicher
Art wie der Kreis um / construirt sind; folglich haben die drei um /,
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H und K beschriebeneu Kreise wirklich die in dem Lehrsatze vorausge-
setzten Eigenschaften· Aus diesen ergiebt sich nun die eigentliche Be-
hauptung folgendergestalt.

Aus der Construction des Orts um I folgt, wie vorher gezeigt wurde,
die Gleichheit der Winkel IOC und DBC; DC ist aber eine Sehne des
Kreises um 0, also bildet DI für den Punct D eine zu demselben Kreise
gehörende Tangente. Dasselbe ergiebt sich auch für die Orter um H und
K aus der Gleichheit von HO A mit ABD, und vonKDC mit DAC; folg-
lich bilden die drei Linien HD, ID und KD eine einzige, den Kreis um
O in D tangirende Linie, und es müssen sich auch, wie es in dem Lehr-
sätze behauptet wurde, alle drei Kreise um /, H und K in demselben
Puncte D berühren, da in diesem ihre Begegnung statt findet, und die alle
drei Mittelpuncte verbindende Linie HIK zugleich denselben Punct D
durchlauft.

A n m e r k u n g . Ist zur Bestimmung des im Vorhergehenden wiederhalt construii-
len Orts, z. B. um /, kein Punct desselben gegeben, sondern kennt man nur
das Verhältnifs DB:DG, und die Lage der zu den Linien desselben gehören-
den Endpuncte J5 und C, so kann man sich einen solchen Punct D leicht ver-
schaffen, indem man über BC, mittelst der beiden gegebenen Verhältnifslinien,
ein A beschreibt, u. s. w.

2. Lehrsatz. Wenn in einem Viereck das Rechteck
aus d e n D i a g o n a l ö n eben so grofs ist, als d ieSumme der bei-
den Rechtecke , von denen jedes du rch ein Paar Gegensei-
ten gebi ldet wird, so l.äfst sich um das Viereck ein Kreis be-
schreiben.

Beweis. a, b, c, d sollen die Seiten, p und y die Diagonalen
des gegebenen Vierecks, und zwar so bezeichnen, dafs p die Enden von
a und o, und q die von a und d verbindet. Zeichnet man aus den Li-
nien a, b, p des gegebenen Vierecks ein &ABC (Fig. 1.), und bestimmt
L so in p, dafs bd=:yX LC wird, so ergiebt sich, da ac-\~bd=zzp.q
oder zzsyXALr\~yXLC vorausgesetzt ist, durch Suhtraction, auch ac acs
yXAL* Es mufs also zugleich c:ys=AL:a, und d: = LC : b seiü.
Wird jetzt um dos ABC ein Kreis {una O) beschrieben, und (sach der
Anmerkung ,des Lehrsatzes J . ) ein Kreisort (um I) znit der Eigenschaft
bestimmt, dafs sich die Entfernungen jedes Punctes desselben von C und
B, z.B. DC:DB = AL:a9 oder r: y verhalten; so ergiebt sich, wenn
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man den Schneidnngspunet D beider Kreislinien mit A, B und C verbindet,
nach dem Ptolomäiseheti Lehrsatz axCD+bxAD—BDxAL+BDxLC.
Nach der Construction des Orts um / ist aber DC: DB = AL: a, oder
aXDC~BD XAL} also erhalt man durch Subtraction bxAD=:BDxLC,
oder AD:BD=.LCib. Es war aber früher d:y = LC:b bestimmt;
folglich ist zugleich DC:DB = c:y, und DA:DB — d:y. Construirt
man daher einen zweiten Kreisort (um H) mit der Eigenschaft, dafs sich
die Entfernungen jedes Punctes desselben von A und B wie d: y verhal-
ten, so ergiebt sich die Lage des Punctes D zugleich in dem Ort um /
und in dem Ort um H. Hieraus folgt, wenn man das gegebene Viereck
so auf das construirte A'BCD legt, dafs das von den Seiten a, b, p be-
stimmte Dreieck mit dem congruent gezeichneten ABC zusammenfallt,
der vierte Funct des gegebenen Vierecks sowohl in der Kreislinie um /
als in der Kreislinie um H zu liegen kommen mufs, da sich die Entfer-
nungen dieses Puncts von C und B wie c ; y und von A und B wie d: y
verhalten. Beide Kreislinien haben aber nach dem in 1. bewiesenen Lehr-
satze nur den Punct D gemein; folglich ist das gezeichnete Viereck ABCD
dem gegebenen congruent, und es mufs deshalb dieses wie jenes einem
Kreise eingeschrieben sein.

II. Beweis eines von Herrn Steiner ve r a l l geme ine r t en
Lehrsatzes des Archimedes. Siehe Band III. S. 210. d. J.

Lehrsatz. Es seien M^, ^ (Fig. 2.) i rgend zwei Kreise
(deren Durchmesser AB, CD), 2EF sei ihre Linie der gle ichen
Potenzen (siehe Bd. I. S. 165. d.i.), und M sei die Mi t t e ihrer
gröfs ten E n t f e r n u n g AD von e inander . Beschreibt man ir-
gend einen Kreis M, d. h. GHI, und h i e r a u f zwei andere
Kreise m2, m^ so, dafs beide zugleich i n n e r h a l b oder aufser-
halb des Kreises M l iegen und ihn berühren , uüd dafs sie
überdies die GeradeZiF und respec t ive die gegebenen Kreise
M2, ML berühren, so sind die zwei Kreise m2 , m^ al lemal ein-
ander gleich«

Beweis. 1. (S. Bd. L S. 173. und 174. d. J.)

Der Punct i
G
1

bildet den aufseren Ähnlichkeitspunct für die Linie
M,
M,m
M
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z. B. KL trifft A: den m2K und AE sind beide senkrechtF*E, L den
also die gleichen Winkel Km^ M2 und AM2 m2, tveshalb auch KL m^ s=,
ist, und folglich KL durch A lauft«

2. (S. Bd. L S. 175. d. J.)
AE χ AB}

Das Rechteck DExDC[ bildet die gemeinschaftliche Potenz der

M.
GIxGE( Linie EF und des Kreises um
IGxlE

z. B. ΑΕχΑΒ ist = ARXAL = (Tangente) Λ02, da ΔΒΛΖ, hnlich
Δ .̂Etf ist. (EL A = ΚΕΑ = R.)

Da ferner EF die Linie der gleichen Potenzen f r die Kreise um
Ml und M2 ist (s. Bd. I. S. 165. d. Journ.), so mufs EM^—M^^
EM*— M2 A* sein. Hieraus folgt, dafs auch

(ΕΜ,,+Μ! Π) (EMI—MI D) = (ΕΜ^+Μ^ A} ( mi —M2 A} , d. h.
3. EDXEC=EAXEB ist.

Aus 2. folgt, wenn m20 mit r2, und w^JV mit rx bezeichnet wird, dafs
r} = Am} —AE χΑΒ, und

rt% also auch_
Am?—AExBB-\-r? sein mufs. Nun ist nach 3.

DEXEC = ΑΕχΕΒ, folglich erh lt man durch Subtr.
2) oder, da r1 und r2 die Projec-

tionen von Emt und Em2 auf
sind,

4. mlE*—2
Zugleich folgt aus 2., dafs

r2
2 = Imf—GIX ΙΕ , und
= r^ also auch

* =. Im}— G/X/E+r/ sein mufs. Addirt man hiezu
EIxGE = GExlE, so erh lt man

Gm?—GE? +r2
2 = /w2

2— /£2+rt
2, oder , da rx und r2 die Projectio-

nen von -E/wxund Emi auf D A sind,
5. m^E-— a^EG+r^sssTTZj-E2— 2Γ2/Ε+ΓΛ Nach 4. ist aber

mlE2—2r1DE +r2
4 == m2E*—2r2AE+r?, demnach ergiebt sich durch Subtr.

2 Γ! #£ — 2 Γ! EG == 2r2 ̂ £ — 2r2 /£ , oder
Rechteck r^DE—EG) = rz(AE—lE}.
DE—EG ist aber =AE — IE, denn ED + IE «der MD + MI mufs

oder ΛΛΓ+ΛΚ? sein, da ΛΓ nach der Voraussetzung
35
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268 24. Gerwien9 einige geometrische Sätze.

halbirt; folglich sind auch die Grundlinien rt und r\ der zuletzt genannten
Rechtecke einander gleich, waa zu beweisen war.

III. Beweise der im III. Bande S. 209. und 210. d. J. Nr. 17.
und 18. von Herrn Steiner aufgestel l ten Lehrsätze.

Lehrsa tz 17. Sind A> J3, C diejenigen dre i Kreise, von
denen jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks, und die
Ver längerung der beiden übr igen (Seiten) berühr t , und man
beschreibt drei andere Kreise a, b, c so, dafs jeder zwei der
drei ersten aufser l ich und den dritten inner l ich (e insch l ie -
fsend) be rüh r t , so schneiden die drei le tzteren einander in
einem bes t immten Punc te , und die Geraden, welche d iesen
Punct mit den M i t t e l p u n c t e n der Kreise a, b, c v e r b i n d e n ,
sind respect ive zu den Seiten des Dreiecks senkrecht .

Beweis. Fällt man aus dem Puncte P der gleichen Potenzen der
Kreise A, B, C (siehe Bd. I. S. 166. d. J.) Perpendikel p, p1, p11 auf die
Seiten /, /', /" des gegebenen Dreiecks, verlängert dieselben so um die
Stückelt/, v", dafs sich die Rechtecke p(p+v), /O'-fO, p"(p"+v")
eben so grofs als die zu P gehörende Potenz ergeben, und beschreibt um
die Mitten von /? + ^ P'~i~v'> P""\" v" Kreise er, o, c mit den Hälften der
zuletzt genannten Linien, so bildet P zugleich den Ähulichkeitspunct so-
wohl für / und ß, als für V und o, und für /" und c. (Siehe Band I.
S. 170. d. J.) Da nun die gemeinschaftliche Potenz für / und a in Be-
zug auf P nach der Construction eben so grofs ist, als die Potenzen von
A) B und C in Bezug auf P, zwei dieser Kreise aber / auf der einen
und der dritte auf der ändern Seite berühren, so folgt daraus, dafs a die
Kreise Ay B, C ungleichartig berührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem
Wege für die Kreise b und c; demnach zeigt sich, wenn man noch die
Construction der Kreise a, b und c berücksichtigt, dafs wirklich sämrnt-
liehe Behauptungen des aufgestellten Lehrsatzes Statt finden.

Zum Beweise des Lehrsatzes 18. S. 210. d. J. sind die folgenden
Vorbereitungen erforderlich.

1. Die Potent einer Kugel in Bezug auf einen Punct,
und umgekehrt, soll (im Folgenden) das unveränderliche Rechteck hei«
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isen, welches jede aus diesem Puncte nach der Kugel fuhrende Secanto
mit ihrem äufseren Abschnitte bildet.

2. Die Potenz einer Kugel in Bezug auf einen Punct ist dem Qua-
drate jeder aus dem Puncte nach der Kugel führenden Tangente gleich.

3. Verbreitet man die Central-Ebene MMfM„ dreier Kugeln, de-
ren Radien r, r', r" sind, so bestimmen sich in jeder Ebene 3 Kreise.
Der in dem Puncte P der gleichen Potenzen dieser Kreise auf die Ebene
MM1 M11 errichtete Perpendikel PX bildet einen Ort für alle Puncte, de-
ren Potenzen in Bezug auf die 3 Kugeln gleiche Gröfse haben. Dieser
Ort soll die Linie der gleichen Potenzen für die 3 Kugeln um
M, M f , M„ heifsen.

Beweis. Nach der Construction ist
PM*—r2

 = PM,2—r,2 z^PM,?— r,,2, also auch
PM*+PX*— r2 = PM^PX2—r^ = P^/„2+P;P—r„2, oder

r/
welche Differenzen mit den Quadraten der aus X nach den 3 Kugeln fuh-
renden Tangenten gleiche Grüfse haben«

4. Die vier Linien der gleichen Potenzen, welche durch vier Ku-
geln nach 3. bestimmt werden, schneiden sich in einem Punct. Im Fol-
genden soll derselbe der zu vier Kuge ln gehörende Punct der
gleichen Potenzen genannt werden.

Beweis. Zieht man die zur Construction der 4 Puncte der glei-
chen Kreis-Potenzen in den 4 Central-Ebenen erforderlichen Linien der
gleichen Potenzen, so bilden je zwei die Schenkel des Neigungswinkels
von 2 der genannten Ebenen, da sie, von denselben 2 Kreisen bestimmt,
auch von demselben Puncte der beiden Ebenen gemeinschaftlichen Centrale
winkelrecht auslaufen. Nun liegen aber je zwei Linien der Kugelpoten-
zen mit einem solchen Neigungswinkel in derselben Ebene, da beide auf
den Central-Ebenen senkrecht stehen etc.; folglich müssen sich wirklich
alle 4 Linien der Kugel-Potenzen in demselben Puncte durchschneiden.

5. Liegt eine Kugel K und eine Ebene E im Räume fest, so las-
sen sich stets in K zwei Punete A und A1 von der Eigenschaft bestim-
men, dafs jedes Rechteck, welches eine Linie zwischen A und einem be-
liebig in E gewühlten Puncte X mit der in diese Linie fallenden Sehne AY
bildet, Dieselbe Grüfse hat. Ein solcher Punct soll im Folgenden der
Ähnl ichkei t spuuct der Ebene und der Kugel, und das zugehü-
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rige Rechteck die gemeinschaftliche Potenz der Ebene und
der Kugel heifsen.

Construct ion und Beweis. Wegen des Folgenden wollen wir
setzen, dafs E und K sich schneiden. Construirt man einen den Mittel-
punct M von K durchlaufenden Perpendikel auf JE, so ergeben sich in K
zwei Durchschnittspuncte A und A'9 Dies sind die beiden Ähnlichkeits-
pimcte, und ihre Entfernungen von E mit dem Kugel-Durchmesser bilden
die gemeinschaftlich^ Potenz für E und K: denn AX bildet mit dem auf
E gefällten Perpendikel ein rechtwinkliges Dreieck, die Sehne AY erzeugt
mit dem Kugeldurchmesser gleichfalls ein rechtwinkliges Dreieck, und
beide Dreiecke haben einen Winkel gemein; folglich muis die Behauptung
Statt finden.

6. Wenn die gemeinschaftliche Potenz einer Ebene E und einer
Kugel K eben so grofs ist, als die Potenz einer zweiten Kugel k in Be-
zug auf den Ähnlichkeitspunct für E und JT, k aber E berührt, so mufs
// auch K berühren.

Beweis. Construirt man nach 5. den Ähnliohkeitspunct A für E
und -ff, und verlängert die Verbindungslinie zwischen A und dem zu E
und k gehörenden Berührungspuncte X, bis eine von beiden Kugeln in
geschnitten wird, so mufs dieser Punct nach 1. und 5. zugleich in R und
E liegen, da nach der Voraussetzung die Potenz von k in Bezug auf A
eben so grofs ist, als die gemeinschaftliche Potenz für E und K* Hieraus
folgt, wenn man mit dem Endpuncte A* des A durchlaufenden Diame-
ters von -ff, und X mit dem Schneidungspuncte C jenes Durchmessers in E
verbindet, dafs & ' ähnlich AXC ist, also Winkel '= Winkel
ACX sein mufs, folglich A1 den Endpunct des X treffenden Diameters
der Kugel k durchläuft. Die Durchmesser beider Kugeln sind aber parallel,
nach der Voraussetzung; demnach wird die und den Mittelpunct von K
durchlaufende Linie auch den Mittelpunct von K treffen, woraus hervor-
geht, dafs sich beide Kugeln in berühren.

Mittelst dieser 6 Sätze ergiebt sich der Beweis des Lehrsatzes 18,
Bd. III. S. 210. d. J., analog mit dem bereits entwickelten Beweise des
Lehrsatzes 17., folgendergestalt.

Lehrsatz 18. Sind ?, J5, C, D d ie jenigen vier Kuge ln ,
von denen jede eine Seitenfläche einer gegebenen dreisei-
tigen Pyramide und die Ver längerungen der drei übrigen
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berührt , und man beschreibt vier andere K u g e l n a, b, c, d so,
dafs jede drei der vier ers ten äufse r l i ch und die vierte in-
n e r l i c h b e r ü h r t : so schneiden die vier le tz te ren e i n a n d e r
in einem bes t immten Punct , und die Geraden, welche die-
sen Punct mit den M i t t e l p u n c t e n der vier Kuge ln ö, 6, c, d
ve rb inden , sind respect ive zu den Se i t en f l achen der Pyra-
mide senkrecht .

Beweis. Fällt man aus dem PuncteP der gleichen Potenzen der
Kugeln A) B, (7, D (siehe 4.) Perpendikel /?, />', //', p4" auf die Seiten-
flächen JE, £', E", JE'" der gegebenen Pyramide, und verlängert dieselben
so um die Stücke v, vf, v", v'", dafs sich die Rechtecke ( ·\· \
p'(p' + v')9 p"(p" + v")> p'"(p'"+v'") eben so grofs als die zu P ge-
hörende Kugel-Potenz ergeben, und beschreibt um die Mitten von p-{-v,
p' + v', p"' + v", />"'+t/" Kugeln a, b, c, d mit den Hälften der zuletzt
genannten Liuien: so bildet P (siehe 5.) zugleich den Ähulichkeitspunct
sowohl für E und a, als auch für E' und , ferner für JE" und c, und
endlich für JE'" und d. Da nun die gemeinschaftliche Potenz für E und
a in Bezug auf P (siehe 5.), nach der Construction, eben so grofs ist, ab
die Potenzen von ̂ , S, C und D in Bezug auf P, drei dieser Kugeln
aber E auf der einen und die vierte auf der anderen Seite berühren; so
folgt daraus (siehe 6.), dafs a die Kugeln A^ B, C, D ungleichartig be-
rührt. Dasselbe ergiebt sich auf gleichem Wege für die Kugeln b> c und
d; demnach zeigt sich, wenn man noch die Construction der Kugeln
a, b, c und d berücksichtigt, dafs wirklich sämmtliche Behauptungen des
aufgestellten Lehrsatzes statt finden.

Schliefslich ist noch anzufiihren, dafs sich die vorher abgehandel-
ten Haupt-Lehrsätze (17. und 18.) bei Dreiecken und Pyramiden wieder-
holt ergeben, wenn man nicht allein die Kreise am Dreieck und die Ku-
geln an der Pyramide, sondern auch den Kreis im Dreieck und die Ku-
gel in der Pyramide mit unter die Voraussetzungen aufnimmt.
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