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SUR QUELQUES APPLICATIONS DE L't QUATION FONCTIONNELLE 
DE M. FREDHOLM. 

Par M. # m i l e  P i c a r d  (Paris). 

Adunanza dell'8 luglio x9o6. 

Les belles recherches de M. FREDHOLM sur l'~quation fonctionnelle 
"1 / , 1  

(i) ?(x) + Jo f(x, s)~?(s)ds = +(x), 

off f(x, s) et ,~(x) sont des fonctions donn4es, et off e~(x) est la fonction inconnue, 
sont rapidement devenues classiques *), et ont dr fair l'objet d'un grand hombre de 
travaux, parmi lesquels il convient de citer ceux de M. HILBERT **), qui s'est particu- 
li6rement occup6 de certains d4veloppements en s4ries associ4s ~t l'4quation fonctionnelle 
pr4c~dente et a fait d'importantes applications ~'l la th6orie des fonctions. Ayant trait4 
cette ann4e dans mon cours de l'4qnation de FREDHOLM, je voudrais indiquer ici quelques 
remarques et certaines applications auxquelles j'ai 4t4 ainsi conduit, en dormant un r6sum4 
de quelques-unes de rues leqons. J'en ai d6j~'l indiqu6 plusieurs points dans les Comptes 
Rendus (9 avril et 25 juin I9O6 ). 

I .  

Rappel des r~sultats fondamentaux. 

L I1 est n4cessaire de rappeler d'abord les r6sultats essentiels de FREDHOLM, en  

consid6rant, au lieu de l'6quation (I),  l'6quation 

i (2) ~?(x) + X f(x, s)~(s)ds --- •(x) 

avec le param6tre ),. 
Supposons d'abord que f(x, s) reste finie, quand x et s restent entre o et I. 

*) Le m6moire fondamental d~ M. FREDHOLM se trouve dans les , Acta Mathematica, It. XXVII 

(I9O3), pp. 365-390]. I1 avait 6t6 pr~3c6d6 d'une Note dans les Comptes rendus de l'Acad6mie de Stock- 
holm (janvier I9oo ). 

**) Les travaux de M. HILBERT Otlt paru darts les (~Nachrichten, de G6ttingen (i9o 4 et I9o5). 

Rend. Circ. Matera. Yalermo, t. XXII (t9o6). - -S tampato  il 14 agosto 19o6. ]x 
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f ( x  , x , ,  . . . ,  x,,] __ I 
Y,,  Y,, , Y , /  

On forme la s&ie entikre en 

fo D 0 , ) - - I + ) .  f ( x , , x ) d x , ~ t - . . . - ~  

t ~ M I L E  P I C A R D .  

Indroduisons, avec FREDHOLM, la fonction 

f ( x ,  ) , )  f ( x ,  y=) . . . f ( x , y . )  
f ( x ,  y~) f ( x~ ,  y=) . . . f (x=,  y,,) 

. . . . .  , . . . .  , , , , o . . . . .  

f ( x  , y,) f ( x  , ),~) . . . f ( x  , y.)  

) ,̀, p, px / ~  

jo ...jo/tX:; ax ...ax +...; 1 . 2  . . .  1l X2) ... ~ Xn/  

puis la fonction de (4, ~), enti~re en )`, repr&ent6e par le d&eloppement 

fo x:l D,(r f dx,~-.. .-{- ... f x , . . . ,  d x . . d x - ~ - . . .  
)Xl) . . . ~X  

Avec les deux 6quations pr&~dentes, on obtient la solution de l'~quation (2), pour 
)` non singulier, au moyen de la formule 

~(x) = +(x) - )`fo ID'(x' t) DQ,) ~( t )dt .  

Les valeurs singuli~res de ), sont les racines de l'~quation 

(3) D(),) = o. 

Nous avons donc le r~sultat tr~s remarquable que la solution de l'Equation ( i )en-  
visagge comme fonction de ), est une fonction mgromorpbe dans tout le plan. 

2. Une discussion approfondie des valeurs singuli&res a &t& fake par FREDHOLM. A 
chaque racine )'o de l'~quafion (3) correspond un nombre entier n(n "~ i), tel que 
l'Lquation sans second membre en 

(3) , ( x )  + )̀ o f(x,  s ) , ( s ) d s  = o 

a n solutions lin~airement ind@endantes. [Si k ~ est une racine simple de D().), on a 
n = I, et, d'une mani~re g~n&ale, si )̀ o est une racine multiple d'ordre v, on a n ~ v]. 

Une autre question tr6s int&essante a aussi ~t~ r6solue par FREDHOLM; c'est de 
savoir ~i quelles conditions l'6quafion 

fo (4) ~(x)  -{- ~o f ( x ,  s )~ ( s )ds  = hb(x ) 

a une solution. I1 est n~cessaire et suffisant que la fonction q, (x) satisfasse aux condi- 
tions suivantes, diff&ant un peu par la forme de celles de FREDHOLM. 

Appelons ~quation assod& d'une r fonctionnelle du type qui nous occupe 
l'~quation off la fonction f ( x ,  s) est remplac~e par f ( s ,  x). I1 r&ulte imm~diatement 
de la loi de formation de la fonction enti~re D0,  ) et des fonctions analogues que 
une Equation et son associEe ont les mgmes valeurs singuli~res avec le m/me nombre corres- 
pondant n. Ceci posQ envisageons l'~quation 

fo (3)' W(x) -1- )̀ o f ( s ,  x ) ' ~ ( s ) d s  = o .  

Elle aura n solutions distinctes ~ ,  It~, . . . ,  ~ , .  
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Les conditions n&essaires et suffisantes pour que l'c~quation (4) ait une solution 
[q~ (x) &ant toujours l 'inconnue] s'expriment par les n ggalitgs 

Cx)d.  i, . , 0 

II est clair que, si l'Squation (4) a une solution, die en aura une infinit~ que l'on 
obtiendra en ajoutant la solution g~n&ale de l'~quation sans second membre. 

8. I I  a &~ suppose, dans ce qui pr&~de, que la fonc t ionf (x ,  s) restait finie. L'int& 
grale, qui figure dans l'~quation fonctionnelle, aura souvent un sens, m~me quandf  devient 
infinie. FREDHOLM a aussi examin~ ce cas dans son m~moire, et sa m&hode revient au 
fond ~ substituer 5 l'~quation propos& des ~quations ~quivalentes off il pourra arriver 
que la fonction jouant le rdle de f(x, s) ne devienne plus infinie. Reprenons l'~quation 
(~);  en remplagant sous le  signe d'int~gration q,(x) par 

et posant 
f O  

+(x)- -  ~ f(x, s')~(s')ds', 

fo I f,(x, s ' ) - -  f(x,  s)f(s, s')ds, 
on obtient l'4quation 

fo fo (5) ~?(x)-- V f1(x, s ')?(s ')ds'= +(x)--  ), f(x, s)+(s)ds, 

que l'on d~montre facilement &re ~quivalente ~t (I) ,  et qui est du type de FR~DnOLM. 

I1 pourra arriver que f i  (x, s') reste finie; nous sommes alors ramen6 au cas pr& 
c6dent. S'il n 'en est pas ainsi, on peut recommencer l'op6ration en partant cette lois 
de (5). On  est ainsi conduit ~t envisager une suite de fonctions 

f ( x ,  s), L ( x ,  s), . . . ,  L ( x ,  & . . .  

off on a d'une mani~re g~n&ale 

fo f,, (x, s) = f ._ ,  (x, s')f(s', s) d s'. 

Dans les applications les plus usuelles, il arrivera que, pour une certaine valeur 
de n, la fonction f .  (x, s) restera finie, et alors la .r+duction cherch& se trouvera ef- 
fectube apr6s n op6rations. 

Ainsi supposons que f(x, s)devienne infinie seulement pour x ~---s, et comme 
I 

i x  _ s] ~ (o ~ @. ~ I). I1 est facile de voir que f .  (x, s) restera finie ~ un certain 
I moment.  Si, par exemple, ~ est inf~rieur ~t 7 ,  f ,  (x, s) restera finie. 

1 t t Le cas de ~ ~ ~- a ere trait~ d'une mani~re extr~mement ~l~gante par M. Hrr.BmtT~ 

en se plagant ~t un autre point de vue. I1 montre que l'on peut, clans ce cas, con- 

server la solution de FREDHOLM pour f finie, ~. condition de remplacer par z&o clans 
t o u s l e s  d&erminants les termes des diagonales principales qui sont n~cessairement 
infinis. 
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4. II est •vident que tous les r~sultats pr&d.dents sont susceptibles d'extensions au 
cas de deux variables. On aura alors l'~quation 

f t  (x, 29 + ~ f(x,  y; ,,, v) ? ( . ,  v) d .  d ~, = + (x, y), 
t 

l'int/:grale double &ant &endue ,~ une certaine aire du plan (u, v), et la fonction in- 

connue &ant ~?(x, y). Cette ~quation a une solution et une seule, sauf pour certaines 

valeurs singuli~res de ),. 

Le cas off la fonction f ( x ,  y; tr v) devient infinie est tr~s important pour les 

applications, e t a  ~t6 approfondi par M. PLEMZLJ dans deux excellents m6moires *). 

Supposons, par exemple, que f ( x ,  y; u, v) devienne infinie seulement pour x - =  u 

et y - -  v ,  et comme 
I 

( r  - ,,)~ + (y - ~)2)~ (~ < ~) 
On pourra tirer parti de la formation de fonctions f , ,  f~, . . . ,  f,, analogues 

celles qui ont ~t~ envisag~es plus haut. Le cas de ~. = I est particuliSrement int~res- 

sant pour les probl6mes de potentiels. Dans ce cas la fonction 

f . (x ,  y; u, v) 
devient infinie comrne 

log [(x - -  u) ~ -Jr- (Y - -  v) ~] 

et la fonction f~(x, y; u, v) reste finie. 

5. Je terminerai ces g+n6ralit~:s, en faisant une remarque sur le cas off la s 

f ( x ,  s) (pour nous borner ~'t tree variable) est symdtrique en x et s. M. HILBERT a d~- 
montr+ que, dans ce cas, les valeurs singuli~res de ), sont ngcessairement rdelles. I1 d~- 

duit ce r~sultat de la m&hode m6me de FRV.DHOLM, Off l'+quation fonctionnelle int+- 
grale est consid&be comme la limite d'une bquation s finie. On peut aussi 
le d~montrer directement, comme il suit. Supposons que l'+quation 

fo ? ( x ) - t -  )'o f ( x ,  y )?(y )d  y = o rf(x, y) sym&rique] 

air une solution diff&ente de z&o pour ) . o - - ) ,  + i),, (),--/= o);  on aura 

(x) = ~, + i ~ .  
En substituant, on a de suite 

fo fo ~?,(x) + ),, f ( x ,  y )%(y)dy  - -  ),~ f ( x ,  y ) % ( y ) d y  = o, 

%(x) + "X 2 f ( x ,  .)')~i (y)dy + X f(x ,  y)%_(y)dy - -  o. 

En multipliant la premiere ~quation par ? , ( x ) d x  et la seconde par %~(x)dx, 
puis ajoutant et int6grant, on aura 

fo [o2 (~) [~?~(x) q-  ~ ( x ) ] d x  + X f ( x ,  y)[? .  ( x )%( , )  + %(x),?,(,y)]dxdy = o. 

*) J. PLEMELJ, Monatshefte far Mathematik und Physik, XV. Jahrgang 0904). 
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Multipliant ensuite les 6quations respectivement par % ( x ) d x  et % ( x ) d x ,  puis 

retranchant et int6grant, nous avons 

(~) ),= f ( x ,  y) [qo (x) % (y)  -~- % (x) 9= (y)] d x dy - -  o. 

L'6quation (~) montre que le multiplicateur de ;% dans (}) n'est pas nul. Nous 

aurions donc >, = o contre l'hypoth~se fake; la remarque est &ablie. 

II. 

Sur les potentiels de simple couche et de double couche. 

6. Les potentiels de simple couche et de double couche conduisent aux applica- 

tions les plus int~ressantes, off se retrouve l'~quation fonctionnelle de FREDHOLM. 

Consid~rons d'abord une double couche, relative ~i une surface ferm~e S que, pour 

simplifier, nous supposons partout r~guli~re; nous l'~crirons sous la forme 

p s cos q~ . 
W =  ? - - n - - a ~ ,  

J J  r 
d ,  &ant l'616ment de surface et ? la densitfi. L'angle ? est l'angle que fait la direction 

allant de l'~16ment de  au point A (pour lequel on prend le potentiel) avec la nor- 

male intdrieure ~t la surface; quant ~ r il repr~sente la distance de d ~ au point A. 

On salt que W est discontinu pour le passage par la surface; en d~signant par 

W o le potentiel en un point de la surface, et par Wi et W e les limites des potentiels 
int~rieur et extLrieur, il est bien connu que 

I W ~ = W  o + 2 ~ o  , 

(6) We = w o -  2 .po. 
On dit aussi souvent que la d~riv~e normale d'un potentiel de double couche est 

continue pour le passage par la surface. Cet ~nonc~ en lui-m~me est mauvais, car la 
d~riv~e normale en un point de la surface pourrait ne pas exister. Ce qui est exact 
sans restriction, c'est que si l'on prend sur une normale en un point A o de la surface, 
la d~riv~e suivant cette droite du potentiel W en deux points situ~s de part et d'autre 

de A o ~t la m~me distance e, la difference des d~rivLes tend vers z~ro avec e *). 
7. Le probl~me de DIRICHLET relatif aux fonctions harmoniques ~l l'int~rieur d'une 

surface a ~t~ ramen~ par FREDHOLM ~i l'int~gration d'une ~quation fonctionnelle. Ce 

probl~me se r~sout en effet par un potentiel de double couche, l'inconnue ~tant la den- 

sit~ i~ qui est donn~e par la premiere des ~quations (6), off W i e s t  la fonction connue 

sur la surface. On peut ~crire cette ~quation fonctionnelle sous la forme 

I P [ '  cos 
(7) ? + y lle'--F-d =dd F ( F =  fonction donn~e sur la surface). 

*) Dans le memoire cit6 plus haut, M. PLI~MELJ donne une d6monstration tr6s precise de ce th6o- 
r6me important. 
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On d~montre ais~ment que l'on ne se trouve pas dans un cas singulier en s'ap- 
puyant sur le th~or&ne rappel~ plus haut sur la d~riv~e normale. 

I1 importe de bien rappeler les notations. Nous appelerons dor~navant m l e  point 
variable de la surface pour lequel on prend le potentiel, ['angle ? est l'angle que fait 
avec la droite ioignant d a ~ m la normale int6rieure ,h la surface en d a. 

8. Si nous introduisons le param~tre )., nous consid~rons all lieu de l'6quafion (7) 
l'6quation 

f f  cos?  . (8) ~ + x ~. ~ - ~ a  o = F. 

L'hquafion associde ~t l'~quation (8) est ~galement trhs int4ressante et v a s e  pre- 
senter dans une autre question. Pour l'obtenir, il faut faire une permutation de m e t  
de d e ;  on obtiendra donc l'4quation 

(8), + f f cos 2 r 2 d~ = F, 

off + (qu'il ne faut pas confondre avec ?) repr~sente l'angle que fait la droite joignant 
m ~i do  avec la  normale int~rieure fi la surface en m. 

D'apr~s ce que nous avons dit plus haut, les deux ~quafions associ~es ( 8 ) e t  (8) '  
ont les m~mes valeurs singuli~res. Nous avons dit que k----- I n'~tait pas une valeur 
singuli~re; il est imm~diat au contraire, sur l'~quation (8), que k ~ - - I  est une valeur 
singuli~re, puisque l'~quation 

cos? 
? 2-~ ? . ~ 7 - - d ~  = o 

est v6rifi~e pour p = constante. 

M. PLE~ELJ a &abli (loc. cit.) que les p61es de la solution p de l'~quation (8)'  
(envisag~e comme fonction de ),) dtaient tous simples, rdels et au moins ~gaux it u~ en 

valeur absolue. 

I I n e  faudrait pas conclure du fait que les p61es )'o sont simples, que l'6quation 
sans second membre 

), s  c o s ? d o  P+ ojj?~--~ = o  

n'a qu'une seule solution, c'est-,'t-dire que le hombre n du n ~  est nOcessairement 
~gal ~ un. I1 y a l~i une erreur que l 'on serait tent~ de commettre, mais il suffit de 
supposer que S se r~duit /t une sphere pour voir que les choses peuvent se passer 

tout autrement. 
Supposons donc que la surface S soit une sphere de rayon un (dans ce cas ? - -  ~). 

On  montre ais~ment que les valeurs singuli6res sont 

~o = - ( 2 ~ +  ~), 
n &ant un entier positif ou nul. De plus, pour la valeur singuli~re - -  ( 2n  -[- ~) l'& 
quation sans second membre 

f f c o s  ? . - (2~  + ~) ~ - ; ~ a ~  = o 
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a, comme solutions distinctes en p, les 2 n-J- I fonctions 2,, de LAPLACE correspon- 
dant ~t l'enfier n. 

D'une mani~re grin&ale, on peut seulement affirmer que, pour la valeur singu- 
li&re k = -  I, il y a une seule solution de l'~quation sans second membre, 

I f f  c o s ~  d~  = 
P - -  ~ d Y  P - F -  o, 

solution qui se r~duit ~1 une constante. 
9. Consid~rons maintenant des potentiels de simple couche, que nous &rirons 

r 
On salt que ce potentiel est continu dans tout l'espace. Les d&i%es dans le sens 

de la normale jouissent de propri&& int&essantes. Reprenons le point m de la surface 
S e t  menons la normale en ce point. En d&ignant par n la direction de la normale 
int&ieure, on peut consid&er les valeurs limites, que nous dbsignerons par 

dV dV' 
dn et -dnn'  

des d&iv&s de V prises suivant la direction n en un point int#ieur et en un point 
extdrieur de la surface infiniment voisins de m sur la normale. 

On &ablit les deux formules *), dont la premi6re est classique: 

V_s dY] 
) -n - ,  ---- 

(9) i[dV'  dV] f f  cos+  -kNi + = P - V  -d*  

13" On volt que l'int~grale off figure l an~,le + se pr&ente dans les questions off fi- 
gure un potentiel de simple couche, tandis que nous avions l'int~grale avec l'angle q) 
dans le cas de la double couche. Les deux genres de potentiel sont ainsi associds l'un 

l'autre, en entendant ce mot comme plus haut. 

III. 

Quelques applications des potentiels de simple touche. 

IO. On se rappelle que M. POmCAR~ dans son c~l~bre m~moire des Acta Mathe- 
matica (tome XX) sur la m&hode de NEUMANN posa le probl~me, r&olu depuis par 
plusieurs g6om~tres, de trouper sur une surface fernKe un potentiel de simple couche, 

*) M. PLNMELJ (lot. cit.) ~tablit ces formules par un caicul assez long. Je les ~tablis beaucoup plus 

rapidement en me servant avec un peu plus de prdcision d'un raisonnement analogue/t celui qu'emploie 

ROBIN pour obtenir son ~quation fonctionneUe relative au probl~me de la distribution de l'~lectricite 

(voir le tome I de mon Traitd d'Analyse, 2 r ~dition, page 203). L'~quation de RoBin se d~duit des 

dV 
fiquations (9) en faisant ~nn = o et 6liminant d/1' dn 
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pour lequel on ait (avec nos notations pr~c~dentes): 

dV'  d V  
d n + ~" T n  = o, 

~tant une constante convenab[ement cboisie. En recouraut aux relations (9), on vok 

que ron a, pour la densit6 9, l'&quation de FREDHOLM 

~q I+F. r r  cos+ 

les valeurs de ~. sont donc li6es simplement aux valeurs singulibres de ),, consid~rOes 

plus haut. 

I I. Le probl~me de l'aimantafion par influence revient ~ la question pr6c~dente. 

Consid6rons un corps parfaitement doux linlit~ par une surface S. Ce probl~me revient, 
d'apr~s la th6orie de PolssoN, ~ trouver une fonction V(x, y, 4) de la nature d'un 

potentiel ~ l'infini, continue dans tout l'espace, harmonique ~ l'int~rieur et ~ l'ext~rieur 

de S, et telle que, pour tout point m de S, on air 

( i  _j_ 4 ~ k )  d Y d g '  
dn dn 

6gale A une fonction connue du point m. Le nombre k repr~sente le coe~cient d'aiman- 
l �9 ' 0 "  " tation, positif si le corps doux est paramagneuque, et n%atff pour un corps diama- 

gn&ique. 

Or, nous pourrons repr6senter V par un potentiel de simple couche ~tendue sur 

S. En nous servant des ~quations (9), nous avons de suite pout" la densit~ ? de cette 

couche l'fiquation fonctionnelle 

f/" cos{ 
I --~ 2 r ~ k J . J ~ 2 ~ - ~  dq = fonction donn~e sur S. 

Pour k positi~, l'6quation a certainement une solution et une seule, car nous avons vu 
que les valeurs singulibres ), de l'6quation (8)' (n ~ 8) &aient au moins ~gales A un 

en valeur absolue. I1 peut en 6tre autrement si k est n6gatif. Par exemple, si S est une 
surface sph6rique de rayon un, on aura, d'aprbs ce qui a &t~ dit au n ~ 8, les valeurs 

singulibres de k correspondant ~t 

off n est un entier posifif. La th~orie classique de l'aimantation n'est sans doute pas 

applicable A de tels corps diamagn&iques, s'il en existe. 

I2. Donnons maintenant un exemple qui conduise, pour un cas singulier, A une 

~quation avec second membre. I1 suffira de prendre le probl~me qui a pour objet de 

trouver une s harmonique V continue dans le volume limit~ par une surface S, 

avec des valeurs donn6es F pour d V d-~ .'t la surface (en nous servant de la notation de 

plus haut). 
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En se servant toujours des formules (9), l'~quation 
dV 
-d-~ = F 

devient 

f f  cos+ d, - -  2wp -J- p r ~  

c'est-~l-dire 

= F, 
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l i f t  - -  

qui, comme nous l'avons dit, a la 
dition 

comme il devait &re. 

f I" IF d ~ = o, 
cos q~ 

J 2 "~r 2 

seule solution ~F---const.  On trouve donc la con- 

f f m, = o, 

Ces consid&ations trouvent leur application dans le probl6me de la distribution de 
l'61ectricit4 sur un conducteur, en pr4sence de masses 61ectriques fixes qui l'influencent. 
Soit U le potentiel dfl aux masses 41ectriques fixes, et soit V l e  potentiel dfi ~. la cow 
che 61ectrique cherch6e de densit4 ? sur S; on aura ici 

dU 
F - -  

dn 
et la condition (~) est bien remplie. La solution d6pendra d'une constante arbitraire, 
puisque l'on peut ajouter une solution de l'6quation sans second membre 

--  f f c ~  P j j P ~  
qui est d'ailleurs l'~quation fonctionnelle de ROBIN. Cette constante arbitraire correspond 
manifestement ~i la charge filectfique donn& du conducteur. 

I3. La thfiorie analytique de la chaleur va nous fournir un exemple d'une nature 
diff~rente. Consid&ons un corps en @dlibre de tempgrature avec rayonnement. E n d &  
signant par V la temp&ature, cette fonction V e s t  harmonique ",i rint&ieur du corps, 
et l 'on a en chaque point m de sa surface S 

dV 
dn  = V),  

k &ant une fonction positive du point m de [a surface, et Y, une fonction, donn~e 
sur la surface, repr~sentant en chaque point de celle-ci la temp&ature extdrieure. Nous 
avons donc ~ trouver une s harmonique V telle que sur S 

dV 
k V - - - -  

dn 
soit ~gale A une fonction donn&. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (z9o6). ~ Stampato il 16 agosto I9o6. 31 

f J  cos + . F 
~P 2--FTrr ~d*  2 7  

C'est donc une 6quation de la forme (8)',  pour )~ = -  I, qui est une valeur singu- 
li~re. Le probl&ne n'est donc pas possible en g&~6ra], et nous trouverons la condition 
en appliquant la r~gle d u n  ~ 2. It faut prende l'~quation associde 
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Nous cherchons encore ~t exprimer V par un potentiel de simple touche de den- 

sit~ ?, et nous trouvons de suite pour ~ l'6quation fonctionnelle 

f [ [ k  +q 0 +  . ? 2 : r  2 ~ v j d * = f ~ 1 7 6  donn~e sur S. 

C'est une 6quation du type de l'~quation de FREDHOLM. On volt de suite que, la fonc- 

tion k &ant positive, nous ne sommes pas dans un cas singulier. En effet, dans ce cas 

l'~quation sans second membre aurait une solution off ? ne serait pas identiquement 

nul. Mais cela est impossible, car on ne peut avoir de fonction harmonique g pour 
laquelle 

d V  
- - m k V - - - o  sur S 
dn 

sans que V ne soit identiquement nuUe. On a en effet 

d'ofl se d&duit que V est identiquement nulle, k &ant positif. 

14. On peut encore faire servir l'analyse pr&~dente ~t la r6solution du problame 

suivant: Trouver une fonction barmonique V telle que l'on ait sur S: 

a V + b d V  fonction donn~e sur S = F, 
de  = 

off a et b sont des fonctions du point de la surface. 

On est ainsi conduit ~i l'~quation fonctionnelle 

a f f + b[ f  f c~ -- 2 = F. 
I1 n 'y a aucune difficult6 si b ne s'annule pas sur la surface, car on est ramen6 

l'~quation 

ff I COS d ff - -  l~ ~ - ~  + 2---~r~. I --- fonction donn~e, 

qui est une fiquation de FREDHOLM. II est clair que l'on pourra se trouver dans un 
cas singulier, si le signe de a est quelconque. 

Je n'examine pas ici le cas off b pourrait s'annuler sur la surface, qui est plus 

compliqu~. 

IV. 

S u r  le p r o b l ~ m e  g6n6ra l i s6  de Di r ich le t  p o u r  u n e  6qua t ion  l in~ai re  

du  t y p e  el l ipt ique.  

I5. Occupons-nous maintenant d'une question un peu diff6rente, en envisageant 

le probl~me g6n6ralis6 de DIRICHLET pour les ~quations lin6aires du type elliptique 

(Io) 02u 0~u 0 .  b0U 
O x~ -~- -g-~ nt- a ~ x  -[- O y + C U - -  f , 
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off a, b, c, f sont des fonctions de x et 3,. Je me suis autrefois beaucoup occup6 de 
cette question *). R&emment, M. HILBERT et ses ~l+ves ont rattach6 ce probl6me ~i 
l%quation fonctionneIle de FREDHOLM. IIS partent fi cet effet d'une certaine solution 
de l%quafion diff&entieUe devenant infinie en un point. Je voudrais montrer que la 
question peut &re trait6e trbs simplement sans introduire d'autre foncfion que la fonction 
classique de GREEN pour un contour donn+. 

I1 suffira de rappeler le r6sultat dassique relatif h l'6quation 

8~v 8~v 
8 x ~ + 8 y~ = F(x ,  y). 

L'int+grale de cette 6quation s'annulant sur un contour C est donna  par. la formule 

I ffG( , x, y)F(~,  ~)d~d~l 

en d~signant par G(E, ~; x, y) la fonction de GREEN relative au contour C, c'est-s 
dire la fonction harmonique en (~, "~), s'annulant sur le bord et devenant infinie au 

point (x, y) comme log i [r &ant la distance des deux points (~, ~) et (x, y)]. I1 
r 

est important de rappeler que, pour &ablir ce r6sultat, il n'est pas suffisant de supposer 
que la fonction f (x,  y) est continue. I1 faut faire quelque autre hypoth~se, dont la plus 

8 f  Of pratique est l'existence des d&iv6es ~ et ~ k l'int&ieur du contour. 

16. Ceci pos~, posons-nous la question de trouver l'int~grale de l'~quation 0o) ,  
continue ainsi que ses d&iv6es partielles des deux premiers ordres dans un contour C 
et s'annulant sur C; c'est ~i ce probl~me que l'on se trouvera toujours ramen& Pour 
Alter quelques difficultCs accessoires, je suppose que C est r~guli~rement analytique. 
Quant aux coefficients de l'~quation, ils sont continus ainsi que leurs d&iv&s partieLles 
qu'il peut &re utile d'introduire duns les raisonnements. 

En supposant l'existence de la solution, on d+duit de ( io)  

_ I f f ' f [ a ( ~ ,  .n)Su . 0 u  ] (o 0 u(x, y) ~ ~ --}-- b(~, ~ ) ~  -[- c(~, ~)u G(~, n; x, y)d~d~ 

= + (x, y), 
en posant 

+(x, y ) -  2~ f(~, ~)G(~, ~; x, y)d~d~. 

L'~quation (~) n'est pas une 6quation de FRnDHOLM, mais on peut facilement, au 
moyen d'int6grations par parties, passer de l%quation (~) h l%quation: 

(~) u(x, y) + 2-7 8~ -] c3",~ c G u(~, ~)d~d~ ---- +(x, y), 

*) On trouvera une bibliographie de la question dans le dernier travail que j'ai pubfi6 sur ce sujet: 
Sur les ~quations lin~aires aux d~riv~es partielles et la g&gralisation du problkme de DXmCItLET [Acta Ma- 
thematica, t. XXV (i9o2), pp. x2i-i37 ]. 
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ot~ l'intbgrale double a un sens, et qui rentre dans le type de l'd.quation de F~EI)~OLM. 
On remarquera que le multiplicateur de it sous le signe d'int~gration devient infini 

c o m m e  

i 

f(~ - xy + (.~ - -  >,)2, 
e b Ace  point de vue, l%quation est de m&ne nature que les 6quations rencontr&s 
dans la th~orie du potentiel. 

En g&n&al, c'est-5-dire si on ne se trouve pas dam un cas singulier, l'dqt~ation (~) 
aura une solution et une seule, mais il faut d&nontrer que la sol tion de (}) satisfait 
~t l'6quation (IO), c'est-~-dire que l'on peut de l'~quation (}) remonter ~t l'6quation 
(~), et de celle-ci ,~ l'6quation diff6rentidle (IO). 

17. On volt imm~diatement que [a chose sera possible, si la fonction u(x,  y ) t i r &  
de (}) a des d&iv&s partielles du premier ordre restant finies dans C et sur C, et si 
elle a ~t l'int6rieur de C des d~riv&s partielles du second or&e;  c'est ce qui r&ulte 
du r6sultat rappel~ plus haut sur l%quation 

C~ 2 V I~ a V 

a 7  + ay=-- = F(x, y). 

I1 faut donc montrer, que la fonction u(x, y) tir& de l'6quation fonctionneUe (~) 
poss~de, les d&iv&s indiqu6es. D'apr~s ce que nous avons dit pr&6denwaent (par. 4), 
on peut substituer ~i l'~quation (~) une autre ~quation fonctionnelle obtenue au moyen 

d'une certaine it&ation. Posons 

. i [-O(aF_(G) a(bo~G) ..,G] f (x ,  y; ~,'~)--f.4~ I + c , 
t . .  

et ensuite 

y; s, o ) - j f . r ( x ,  y; u, v)f(u, v; s, f,(x, , )dudv .  

Notre fonction u(x, y) satisfera ,~ l'6quation 

('c) ,(x, y)-  f jT~ (*, y; ~, ~3,,(,, ~)a,ao=+ (x, y ) -  f f r<x,x; ,, ,,3, (,, o)asa,,. 
On aura montr~ que u(x, y) a des d&iv&s premieres, si on &ablit que 

f f j c x ,  ,,; s, (~) + (S, ,)dsd, 

a des d&iv&s premieres, aucune difficult~ ne se pr&entant pour les autres termes. Mais 

ceci revient .~ voir que l'int~grale 
OG 

f f ~ s + ( S  , , ) d s d ,  

a des d&iv&s premieres, ce qui est &ident en lui dormant la forme 

- j " f  c-~d,a,,, 
int~grale qui a des d6riv+es restant finies m~me sur le bord. 
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I1 r&ulte des consid&ations que nous venons d'indiquer sommairement que u, d6- 
3 ,  3 u 

terrain& par l'4quation (i~), a des d6riv&s partielles ~ et ~ d&ermin&s dans C et 

sur C; par suite de l'6quation (f~) on peut remonter ,:t l'6quation (~). 
18. Pour achever~ il hut  montrer que u(x~ y) a des d6riv6es secondes a l'int6rieur 

de C, ce qui permettra de passer de l'4quation fonctionnelle (~) ~t l'6quation diff&en- 
tielle (io).  Nous consid6rons toujours l'4quation (Y) 6quivalente a ([3). Comme u(s, ~) 
a des d4riv&s premi6res, on volt facilement que 

f f / , ( x ,  ,; s, if) U($~ ff) dsdff, 

assimilable, au point de rue qui nous occupe, ~ un potentiel logarithmique, a des d& 
riv&s secondes fi l'int&ieur de C. Dans le second membre de (y), nous avons d'abord 
+(x, y) qui a des d~riv&s secondes (si le coefficient f a des d&iv&s premi6res, comme 
nous le supposons). Enfin l'int~grale 

f f f(x, y; s, , ) d s d ,  

a aussi des d&iv6es secondes. En effet, elle est fortune de termes comparables, au point 
de vue qui nous occupe, 

f f o) s o, 
ou encore ~t 

_ f f 
et comme ~ -  a des d6riv6es premi6res (+ ayant des d&iv6es secondes), cette derni&e 

int6grale a des d&iv&s secondes ~ l'int6rieur de l'aire. L'existence des d6riv&s, n&es- 
saires pour la rigueur des raisonnements, est donc &ablie. 

19. En r6sum6, nous avons &abli par l'analyse pr&6dente que, en gdndral, il existe 
pour l'6quation 

bc u (IO) ~2,, 02---u + a + + cu = f  
2 + 0y 

(un contour C &ant donn6) une intdgrale, et une seule, continue ainsi que ses ddrivdes 
partielles des deux premiers ordres ~ l'intdrieur de C et s'annulant sur le contour. 

Le mot en gdn&al sera compl&ement pr&is6 si, au lieu de l'6quafion (IO), on 
envisage l'6quation off figure un param&re arbitraire k 

3 ~ u O ~ u ( O u b O u  ) 

De ce qui pr&6de, il r6sulte que, pour cette derni6re 6quation, il peut y avoir 
des valeurs singuli6res de k, pour lesquelles le th~or6me pr&~dent n'est pas exact. Ces 
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valeurs sont les racines de la fonction enti~re eu k associde i~ l'dquation fonctionnelle 

u(x, y) + 2~d j - a ~  + ~ --  ~G ,,(~, .~,)d~d~, = +(.,-, y), 
qui est notre ~quation (~), off on a introduit le param~tre k. 

Le cas singulier relatif 5 [u CIo) est manifestement le cas off k - -  I serait 
une des valeurs singuli+res de l'~quation ( I I ) .  

Remarquons enfin que les valeurs singuli6res de l'6quation ( I I )  sont les valeurs 
de k pour lesquelles l'+quation sans second membre 

O2u ~ ~u ( ~u bOU ) ax~ + - ~ / + ~  ~ +  a y + , : u  = o  

a une solution s'annulant sur C qui ne soit pas identiquement nulle. 

V .  

Sur l'dquafion de la vibration des membranes.  

20. Parmi les 4quations de la forme (I i) arr4tons-nous, en terminant, sur le cas 
de l'6quation 

02) a~u a2u + ay--~+kcu =f, Ox" 

en supposant que c(x, y) soit toujours positif A l'int&ieur de C. 
On salt que M. POIUCAR~ a d~montr~ dans ce journal m~me [Sur les dquations de 

la Physique matMmatique, t. VIII (1894)] que l'int~grale de l'~quation (12) prenant des 
valeurs donn~es sur un contour C, envisag~e comme fonction de k, ~tait une fonction 
m~romorphe de k ayant des p61es simples en nombre infini (d'ailleurs correspondant 
des valeurs positives de k). L'existence de la premiere valeur singuli~re avait Ltfi ~tablie au- 
paravant par M. Scaw•Rz ((Euvres, tome I, page 241 ) par une analyse extr~mement 
profonde, et j'avais montr~ qu'elle correspondait ,~ un p61e, dtablissant en outre l'exi- 
stence de la seconde valeur singuli~re (Comptes Rendus, I893). Je dois aussi rappeler 
Ace sujet l'ancien m~moire de M. H. W~BER (Math. Annalen, tome I). 

21. En rattachant lYquation (I2)  fi l'~quation fonctionnelle de FREDHOLM, la th~o- 
fie devient extr~mement simple. Tout  d'abord, le beau r~sultat de M. POI~CAR~, relatif 

la nature de u considfir~e comme fonction de k, est intuitif. En prenant le pro- 
blame de la section pr~c~dente, nous avons ,~ envisager l'Lquation fonctionnelle 

(i3) .(x, y)_ jj x, y)d d  =,(x ,  y) 

et il est clair que u(x, y) est une fonction mfiromorphe de k. I1 est facile de voir que 
les p61es sont simples. Supposons en effet que k - -  k o soit un p61e d'ordre m(m > I) 
de la solution de l'~quation (I3)  ; soit donc 

y) + v . ( x , y )  
u = (~(x'_ ko) ~ (k - -  ko) ~-~ + ' (m > O. 
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En substituant, et prenant les termes en 

I I 
et  

@ - -  ko) m ( k - -  ko) . . . .  
n o u s  a v o n s  

.t]). G. ~ (~l .~) d~ d.~ -- o, 

f f (~) ,~.(x, y ) - 2 ~ d a  . s c.G.~(~, .~)d~d.o=o. 

De @) et (}), il r&ulte que ? et ~ s'annullent sur le contour C. I1 r~sulte aussi 

de ces relations que 
027 02~ 
Ox ~ + a T + k o c ( X ,  y ) ?  = o, 

c~2w 02~ + - g y  + koc(X, y)e- + c(-,, y)~ = o. 
0x  ~ 

En multipliant ces derni~res 6quations respecfivement par F. et 9 et int~grant apr}s 

multiplication par dxdy, il vient, en se servant de la formule de GREEN: 

f f c(x, ,,)?~(x, y)dxdy = o. 

Donc ~ devrait ~tre identiquement nulle, ce qui est absurde. (I1 est clair que le 

calcul pr&~dent ne s'applique pas ~l m - -  i). 
22. Les pdles, s'ils existent, sont n&essairement positifs; c'est un point trop 

facile ~i &ablir pour que nous nous y arr~tions. Le point int~ressant est de montrer 

qu'ils sont en nombre infini. Du moment que l'on salt, comme il nous arrive ici, que 

les seules singularit& possibles sont des pdles simples, il n 'y a aucune difficult~ a 6ta- 

blir ce r~sultat, en se servant des constantes introduites par M. SCHWARZ pour obtenir 

la premi6re valeur singuli~re *). 
Bornons-nous, avec M. SCHWARZ, a l'int6grale de l'~quation 

O~u O~u + kc. u = o, 
O x ~ + -O y--~ 

prenant la valeur un sur le contour C. Elle est d~vdoppable, pour k assez petit, en 
s~rie 

- = , , o  + - , ~  + . . .  + - ~ "  + . . .  (~) 
et on a 

&U o -"-  0 

A U + Cff, o ~ 0 

�9 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

AUn + CU_~ ~ -  O 

(u o = I ident iquement)  

A u  i ~ 2 u '  ~ 2 u t  = - s ~ - ~ - ~ ) ,  

*) J 'avais d6jfi s u M  la marche  qui va ~tre indiqu~e, dans m o n  Trait~ d'Analyse ( tome III, page 

I25) pour le cas d 'une ~quation de m~me type ~l une seule variable. 
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tous les u (sauf Uo) s'annulant stir C. M. SCHWARZ consid~re la constante positive 

.... = f f c(x, y)u u, dxdy  W 

qu'on voit facilement d6pendre de m + n seulement, et il &ablit que les constantes W 
satisfont aux in6galit6s 

W, W. W 
Wo < >-7 < . . .  < ~7~_ < . . . .  

Le quotient W-~_,' croissant avec n, a une limite ou augmente ind6finiment. Ce 

dernier cas est impossible, car la s&ie 

W o + W , k + . . . + ~ k " + . . .  
ne convergerait que pour k = o, ce qui entralnerait que la s6rie ('() ne converge 
que pour k " - o ,  ce qui n'a pas lieu. On  a done 

W 
n+.____~t = C, lim H/" 

c ~tant une quantit~ finie et non nulle. M. GCHWARZ d~montre ensuite, qu'on peut 
trouver un nombre fixe K tel que 

~(x, ,,) < K r  
I 

d'ofi se d~duit que le rayon du cercle de convergence de la s6rie (y) est 
C 

I 
2 3. Nous savons a priori que le point k = -  est un p61e simple de la fonc- 

t C 

tion u d~finie par le d&eloppement (%0 et cette fonction a ce seul p61e sur le cercle 
de convergence. Tous  les raisonnements sont alors bien simplifies. Si nous posons 

U '  
- -  V ~r (14) u - -  k + v ~  "'" + k + . . . ,  

k, 

u' (x, y) sera la limite de 
U n ,k ,  pour ( n - -  ~) ,  

et la s6rie 
V o+  v,k + . . .  + v / C +  . . .  

aura un rayon de convergence sup&ieure ~t k,, cette convergence allant jusqu'au second 
p61e k (s'il existe). Or c'est pr6cis6ment l'existence d'une valeur finie de k~, que 
nous devons &ablir. Mais auparavant remarquons que u' (x, y) s'annule sur le bord C 
et satisfait ~ l'~quation 

a u ' ~ t - k  c u ' : o ,  

comme on le volt en substituant (14) dans l'6quation donn6e; d'ailleurs il est clair que 
u' n'est pas identiquement nulle. 
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La substitution indiqu~'e nous donne maintenant les 6quations 

AV o -  k c u' = o~ 

A V .Dr_ CV ~ - - -  O) 

Av,, -~- CV,~_~ - -  o ;  

v ~ prend la valeur ,in sur C, tous les  autres v sont nulles sur C. 

La fonction v o , ainsi que les autres v, peuvent avoir un signe quelcor~que dans C, 

tandis que les u~ tout A l'heure &aient positifs. Cependant, on peut former les mdmes 

constantes positives avec les v qu'avec les u;  ce seront 

y) v v, d x d y .  

On a encore les in6galit6s 

w' w; 
.... : < " ' <  W' < " "  'o ~--I  

w: 
et on en conclut que ~ a une |imite c' n6cessairement finie, sans quoi la s~rir 

v o +  v,} + . . .  + v  k " +  . . .  

ne convergerait que pour k ~ o, ce qui n'a pas lieu puisqu'elle converge au delA 

de k, .  On peut aussi &ablir que 

Iv,,(x, y)l < K' V'~'~. <K' ~ta_nt un nonlbre fixe) 

et enfin que les deux s&ies 

Vo+ v x k + . . .  + ~ . k " + . . . ,  

W" + WIk + . . .  + W'k" + . . .  
I 

ont m~me cercle de convergence. On arrive ainsi au second p61e k~ - -  --j-(k~ ~ k ), 

et ainsi de suite aux p61es en hombre infini k ~, . . . ,  k ,  . . .  
On remarquera que la grande facilit6 des raisonnements qui viennent d'&re esquis- 

s6s tient essentiellement ,~ ce que nous savons h l'avance que la fonction u n'a que 

des p61es simples. 

24. A chacune des valeurs singulihres de l'6quation 

OS)  -~u + kcu  = o 

correspond au moins une int6grale It de cette 6quation s'anmdant sur le bord et non 

identiquement nulle. Nous ne consid&ons pas 6videmment comme distinctes deux in- 

tLgrales qui sont dans un rapport constant. 

Quoique tous l e s  p61es soient simples, il peut arriver qu"~ un p61e correspondent 

plusieurs int+grales distinctes s'annulant sur le bord. J'ai eu autrefois I'occasion de 

remarquer que cette circonstance ne se pr6sente pas pour le premier p61e, que nous 

avons appel6 k .  En d'autres termes, l'gquation 

au  + k cu : o 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXlI 0 9 0 6 ) . -  Stampato il 17 agosto x9o6. 33 
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n'admet pas d'autre int/grale s'annMant sur le bord C que 

P. It '  (P  = constante). 

Rappelons d'abord qu'il r&ulte des travaux de M. SCHWARZ qu'il n'existe pas d'in- 
t6grale continue de l'6quation (I) ,  pour k ~ k ,  toujours positive et non nulle dans 
C et sur C;  quant Jt u' il est nul sur le bord, et positif ~ l'int~rieur. 

Ceci pos6, indiquons la d6monstration du r~sultat 6nonc~ ci-dessus, en commem;ant 
par la remarque suivante. Relativement 'a l'6quation 

au + kcu = o, 

soit k=k, la premi6re valeur singulihre pour un contour C, et soit pareillement k--k' 
la premi6re valeur singuli&e pour un second contour C', int&ieur au premier (pou- 
rant  avoir avec lui un arc commun).  Je dis que l'on a 

k',> k. 

En effet, consid6rons la valeur de la fonction de GREEN G(x, y; a, b) relative 
C pour un point (a, b) int&ieur A C' et par suite ~ C, et celle de la fonction de 
GREEN G'(x, y; a, b) relative ~i C' pour le m~me point (a, b). I1 est imm6diat que 
pour tout point (x, y) ~i l'int6rieur de C', on a 

G ' < G ,  

car G' 1- G est r6gulier dans C' et est n6gatif sur C'. 

Si maintenant on revient aux constantes N~ et WI, pour C et C' relatives A notre 
&luafion diff6rentielle, on aura 

W,, > W' n '  

qui est une cons6quence de l'in6galit6 pr&6dente. 
Or 

lim. de - -  - - ,  

~z 

limde 
~oe I 

et par suite k' ~ k ,  comme nous voulions le montrer. 
25. Ce lemme &abli, supposons qu'il y ait pour l'~quation 

( I 6 )  ~,~U + ki CU = 0 

deux int~grales s 'annulant sur le bord C, et qui ne soienr pas dans un rapport con- 
stant. On pourra former, en choisissant convenablement la constante ),, une int6grale 

U ~ -  u,' - -  ~ . u "  

s'annulant sur le bord, et en un point O de l'int&ieur. 
Je dis d'abord que ce point O n e  pourra pas &re un z~ro isold de U. En effet, 

dans le cas contraire, U serait poskif (par exemple) et diff&ent de z&o, tout autour 
de O (~t l'exception de O). Donc sur une courbe C' entourant O, U serait positff et 

non nul;  comme k, est inf&ieur ~t la valeur k', premiere valeur singuli&e relative ~t 
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C', l'int~grale U, positive sur C', est certainement positive et non nulle ~ l'int&ieur, 

ce qui n'a pas lieu puisqu'elle est nulle en 19. 
L'intbgrale U de (16) aura donc une courbe sur laquelle die s'annulera, soit une 

courbe C', qui pourra d'ailleurs avoir des parties communes avec le b o r d e t  k laquelle 
correspondra une premiere valeur singuli&'e k I > k .  Alors, nous aurons une int~grale 
U de (16) s'annulant sur C' et non identiquement nulle, ce qui est impossible, car k 
&ant plus petit que k' correspondant a. C', la chose ne peut exister. 

I1 est donc bien &abli que, d la premiere valeur singuli~re k ,  correspond u~E SEULE 

solution s'annulant sur le bord (A un facteur pr6s). 
26. I1 est facile de voir sur des exemples que, ~ une autre valeur singuli6re que 

la premikre, peuvent correspondre plusieurs intbgrales distinctes s'annulant sur le bord. 
I1 suttit de consid&er le cas d'une circonf&ence C de rayon R ayant t'origine 

pour centre, et de prendre l'~quation: 

(x7) a u  + k2u = o. 

En dbsignant par J.(x) la fonction de BESSEL correspondant ~t l'entier n, et pre- 

nant pour k une racine de l'4quation 

L ( k R )  = o, 
on aura les deux solutions 

L(kr)cosnO et ]~(kr).sinnO 

en se servant des coordonnbes polaires r et 0. Ces deux solutions s'annulent sur la cir- 

conference C, et eUes ne sont pas clans un rapport constant. 
27. D'une mani~re gbn6rale les solutions correspondant ~t une valeur singuli&e 

ki(i > I), s 'annulant sur le bord, ne restent pas de m~me signe ~t l'int6fieur de C. 
En effet, dans le cas contraire, en prenant une courbe C' tr~s voisine de C, on aurait 

une solution de 
Au + k~cu = o 

qui resterait toujours positive, et non nulle, sur C'. Donc k~ serait moindre que la 
premi&e valeur singuli~re correspondant ~. C' (qui est tr~s voisine de la premi6re va- 

leur singuli~re k correspondant ~t C);  on aurait donc 

k i ~ k ,  
ce qui n'a pas lieu. 

Paris, juin I9O6. 

~MILE PICARD. 


