
Ueber  binfixe F o r m e n  und die Gleichung sechsten Grades. 

Von 

A. BRILL in Mfinchen. 

In einer Abhandlung fiber Combinanten im 5. Bande der Mathe- 
matischen Annalen hat Herr G o r d a n  die Theorie dieser Bildungen 
auf das Studium ether Form mit mehreren Reihen yon Ver~inderlichen 
zuriickgefiihrt, dutch deren In- und Covarianten alle Combinanten 
eines gegebenen Systems yon Formen auf rationalem Wege dargestellt 
werden kSnnen. Besteht das System aus p bin~iren Formen nter  Ord- 
hung f l f2"" "f~, so ist jene Form die p-reihige Determinante, die 
man aus den f, in/9 verschiedenen Variabelnreihen geschrieben, bil- 
den kann. 

Setzt man die p Variabelnreihen xlyt, x2y2~... ,  xpyp einander 
gleich, ~---x, y, so erh~ilt man aus dieser Determinante durch einen 
Grenziibergang die der p ten Differentialquotienten der Formen f nach 
x, y. Diese biniire Form p ( n - - p  + 1)ter Ordnung leistet nun in 
gewissem Sinne dasselbe, wie die Gordan ' sche  Function. Eine Ab- 
z~hlung zeigt~ dass die Anzahl ihrer Coeffieienten mit der der Con- 
stanten fibereinstimmt, die in die Combinanten yon f eingehen. Sind 
also ihre Coefficienten gegenseitig unabh~ngig, wenn es die der f sind, 
so kann man diese Form als erzeugende Function der Combinanten 
des Systems ansehen~ sofern auf rationale Darstellung Verzicht ge- 
leistet wird. 

Aber aueh abgesehen yon ihrem Zusammenhang mit der Theorie 
der Combinantea besitzt die Form /9 (n - - jo  + 1)ter Ordnung merk- 
wfirdige Eigensehaften. Ihre Discriminante zerf's in zwei in den 
Coeffieienten der f rationale Factoren. Sie entsteht aus der allgemeinen 
biniiren Form ihrer Ordnung, wenn man eine irrationale Function der 
Coefficienten adjungirt. Diese Function ist ffir Formen sechster Ord- 
nung die Wurzel einer Gleichung ffinften Grades, yon der zugleich 
die Coefticienten gewisser linearen Transformationsformeln abh~ingen, 
vermSge deren die biniire Form seehster Ordnung in zwei caqonische 
Formen yon bemerkenswerther Einfaehheit fibergefiihrt werden kann. 



Bini~re Formen und Gleiehungon sechsten Grades. 331 

Ich beginne mit dem Nachweis, dass die in Rede stehende Form 
ebensoviele unabhKngige Constanten als Coefficienten besitzt. 

1. 
Man kann mit der yon G o r d a n  angegebenen Form yon /9  Ver- 

~nderlichen eine Umgestaltung vornehmen,  wodurch sie yon den 
1 
2-19 (/9 - -  1) Differenzen der Ver~nderlichen, die sie als (iberfltissigen 

Factor  enth.iHt, befreit wird. Von dem homogenen Ausdruck abgehend 
setze ich : 

f j  = alo -1- a l l x  dr- . . .  q-- a l , ,x '* ,  

f2 = a2o "J- a21 x 31- . .  �9 .J- a2nx'*, 
�9 . , , , . , . , . , . 

/'p~---- apo-[ -  a p l x  2f -- . . .  + a p , , x " ,  

und betrachte die (n - t -1 ) - re ih ige  Determinante:  

aio . . . a p o  X p  

al~  . . . a p l  X p _ l  

W ( x  I x  2 . . . x p ) - ~  a l p  . . . a p p  X o 

a~,p+~ �9 �9 �9 a p , p + l  0 

O �9 �9 �9 O 

X p . . .  o 

Z 1 �9 ~ . �9 

X 0 �9 . �9 

al .  . . . a p ~  0 0 Xo 
W O  

X p  = x ~ x  2 �9 �9 �9 x p ;  X p _ ,  = - -  2 S x ~ x 2 . . . x ~ o _ ~ ; . .  �9 X~ = (--  1)p-L27x~; 

Xo = ( - -  1)p 

ist,  und 2~x I x 2 �9 �9 �9 x~ die Summe der Producte der p GrSssen x I �9 �9 �9 xp 
zu je i bedeutet. Multi )licirt man diese Determinante mit der folgenden: 

1 . . . 1  0 . . . 0  

x~ . - .  xp 0 . . . 0  

P . .  x p 0 . . . 0  X 1 * p 

xl ~ - 1 . . .  ~ + '  1 - . . 0  
. . 

x 1~ . - .  x ~p 0 . . . 1  

die in eine n - - t9  q- 1-reihige yon dem Wer th  1 und eine p- re ih ige ,  
gleich dem Differenzenproduct der x o zerf'~llt, so erh~ilt man wiederum 
eine zerfallende Determinante,  yon der ein Factor gldich Eins,  der 
andere die G o r d a n ' s c h e  Form ist. Dieselbe l~sst sich also dutch 
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W ( x l x 2 . . .  x~) ersetzen. Die zu untersuchende Form W ( x ) ,  welche 
aus dieser hervorgeht~ indem man xj ~ x 2 . . . . .  xp ~ x maeht, 
hat  genau die Gestalt der oben mit W ( x l x  2 . �9 �9 xp) bezeichneten 
Determinante; nur ist darin: 

zu setzen, wo ( P )  in bekannter Bezeichnungsweise die Anzahl der 

Combinationen yon p Elementen zu j e i  darstellt. 
Denkt man sich die Determinante W(x)  ausgerechnet und nach 

Potenzen yon x angeordnet, so setzen sich die Coefficienten derselben 
linear und homogen aus den p-reihigen Determinanten der aus den p 
ersten Verticalreihen gebildeten Matrix zusammen. Solcher Determi- 

nanten giebt es ( n p ~ - 1 ) ,  zwischen denen jedoch Relationen bestehen 

miissen~ well man dutch Einfiihrung linearer Combinationen der f an 
Stelle der f die Anzahl der Coefficienten a~  unter diese Zahl herab- 
driicken kann. 

So hat man beispielsweise fiir p - ~  2,  n--~ 3; 

W (x)  ---  

a l  a2 
b~ b: 

C 1 C 2 

dl d2 

x 2 0 

- -  2x x 2 

1 - - 2 x  - -  

0 1 

= x 4 (cd) -~ 2x a (bd) --~ x 2 [(bc) -~- 3 (ad)] -~- 2 x  (ac) n u (ab) = O, 

wo die Relation besteht: 

(a b) (cd) -t- (a d) (b c) -- (a c) (b d) -~- O. 

VermSge der Indicesbezeichnung kommt jeder Determinante der 
Matrix aus den aik ein gewisses Gewicht zu, das durch die Summe 
der hinteren Indices der benutzten Horizontalreihen dargestellt wird. 
Jede D.eterminante ist mit derjenigen Potenz yon x multiplicirt, deren 

1 
Exponent um -~ p i P  - -  1) kleiner ist; als ihr Gewicht, und das Gewieht 

aller mit derselben Potenz multiplicirten Determinanten dasselbe, so  
dass man also den literalen Theil des Ausdrucks W ( x ) a n g e b e n  kann~ 
ohne auf die Determinante zu recurriren. Auch die Zahlencoefficienten 
bestimmen sieh in bekannter Weise direct aus der partiellen Differen- 
r der die simultanen Covarianten der f gentigen: 

n ~ a i , ~  ~ W  ~ W  OW 
.Oai, n _ l  ~- ( n  - -  1) .~a i ,  n - -10a i ,  n _  2 ~ -  . . . .  OX ~ 

wo sigh die  Summe 2;, da es sigh um Combinanten handelt, auf 
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i ~ l, 2, �9 �9  p bezieht, und die Operation 2~ also nur den Uebergang 
yon einer Determinante der Matrix zu einer anderen andeutet. 

Es ist null bemerkenswerth, dass die Form W(x) eine ,,allge- 
meine" Form ihrer Ordnung ist, indem die gegenseitige Unabhiingig- 
keit ihrer Coefficienten naehgewiesen werden kann, wenn die der atk 
vorausgesetzt wird. Dieser l~achweis ist um so weniger entbehrlich, 
als bekanntlich gerade bei canonischen Formen die blosse Constanten- 
z~ihlung leicht zu Irrungen fiihrt. 

Um hierbei yon den Relationen zwischen den einzelnen Determi- 
nanten absehen zu kSnnen, ist es ntitzlich, dieselben dadurch identisch 
zu erfilllen, dass man die Elemente einer beliebigen p-reihigen Determi- 
nante der Matrix durch Vertauschung der f m i t  linearen Combi- 
nationen der f, wobei sich bekanntlich die Verh~iltnisse der Coefficienten 
einer Combinante nicht ~ndern, in Zahlen liberfiihrt. Man kann dies, 
sofern die a~k yon einander unabh~ngige GrSssen sind, in der Weise 
ausfiihren, dass die Elemente der Determinante alle, bis auf die in einer 
Diagonale befindliehen, in welcher lauter 1 zu stehen kommen, Null 
werden. Aus den fibrig bleibenden /9 (n - -  p + 1) Elementen aik setzen 
sich dann die Coefficienten der Potenzen yon x so zusammen, dass 
dieselben yon einander unabh~ngig werden. Im Falle p ~ n ist die 
Richtigkeit dieser Behauptung einleuchtend. Denn in diesem Falle 
bleiben nach Ueberffihrung yon p2 Elementen in Zahlen noch 19 yon 
einander unabh~ngige GrSssen iibrig, die gerade die Coefficienten yon 
p Potenzen geben, w~hrend einer den Zahlenwerth 1 hat. Durch 
einen Schluss yon n auf n + 1 gelangt man yon diesem auf den all- 
gemeinsten Fall. 

Es sei fiir irgend ein n, p bewiesen, dass die Coeffieienten der 
verschiedenen Potenzen yon einander unabh~ngige GrSssen sind. Ich 
bezeiehne die zugehSrige Determinante W(x) mit Wp,~ und denke mir 
in derselben die Determinante: ~ ~___ a~,,,-p+1...a:on in der ange- 
gebenen Weise in 1 iibergefiihrt. Der Uebergang yon Wp,~ zu W~,,,+x 
werde dann so ausgefiihrt, dass man in W~, die Horizontalreihe: 

a1,~+1 a2,,+1 �9 �9 �9 ap,~+x 0 0 �9 �9 �9 0 X 0 
unten und die Vertiealreihe: 

0 

0 

.Xp 
Xp-1 

reehts anffigt. Dann treten in W~,~+, zuniichst alle Glieder auf, die 
bereits in W~I n vorkamen, multiplicirt mit X 0 ~----4-1. Die hinzugekom- 
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menen sind lineare homogene Functionen der ai,.+l, deren Grad in den 
ai, k der Determinante Wp,. verschieden ist. Diejenigen Terme, welche 
iiberhaup~ diese ~ilteren a~k nicht mehr enthalten, lassen sich leicht 
angeben. Es sind diejenigen, deren Coefficienten aus j ee r - -1  Horizon- 
talreihen der Determinante, deren Elemente aus 0 und 1 bestehen, und 
der Reihe der a;.,+l gebildet sind, n~mlich: 

X~o -pgrl ( X p  al,  n.-{-1 - -  X p - 1  a2, nq-, "Ji-- * " " ~ X l  a~..+,). 

Diese Glieder liefern Beitr~ige zu den Coefficienten tier p hbchsten 
Potenzen yon Wp,,+l, die yon einander unabh~ingig sind, nicht ver- 
schwinden und auch durch die mit den alten aik multiplicirten nicht 
in gegenseitige Abh~ngigkeit gebracht w'erden kSnnen. Da nun eben- 
sowenig diejenigen Coefficienten der niederen Potenzen in Wp.,+l, 
welche schon in Wp,, auftraten und nach Voraussetzung yon einander 
unabh~ingig waren, durch t]inzutreten yon Gliedern, welche die ai.,+l 
enthMten, in gegenseitige oder in Abh~ngigkeit yon denen der hSheren 
Potenzen gebracht werden kSnnen, so ist~ die Zahl der yon einander 
unabh~ngigen Coefficienten yon W~, ~+1 gleich derjenigen flit W~,, -~-Io. 
Fiir n = p  war dieselbe gleich p,  also ist sie ffir W~.,, d. h. ffir 
W(x), wenn man nun die Transformationsdeterminante als Constante 
noch hinzuz~hlt: 

p ( n - - p  q-- 1) q- 1. 

Diese Form besitzt also, yon einander unabhiingige ai~ vorausgesetzt, 
ebensoviele unabhiingige Constanten als ihr Grad betriigt -]- 1, und die 
Form W(x) kann also als die allgemeine biniire Form ihrer Ordnung 
angesehen werden. 

Da sich nun fiir jede Zerlegung einer zusammengesetzten Zahl 
in zwei ganzzahlige Factoren eine Zahl n (n > p) und zwei Zahlen, 
die sich zu n + 1 erg~nzen, so finden lassen, dass 

wird, so muss es mSglich sein, fide biniire Form yon _Nicht~rimzahl- 
grad auf dolopelt so viele Arden, als diese Zahl Zerlegungen zuliisst, 
auf die Form W(x) zu bringen. Diese Operation verlangt im Allge- 
meinen die AuflSsung hSherer Gleichungen, aus denen die/~-gliedrigen 
Determinanten, die in den Coefficienten yon W(x)auftreten, bestimmt 
werden (ich bezeichne diese Determinanten in der Folge als Gr6ssen 
a, ~). In den F~illen N ~  4, _hr~---6 sind es Gleichungen yore 2. 
bez. 5. Grad, yon denen unten die Rede sein wird. 

Es mag indess gleich hier bemerkt werden, dass die beiden irgend 
einer Zerlegung yon N entsprechenden Formen W(x), ffir welche n 
einen gewissen Werth,  p zwei die Werthe p und n -~- 1 - -  p annimmt, 
im Wesentlichen ~ibereinstimmen. 
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Wenn man n~imlich die Matrix der Coeffieienten aik durch irgend 
beliebige Elemente bi~ zu ether night verschwindenden Determinante 
R yon n -~- 1 Reihen erg~nzt und die Minoren jedes Elementes nimmt, 
so entspricht jeder p-reihigen Partialdeterminante der ai~ eine (n--p-~-l)- 
reihige des adjungirten Systems, welche nach einem bekannten Satze 
(Baltzer, Determinanten, 3. Aufl. w 6, 2) bis auf eine Potenz der 
Determinante /~ mit der ersteren iibereinstimmt. Der Matrix aus den 
p-reihigen entspricht eine Matrix aus (n - -  p -}- l)-reihigen Determi- 
nanten, die denen der anderen proportional sind, zwischen welchen 
also dieselben Relationen bestehen, die ebenso nach dem Gewicht ge- 
ordnet'werden kSnnen u. s. w. Verwendet man die Elemente dieser 
Matrix ftlr die Bildung yon n - -  p ~- 1 Formen n-ter Ordnung ~j cp2... 
�9 "~-~,+1 als Coefficienten, jedoch unter Beifiigung je des betreffenden 
Binominalcoefficienten, so sind die Combinanten des Systems tier Fune- 
tionen f zugleich solche der rp. In der That: die oben aufgestellte 
partielle Differentialgleichung far W kann, wenn man Symmetrie und 
passend bestimmtes Gewicht der Form voraussetzt, allgemein zur De- 
finition einer simultanen Covariante der f dienen. Set W eine Com- 
binante, die dieser Gleichung geniigt. Ffihrt man start der alk die 
Elemente ai~ der Matrix yon n - - p  "4- 1 Reihen ein, so wird: 

IZik - -  ~i, k--1 ~ q l k  
i ~ 1  ~ i , k - - I  t~-1 

Die Form, welche hiermit die partielle Differentialgleichung annimmt, 
ist die bekannte fiir die simultanen Covarianten eines Systems yon 
Formen r deren Coefficienten die mit Binomialcoefficienten behafteten 
GrSssen aik sind. -- Kehrt man den Process, der yon den f zti den cp 
ffihrt, um~ so erl~lt man wieder die f~ oder lineare Combinationen 
der f, die fiir die Combinantenbildung diesen selbst ~iquivalent sind. 
Man hat also den Satz: 

Die Combinanten eines Systems yon p biniiren Formen n-ter Oral- 
hung (n ~ p) sind der Zahl und Form nach identisch mit denen eines 
Systems yon n - - p  Jr- 1 Formen derselben Ordnung. 

A n m e r k u n g .  Man kann den vorstehenden Satz ohne Weiteres 
auf ein System yon Formen mit beliebig vielen Verdnderlichen ausdehnen. 
Die Zahl n bedeutet dann nicht mehr die Ordnung, sondern die um 
Eins vermehrte Anzahl der Terme einer solehen Form. Auch hier 
setzen sigh die Coefficienten der Combinanten des Systems aus Deter- 
minanten derjenigen Matrix zusammen, die man aus den Coefficienten 
der p gegebenen Formen bilden-kann. Der Beweis des Satzes wird 
genau wie oben geffihrt. An Stelle der einen partiellen Differential- 
gleichung tritt dann das System der yon Aronhold im 62. Bande des 
Crelle'schen Journals aufgestellten Differentialgleichungen ffir die 

23* 
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simultanen In- und Covarianten zugehSrigen Formen u. s. w. Die 
Formen ep des Systems, das aus dem gegebenen genau auf dem oben 
eingeschlagenen Wege abgeleitet wird --  nut das start Binomial - -  Poly- 
nomialcoefficienten zur Verwendung kommen -- sind, nach einer Be- 
zeichnungsweise des Herrn R osan  es (Crelle's Journal Bd. 76, S. 312) 
zu den Formen des Systems der f ,,conjugirt", indem die Summe der 
Produete entsprechender Coefficienten verschwindet. 

~ 

Die Form p (n - - p  + 1)-ter Ordnung W(x)  hat die Eigenschaft, 
class ihre Discriminante in zwei in den GrSssen a, 3 (den p-gliedrigen 
Determinanten aus den Coefficienten der f)  rationale _Faetoren zerFillt. 

Der erste dieser Factoren, ich werde ihn mit U bezeichnen, ist 
diejenige rationale ganze Function der a, 3, deren Verschwinden aus- 
sagt, dass die sitmmtlichen n-reihigen Determinanten der folgenden 
Matrix aus n Vertical- und n q -1  Horizontalreihen ftir denselben 
Werth yon x verschwinden: 

al0 �9 �9 �9 apo 

a n . a~, 

Xp+L 
x~ 

a 1 , ~ + 1  a p ,  p + l  X 0 

al, v+~ av, v+2 0 

a , .  0 

O ~ ~ " O 

X p + l " " "  0 

X 1 �9 . , 

X o  " ~ ~ 

a l .  0 . "  X o  
q 

wo zur Abkiirzung: 

(--  1)v+ 1 = X 0 

gesetzt wurde. Das System der n -[- 1 Gleichungen, die dies aussagen, 
ist bekanntlich zweien Gleichungen iiquivalent und zieht also die Er- 
fiillung einer Bedingungsgleichung zwischen den GrSssen a, 3, �9 " �9 mit 
sich, deren linke 8eite, U, Factor der Discriminante yon W(x) ist. 
In der That, man kann die (p q- 1)re Verticalreihe der Determinan~e 
W(x) dureh Multiplication mit x und Addition der ( p + 2 ) t e n  Colamne 
auf die Form der entspreehenden der obigen Matrix bringen; ebenso 
die ( p - } - 2 ) r e  dutch Combination mit der (p q -3 ) t en  u. s. f. his zur 
letzten, die allein unveriindert bleibt. W(x)  hat so den Factor x~-v 
erhalten. Die nmgestaltete Determinante verschwindet nun offenbar 
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fiir jeden Werth yon x, fiir den die Determinanten der Matrix ver- 
schwinden; dies gilt auch noeh von W ( x )  selbst. 

Aber aueh die nach den einzelnen Columnen differenzirte Deter- 
minante verschwindet. 

Daher ist ein x, fiir welches dies eintritt, Doppelwurzel yon 
W ( x )  ~ O, und U, dessen Verschwinden die Existenz eines solchen 
Wertlxes aussagt, liefert einen Factor der Discriminante yon W . -  
Ich unterlasse es, das Verfahren anzugeben, durch welches U yon 
uneigentlichen Factoren befreit wird, und erwiihne nur, dass ich den 
Grad Unp yon U in den Coefficienten a,/~, �9 �9 �9 auf dem Wege der 
Induction, wie folgt, gefunden habe: 

Vn~ = ( v  + 1) (n - p ) .  

Der andere Factor der Discriminante yon W ( x ) e n t s p r i c h t  in i~hnlicher 
Weise dem gemeinsamen Verschwindungswerth der Determinanten der 
folgenden Matrix yon (n -f- 1) Horizontal- und (n + 2) Verticalreihen: 

WO 

ist. 

aol " " a p o  X~-I 0 . . . 0  , 
% . .  �9 a ~  X ~ _ ~ X ~ _ ~ . . .  0 

a l ~ .  . . a s .  0 0 . . . X o 

X p _ , - - ~ x  ~-~,  X p _ ~ - - ( P l l )  x2 -~, . . . ,  X o = - 4 - 1  

Der Beweis beruht wiederum auf einer identischen Umformung, die 
man mit W ( x )  oder vielmehr mit der eingangs durch W ( x l . . .  x~)  

bezeichneten Determinante vornehmen kann, aus der W ( x )  durch 
Gleichsetzen der x hervorgeht. Man kann dieselbe in die folgende 
(n -[- 2) gliedrige verwandeln: 

0 . . . 0  

a j o  �9 . �9 a p  0 

W ( x l x ,  ~ �9 . .  x ~ ) ~  a l l  �9 �9 �9 ap~ 

al , ,  ' ' '  ap,, 

1 xp . . .  x ~  - * + 1  

~p--1  0 " ' "  0 

Xp_~ X, -1 . . .  0 

o o . . . X o  

wo nun die Xi die symmetrischen Functionen der p -  1 Variabeln 
x l x 2 . . . x p _ l  sind, n~imlich: 

x ~ _ , = x ~ x ~ . . . x ~ _ ~ ;  x ~ _ ~  = - ~ _ ,  x ~ x ~ . . . x ~ _ ~ ;  . . .  Xo=(--Up -~. 

Denn multiplicirt man diese Determinante mit der folgenden: 
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l 0 . . . 0  0 0 0 . . . 0  

0 1 . . . 0  0 0 0 - . . 0  

0 0 . . . 1  0 0 0 - . . 0  

0 0 - . - 0  xp - - 1  0 . . . 0  

0 0 . . .  0 0 x ~ - - i  . . . 0  

0 . 0 . . .  0 0 0 0 . . . x p  

die .in zwei Determinanten mit p und n --/o -}- 2 Reihen zerftillt und 
den Wer th  x~,-p+ ~ besjtzt, so erhiilt man (indem man nach Horizontal- 
reihen combinirt) eine Determinante ,  die genau in jene (n - -  p ~- 1)- 
gliedrige und x~-p+~ zerfiillt. 

Die Determinante W ( x l x 2 . . .  xp) ist eine symmetrischr Function 
der GrSssen x, �9 �9 �9 x~ und Combinante der f. Die letztere Eigenschaft  
besitzen offenbar auch die r der Potenzen jeder der Variabeln, 
z. B. yon xp, also die n - - p - 4 - 2  Determinanten der Matrix aus den 
letzten n + 1 Zeilen yon W ( x  I �9 �9 �9 x~),  welche mit Potenzen yon x~ 
multiplicirt sin& Von dieser Bemerkung machen wir weiter unten 
Gebrauch. 

Nun versehwindet sowohl der Ausdruek W ( x l . . .  x~ ) ,  wie seine 
ersten, zweiten etc. Differentialquotienten nach x~ dann,  wean sKmmt- 
l i the Determinanten der erw~hnten Matrix verschwinden. Da ferner 
.fiir xj ----- x 2 . . . . .  x~ = x:  

W (xi . . . xp) = ~ W(x ,  . . . .  xp) 4- ~ W(x ,  . . . x ,)  
ox ,  A- �9 " " 

W ( x i  �9 �9 " % )  ~ W ( x )  
+ -= 

so verschwindet, wenn man nun die x einander gleichsetzt, ausser 
W ( x )  auch der erste Differentialquotient flit jeden Werth  ~v, ftir den 
die Determinanten der Matrix verschwinden, w. z. b. w. 

Die Bedingung fiir die Existenz eines solchen x ist wieder das 
Verschwinden einer ganzen Function der a ,  f l , . . . ,  welche somit Factor 
der Diseriminante yon W ( x )  sein muss. 

Auch f i i r  diesen F a c t o r ,  den ich mit C bezeichnen will, habe ich 
den G r a d  C ,p  in  den a, i ~ , . . ,  dutch Induction bestimmt und: 

= ( p  - 1) - -  p + 2)  

gefunden. Die Grade yon C und U zusammen geben den Grad der 
Diseximinante yon W ( x )  in den Determinanten a, ~ , . . . :  

= 1) -2 .  
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, 

Die Irrationalit:,iten a, f l , . . . ,  nach deren Adjunetion. eine bin~re 
Form die Eigenschaften der Form W ( x )  erhiilt, h~ngen you Gleiehungen 
ab, die ich im Folgenden ffir Eormen vierten und sechsten Grades auf- 
stellen und ftir die Letzteren genauer betrachten will. 

Den Formen vierter Ordnung entspricht die Annahme s n~---3. 
Die Gestalt, welehe W ( x )  annimmt, ist in w 1 angegeben. Vergleicht 
man dieselbe mit tier allgemeinen Form vierten Grades: 

E(x) ~ Ao x4 + A~x '~ + A2x 2 + A,~x ~ A4, 

so ergiebt sich aus der frtiher angegebenen identischen Relation zwischen 
den zweigliedrigen Determinanten eine quadratische Gleichung Iiir die 
in dem Coefficienten yon x 2 auftretende Determinante (ad): 

1 
3 .  (ad) 2 - -  A 2 �9 (ad) - -  A o A  4 + - ~  A j A  3 ~ O, 

deren Discriminante nichts Anderes~ als die Invariante zweiten Grades 
i yon F ( x )  ist. Die Zerfiillung der ])iscriminante einer Form vierter 

Ordnung wird also m6glich durch Adjunction yon ~ / i .  - -  Dies is~ aber 
aus der bekannten, Form fiir die Discriminante: 

wo j die Invariante 3. Grades ist, ohne Weiteres ersichtlieh, ere 
Betrachtungen liefern also in diesem Falle nichts Neues. 

Die Annahme p ~ 2,  n-----4 fiihrt auf eine Form sechster Ord- 
hung. Auf dieselbe Form 
Annahme: ~-----3, n ~ 4  

Setzt man: 

f l  -~ a, + 

f 2 =  a2 + 

so wird: 

W ( x )  = 

wird man abet naeh Friiherem dutch die 
geftihrt. Wir knfipfen an die Letztere an. 

bix --]- cix 2 -.~ d l x  3 -~- ejx ~ 
b2x + c2x 2 --~ d2x3 + e2x4 

bax --~ C3 x2 Jr- dax 3 + eax 4, 

a t a~ a3 x a 0 

bl b2 b 3 - - 3 x  2 x 3 

c 1 c 2 c~ 3 x  - -  3 x  2 

dl d2 d3 ~ 1  3 x  

ej e~ e a 0 - -  1 

oder ausgerechnet: 

W(x) -~ xG~o -t- x 5" 3~j + x4(3a2"4-6f12) ..~ x3(%-lt-8f13) 
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wo zur" Abkiirzung: 

'~o = (cde) 

a s ~ -  (bde)  

a 2 = ( b c e )  

% ~--- ( b c d )  fl'z = ( a d e )  

% = ( a c d )  fi3 = ( a c e )  

% = ( a b d )  f14 = ( a b e )  

% = (ab  c) 

gesetzt ist, und (cde).~-2,, '~.~_ 

bestehen die Relationen: 
qd,~e s u. s. w. ist. Zwischen den a, fl 

al a4 --  ao ~ - -  t~2 as = 0 

( 1 )  ao a6 - -  a 2 a 4  q -  a s ~  3 ~ 0 

yon denea drei die Folge der iibrigen sind. Sie ergeben sich aus der 
Bemerkung, dass man z. B. die erste in die Form bringen kann:  

] bi b2 ba (abd)  

ci e~ c s (acd) 
d, 4 ds 0 
e, e~ e3 (aed) 

Die Factoren U, C der Discriminante 
den Matrices: 

a l  a 2 a s X 4 

bl b2 ba - - 4 x  s 

el e2 cs b x ~ 

dl d2 da - - 4 x  

e I e 2 e 3 1 

Man erh~ilt dutch Ausrechnung 
Matrix: 

---~0. 

W ( x )  bestimmen sich (w 2) aus 

a s a S a s x 2 0 0 . 

bl b2 b 3 - - 2 x  x 2 0 

c I c, 2 c s 1 - - 2 x  x 2 

d~ d~ ds 0 1 - -  2 x 

et e2 e s 0 0 1 

yon zwei Determinanten der ersten 

x V %  + 4x3a4  + 6 x 2 %  Jr- 4 % x  - ~  0 

x4~2 + 4x3~3 + 6x2~4 - -  ~6 --- O. 

Dividirt man die Resultante dieser Gleichungen durch %4, so erhglt 
man dea F a c t o r  v ier ten  G r a d e s :  

4 a o 6 a I 4 a 2 a s 

4 % - ~ 2 4 / ~  2 a 3-~-16fls 4 a  4 

~ : :  16~ s-{- % 4a4-}-24fl4 6% 
U =  

a s 4 a 4 6 a~ 4 % 

Der zweiten Matrix entnehmen wit die Determinanten: 
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x~.o + 2x~-i + x~(3/1~ + ~2) + 2x/13 +/1+ 
x4at + 2x3(% +/12) + x~(4/13 -{- %) -4- 2 x ( a ,  + ' / 1 , )  "4- a5 

Die Resul tan te  aus irgend zweien ist yon demjenigen  Fac tor  zu be- 
f re ien,  dessen Versehwinden n icht  auch das der  dr i t ten D e t e r m i n a n t e  
bewirk t ;  die Resul tan te  aus dem 2. und 3.,  aus dem 3. und 1.,  aus 
dem 1. und 2. Ausdruek bez. yon den F a c t o r e n :  

4/1~a 0 - -  a12; 4/12/14 - -  /182; 4/14ao - -  a~ 2. 

.Do" Ausdruck C wird dann eine viergl iedr ige  De te rminan te ,  in 
den a,/1 vom 6. Grad, die ich hier nur  fiir zwei F~lle anf i ihren will:  

1. Fiir a I = a 5 - -  1t 2 ~--/14 --~ O: 

2/13 - - a  3 2a6 , ,  

a o a  4 2 a 2 a  2 4/18% 0 
a2a4C--~~176 0 4/13U 2 2 a a u  I U2a 0 

t~o 2t~o " - -  a3 ~/1a 

2. FOr ~2 ---~ 34 --~/1a ---~ 0: 

2 (% "2 - -  al ~) ~o a3 - -  a, a2 0 "o 
aoa  3 - u l u  z 2 (goa+ '3  t- a l % - -  a22 ) air 4 2 a  1 C---- 

0 a la+  2t~ l a  5 - 2 t z  2 a  4 a 2 

a o 2 a t a 2 0 

Vergle ich t  man  mi t  den Coefficienten yon W(x) die der a l l g e m e m e a  
F o r m  sechster  Ordnung :  

F(X) = Ao x~ "JV A1 x~, "~ A2 x4 -1- A3 xa "3 I- A4 x~ -JV AsX -1- A6 
so erhiilt m a n :  

A o = a o A,  ----- 3 u t A 2 ----- 3 u 2 + 6 f12 

A o = %  A~ = 3 a  5 114 ~ 3 a ~  4-~- 6/14 

A 3 = 833 + Ua, 

woraus  sich mi t  Riicksieht auf  die Rela t ionen  (1) zwischen den a , / 1  
die Bez iehungen  e rgeben :  

3 a 3 %  -t- 2 A t  aa = A2a3 -3 t- 2AoA5 

2 A ~ %  + 3 a a a  4 ~ A4a 3 "4 7 2AoA ~ 

8tZzU 4 ~-- A 3 a  3 - -  a32 -31- 8 A o A  6 . 

Durch  E l imina t ion  yon u2, u 4 erhKlt man  die folgende Bedingungs-  
g le ichung ffir aa: 

8(3u32A2 + 6u3AoA5 - -  2aaA1A 4 - -  4At2A6)  

�9 (3%:A 4 + 6a3AoA~ - -2a3AsA2  - -  4A52Ao) 

---- (9aa2 - -  4 A t A s )  2 (Aau  a - -  ~3 ~ + 8AoA6) ,  
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die, nach Beseitigung der unbrauchbaren*) LSsung ~ ~ 0, vom fiinften 
Grade ist. Da sigh im Allgemeinen die GrSssen a 2f12a4/~4 aus a 3 ein- 
deutig bestimmen lassen~ so geniigt es~ eine Wurzel der vorstehenden 
Gleichung ffinften Grades zu adjungiren~ um die allgemeine Form 
sechster Ordnung auf die Form W ( x )  zu bringen, deren Discriminante 
zerf'~llbar ist. 

Von solchen Fiillen, in denen die Gleichung ftinften Grades 
reducibel wird, hebe ich zwei hervor, die mit den beiden Factoren der 
Discriminante im Zusammenhang stehen~ und eben'so wie diese der 
Ausdruck eines merkwiirdigen Dualismus der Form W ( x )  sin(l, der 
sich auch dutch die nachfolgenden Betrachtungen hinzieht. 

Wenn ein besonderes Werthsystem der Coefficienten A o . . .  Atl 
der allgemeinen Form /~'(x) auf die Gleichungen: /~2 ~/34--= 0 fiir 
die zugehSrige Form W(x)  fiihrt, so muss, vermSge der Relationen (l) 
noch entweder/~3 oder zugleich a t u n d  % verschwinden. Wir betrachten 
beide F~ille. 

1. Fiir f12 ~ ~4 ~ fl~ ------ 0 ergiebt sich aus den Relationen (1): 

[g0 ; 51 : 5 2  ~ 5 4  : 55  " 56~ 

wie auch umgekehrt diese Beziehungen die ersteren mit sich ftihren. 
Bestehen also zwischen den Coefficienten einer gegebenen Form 6. Ord- 
nung die Beziehungen: 

3Ao : A 1 : A~ ~ A 4 : A 5 : 3A6, 
so muss die zugehSrige Gleichung 5. Grades reducibel werden, denn 
eine Wurzel wird 53 ~ A s . In der That zerfiillt dieselbe in die 
Factoren : 

(a 3 - -  A3) (953: --, 4AjAs)~ ----- O, 
deren erster sogleich auf." 

1 1 

fiihrt~ w~ihrend die dem zweiten Factor entsprechenden Werthe yon 
f12f145254 sich aus einer quadratischen Gleiehung bestimmen. 

2. Auf den Fall ~ 2 ~ f 1 4 ~ 5 ~ % ~ 0  wird man dutch eine 
Gleichung geftihrt~ fiir welche: 

AI ~-- A~ ~ 0 

ist. Die Gleichung 5. Grades wird alsdann: 

533(53 ~ -- 53A 3 .-{- 8A2A 4 --- 8AoA6) ---~ 0. 
Den drei Wurzeln 53 ~ 0 "entsprechend erhiilt man fiir 5~ eine 

Gteichung dritten Grades~ aus deren Wurzeln sich f12/~4/~a eindeutig 
bestimmen. Dem quadratischen Factor entspricht ~2 ~ fla ~ 0, w~hrend 

*) Aus a3-----0 ergiebt sich vermiige der letzten yon den Relationen (1) eine 
Gleichung zwischen den Coeffieienten A, die im Allgcmeinen nicht erffillt ist. 
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sich a2a4f l  s eindeutig ergeben. In der That kSnnen die GrSssen a l a  5 

nur dana Null werden, wenn entweder a 3 oder zugleieh ~2 and ~j 
verschwinden. 

. 

Mit der Combinante W ( x )  dreier biquadratischen Formen stehen 
zwei Gleichungssysteme in enger Beziehung, die ebenso wie W ( x )  zu 
den f in invariantem Verhgltniss stehen. 

Werden die drei Formen: 

/i ---- a, -4- b~x 
i 

linear combinirt zu der Form: 

a, 1"1 + ":/~ + a3f3 = C(x 
so sind yon den Werthen x I �9 

+ c,x~ + d,x 3 + e,x ~, 

~ 1 ~ 2 , 3  

- x,) (x - y,) (x - z,) (x - w,), 

�9 . wl, fiir welche die lineare Function 

folgenden Matrix zugleich 

verschwindet, im Allgemeinen zwei durch die iibrigen bestimmt. Fiir 
besondere Werthe x l y  I kSnnen indess z lw 1 unbestimmt werden. Es 
sind dies diejenigen, fiir welehe die ftinfreihigen Determinanten der 

zu Null werden: 

(D) 

a I a 2 a. a x y  0 0 

b t b 2 b a - -  x - -  y x y  0 

ci c2 c3 1 - -  x - - y  x y  

d I d 2 d 3 0 1 - - x - - y  

e 1 e 2 ea 0 0 1 

Unter Einfiihrung der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
leitet man hieraus die Gleichungen ab: 

p~'~o + p s - 1  + s~t~ + p(~--t~2) + s~3 + ~4 = o, 
(D') p ~  + ps(~.+t~2) + s~t~ + P~3 + s(~4+t~) + ~ = 0, 

p~t~ + ~st~3 + s ~  -k p ( ~ - - ~ )  +. s ~  + ~0 = 0, 
wo 

p == x y ;  s - - -  x ~ -  y 

gesetzt ist. Dieses Gleichungssystem steht sowohl vermSge seiner 
Herleitung als auch naeh Friiherem (w 2.) zu den fim Verhgltniss 
einer Covariante, das heisst~ die Gleichungen fiir ein transformirtes 
System der f gebildet, lassen sich dutch lineare Combination der 
linken Seiten aus denen des ursprfinglichen Systems zusammensetzen. 
Nun giebt es Werthepaare x ,  y ,  welche alle drei Gleichangen zu- 
gleich befriedigen. Man erhiil~ die Bestimmungsgleichung fur s~ in- 
dem man aus irgend zweien derselben~ z. B. der zwdten und dri~h~n, 
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p eliminirt, und die Resultante durch die der ersten nieht zukommende 
LSsung (hierdurch sfl4 § ~5, wozu Pfl4 - -  a6 gehSrt) dividirt. Aber 
man erh~ilt die gewtlnschte Gleichung einfacher durch Elimination yon 
1, p,  /~2 aus allen dreien zugleich: 

~o s~l + ~ - 3~ s'~3~ + s~3 + 34 
~j s ( ~ 2 §  s 2 ~ + s ( ~ 4 + 3 4 ) + %  -~0,  
3~ s33 + "4 - & s~34 + sat + ~ 

w~ihrend der zugehSrige Werth yon p sich aus den Minorea dieser 
Determinante besLimmt. 

Es giebt also drei Werthepaare xy ,  ffir welche die Verh'~iltnisse 
der Coeffieienten a der linearen Function der f nicht bestimmt sind. 

Diese drei Werthepaare zeigen nun in vieler Hinsicht ein ~hn- 
liches Verhalten, wie diejenigen xg ,  welche einer Matrix entsprechen, 
aus der sich~ indem man x ~ y setzt, ebenso der Factor U bestimmt~ 
wie aus der erw'~hnten der Factor C der Discriminante yon W ( x ) .  

Es ist die Matrix desjenigen linearen Gleichungssystems, welches 
ausdriiekt~ dass yon den vier Werthepaaren x ly lZ lWl ,  flir die eine 
lineare Function der f verschwindet, zweimal zwei zusammenfallen: 

ai a2 a3 x2 y 2 
b 1 b 2 b 3 - - 2 x y ( x - [ - y )  

(T) cl c2 c3 2 ( x y § 2 4 7  :) 

d, d~ d3 2(x+V) 
e I e 2 e 3 1 

Solcher Werthepaare (x 1 ~- z 1 ~ x,  Yl ~ wl ~ Y) giebt es vier. 
Dean setzt man wieder: 

x y  ---- p; x § y ~ s, 

so erhalten zwei jener fiinf Gleichungen die Form: 

{ p~a~ § 2ps33 § (s~W2p).34 - -  '~6 = O, 
(T') f d  a + 2VSa 4 § ( s : §  a 5 § 2 s %  = O, 

woraus man durch Elimination yon p,  mit t~iicksicht auf die Rela- 
tionen ((l), w 3.) zwischea den a~ fl die Gleichung ffir s ableitet: 

(T") 4 (32s 3 § 2f13s ~ § (2 3, § a4)s § as)(aos -{- a,) 
- -  (0r § "~ ~3)  2 ~ 0 ,  

w~hrend sich p aus der Gleiehung bestimmt: 

2p(s~o -t- a~) + s~, l  § 2s -~  § a 3 ---- 0. 

Ieh werde nun zeigen, dass durch Adjunctioa eines der Wer the '  
~paare x~ y ,  ftir welche siimmtliehe Determinanten der Matrix (D) oder 
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(T) verschwinden (ich will kfirzer sagen: welche der Matrix (D) oder 
(T) ,,entsprechen"), die Form W~(x) in zwei Gestalten yon bemerkens- 
werther Einfachheit tibergeffihrt werden kann. 

Ist xly t ein Werthepaar,  welches der Matrix (D) entspricht, und 
transformirt man mittelst: 

(1) x' ~ x -- xl . const. 
x - -  yt 

die Formen f ,  wodurch die .Determinanten t~o. . . /~. . ,  in a0'.../~2'... 
iibergehen mSgell, so wird der transformirten Matrix (D) ein Werthe- 
paar: 

x '~ - -0 ,  y ' ~ o o  

entsprechen. Geht man hiermit, (oder besser, nachdem man statt 

, t ~' 0 )  in y . - - z  ~ gesetzt und mit z '2 multiplicir~ hat ,  mit x ' ~  

die Gleiehungen D '  ein, so ergiebt sich sogleich: 

~2' = / ~ 3 '  - - - - / ~ '  ---- 0. 

Umgekehrt ffihren diese Gleichungen auf ein Werthepaar 0, c~ 
und auf: 

it0' {gi ~ ~2' 
~f4 0f5 r 

Die GrSssen /T lassen sich also durch eine lineare Transformation 
yon der ~orm (1) und nur dureh eine solche zum Verschwinden bringen. 
Bei passender Wahl  der Constanten in der Formel (1) reduciren sich 
ferner die GrSssen aQ' und a 4' auf denselben Werth. Dutch diese Formel, 
(deren Coefficienten die Adjunction je einer Wurzel einer Gleichung 
fiinften Grades und einer dritten Grades voraussetzen) l~isst sich also 
W(x) und somit die allgemeine bin~ire Form sechster Ordnung, yon 
einem constanten _Factor abgesehen, in die Gestalt bringen: 

(I) x 6 + 2px 5 + 3qx ~ + 4rx  3 + 3x  2 + 2px  + q. 

In gleicher Weise fiihrt die Adjunction eines Werthepaares xlyl, 
das die Determinanten der Matrix (T) zum Verschwinden bringt, auf 
eine Gleichungsform W(x) ,  ffir die 

t~2 = ~4 ---- al  - -  ~5 ---- 0 

ist. Durch passende Bestimmung der Constanten der linearen Trans- 
formation (1) kann man diese Form und s0mit die allgemeine bin~ire 
-Form sechster Ordnung wie oben in die Gestalt*) bringen: 

*) Auf die canonisehe Form (II) hut kfirzlieh Herr K. S tephanos  (Comptes 
rendus, Dec. 1881) aufmerksam gemacht. Seine Untersuehungen beziehen sieh, 
nach dem gegebenen Auszuge zu urtheilen, auf die Bedeutung, welehe die 
Func~ion~determinante yon zwei bin~iren Formen vierter Ordnung fiir die Theorie 
der Combinanten dieser Formen hat, und sind denen analog, die aus Anlass 
einer Preisfra~e Herr E. S t roh ffir drei Formen derselben Ordnung vorgenommen 
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(II) x 6 + ax 4 + bx '~ + cx 2 + 1, 

wo ebenso wie in (I) nur die Anzahl 3 der wesentlichen Constanten 
einer Form sechster Ordnung auftritt. 

Die Factoren C und U, in welche die Discriminante der Formen 
(I) und (H) zerfiillt, werden besonders einfach fiir die Form (I). Setzt 
man in den Formeln flir U u n d  C des w 3.: 

~2 = ~3 = ~4 - - - - -  0, 
2 

a o ~ a 4 ~ 1 ; 

so wird : 

W O  : 

ist; ferner: 

1 
U ~  - -  D o D ,  D2,  

D O = ( p  ~ r)2 -{- (q - -  1) ~, 

D , ~ p - ~ - r  + q(]- l ,  

D 2 ~ - - p - - r + q + l  

(q, ~ 1), f + q (q' -~ 1)' 

Die Discriminante yon (I) zcrfbillt also in 4 lineare und einen 
Ausdruck sechsten Grades in den Coefficienlen p, q, r. Es liegt nahe, 
diesen Umstand zu einer Discussion der Realitgtsverhiiltnisse der Wurzeln 
der _~brm (I) zu benutzen, wenn die Coefficienten p, q, r reell an- 
genommen werden. 

Wenn man niimlich, nach dem Vorgange yon . K r o n e c k e r  und 
S y l v e s t e r ,  die Coefficienten p ,  q, r als rechtwinklige Coordinatea 
eines Punktes i m  Raum deutet und die Zahlen aufsucht, in die der 

und im Mai 1881 der allgemeinen Abtheilung der teehnischen Hochsehule zu 
Mfinehen eingereieht hat. Da nach dem Satze des w 1. die Combinanten yon 
zwei Und drei Formen vierter Ordnung ]dentisch sind, so mussten beide Unter- 
suehungen, wie es sieh in der That gezeigt hat, zu denselben Resultaten ffihren. 

[I~ den Comptes Rendus der Pariser Akademie vom 1. Mai 1882 ist ein 
Referat fiber neuere Untersuehungen des Herrn S t e p h an o s abgedruekt, welche 
mi( den Entwieklungen, wie sie Herr Brill  hier im Texte giebt, auf das Engste 
verwandt sind. Wir glauben daher erkl~ren zu sollen, dass sich das Brill 'sche 
Manuscript bereits in unseren H~nden befand, ehe jene Mittheilung in den Comptes 
Rendus erschien. 

Die Y~ed. d. math. Ann.] 
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Raum durch die Fl~ichen C ~ 0, Dj-----0, D., ~ 0 zerlegt wird, so 
gehSrt jedem Punkt eine (oder vielmehr jede linear in diese trans- 
formirbare) Gleichung 6. Ordnung zu, deren Wurzeln ihre Realitiits- 
verhiiltnisse nur beim Uebergang yon einer Zelle zur nlichsten ~indern. 

Ich stelle kurz die Eigenschaften zusammen, welche eine Discussion 
der Fl~che C ~ 0 ergeben hat. 

Ist 0 der Ursprung eines rechtwinkligen Coordinatensystems, sind 
P ,  (2, R die Axen, denen parallel die L'~ngen p, q, r aufgetragen 
werden, so geht die Fl~icbe 
C durch Drehung um die 
Axe Q um 180 o in sich 
selbst fiber. Der Schnitt 
der Ebene /)Q mit der 
Flliche ist eine unicursale 
Curve G. Ordnung, die 
schematisch gezeichnet die 
beifolgende Form hat 

(OD = O K  = 1), 

wo die Zweige A, A; .B,.B 
je dieselben Asymptoten 
haben; die C, C haben eine .4 
parabolische Asymptote. 
Die Fl~ehe erhebt sich 

-4 
B 

.4 ~ .4 

fiber der nebengezeichneten Curve beiliiufig in Cylinderform mit gegen 
die _PQ-Ebene geneigten Erzeugenden, wdche,  in Ebenen parallel zur 
Ebene zP/R~ ungefiihr die Form von unpaaren Zfigen ether Curve 
drifter 0rdnung haben. Die r~umlichen Partien, die an das Fliichen- 
stfick ~, anschliessen, sind nach oben bin yon der Riickkehrkante der 
Fl~che begrenzt, nach unten hin erstrecken sie sich ins Unendliche. 
Das Gleiche gilt yon den an d ang~enzenden Partien, nur oben mit 
unten vertauscht. Ueber die Rfickkehrkante hinweg, deren Projection 
in die /~Q-Ebene die Parabel H O J  ist, communiciren die Raum- 
partien A mit einander. Man bemerke noch, dass die Flgche C in dem 
Punkt D d e r  PQ-Ebene yon den Ebenen Dj-----0, D: ~--0 berfihrt 
wird~ wo DI~ D2die bdden reellen linearen Factoren der Discriminante 
yon (I) sind, ferner, dass jede dieser Ebenen stationiire Schmiegungs- 
ebene der l~iickkehrkante in dem fiber H bez. unter J gelegenen 
Punkte ist, und in diesen Punkten zugleich die in der Ebene q----- 1 
gelegene Doppelcurve dritter Ordnung beriihrt~ welche zwischen ihnen 
isolirt (ausserhalb mit reellen Tangentialebenen) verli~uft. 

Dutch die Fl~iche C ~ 0 wird der Raum in 5 mit einander nicht 
communicirende Zellen zerlegt~ yon denen die an schraffirte Partien 
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der P Q-Ebene angrenzenden negativem Vorzeichen yon C entsprechen. 
Wegen der Transformirbarkeit der Fl~iche in sich kann man sich auf 
positive Werthe yon p beschr~nken und den Raum ~ unberticksichtigt 
]assen. Die vier Riiume a, ~, ~,, A werden null durch die Ebenen: 

D 1 ~ 0, D~ ~--- 0 

weiter zerlegt. Es sind jedoch im Ganzen nur 10 Zellen zu unfer- 
suchen, weil mehrere MSglichkeiten nicht auftreten. Denn aus: 

D < 0 ;  D ~ <  0 folgt: q < - -  1, 

D 1 > 0 ;  D 2 > 0  fol~:  q > - -  I. 

Ebenso liegen die R~ume ~, und ~ ganz in dem Raum D 1 > 0, D 2 > 0, 
denn sie werden yon den Ebenen D 1 und D~ in den Punkten H ,  J 
nur bertihrt. Ftir die wirk]ich vorhandenen Zellen wird nun die 
i~ealittit der Wurzeln am einfachsten durch passend gew~ihlte Zahlen- 
beispiele festgestellt, was um so leichter geschieht, als es sich immer 
nur um die Entscheidung handelt, ob 2 oder 6, ob 0 oder 4 reelle 
Wurzeln auftr*eten. Denn das Vorzeichen der Discriminante entscheidet 
bereits fiber diese beiden Hauptf'~lle. 

Die Ergebnisse lassen sich in folgender Tabelle vereinigen: 

Vorzeichen yon: C D 1 D 2 Zahl der reellen Wurzeln: 

- + + 

4 

4 

4 + 4  

+ 4 - -  

+ - -  + 

2 

2 

4 

4 

4 

0 

2 

2 

oder 4 

oder 6. 

6 

An die linearen Transformationen des vorstehenden Paragraphen 
knUpft sieh noch eine weitere Bemerkung, die auf den Zusammenhang 
zwischen den Wurzeln jener Gleichung ffinften Grades (w 3) Bezug 
hat, yon der die Reduction einer bin~iren Form 6. Ordaung F(x)  auf 
die Form W'(x) abh~ngt. 

Wenn man ~(x)  in eine Form mit verschwindendem zweiten und 
vorletztem (~lied zu transformiren verlang~ so ist ffir die zugehSrige 
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Form W ' ( x )  - -  deren es fiinf giebt --  wegen der ICelationen (1) des 
w  zugleich entweder ~1 ~ a 3 ~ 0  oder a 1 : - ~ a ~ 6 2 ~ - - f l 4 ~ 0 .  

Set eine Wurzel der Gleichung fiinften Grades, vermSge deren 
/;'(x) in die Form W ( x )  iibergeftihrt wird, bekannt. Um nun jene 
transformirte Form W ' ( x )  zu erhalten, denken wit uns irgend eines 
der zu W ( x )  gehSrigen Systeme der Functionea f ,f~f3 gefunden (etwa 
indem man die Elemente ether der Determinanten der ai~ in der oben 
w 1 angegebenen Weise in 0 bez. 1 tibergefiihrt voraussetzt). Nun 
wenden wir auf die f entweder eine der im vorigen Paragraphen an- 
gegebenen vier linearen Transformationen an,  dutch die eine Form 
W ' ( x )  mit versehwindenden al %/~  f14 erhalten wird, oder eine der 
sogleich anzugebenden, dutch die a I as a 3 zu Null gemacht werden. 

Setzt man n~mlieh in der Gleichung (T") des vorigen Paragraphen, 
die aus tier Matrix (T) hervorgeht, gl ~ a3 ~ a5 ~ O, so werden zwei 
Wurzeln der Gleichung fiir s zu Null, w~hrend der zugehSrige Werth 
flit p unbestimmt oder vielmehr aus ether quadratischen Gleiehung 
bestimmbar wird. Man erhiilt also zwei Werthepaare s , p ,  fiir die s Null 
ist, und demnach bilden zwei Werthepaare x, y harmonisehe Paare 
zu dem Verschwindungs- und dem Unendlichkeitspunkt yon x (wenn 
man sich dlese GrSssen den Punkten ether Geraden zugeordnet denkt). 
Umgekehrt wird eine Wurzel der Gleichung ffir s Null, wenn: 

4 a 1% - -  a3 2 -~- 0 

ist. Sol]en hierzu aber zwei Werthe yon p gehSren, so muss, weil p 
sieh aus : 

2p~ l ~- a 3 ~ 0 

bestimmt, a I ~ % ~ 0 sein~ was wiederum % ~ 0 nach sich zieht. 
Man schliesst daraus wie friiher, dass die Ueberfiihrung der Form 

W ( x )  in eine andere, fiir die u ~ a  a ~ a ~  ~ 0  ist, immer und nut 
durch Adjunction eines Werthepaars mSglich wird, das zu zweien der 
Matrix (T) entsprechenden Paaren harmonisch conjugirt ist. Solcher 
Paare giebt es sechs; sie sind die Wurzelpaare der Functionaldeter- 
minanten~ die man aus je zweien der vier quadratischen Formen bilden 
kann~ deren Wurzelpaare der Matrix (T) entsprechen. 

Eine Form W ' ( x )  mit versehwindendem zweiten und vorletzten 
Term -- und also eine biniire Form 6. Ordnung yon der gleiehen 
E i g e n s c h a f t -  l~sst sich naeh dem Vorstehenden durch lineare Trans- 
formation auf zwei wesentlich verschiedene Arten aus einer anderen 
Form W ( x )  --  und also aus der allgemeinen biniiren Form 6. Ordnung 
F ( x )  - -  herstellen: 1. Indem man eines der vier der Matrix (T) ent- 
sprechenden Werthepaare benutzt. 2. [ndem man eines der seehs 
Werthepaare adjungirt, die 7.u j e  zweien dieser Paare harmonisch 
sind. 

�9 Mathematischa Annalan X X .  2 4  
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Andere lineare Transformationen mit dem Erfolg A 1 ~ A 5 -----0 
kSnnen nach dem oben Gesagten nieht existiren. Wenn man zu 
der Form F(x)  eine andere als die benutzte Wurzel der Gleichung 
5. Grades adjungirt, also durch eine andere Form W ( x )  hindurch zu 
der transformirten Form zu gelangen sucht, indem man hierfiir eine 
der ihr entsprechenden 10 Transformationen benutzt, so kann diese 
nut wieder eine der obigen 10 sein und die transformirte Form nur 
wieder eine der bereits erhaltenen. 

Beim Uebergang also yon einer Wurzel der Gleichung fiinften 
Grades zur Anderen geht die Gesammtheit jener 10 Werthepaare in 
sich selbst iiber. Ob und in welcher Weise dabei eine Vertauschung 
der Paare unter sich stattfindet, kann entweder ein Beispiel entschei- 
den, oder besser die Betrachtungen des niichsten Paragraphen fiber 
quadratische Formen. Vorgreifend fiihre ich das Resultat an: 

Jene zehn Werthepaare, niimlich die vier Werthepaare, welche der 
Matrix T entspred~en, und die sechs harmonischen zu je zweien derselben 
vertauschen sich dabei in der Art,  dass eines der ersteren unge~indert 
bleibt, wiihrend die drei anderen sich gegen die drei paarweise harmo- 
nischen auswechseln. 

Eine neue Seite erhalten diese Beziehungen, wenn man die 
Forderung, dass vier Werthepaare x, y das einer Matrix (T) ent- 
sprechende LSsungssystem bilden, in eine andere elegantere Form bringt. 

Die 4-reihigen Determinanten der Matrix (T): 

a2 a2 a3 x2y 2 

b I b 2 b 3 - - 2 x y ( x - { - y )  

cj c 2 c 3 2(xy-}-x2,-}-y ~) 

d, d., d~ - -  2 ( x  + y) 

e 1 e.~ e 3 1 

verschwinden (w 4) immer und im Allgemeinen nur dann, wenn x y 
Wurzeln einer qua'dratisehen Form sind, deren Quadrat als lineare Func- 
tion der f darstellbar ist. Nimmt man nun yon den 4 Werthepaaren x, y, 
welche jenen Gleiehungen geniigen, drei in Gestalt" yon quadratischen 
Formen cpl r ~%, deren Wurzeln sie sind, gegeben an, so miissen die 
Functionen f lineare Funetionen der Quadrate der ~ sein, und man 
kann, da es sich nut um Combinanteneigenschaften handelt, die f 
direct dutch die Quadrate der cp ersetzen. Dem vierten Werthepaar 
x, y entspricht dann eine quadratische Form ep4 , deren Quadrat als 
lineare Form yon qh 2, cp2~ , cp32 darstellbar sein muss. Da aber an- 
dererseits zwischen 4 quadratischen Formen immer eine lineare Rela- 
tion besteht, so hat man die folgenden Beziehungen, wo a l . . .  ~ t ' ' "  
Constante sind : 
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aus denen sieh umgekehrt  ~o 4 und die a ,  / ~ -  yon Ausnahmef'~llen 
abgesehen, die sieh im Folgenden ergeben werden - -  bestimmen lassen 
miissen. 

Jene zwei Gleichungen sind also der hinreichende und nothwendige 
Ausdruck der Bedingung daffir, dass die Wurzelpaare der ~ ein der 
Matrix (T) entsprechendes Werthsystem darstellen. 

Ich werde nun zeigen, wie man yon diesen vier Formen r zu 
vier anderen gelangt,  die einer anderen Wurzel der Gleichung fiinften 
Grades entsprechem 

6. 

Das vollst~ndige System de r  simultanen In- und Covarianten yon 
drei biniiren quadratischen Formen': 

~0+(xtx~) ~ a+x~ ~ + 2b~x~x:  .-~ c+x2 ~, 

i - ~  l ,  2 ,  3 ,  
besteht bekanntlich aus: 

1. Den drei Functionaldeterminanten r r r wo: 

1 (OcPi ~cPk 

2. Der Combinante:  

[ al bl cl 

,/~ ~ a~ b~ c 2 

a 3 b.~ c a 

3. Den Invarianten D l t  , D~7, D~3,  wo: 

D+i .-~ 2 (aic+ - -  b~2). 

4. Den Invarianten D23 , D31 , DI2 , wo: 

D i k  ----- .D~ ~ atc+ -~- c+ak - -  2b+bk 

ist. Aus den Formen 3. und 4. setzen sieh die l~esultanten +rill , d22 , d33 
yon je zweien der r und drei Invarianten d23 , d31 , dj2 zusammen, wo 
di~ ----- dk~ !s t ,  and : 

dr1 -~- D22D33 - -  D.~3 ~', d~2 ~ D 3 3 D  . - -  DI~;  d3a --~ D j I D ~ 2  - -  Dt~; 

d2a -'~ D2~DaI  - -  D ~ 3 D t t ;  dat ---- D~2DI~ - -  D 3 t D 2 2 ;  

o dl~ ~ D,.~D:.~ - -  D , 2 D 3 3 .  

Zwischen diesen Formen bestehen zahlreiche identische Relationen, yon 
denen wir die folgenden hervorheben: 

24* 
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R �9 r --.- DI1~ 3 + D21~31 -4- D31~,~; u . s . w .  
2 R  .q%~= djt(pl + d2, cp2 "4- d31(P.~ ; u. s. w. 

DI~ D1~ D13 

2 R  2 =  D~I D22 D23 ; 

D31 D32 D33 

(2) 21:t 2 .DI1 =d..,2d33-- d,~; u. s. w; 2 R 2 . D 2 3 ~ . d ~ l  d3t- -d23dj t  ; u . s . w .  

(3) Dlid12d13 -t- D12d12d2. J .~  Di3d13d.23 ~ 2.R ~ �9 Dr ,  Dr3 ; u. s. w. 

endlich : 

(4) 0 = q~t2d,, -t- r -f- r I- 2r ~3d23 --~2 q)~ ~1 d31 3t-2t~l qP.~ all2 
2 (5) O =  q023D,, + �9 �9 �9 + 2cp,3r + �9 � 9  

wo die analog gebildeten Terme, bez. Gleichungen, weggelassen wurden. 
Wenn man die folgende lineate Function der drei Formen,  die 

(bis auf einen constanten Factor) mit r bezeichnet werde: 

quadrir~, und yon dieser Gleichung die Identit~t (4), mit d~2d.23d3t 
multiplicirt abzieht, so erhglt man: 

2 9~4 ~ = q~t~ d~di~D~3 + q~2 d~ d~D.~  + r d,~t d3,~D ~ .  
Man kann dem Ausdruck r auch die Form geben: 

und wird dana ebenso auf die Relation gefiihrt: 

�9 uaDl2 r -4- q~2D,~Da~d~.  
Um die Gleichberechtigung der Form r mit den Formen r cp~ ~p3 
besser hervortreten zu lassen, setze ich: 

r �9 dt~d~ ~ ~p~'; q~ �9 d~t d~3 ~ 9~,,'; ~.~ �9 d3~ d3~ ~ cp3'; 
Dana wird, indem man die Invarianten etc. der r wie die der r be- 
zeichnet und nur mit einem oberen Index versieht: 

' ' 

---~ da~ -~-  d12 = dig. d2~ d~.  

Ich will diesen Ausdruck mit a 4 bezeichnen. Die Combinante R' wird: 

= 

Ferner setzen wir: 
2 / / � 9  ~4 = - -  ~4'- 

Wean  man nun der Einfachheit wegen den oberen Index wieder weg- 
l~isst, oder vielmehr, wo es nbthig ist, durch einen solchen (4) ersetzt, 
wenn die betreffende Form simultane Invariante yon r 9~2, r ist; 
durch (3) solche yon r r 9~ u .  s. w. ,  so tretexf zu den frfiher an- 
gefilhr~en Identitiiten ( 1 ) . . - ( 5 ) ,  die dann sowohl in dem oberen Index 
(4) wie in (1) (2) (3) geschrieben bestehn, die folgenden hinzu: 
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(0) { r q-- r + r + cP4 = 0 

tr ~ O~ 4 �9 

Hieraus folgt sogleich: 

D , i ~ - D 2 i - [ - D 3 ~ D ~ = O ;  i ~ - - - 1 , . . . 4 ;  
ferner: 

d~2) ~ (3) d4(81) a.~ d.~.~ a 4 

(7) d , 7 ) =  d ~ : ) =  , l ~  = ~ = d .  - -  a~ 

d ~ ( f =  d~(2= d~i ') = ~, = d,, - -  ~ .  
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Wendet man die Operation, die auf die lineare Beziehung zwischen 
den Quadraten der r gefiihrt hat ,  auf die transformirten r an ,  so 
erhKlt man : 

(8)  g1r  2 "7{- 0~2r 2 -[- 0:3r "31-- {~4r 2 ~ 0 .  

Das vSllig symmetrische Auftreten der GrSssen (6) (7): a l . . . a  4 in 
dieser Formel gegeniiber r . . .  r ist eine Folge der Relationen (6). 
So oft also diese zwischen vier quadratischen Formen bestehen, existirt 
eine gelation yon der Form (8). 

An Stelle der Functionaldeterminanten r der (transformirten) 
r r % ftihre ich fulgende Formen ein: 

r 1 6 2  ~P2~r  ~Pa~r  aja2, 
und setze wetter: 

~4 = r "//3. 

Driickt man das System der Invarianten fiir diese 4 Formen durch die 
dcr q~ aus, so ergiebt sich, dass zwischen den ~p und deren In- 
varianten di~. wieder Relationen yon der Form (6) bestehen. Hieraus 
folgt die,Existenz einer Relation yon der Form (8), und man hat  also: 

V, + ~P2 -t- % + % = 0, 

fll~l 2 + fl2~2 2 7{- fl3~)3 2 "}- fl4#)4 2 = 0* 

Wegen der Symmetrie der Gleichungen (6)--(8) in Bezug auf die vier 
Formen r giebt es aber solcher Gleichungspaare zwischen einem der 
r und den Functionaldeterminanten der drei anderen im Ganzen vier; 
also ffinf Gleichungspaare yon der Form (8), jedes einem Quadrupel 
yon Formen: r �9 " '  r ~Pl " �9 " ~P4; u. s. w. entsprechend. 

In der folgenden Tabelle sind diese 5 Quadrupel, je mit den 6 
Functionaldeterminanten, die sich aus ihnen ableiten lassen (unter 
Weglassung eines constanten Factors) zusammengestellt. Es sind nur 
die Indices angegeben, also: 1 start %;  12 statt  r (12, 34) start: 
Functionaldeterminante aus cpl 2 und r 
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1, 2, 3, 4 23, 31, 12, 4 12, 24, 41, 3 

23 

31 

12 

14 

24 

34 

(31, 12) ~ 1 

(12, 23)----- 2 

(23, 3 1 ) ~  3 

('23,, 4) = 14 
(31, 4) ~ 24 

(12, 4) ~ 34 

(24, 41) ~ 4 

(41, 12) ~ 1 

(12, 24) ~ 2 

(12, 3) ~ 43 

(24, 3) ~ 13 

(41, 3 ) =  23 

41, 13, 34, 2 34, 42, 23, 1 

(13,34)= 3 (a2, 23) ---- 

(34, 4 1 ) =  4 (23, 3 4 ) =  3 

(41, 1 3 ) ~  1 (34, 4 2 ) ~  4 

(41, 2 ) = 3 2  (34, 1 ) =  21 

(13, 2) = 4 2  (42, 1) = 3 1  

(34, 2 )=  12 (23, 1)=41 

In jeder Columne dieser Tabelle treten dieselben 10 Functionen auf. 
Wendet man den Process der Functionaldeterminantenbildung auf eines 
der Quadrupel an, die dutch denselben aus dem ersten entstanden, so 
wird man, wie man ohne Miihe erkennt, immer wieder zu einem der 
5 Quadrupel der Tabelle gefiihrt. Man vereinigt die vorstehenden Be- 
merkungen zu dem Satz: 

Zu drei quadratischen Formen mit nicht verschwindender Com- 
binante und far welche mindestens zwei yon den Invarianten d~k yon 
Null verschieden sind, liisst sich immer und nur auf  eine Weise einc 
vierte so finden, dass zwischan den Quadraten der vier _~brmen eine 
lineare Relation besteht. Ersetzt man i~yend drei der Formen durch 
die drei Functionaldcterminanten aus je zweien, so besteht zwischen 
den Quadraten dieser und der nicht benutzten Form wiederum eine lineare 
_Relation. Man erh~tlt so ftinf verschiedene Formenquadrupel, welche 
insofern eine Gruppe bilden, als die Wiederholung des Processes nur 
immer wieder ein Quadrupel der Gruppe ergiebt. Die Gesammtheit 
der Operationen besteht aus 2 4 . 5  ~-120  Substitutionen, indem der 
eben geschilderte Process mit dem der Permutation yon vier GrSssen 
zu verbinden ist. 

Am Schlusse des vorigen Paragraphen war gezeigt worden, dass 
die vier Formen r zu Wurzeln die vier Werthepaare x yt besitzen, 
welche einer Matrix (T) entsprechen. Die Formenquadrupel, zu denen 
wir yon den r ausgehend gelangt sind, entsprechen wiederum je einer 
solchen Matrix. Einer Wurzel der Gleichung fiinften Grades, vermSge 
deren man zu der Form W(x)  gelangt, entsprechen also vier Formen 
r welche zusammen mit deren Functionaldeterminanten ein System 
yon 10 quadratischen Formen bilden, die naeh Friiherem in anderer 
Anordnung den vier anderen Wurzeln der Gleichung fiinften Grades 
zugehSren. Da es nun aber gleichgiltig ist, yon welcher dieser Wurzeln 
man ausgeht, so kSnnen diese Anordnungen zu Quadrupeln und 
Sex~upeln nur immer solche sein, class die Functionaldeterminanten der 
Quadrupel die Formen der Sextupel ergeben. Dies ist nun offenbar 
bei der oben angeschriebenen Tabelle der Fall, deren fiinf Columnen 
hiernach den Wurzeln jener Gleichung fiinften Grades entsprechen 
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miisscn. Da sich leicht einsehen li~sst~ dass diese Gruppirungen die 
einzig mSglichen sind, welche jener Forderung geniigen~ so folgt der 
Satz a. E. des vorigen Paragraphen. 

Umgekehrt muss es biernach auch mSglich sein~ die Form W(x) 
dutch jedes der ffinf Quadrupel der Tabelle in derselben Weise auszu- 
drticken. In Function der (transformirten) Formen q~ l~sst sich W(x) 
in der eleganten Gestalt anschreiben: 

q~2r �9 Dll ~- r cp; �9 D2.., -~- ~p.I r cp~ - D33 -~- Cpl cp2~p3 �9 D~ 4. 

Man kann in der That zeigen, dass diese Form bis auf einen con- 
stanten Factor mit der in den ~p geschriebenen identisch ist, was ieh 
indess bier nnterlasse. 

Obige Tabel'le enthiilt 30 Functionaldeterminantenbildungen, die 
sich (lurch 10 Formen ausdrficken. Man kann aus den Letzteren im 

Ganzen m.9 ~ 45 solcher Bildungen ableiten. Die 15 oben nicht 
1 . 2  

angefiihrten lassen sich zu einer Tabetle vereinigen, deren Columnen 
sich denen der friiheren eindeutig zuordnen: 

(23, 14) ( l ,  14) (4, 43) (5, 32) (2, 21} 

(31, 24) (2, 24) (i, 13) (4, 42) (3, 31) 
02, 34) (3, 34) (2, 23) ( l ,  12) (4, 41 ) .  

Um die Bedeutung auch dieser Functiona]determinanten zu ermitteln, 
wobei man sich auf die der ersten Columne beschr[inken kann~ d~icken 
wit dieselben durch bekannte GrSssen aus. Man finder (wiederum his 
auf Constante genau): 

wo in der rechts beigefiigten Bezeichnung, die wir der Functional- 
determinante geben wollen, der Factor ~,~ dieselbe ]nvariante der d 
wie tl~ der cp ist. Durch AuflSsung nach den q) ergiebt sich: 

Ffigt man noch die Beziehung bet: 

und vergleicht diese Ausdriicke mit dem in w 6 meines Aufsatzes f iber  
rationale Curven (Math. Annalen Bd. XII) aufgestellten Gleichungs- 
system~ so ergiebt sich - -  mit Riicksicht auf die geometrisehe Be- 
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deutung, die mal~ vermSge der dort cntwickclten Beziehungen de~ 
Werthepaaren beilegen kann, welche den Matrices (T) und (D) ent- 
sprechen - -  dass die Wurzeln der drei quadratischen Formen r d2 d.~ 
die Determinanten der in w 4 aufgestellten Matrix D siimmtlieh zum 
Verschwinden bringen. Hieraus folgt wetter dureh Vergleichung der 
beiden obigen Tabellen: 

Wenn man die 6 Formen r eines Sextupels, das einer Wurzel 
der Gleiehung 5. Grades entsprieht, zu je zweien gruppirt und deren 

6.5  Functionaldetermiuante sucht, so sind 12 der so entstehenden T.'~ 

Formen wieder solche des zugehSrigen Quadrupels, welchem sich eine 
Matrix (T)zuordnen l~sst. Die 3 iibrigen ordnen sieh dann in gleieher 
Weise der zu T gehSrigen Matrix (D) zu. 

Die hier betrachteten Beziehungen zwischen vier quadratischen 
Formen sind einer eleganten geometrischen Deutung f~hig, die ich 
zum Gegensta~d ether anderen Mittheilung zu machen beabsichtige. 

Mt inchen ,  im April 1882. 


