UBER EINEN SATZ VON GREEN UND UBER DIE
DEFINITIONEN VON ROT UND DIV.

Von C. W. Oseen (Upsala).

Adunanza del 14 dicembre 1913.

1. Man verdankt bekanntlich GReen den folgenden Satz, der in der math. Physik
eine hervorragende Bedeutung erlangt hat: wenn ¢ eine in einem gewissen Bereich @
zweimal differenzierbare Funktion von x, y, 7 ist und wenn:

al al 2
Ag ?+ ? 49 0
oy’ az '

eine in Q endliche und mtegrable Funkton von x, y, z ist, dann ist:

)

¢(x ¥, 1) = f; Pd—;—"+4—lwljs( Lo @ddn( ))ds,
r=rE—xY+0—rr+G&—O"

Hier ist S eine geschlossene Fliche in Q, Q¢ der von § eingeschlossene Raum und
x'y ¥’y ' ein Punkt in Q. Die Normale wird nach aussen gezogen.

Der Greensche Satz legt die Frage nahe, welche Bedingungen man der Funktion
p auferlegen muss, damit eine zweimal differenzierbare Funktion ¢ existiert, welche der
Gleichung :
(1) Ap=—p
gentigt. Mit dieser Frage haben sich HoLpER, MORERA und — mit besonderer Ausdauer —
PeTriNt ") beschiftigt. Die Ergebnisse des letzterwihnten Forschers kann man folgen-
dermassen zusammenfassen. Wir setzen:

=X-rcoss, n=y-rsinscosy, =gz Frsinssing, cosy=u
Wir setzen voraus, dass wenn x, y, 7 ein Punkt in Q ist, p(&, u, {) fir geniigend
kleine r eine stetige Funktion von r ist. Wir bilden:

27T -+1 . a dr
K= [ av [ Guw—ndu [ o7,

') H. PeTrINI, Les derivées premiéres et secondes du potentiel [Acta Mathematica, t. XXXI (1908),
pp- 127-332].
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wo a eine beliebig kleine, positive Grosse ist und wo h<Ca. Wenn dann lim K, exis-
h=>

tiert und einen endlichen Wert hat, dann besitzt das Integral:

vV — T P(Ea n, Z)d("
4w r ’

(d(» = d:_’dn d:, r — 1'/(.‘{ —_ E)z + (_\1 — 'n)z + (( — Z)z)

2

in dem Punkte x, y, z eine endliche Ableitung g—ff Fir die Existenz der Ableitungen

. .
%—TI: und aa I: bestehen ihnliche Bedingungen. Wenn nun ausserdem g eine stetige
Funktion ist, dann befriedigen diese Ableitungen die Gleichung (1).

In einer meiner Abhandlung ?) und spiter in einem bei der zweiten skandinavischen
Mathematikerkongress in Kopenhagen 1911 gehaltenen Vortrag habe ich die Behauptung
aufgestellt, dass die partiellen Differentialgleichungen in der math. Physik ein nicht sinn-
gemiisser Ausdruck der physikalischen Tatsachen sind. Wenn ich noch eiumal auf diese
Frage zuriickkomme, so ist der Grund dazu mein Wunsch zu zeigen, wie einfach sich
die Theorie des NewTonschen Potentials darstellen lisst, wenn man die Einfithrung der
Ableitungen zweiter Ordnung vermeidet. Es geniigt, um sich davon zu iiberzeugen,
mit den obigen Sitzen den Folgenden zu vergleichen: wenn p eine in einem gewissen
Bereich Q endliche und integrable Funktion eines Punktes P ist, so gibt es unendlich
viele in Q stetige und stetig difterenzierbare Funktionen o, welche, fiir jede geschlossene

Fliche S in Q, der Bedingung:

geniigen. Man hat dabei, wenn § wieder eine beliebige geschlossene Fliche in Q ist
und wenn P ein Punkt in Qg ist:

1 do’ 1 dy . d
’?(P)_“L_”‘/.gl + S(TW— dn( ))dh

r— PP', ' = p(P) U.S. W,
2. Betreffs der Flichen, welche wir hier zu betrachten haben, setzen wir stets
voraus, dass sie in eine endliche Zahl von Teilen zerlegt werden kdunen, welche sich
durch Gleichungen vou der Form:
(3) X = X(OC, ) Yy = )'(1, L)y 2= 7((“7 {-J')
definieren lassen, wo x(z, &), y(2, &), 3(«, &) stetige und stetig differenzierbare Funk-
tionen der Argumente sind und wo |x| und |%| unterhalb einer endlichen Grenze bleiben.
Wenn eine solche Teilfliche eine Grenzkurve besitzt, so soll diese eine in allgemeinen

3) C. W. Osgen, Uber dic Bedeutung der Integralgleichungen in der Theorie der Bewegung einer
reibenden, unjusammendruckbaren Flussigkeit [Arkiv for Matemartik, Astronomi och Fysik, Bd. VI (1910),

No. 23: pp. I1-19].
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stetige Tangente und eine endliche Linge haben. Uberdies setzen wir voraus, dass man
jeder Teilfliche S, eine solche positive Zahl K, zuordnen kann, dass:

[x(oy £ — (2, 8] + [y(2,y &) —3(2,» 8]
+ [x(z5 B)— (2, B)] > K [7, — 2) + (B, — )],

wenn ., 2 und «,, @, irgend zwei zulissige Wertpaare von « und % sind. Wir be-
zeichnen eine solche Fliche kurz als eine Fliche S. Jede Fliche S hat einen endlichen
Flicheninhalt. Mit Q; bezeichnen wir stets den von einer geschlossenen Fliche S be-
grenzten Raum.

Wir sagen, dass eine Funktion g(P) in einem gewissen Bereich Q integrabel ist,
wenn man dem Symbol:

f pdo
s

wo S eine beliebige geschlossene Fliche in @ ist, in solcher Weise einen bestimmten
Wert zuordnen kann, dass die Beziehungen, mittels welcher man nach dem Vorgange
von LeBesGue °) den Integralbegriff definieren kann, bestehen. Auf cine Analyse dieser
Beziehungen wollen wir uns hier nicht einlassen. Fir unseren Zweck geniigt es die
folgenden Annahmen zu machen:

1. Wenn Q und Q, zwei Bereiche sind, welche keinen Teil gemeinsam haben,

so ist:
/‘q;dw—]— / q;dw:f ¢do.
0, Ja, 4,4,
2.
fodo+ [odo= [ +)de
a 0 a
3. Wenn ¢ X\ o, so gilt:

/}odm N o.
0

4 Wenn Q ein Wiirfel ist, so ist:

[I.dm = Q.
‘.D

5. Wenn y(P) eine in Q endliche und integrable Funktion ist und wenn 4 (P)
eine im selben Bereich stetige Funktion ist, so ist $(P)¢(P) eine in @ endliche und
integrable Funktion.

Selbstverstindlich wollen wir hiermit keineswegs sagen, dass die Annahme 5 von
den Annahmen 1-3 unabhingig ist 4).

3) H. LEBESGUE, Sur lintégration des fonctions discontinues {Annales Scientifiques de I'Ecole Nor-
male supérieare (Paris), I série, tome XXVII (1910), pp. 361-450).
+) H. LeBESGUE, L c. 3), p. 373.

Rend. Gire. Matem. Palerme, t. XAXVIII (20 sem. 1914). — Stampato il g aprile 1914 22
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Wir sagen, dass eine Vektorfunktion integrabel ist, wenn jede Komponente der-
selben integrabel ist.

Wir betrachten im Folgenden nur eindeutige Funktionen.

Hivessatz I. — Jeder Fliche S kann man eine solche Zahl K zuordnen, dass
wenn §' ein beliebiger Teil von S, und R die grosste Entfernung zwischen zwei §'
zugehorigen Punkten ist, §* < K R*.

Beweis: Die Fliche S besteht aus einer endlichen Zahl — etwa N — von Teilen,
$,,8,...., 8, welche durch Gleichungen von der Form (3) definiert werden konnen.
Man kann ebenso §' in — nicht notwendig zusammenhingende — Teile, S/, S., ..., S\
zerlegen, wo S, ein Teil von S, ist. Man hat:

s= [ V(5555 — 5 52) dnee

]/ (3;3: 53 <,
S, <M, ffdzd{‘b < = M, Max [(12 —a ) + (B, — pl)z]

wenn 2, { und =x,, £, zwei Punkte auf § sind. — Nun hat man nach (4), wenn R,
die grosste Entfernung zwischen zwei Punkten auf S, bezeichnet:

(=2 + (B, — ) < 2.

Folglich, wenn auf S,

Folglich:

S < mREE M,
Ferner:

Rl é R'

Also:

N N M.

S=3s<rR>M
Hicrssatz II. — Jedes Gebiet Q gestattet eine von einem Parameter p abhingige

Zerlegung in N, Teilgebiete QS[‘ bei welcher Fh:n) R,=o0,5 <LsR;, N R <M

(R, die grosste Entfernung zwischen zwei demselben Teilgebiet zugehorigen Punkren,
L; und M, von p unabhingige Konstanten).

Beweis: Man kann Qg etwa durch drei za einander zenkrechte Scharen von pa-
rallelen und iquidistanten Ebenen zerlegen. Da fiir ein rechtwinkliges Parallelipiped:

S, L 2R;

so gentigt es, Ly = K + 2 zu setzen, damit S, < LR, sei. Da ferner, wenn «R}
das Volumen eines innerhalb S gelegenen Parallelipipedes ist;

) . : I
lim (Np R, — 7&25) = o,

Ps?ﬂ

so ist der Satz bewiesen.
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SATZ . — Wenn +(P) und Y (P) zwei in einem gewissenen Bereich @ stetige
und stetig differenzierbare Funktionen des Punktes P sind, wenn #(P) eine in dem-
selben Bereich endliche und integrable Funktion ist und wenn fiir jede geschlossene
Fliche S in Q die Beziehung:

dg 46 _
fa'n ds = ‘/u‘spdm

besteht, so besteht ebenfalls fiir jede geschlossene Fliche S in Q die Beziehung :
f grad 9 X< grad { dw —/ .[;d? ds = f bepdo 9.
Ug

Beweis: Wir zerlegen Qg auf die in Hilfssatz II angegebene Weise. Q s, sei ein
beliebiger Teilbereich von Q¢, O ein Punkt in QS » b, der Wert von ¢ in O. Wir
haben :

Hieraus folgt, wie man leicht zeigt:

‘Pds—-f d
f ¥od'l uqu’op ®

[¢gd:—'/s‘(¢—¢)jzds—_f q’t"d“"f‘ff'lf—q»o)pdw.

Wir haben ferner, wenn r (P) der von O nach P gezogene Vektor ist, grad ¢ die
Grad. von ¢ im Punkte O und ¢, eine Funktion von P, welche bei abnehmendem r,
gegen Null konvergiert:

oder:

q’ - q’o - ro >< gradoq” + Epro'
Wir haben ausserdem, wenn # ein lings der dusseren Normale gezogener Einheits-
vektor ist:

% =mn X grad p = n X grad ¢ 4 n X (grad ¢ — grad_¢).
Folglich:

d
=g = [ x g x rad, i

-I-f(r X grad, ) (n X (grad p — grad, ¢)) ds -l-f ] od

Wir betrachten jetzt den Schnitt zwischen unserer S, und einem Zylinder, dessen
Erzeugende dem Vektor grad, ¢ parallel sind. Wir wollen der Einfachkeit wegen an-

5) Betretfs der Definition des Begriffes grad vergleiche man z.B.: C. ByraLi-ForTI e R. MARCO-
LONGO, Elementi di Calcolo wvettoriale, con applicazioni alle derivate rispeltto ad un- punto, e alla Fisicq-
Matematica (Bologna, Zanichelli, 1909), p. 63.
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nehmen, dass der Zylinder aus der S zwei und nur zwei Flichenstiicke ausschneidet.
Wenn wir den Qverschnitt, 85, des Zylinders hinreichend klein withlen, so konnen
wir diese Flichenstiicke 5, und ds, als Flichenelemente auffassen. Wir haben dann
ersichtlich :

n, > grad, pds, = —ny X grad pds, = + Igrad, 4|35,
wo das obere Vorzeichen zu wihlen ist, wenn der Vektor BA dem Vektor grad, ¢
gleichgerichtet ist. Wir haben ferner:

ad
r(d) —r,(By=A— B =+ |§§§d°f§1 AB

In dem Integrale:
[(ro X grad, 4)(» X grad, 9)ds

erhalten wir also aus diesen beiden Flichenelementen einen Beitrag:
grad, p > grad, 4. A B.3s.
Der Wert des Integrales ist folglich:
grad, ¢ X grad, L. er.

Wir haben anderseits:

f; [(r, X< grad ¥) (11 (grad ¢ — grad, ¢))|ds < L; R} A&ix lgrad, ¥l lgrade — grad, |,
P

/ ' r’°T

Wenn wir jetzt alle zu einer bestimmten Zerlegung gehorigen Gleichungen (5) addieren

ds < LgR, I\IJ.\ le | lgrad ¢/ U.s. W.

und wenn wir dann den Grenzubergang p = w machen, wobei wir zu beriicksichtigen

haben, dass N R} bei wachsendem p endlich bleibt und dass:
lim Max |grad ¢ — grad, ¢/ = o
P=$

u.s. w., so folgt:

fgrady)(gmdv%dm—-/‘qad—q’ds :fq/pa'(o.
0 JsTdn ug

Satz II. — Wenn ¢ eine in einem gewissen Bereich Q stetige und stetig differen-
zierbare Funktion des Punktes P ist und wenn g eine in demselben Bereich endliche
und integrable Funktion von P ist, wenn endlich fiir jede geschlossene Fliche S in @

die Beziehung:
d? ds = —f pdo

besteht, so besteht ebenfalls fiir Jede geschlossene Fliche S in die Beziehung:

* d(u I d? d I
@ =5 T e ()
wo r = PP und wo P’ innerhalb § hegt.
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_ . I . .
Beweis: In dem Gebiete Q (r > ¢) ist die Funktion -~ cine stetige und stetig
ditferenzierbare Funktion von P. Folglich nach Satz I:

I 1 d_m
>/Q.Slr>E)gradq‘ >< gradP_r_dw T S r dnd _\[e r j[; v r )

Sir=e)
Durch eine, die Kugel r = ¢ schneidende Fliche §’ kénnen wir Qg (r > ¢) in
zwei Teilgebiete, Q' und Q" zerlegen, welche die Eigenschaft haben, dass fiir jede

geschlossene Fliche S in Q' oder Q' die Beziehung:

d (1 ) _
f dn ( ds=o
besteht. Folglich, wegen I:

/;S_grad v X grad, ITdm — ./?9‘7‘1.,;(_;)d5 —o.

Wir wenden diesen Satz auf Q' und Q' an und addieren. Es kommt:

d {1
‘/$]‘S|v>:|gradcp>< grad—dm_,/ dn( )dS f=a?ﬂ(7)d520.

Folglich :

1 dy d ) 1 dy d . do
ﬁ(?d? m( )d‘+/,=(7d_n ”'dn( ))‘“ " Jugrma T

Der Grenziubergang ¢ = o ergibt den erwiinschten Satz.
Kor. Wenn 9 eine in einem gewissen Bereich Q stetige und stetig differenzierbare
Funktion von dem Punkte P ist und wenn fur jede geschlossene Fliche S in Q die

"Beziehung :
dg o _
fsd"dj —°

besteht, so besitzt ¢ in Q Ableitungen aller Ordnungen und diese geniigen der Glei-
chung A9 = o.
¢(P) sei eine in Q endliche und integrable Funktion. Wir betrachten das Integral :

_ L [e(P)do _ Py
'P(P)——I;_/Q . (r="P1).

Betretls desselben bestehen folgende, woh! bekannte Sitze:
1) 3 ist eine im ganzen Raume stetige Funktion von P,
2) 7 ist eine im ganzen Raume stetig differenzierbare Funktion von P und man

hat:
I N I
gradp = Hﬁp(P)dw .gradp—r- .
P sei ein Punkt auf der Fliche S. Wir konstruieren eine Kugel mit dem Radius

I und dem Mittelpunkt P. Wenn P sich auf S bewegt, so erzeugt diese Kugel einen
Korper Q.
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Hirrssatz III. — Wenn:
’P,(P)=;llf /ﬂM (r=PP)
und wenn P ein Punkt auf § ist, dann ist:
IIim (grad ¢,), = o0

und die Konvergenz gegen diesen Grenzwert ist auf S gleichmiissig.
Beweis: Wir haben:

1 p,lp(P)de’
lgrad ¢ [, << 477./1‘),_"2—__

folglich, wenn:

|P| < M:
1\I do
lgrad ulp < 2 e 7
1\[9, + MI,.
Wir setzen:
=117
Folglich:
Q, 1y’
Igrad ?I!P < Af”; (47”1: + I) (T) .
Da:
lim —sll_, =28,
l=0

so ist der Satz bewiesen.
Satz III. — Wenn p(P) eine in einem Bereich @ endliche und integrable Funk-
tion ist und wenn:

_ 1 re@)de —
?(P)—“A— ; (r=PP),
dann besteht, wenn S eine beliebige geschlossene Fliche in Q ist, die Beziehung:
f d? ds = — pd .
Qg
Beweis: Wir zerlegen Q in drei Teilgebiete Q,, @, und Q, wo Q innerhalb S
liegt. Wir setzen:
I (PYde'
P)= — f AL U.s. W,
9,(P) 17 Jy, r
Wir haben:
d‘P'ds— fd ( )p(P)dw

Folglich, da, wie man leicht zeigt, eine Vertauschung der Integrationsordnung erlaub



UBER EINEN SATZ VON GREEN UND UBER DIE DEFINITIONEN VON ROT UND DIV. 175

= & [ [f(H)orm— [

Wir haben ebenso:

dq)a _ d _
fsdn fp(P)d f )d: o.
./‘d"p d5+/ rd()—fd?l dS Pd(v).
d us-0

Das Glied rechts konvergiert gegen Null mit /. Folglich:

/@dS: fpd(o.
sdn ag

Satz IV. — Wenn 4 eine in Qg stetige und stetig ditferenzierbare Funktion ist;
wenn p eine in demselben Bereich endliche und integrable Funktion ist; wenn fir jede
geschlossene Fliche §' in Qg die Beziehung:

ist:

Folglich:

besteht und wenn das Integral:

f gradp X grad ¢d e
4

unter allen denjenigen Integralen den kleinsten Wert hat, die man dadurch erhilt, dass
man for ¢ eine in Q; stetige und stetig differenzierbare Funktion einsetzt, die auf S
dieselben Werte wie ¢ annimmt, so besitzt die Funktion  in € stetige Ableitungen
aller Ordnungen und diese geniigen der Gleichung:

_\'{,zo,

Beweis: § sei eine in Qg stetige und stetig differenzierbare Funktion, die auf S
verschwindet. Nach unsrer Annahme haben wir dann fiir alle «:

2 af grad ¢ X gradyd o 4 »° grady X grad}ydw > o.
Uy Us

Folglich:
f grad 9 X grad {dw = o.
Qs

/ Vedw = o.
Os

x=a1I, y==+1, =11 seien die Seitenebenen eines ganz in Q; gelegenen
Wairfels. Wir setzen ausserhalb des Wiirfels ¢ = o und innerhalb desselben, wenn

Folglich wegen I:
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o LiLe:

L= (= = (=),

wenn ¢ £ 2 2 11y = 4. Wir lassen dann = gegen Null konvergieren. Es folgt:

/ pdw = 0,
. . vy
folglich :

Da diese Beziehung fir jeden Wiirfel in Qg gilt, so lassen sich die bei den Beweisen
der Sitze I und II angewandten Methoden, zwar nicht auf ein beliebiges Qs, aber stets
tel ? o 5
dann, wenn Qg ein Wurfel ist, anwenden. Die Funktion o besitzt demnach innerhalb
jedes in Q, gelegenen Wurfels Ableitungen aller Ordnungen, welche der Gleichung:
A 9 =0

geniigen. Damit ist unser Satz bewiesen.

3. Jedem Flichenelement ds einer geschlossenen Fliche S wollen wir einen Vektor
nds = ds zuordnen.

Def. I. Wenn 4 eine in Q geklirte Vektorfunktion ist, wenn X eine in demselben
Bereich integrable Vektorfunktion ist und wenn fiir jede geschlossene Fliche S in Q:

" Xdo :fds,-"-. A
[ QS S

so sagen wir, dass X die Rotation von 4 ist, X = rot A4.
Def. II. Wenn A eine in Q geklirte Vektorfunktion ist, wenn X eine in demselben
Bereich integrable skalare Fuunktion ist und wenn fur jede geschlossene Fliche S in Q:

lel’t-):deXA
Qg S

ist, so sagen wir, dass X die Divergenz von 4 ist, X = div 4.

rot A und div .4 sind nach diesen Definitionen durch die Vektorfunktion 4, bis
auf eine Funktion, welche, iiber einen beliebigen Bereich integriert, das Ergebnis Null
ergibt, eindeutig bestimmt.

Fur stetige rot 4 und div. A4 stimmen unsere Definitionen mit denjenigen von
Maxwell uberein.

Satz V.— Wenn 4 und B in Q stetige Vektorfunktionen sind, welche endliche
Rotationen und endliche Divergenzen besitzen, und wenn:

|B(P) — B(Q) < K.PQ,
wo P und () beliebige Punkte in Q sind und wo K von P und Q unabhiingig ist, so
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besteht fur jede geschlossene Fliche S in Q@ die Beziehung:

sf(B Atotd 4 AN rotB— Bdivd— AdivB)da
(6) $U
( + [ANGBAd+ f(¢ist)A=06).
N (Y
Beweis: Wir zerlegen Qg auf die in Hilfssatz 2 angegebene Weise in N, Teil-
gebiete. SZSP sei ein Teilbereich von Q;, O ein Punke in QSP. Wir haben:

B, A rot Addw — f B, A (ds A A).
DSP SP

Folglich:
B A rot Adw — f (B — B) A rot ddw
Os, Us,
= —f [(Bxds)d— ((B— B,)Xds)d— (B, X (4—4,)ds—(4,> B)ds].
S
Man hat€

f (4, % B)ds = o.
N

b
Ferner:

f((B—Bo)xds)A:Aof(B——Ba)xds-}- [ ((B—B)x ds)(4 — 4)
SP SP »SP
:Aofospdidem+fsp((3_30)><ds)(A—Ao)

=f AdivBdw +f((3 — BYx ds)(4— A4) — f(A — 4)div Bdw.
USP SP SP
Folglich:
f (BArotd — AdivB)dw 4 f(B < ds) A4
[ S
.)P 4
= [ [(B— B) A rot A — (4 — 4))div Bldw

a
Sp

+/s' (B, < (4 — 4))ds + fs ((B — B) X d5)(4 — 4).
Andrerseits: ’ !

(A A rot B — BdivA)de + [A/\(B/\ds)

QSP "SP

= [ [(4— 4) A rot B+ (B — B)div A]dw

13

+ [ (A=) 4B —B)— [ (4= 4) < B)as.

) Man vergleiche hierzu: C. BuraLI-ForTI et R. MARCOLONGO, .dnalyse vectorielle générale:
[. Transformahons linéaires (Pavie, Mattei & C,, 1912), pp. r10-111.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. NXAVII (20 sem. 1914). — Stampato il 16 maggio 1914. 23
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Folglich:

r

v Ug

(BArotd+ AN rot B— Bdivd — AdivB)do
F

+fSAA(B/\ds)+

< QSF[M“ |B — B|rot A 4 Max |4 — A4 ||rot B
-+ Max |B — B | [div 4] + Max |4 — 4,) |div B|]
+ 3KLs;R) Max |4 — 4.

/;P(Bxds)A)

Folglich:

f(B/\rotA+A/\rotB—-BdivA—AdivB)dm
Ug

—l—fA/\(B/\d:)-l-f(Bxds)A<sPQS
S ) '
+ 3K LR Mas |4 — 4,

wo lime,—=o ist. Da N, R} bei wachsendem p unterhalb einer endlichen Grenze bleibt

und da:
limMax|4 — 4] =o
p=o
so ist unser Satz bewiesen.
Satz VI. — Wenn 4 eine in Q stetige Vektorfunktion ist, welche eine endliche
Rotation und eine endliche Divergenz besitzt, so besteht, wenn S eine beliebige ge-

schlossene Fliche in Q ist, die Bezichung:
1 ro.. , , 1 ' 1 ,
A(P) = 4—Wfﬂsgmdp,T div A(PYdw’ + 4_#/05 ot A(P') A grad, - do

I I , , 1
_Efsgmd,,,T(A(P)xds)_ﬁfsgmd,,,

vorausgesetzt, dass P innerhalb S liegt.

— A(A(PYNds) =PP)

Zum Beweise setzt man in Formel (7) B—=grad,, — und verfihrt tibrigens ganz
r

in derselben Weise wie bei dem Beweise des Satzes II

Satz VII. — Wenn D(P) cine in Q endliche und integrable skalare Funktion ist
und wenn R(P) eine in demselben Bereich endliche und integrable Vektorfunktion ist,
dann ist:

’ r I I ’ r
A(P):f;fggmdp,—i—p(P)dm — ﬁﬁgradP,T A R(PYd o',

wo r = PP’ ist, eine in Q stetige Vektorfunktion, welche dort die Rotation R und
die Divergenz D besitzt.

Der Beweis wird ganz wie der Beweis des Satzes III gefiihrt, in dem man sich
auf die leicht zu beweisende Tatsache stutzr, dass wenn S’ eine beliebige geschlossene
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Fliche in Q ist:
grad L Ads=o.
s r
Wenn D und R stetige Funktionen sind, welche nicht den Perrinr’schen Bedin-
gungen geniigen, so besitzt 4 (P) nach MaxweLt, aber nicht nach den von den neueren
Autoren 7) gegebenen Definitionen eine Div. und eine Rot. Wenn D und R endliche,
nichr stetize, aber integrable Funktionen sind, so besitzt 4(P) nach unseren Definitionen,

aber nicht nach MaxweLL eine Div. und eine Rot. —In den Anwendungen kommen
vielfach Fille vor, wo D und R Unstetigkeiten aufweisen.

Upsala, November 1913.

C. W. OseEEN.

7) Z. B. ApraHaM-FoppL, BuraLI-ForTI-MaRrCOLONGO, u. .



