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LIBER EINEN SATZ VON GREEN UND UBER DIE 

DEFINITIONEN VON ROT UND DIV. 

Von O. W. 0 ae e n (Upsala). 

Adunanza del 14 di,:embre tgt ~. 

x. Man verdankt bekanntlich GREEN den folgenden Satz, der in der math. Physik 
eine hervorragende Bedeutung erlangt hat: wenn 'f' eine in einem gewissen Bereich ~.l 
zweimal differenzierbare Funktion yon x, y, Z ist und wenn: 

, 3 x  ~ + o y ' - - 0 ~  ~ -  
0 

eine in tl endliche und integrable Funktion yon x, y, Z ist, dann ist: 

, ( x ' ,  y', z~') = 4~ s e---~- + - - ~  s r dn r ~  ds, 

= v(x - -  .,-'y + (y - -  y'y + (~ - ~ ' ) ' .  

Hier ist Se ine  geschlossene Fl~iche in L~., tl s der yon S eingeschlossene Raum und 
x', y', Z' ein Punkt in L~ s. Die Normale wird nach aussen gezogen. 

Der GR~.v.Nsche Satz legt die Frage nahe, welche Bedingungen man der Funktion 
p auferlegen muss, damit eine zweimal differenzierbare Funktion ? existiert, welche der 
Gleichung : 
( I )  a t ~ . - - p  

genfigt. Mit dieser Frage haben sich H6LDER, MORERA und--*ni t  besonderer Ausdauer--  
PZTRtNI ~) beschaftigt. Die Ergebnisse des letzterw~ihnten Forschers kann man folgen- 
dermasstn zusammenfassen. Wit setzen: 

: . - - x + r c o s : ~ ,  . t ~ - - y + r s i n ~ c o s + ,  ~" - -  ~ = z + r s i n : ~ s i n d ? ,  c o s : ~ - u .  

Wir setzell voraus, dass wenn x, y, z~ ein Punkt in l~ ist, p(~, .o, [)  ftir gentigend 
kleine r eiae stetige Funktion yon r ist. Wir bilden: 

K, = d'~ ( 3 u ' - -  x)du P r ' 
I 

=) H. P~TRml, I~s derivdes premig, res et secondes du ~,otentiel [Acta Mathematica, t. XXXI (i9o~i), 
pp. I27-3~2]. 
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wo a eine beliebig kleine, positive GrOsse ist und wo b<a. Wenn dann lira KI, exis- 

tiert und einen endlichen Wert hat, dann besitzt das Integral: 

V =  I - - C  t~(~' " ~)d,o 
4 " : . /  

( d o ,  = r = t ' ( x  - -  + ( ; ,  - -  + - -  

O3'V 
in dem Ptmkte x, y, ~ eine endliche Ableitung ~-x~. Far die Existenz der Ableitungen 

O'Y 0:I[ 
o3v ~ und ~ bestehen fihnliche Bedingungen. Wenn nun ausserdem p eine stetige 

Funktion ist, dann befriedigen diese Ableitungen die Gleicbung (r). 
In einer meiner Abhandlung ~) und sparer in einem bei der zweiten skandinavischen 

Mathematikerkongress in Kopenhagen t9 I t  gehaltenen Vortrag habe ich die Behauptung 
aufgestellt, dass die partiellen Differentialgleichungen in der math. Physik ein nicht sinn- 
gem/isser Ausdruck der physikalischen Tatsachen sind. Wenn ich noch eiumal auf diese 
Frage zurtickkomme, so ist der Grund dazu mein Wunsch zu zeigen, wie einfach sich 
die Theorie des Newxonschen Potentials darstellen l/isst, wenn man die Einf/Jhrung der 
Ableitungen zweiter Ordnung vermeidet. Es gen/.igt, um sich davon zu /.iberzeugen, 
mk den obigen S~tzen den Folgenden zu vergleichen: wenn p eine in einem gewissen 
Bereich gl endliche und integrable Funktion eines Punktes P ist, so gibt es unendlich 
vide in f~ stetige und stetig differenzierbare Funktionen ?, welche, ffir jede geschlossene 
F1/iche S in ~,-~, der Bedingung: 

gentigen. Man hat dabei, wenn S wieder eine beliebige geschlossene Fl'Ziche in ~.1 ist 
und wenn P ein Punkt in ~s ist: 

I ~ s o , d o , '  I fs ( I d'~' , d ( + ) )  

r=PP' ,  t~' - -  ~ (P ' )  o . s . w .  

2. Betreffs der Fl~chen, welche wit hier zu betrachten haben, setzen wir stets 
voraus, dass sie in eine eudliche Zahl yon Teilen zerlegt werden k6nnen, welche sich 
dutch Gleichungen you der Form: 

(3) x = x ( ~ ,  ~), y = y ( ~ ,  ~), ~=~(~ ,  ~) 

definieren lassen, wo x(z,  ~), y(z,  ~,), ~(~, ~) stetige und stetig differenzierbare Funk- 
tionen der Argumente sind und wo [zl und I.c~] unterhalb einer endlichen Grenze bleiben. 
Wenn eine solche Teilfl,iche eine Grenzkurve besitzt, so soll diese eine in allgemeinen 

a) C. ~,V. OSEEN, OJber die Bedeutung der Integralgleicbungen in der Tbeorie der Bewegung einer 
reibenden, unzusammendruchbaten Fhtssigkeit [Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. VI (19to), 
No. 23: pp. I-i9]. 
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stetige Tangente und eine endliche L~inge haben. Uberdies setzen wir voraus, dass man 
jeder Teilfl'Ziche S eine solche positive Zahl K zuordnen kann, dass: 

+ 

wenn ~,, ~,, und ~ ,  ~, irgeud zwei zul~issige Wertpaare yon x und f~, sind. Wir be- 
zeichnen eine solche Fl~iche kurz als eine Fl~iche S. Jede Flache S hat einen endlichen 
Fl':icheninhalt. Mit LI s bezeichnen wir stets den yon einer geschlossenen Fl.ache S be- 
grenzten Raum. 

Wir sagen, dass eine Funktion ~(P) in einem gewissen Bereich !,~ integrabel ist, 
wenn man dem Symbol: 

~s Od~ 

wo Se ine  beliebige geschlossene Fl:iche in ~,~. ist, in solcher Weise einen bestimmten 
Weft zuordnen kann, dass die Beziehungen, mittels welcher man nach dem Vorgange 
yon LE~ESGUE *) den [ntegralbegriff definieren kann, bestehen. Aufeine Analyse dieser 
Beziehungen wollen wir uns hier nicht einlassen. Ftir unseren Zweck gentigt es die 
folgenden Annahmen zu machen: 

I. Wenn ~.-~ und ~,~ zwei Bereiche sind, welche keinen Tell gemeinsam haben, 
so ist : 

s f f 
2. 

2 J2 ~,d,., + ~, d,,, = (~. + ~),~o,. 

3. Wenn .~ ~ o, so gilt: 
,1D 

y q~d~ ~ o. 

4. Wenn ~.~ ein Wfirfel ist, so ist: 

. s  i .doJ  = ~. 

5. Wenn ? (P)  eine in ~.~ endliche und integrable Funktion ist und wenn ,~,(P) 
eine im selben Bereicl~ stetige Funktion ist, so  ist , } (P)? (P)  eine in ~ endliche und 
integrable Funktion. 

Selbstverstfindlich wollen wir hiermit keineswegs sagen, dass die Annahme 5 yon 
den Annahmen i- 4 unabh~ngig ist +). 

3) H. LEBESGUE, Sur l'intdgration des fonctions discontinues [Annales Scientifiques de l'l~cole Nor- 
male sup&ie0re (Paris), III e s6rie, tome XXVII (i91o), pp. 361.45o]. 

4) H. LEBESGUE, I. C. 3), p. 373. 

Re,,d. Ctr~. Matem. Palermo, t. X~\XVI[I (20 sere. J9 /4 ) . - -S tan ,pa to  i[ 9 aprtle t9t I 2a 
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Wir sagen, dass eine Vektorfunktion integrabel ist, wenn jede Komponente der- 
selben integrabel ist. 

Wir betrachten im Folgenden nut eindeutige Funktionen. 
HILFSSATZ I. ~ J e d e r  Fl~.che S kann man eine solche Zahl K s zuordnen, dass 

wenn S ~ ein beliebiger Tell yon S, und R die gr6sste Entfernung zwischen zwei S' 
zugeh6rigen Punkten ist, S' < K s R ~. 

Beweis: Die Flache S besteht aus einer endlichen Z a h l -  etwa N - - v o n  Teilen, 
S, ,  S~, . . . ,  S\., welche dutch Gleichungen yon der Form (3) definiert werden k6nnen. 
Man kann ebenso S' in - -  nicht notwendig zusammenh'angende ~ Teile, S' S'~ S' 
zerlegen, wo S I ein Teil yon S, ist. Man hat: 

s, = f f  l/Z(  . 
Folglich, wenn auf S, 

ax  c).YV d,xd~" 

g=~,~ a ~  < M ,  

s: < M Ma-, + < -  

wenn :~,, }, und %, ~, zwei Punkte auf S I s i n d . -  Nun hat man nach (4), wenn R,, 
die gr6sste Entfernung zwischen zwei Punkten auf 5 bezeichnet: 

R: 
(,~ - ~,)' + ( L  - ~,)' < K "  

Folglich : 
_M; 

s; < =R~K. 
Ferner : 

/ ,  R, L R .  
Also : 

,Vs, R2~_Mi S'=5__ ,<,~ ---K-" 

HILFSSATZ 1 [ . -  Jedes Gebiet P's gestattet eine yon dnem Parameter p abh/ingige 
Zerlegung in N Teilgebiete ~).sr , bei welcher lira Rp = o, St. ~ Ls R~, Nr R ~ ~ M s 

~ t ~  

(R e die gr6sste Elatfernung zwischen zwei demselben Teilgebiet zugeh6rigen Punkten, 
L s und M s yon p unabh~.ngige Konstanten). 

Bea,eis: Man kann ~'~s etwa dutch drei zu einander ze,akrechte Scharen yon pa- 
rallelen und aquidistanten Ebenen zerlegen. Da f{ir ein rechtwinkliges Parallelipiped: 

,1 so genfigt es, L s =  K s - J - 2  zu setzen, damit S r < k  s R e sei. Da ferner, wenn ~R~ 
das Volumen eines innerhalb S gelegenen Parallelipipedes ist; 

lira ~ - - - I  ~'ls : o ,  

so ist der Satz bewiesen. 
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SATZ I . - - \ V e n n  ? ( P ) u n d  ,)(P) zwei in einem gewissenen Bereich t! stetige 
und stetig differenzierbare Funktionen des Punktes P sind, wenn ? (P)  eine in dem- 
selben Bereich endliche und integrable Funktion ist und wenn ffir jede geschlossene 
Fl~che S in ~.! die Beziehung: 

g ~ d S =  ~ pdo 
S 

besteht, so besteht ebenfalls ffir jede geschlossene Fl5che S in ~,~ die Beziehung: 

? X g r a d + d o ~ - -  +-d~ndS -- +?do~ 5). 
s 

Beweis: Wir zerlegen P-s auf die in Hilfssatz II angegebene Weise. rise sei ein 

beliebiger Teilbereich yon ~'ls, 0 ein Punkt in ~'~s~, +o der Wert yon + in O. Wir 
haben : 

fs~ d~? f u  s 
~ d s  = - -  pdo~. 

p 

Hieraus folgt, wie man leicht zeigt: 

fsr'Ldq;ds=--L.odn +~176 
oder: 

Wit  haben ferner, wenn to(P) der yon O nach P gezogene Vektor ist, grado+ die 
Grad. yon + i m  Punkte O und z e eine Fuuktion yon P, welche bei abnehnaendem r ~ 
gegen Null konvergiert: 

+ I q'o = ro X grado+ -~- *fro" 

Wir haben ausserdem, wenn n ein ltings der 5usseren Normale gezogener Einheits- 
vektor ist : 

dq~ 
d-n- --" n X grad ? = n X grado? + n X (grad q~ - -  grado~ ). 

Folglich : 

f s  (+ -- +~ d s = _]~ (r o X grad { ) (n  X grado ?)ds 
d o  p 

p 

~Sp P 

Wir betrachten jetzt den Schnitt zwischen unserer S e und einem Zylinder, dessen 
Erzeugende dem Vektor grad o r parallel sind. Wir wollen der Einfachkeit wegen an- 

5) Betreffs der Definition des Begriffes grad vergleiche man z. B. : C. BURALI-FORTI e R. MARCO- 

LONGO, Elementi di Calcolo vettoriale, ,on applicazioni alle derwate rispetto ad un.punto, e alla Fisica. 
Materaati~a (Bologna, Zanichelli, x9o9) , p. 6 3. 
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nehmen, dass der Zvlinder aus der Sp zwei und nur zwei Flfichenstficke attsschneidet. 
\Venn wir den Qverschnitt, as, des Zvlindcrs hinreichend klein wfihlen, so k6nnen 
wir diese Fllichenstticke dsr und ds~ als Fl:'ichenelemente auffassen. Wir haben danu 
ersichtlich : 

n.~ X grado ? d s.~ ~ ~ n~ 3K grado ? d s~ - -  ___~ Igrado ~18 s, 

wo das obere Vorzeichen zu wahlen ist, wenn der Vektor BA dem Vektor grado? 
gleichgerichtet ist. Wir haben ferner: 

grad~ 9 ,4 B. ro(d ) I ro(B ) =_ A -  B = -}- [grado ~1 

In dem [ntegrale: 

f ( r o  X grado ,~,)(n X grado ,f,)ds 

erhalten wir also aus diesen beiden Fl~ichenelementen einen Beitrag: 

grado ? X grado '~- .4 B. ~ s. 

Der Wert des Integrales ist folglich: 

grad~ ? X grad,, ,~. ~.~s r . 
Wir haben anderseits: 

j~se[( ,',, X grad '}) (n (grad ? - -  grad,, ?).)lds ,~ L s R~ r Max Igrado +[ Igrad? - -  grad,, % 
~Sp 

~ 'pr~ ds < Ls R; Max l~'ltgrad u . s .w .  

Wenn wir jetzt allc zu einer bestimmten Zcrlegung geh6rigen Gleichungen (5) addieren 
und wenn wir dann den Grenzubergang p = ~ machen, wobei wit zu berticksichtigen 
haben, dass NeR ~ bei wachsendem p endlich bleibt und dass: 

lira Max grad ~ ~ grad o ?I --" o 
P=~r 

u. s. w., so folgt: 

grad ? X grad'4, do~ ~ .  ~ d ~ d s - -  '}od~. 
5 

SATZ I I . -  Wenn ? eine in einem gewissen Bereich a stetige und stetig differen- 
zierbare Funktion des Punktes P ist und wenn 0 eine in demselben Bereich endliche 
und integrable Funktion yon P ist, wenn endlich far jede geschlossene Fl~che S in ~.~ 
die Beziehung �9 

besteht, so besteht ebenfalls ftir jede geschlossene Fl/iche S in die Beziehung: 

= e - i - +  -r ,is, 

wo r - - P P '  und wo P' innerhalb S liegt. 
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Beweis: In dem Gebiete ~s (r ~> ~) ist die Funktion 

differenzierbare Funktion yon P. Folglich nach Satz 1: 

f ~  grad q, X grade ~ - L - d ~ - - f s  I dd~ n f ~ s~>~ r -7- d s - =, r 

eine stetige und stetig 

d$ ds : J ~ r f s , , . ~  od~  
d n  I . " 

I u n d  dem Mittelpunkt P. Wenn P sich auf S bewegt, so erzeugt diese 
K6rper L~ t . 

Durch eine, die Kugel r = ~ schneidende Fl~iche S' k6nnen wir l~s (r > e) in 
zwei Teilgebiete, ~v trod ~"  zerlegen, welche die Eigenschaft haben, dass fiir jede 

geschlossene Fl~iche S in ~' oder la" die Beziehung: 

besteht. Folglich, wegen I: 

f g r a d ~ X g r a d e ! d  'j~ d ( + )  , o, - -  ~ ds = o .  

Wir wenden diesen Satz auf ~,1' und fl" an und addieren. Es kommt: 

; (+) L gl S i r > e l  r 

Folglich : 

I d ?  d I d ?  d d s - - - - -  
r dn ~ d s - } - ~  =, r dn ?dnn i s.,>~ ~ r 

Der Grenzfibergang ~ - -  o ergibt den erw~nschten Satz. 
KOR. Wenn ~? eine in einem gewissen Bereich ~.! stetige und stetig differenzierbare 

Funktion yon dem Punkte P ist und wenn for jede geschlossene Fl/iche S in fi die 
�9 Beziehung : 

~ d s = o  

besteht, so besitzt ~r in ~ Ableitungen aller Ordnungen und diese genfigen der Glei- 
chung A~ -~_ o. 

(P) sei eine in .q endliche und integrable Funktion. Wir betrachten das Integral: 

I 
f o  p(P')dfa '  (r = Pl'). 

= 7 .  _ _  , 

Betreffs desselben bestehen folgende, wohl bekannte S~itze: 
I) ? ist eine im ganzen Raume stetige Funkfion yon P, 
2) ? ist eine im ganzen Raume stetig differenzierbare Funktion yon P und man 

hat : 

'2 grad ~ = ~ ~ (P')  dco'. grad e ! r  

P sei ein Punkt auf der FlSche S. Wir konstruieren eine Kugel mit dem Radius 
Kugel einen 
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HILFSSATZ III. ~ Wenn : 
L f e(e,)_do,, 

?' (P) - -  4 ": Ju t  r 

und wenn P ein Punkt aut S ist, dann ist: 

(r -~- P I v) 

lira (grad %)v ---- o 
I=o 

und die Konvergenz gegen diesen Grenzwert  ist auf S gleichmassig. 
Beweis: Wit haben: 

f le (e')l d ~' 
[grad ~t[e ~ ~ . ' a l  r2 

folglich, wenn : 
IPI < M: 

Mr. do,' ~,tf  d., 

Wir setzen : 

Folglich : 

Da : 

M fit 
< 4 ~  + M~o 

I 2 

I ~ --- I T I] ~ . 

[grad ~P,tP < _Ml k ~  -+- I 

l i ra-  T- ~-. 2 S, 
t=o 

so ist der Satz bewiesen. 
SA'rz I I [ . -  Wenn ? (P)  eine in einem Bereich ~,~ endliche und integrable Funk- 

tion ist und wenn:  
, f e ( P ' ) d o '  - (r  ---- P P'), 

dann besteht, wenn S e i n e  beliebige geschlossene Fl~iche in ~,~ ist, die Beziehung: 

f f. -rindS -"  - -  d 5~ s 

Beweis: Wir zerlegen f~ in drei Teilgebiete f/t ,  ~,. und t~ 
liegt. Wir  setzen: 

~h ( P ) = -~-~ f u ' ( P' ) d ~ 
l 

Wir haben : 

wo II  innerhalb S 

U. S. W, 

Folglich, da, wie man leicht zeigt, eine Vertauschung der Integrationsordnung erlauN 
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i s t  : 

,*'S 

Wir haben ebenso: 

, 7 7  - , i  .~ s (7~ , d s - -  o. 

Folglich : 

dnn ds 71- f, do, --- ,Js dn  ds + fld(,,. 
S - l l ,  

Das Glied rechts konvergiert gegen Null mit I. Folglich: 

f s ' t ~ n d S = - - ~ s  Pd~. 

SATZ IX, ' . -  Wenn ? eine in ~'~s stetige und stetig differenzierbare Funktion ist; 
wenn p eine in demselben Bereich endliche und integrable Funktion ist; wenn for jede 
geschlossene Fliiche S' in ~a s die Beziehung: 

Lg,,s--/.,,,,., 
besteht und wenn das Integral: 

j]usgrad X grad d o  ? 

unter allen denjenigen Integralen den kleinsten Wert hat, die man dadurch erhalt, dass 
man f6r ? eine in t~ s stetige und stetig differenzierbare Funktion einsetzt, die auf S 
dieselben Werte wie ? annimmt, so besitzt die Funktion ? in li s stetige Ableitungen 
aller Ordnungen und diese gentigen der Gleichung: 

•  o. 

Beweis: + sei eine in ~s stetige und stetig differenzierbare Funktion, die auf S 
verschwindet. Nach unsrer Annahme haben wir dann fiir alle ~: 

Folglich : 

Folglich wegen I: 

2 ~ grad ? X grad + d o, -+- x' 
~ 'U5 5 

f~sg rad  X grad ~.do~ - - o .  ? 

grad '~ X grad ,~ d co ~> o. 

eines ganz in ll s gelegenen 
und innerhalb desselben, wenn 

~ +e,t(o - -  o. 
S 

x =  + 1, y ~  + I, Z=____+ I seien die Seitenebenen 
W~irfels. Wir  setzen ausserhalb des W~irfels + = o 
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o,_/,; ~ :  
+ J . _...), 

r 

wenn z / ~  / I:,]~ = `4. Wir lassen dann z gegen Null konvergieren. Es t'olgt: 
"8 

u pdo~ - -  o ,  

folglich : 

j ]  d? ds dn ~- o. 
II" 

Da diese Beziehung for jeden Wfirfel in fis gilt, so lassen sich die bei den Beweisen 
der S~itze I und II angewandten Methoden, zwar nicht auf ein beliebiges -q~-, aber stets 
dann, wenn ~,,~-ein Wtirfel ist, anwenden. Die Funktion ~ besitzt deiunach innerhalb 
jedes in ~')'s gelegenen \Vurfels Ableitungen a[ler Ordnungen, welche der Gleichung: 

A ? = o  
gen0gen. Damit ist unser Satz bewiesen. 

8,. Jedem Fl~ichenelement ds eiuer geschlossenen Fl~iche S wollen wit einen Vektor 
n d s - - -  d s zuordnen. 

Def. I. Wenn ,4 eine in ~ gekl;irte Vektorfunktion ist, wenn X eine in demselben 
Bereich integrable Vektorfunktion ist und wenn fcir jede geschlossene Flache S in ~.~.: 

j~'sX d ,., -- / d s ,."., ̀ 4 

so sagen wir, dass X die Rotation yon ,4 ist, X = rot A. 
Def. II. Wenn .4 eine in t~ gekl';irte Vektorfunktion ist, wenn X eine in demselbeu 

Bereich integrable skalare Funktion ist und wenn for jede geschlossene Fliiche S in ~.,~: 

~ Xd,., : / d s  >< A 
5 

ist, so sagen wir, dass X die Divergenz yon A ist, X = div A. 
rot A und div A sind nach diesetl Definitionen durch die Vektorfunktion A, bis 

auf eine Funktion, welche, fiber einen beliebigen Bereich integriert, das Ergebni6 Null 
ergibt, eindeudg bestimmt. 

FOr stetige rot A und divA stimmen unsere Definitionen mit denjenigen yon 
Maxwell ~berein. 

S^'rz V. ~ Wenn .q und B in li stetige Vektorfunktionen sind, welche endliche 
Rotationen und endliche Divergenzen besitzen, und wenn:  

IB(P) - -  B(~2)l < K. P Q ,  

wo P und (2 beliebige Punkte in fl sind und wo K yon P und ~ unabh~ingig ist, so 
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besteht ffir jede geschlossene Fl~iche S in f~ die Beziehung: 

,aal /'s(B A r o t d - [ - d  A r o t B - - B d i v d - -  ddivB)dr 
(6) 

-Jr- A A (B Ads)  -1- (,ts y B)A --- o 6). 
S 

Beweis: Wit zerlegen ~'~s auf die in Hilfssatz : angegebene Weise in N r 
gebiete. s sei ein Teilbereich yon ~'~s, O ein Punkt in ~.lsr. Wit haben: 

s f A rot Adt.~ = Bo A (ds A ,4). 
sp 

Folglich : 

Tell- 

L B A  r o t A d ~ - - ] s p ( B - - B o )  A rotAdco 
5 0 */tl 

- - - - s  d s ) A - - ( ( B - -  Bo) x d s ) A - - ( B o X ( A - - A o ) ) d s - - ( A o X  Bo)dS ]. 

Man hat: 

Ferner : 

s ( B -  Bo) 

fss (Ao X Bo)ds "-" o. 
P 

= J o [  a~,. ~ s . ,  + f , ( ( B  - -  Bo) • as ) (~  - -  Ao) 
JflSp 

--s163176176163176 

Folglich : 

s 1 7 6  

= fas[(B-- Bo) A rot A - -  (A - -  Ao) di,, B]d,o 

Andrerseits : 

s  A A r~ B - B div A)d~ nt- ~s A A (B A 

~ "~s}(A - -  Ao) A rot B -1-- (B - -  Bo)div ,4] do  

~) Man vergleiche hierzu: C. BURALI-FORTI et R. MARCOLONGO, Analyse vectorielle gdndrale: 
I. Tra~,sformalions lindaires (Pavie, Mattei & C., 1912), pp. IIO-11 I. 

Rend. C~rt. 3.falem. Paler,no, t. XXXVIII (2 o ~em. 1914),--Stampato il 16 maggio tgt 4. 2t, 
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Folglich : 

F ( B  A r o t , ' / +  d A r o t B - -  B d i v d  - -  .4div B)d,o 
't15 

+ g f l  ,, (S Ads)+s215 
�9 ~ a s r [Max  IB - -  Bo] lrot dl -[- Max Id - -  dol [rot Bp 

--[- Max IB - -  Bol ldiv AI -[-- blax I d - -  dol Idiv BI] 

-[- 3 K Ls R~ r blax [d - -  dol. 
Folglich : 

(B  A rot d -[- A A rot B B div d d div B) d~ i 

5 

+ . 4 A ( B A d , ) +  ( B X d , ) . 4  <~ras  

-[- 3 K Ls R~ Max [.4 - -  do[, 

wo ~-=~lim % = o ist. Da .h.tr Rt~ bei wachsendem p unterhalb einer endlichen Grenze bleibt 

und da : 
lim Max 1.4 - -  dol = o 

so ist unser Satz bewiesen. 

S.~TZ V I . -  Wenn .4 eine in 11 stetige Vektorfunktion ist, welche eine endliche 
Rotation und eine endliche Divergenz besitzt, so besteht, wenn S e i n e  beliebige ge- 
schlossene Flache in 1~ ist, die Beziehung: 

A(P) 3 s  grade, ' div.4(P')do,'-}-~fus = - -  rot A(P') A grad e, I do~' r r $ 

I f 5  + (  ' s I 47~ grade,  .4(P') • ds') C4 g~ade, r A (.4(e') A ds') (,'=PP) 

vorausgesetzt, dass P innerhalb S liegt. 

Zum Beweise setzt man in Formel (7)  B = g r a d v ,  I__ und verfahrt 0brigens ganz 
r 

in derselben Weise wie bei dem Beweise des Satzes II. 

SATZ VII. ~ Wenn D(P) eine in ~,l endliche und integrable skalare Funktion ist 
und wenn R(P) eine in demselben Bereich endliche und integrable Vektorfunkfion ist, 
dann ist : 

i s ' D(P')a~' I s  i A R(V')dto', .4(P) --- -~ grade' -7" - -  4---~ -7- 

wo  r = P P '  ist, eine in ~,~ stetige Vektorfunktion, welche dort die Rotation R und 
die Divergenz D besitzt. 

Der Beweis wird ganz wie der Beweis des Satzes III gefahrt, in dem man rich 
auf die leicht zu beweisende Tatsache stutzt, dass wenn S' eine beliebige geschlossene 
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Fl.ache in t] ist: 

f s  grade I A d s - - o .  
r 

Wenn D und R stetige Funktionen sind, welche nicht den PETatNt'schen Bedin- 
gungen gentigen, so bes i tz t ,4(P)nach MAXWELL,  aber nicht nach den yon den neueren 
Autoren 7) gegebenen Definitionen eine Div. und eine Rot. Wenn D und R endliche~ 
nicht stetige, abet integrable Funktionen sind, so besitzt , ' /(P) nach unseren Definitionen, 
aber nicht nach /k, IAXWELL eine Div. und eine Rot. ~ I n  den Anwendungen kommen 
vielfach F/ille vor, wo D und R Unstetigkeiten aufweisen. 

Upsala ,  N o v e m b e r  19I ). 
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