Kurven auf algebraischen Fliichen.

Von
Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. Saale.

Einleitung.

Die Formeln, die dazu dienen, die stationiren Elemente von Kurven
und abwickelbaren Flichen zu bestimmen, sollen in dieser Arbeit in eine
Form gebracht werden, die ihre bequeme Anwendung anf Kurven gestatten,
die auf einer Fliche liegen, und auf abwickelbare Flichen, die einer Fliche
umschrieben sind. Zum SchluB folgen einige Anwendungen. Weitere An-
wendungen gedenke ich in besonderen Arbeiten zu geben.

I. Kurven und abwickelbare Flichen.

Zunichst seien die Formeln zusammengestellt, die in eine fiir unsere
Zwecke passende Form gebracht werden sollen?).

1. Raumkurven.
Es seien a,, a,, a,, a, vier dquivalente teilerfremde ganze Divisoren
eines algebraischen Korpers 98 einer Veranderlichen.  Wir setzen, unter
Ay, Aq, A3, 4, Konstanten verstehend,

{ ao='11“1+}';°e+23a3+}'4a4r
a

£y = —.
(] 0

(1)

Fassen wir die &, als homogene Punktkoordinaten eines Punktes (&) auf,
so bildet die Gesamtheit dieser Punkte (&) eine algebraische Kurve. Wir.
nehmen an, daB jeder Stelle dieser Kurve auch eine Stelle des Korpers 3
entspricht und bezeichnen die Kurve auch mit . Ist p eine Stelle von

) Wegen der Beweise sei verwiesen auf: Hehsel-Landaberg, . Theorie der
algebraischen PFunktionen einer Variablen. Teubner 1802, 27, Vorlesung, S. 460f.;
Hensel, Uber die Invarianten algebraischer Korper, Journ. f. Math. 149 (1919),
8. 125—146.
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P und < eine GroBe, die dort von der ersten Ordnung Null wird, so sind
in’ der U.mgebung von p die &, in der Form darstellbar

Sa =TTV, (T)’

wo » eine ganze nicht negative Zahl und wo die a, () gewshnliche Potenz-
reihen von r sind, die nicht alle fiir z = 0 verschwinden. Wir setzen dann
noch a,=1" und nennen die a,(r) die zugeordneten Funktionen der
Divisoren a, fiir die Stelle p. Diese sollen nicht vollstindig bestimmt
sein, sondern es soll gestattet sein, sie mit einem gemeinsamen Faktor zu
multiplizieren, der eine Einheit fiir die Stelle p ist, d. h. eine gewohnliche
Potenzreihe von 7, die fiir 7 =— 0 nicht verschwindet. Es sind also die a,
und ebenso die spiter vorkommenden ganzen Divisoren nicht nur Symbole,
sondern an jeder Stelle gewohnliche Potenzreihen einer an dieser Stelle
von erster Ordnung verschwindenden GroSe.

Die im folgenden auftretenden Differentialausdriicke haben infolge-
"dessen an jeder Stelle p eine Bedeutung und sind durch eine ganz be-
stimmte Potenz des zur Stelle p gehorenden Primteilers p teilbar. Dabei
gilt das Differential dz als Einheit fiir die Stelle p, wenn ¢ von der ersten
Ordnung in p verschwindet. Es werden also durch die Differentialausdriicke
ganz bestimmte Divisoren definiert und diese sind deshalb von besonderer
Bedeutung, weil die Differentialausdriicke Differentialinvarianten sind.

Es seien 3, 3,, 3 die Divisoren der stationiren Punkte, Geraden und
Ebenen von . Es bestehen dann folgende Gleichungen

2y Yap = 0adg— A5d Qa = §; A,
(3) "lé=|aa’ daﬂls dgar|=5f5aa3’
(4) 77=|a17 d_aa: daas’ dsa4!=ﬁf§gﬁs’

wo die a4 und ebenso die g; ganze Divisoren ohne gemeinsamen Teiler
sind. Die a,4 sind die Linienkoordinaten der Geraden von P und die a,
die Ebenenkoordinaten der Ebenen von . Die Ordnungen von @, 84, 02,
31> 32> 3¢ Seien m,, ny, ng; w,, w,, w,. Es sind n,, n,, n, gleich Ordnung;
Rang, Klasse von B.

2. Abwickelbare Flichen.

Die Ebenen der Kurve P hiillen eine abwickelbare Fliche B’ ein,
deren Gratlinie §§ ist. Die Punkte, Geraden und Ebenen von P heiBen
auch Punkte, Geraden und Ebenen von P’, wobei das Wort Punkt in
pragnantem Sinne gebraucht ist. Statt von den Punkten auszugehen,
kann man auch von den Ebenen ausgehen. Wir erhalten dann dual zu
Nr. 1 folgende Gleichungen: ‘
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(5) Nap = Gad8p — Qfda; = 3, Qap = F30y3,
(6) ni=|als dag, 4’0 = g0,
(7) ' =|aj, daj, d°aj, d°a| = 3253

Es ist dann und nur dann identisch

3, =0, wenn P in einen Punkt kondensiert, also B’ ein Kegel ist,
(8) 32=0, wenn B eine Gerade, also P’ ein Ebenenbiischel,
3 =0, wenn P eine ebene Kurve, also ' in eine Ebene kon-
densiert ist.
Aus (2) bis (7) ergeben sich durch Vergleichen der Ordnungen’ der
Divisoren links und rechts folgende sechs Pliickerschen Gleichungen, von
denen drei unabhéngig sind,

(9) 2p—2=w,+n,—2m, 3(2p—2)=2w, + w,+ ng — 3n,,
6(2p—2)=38w, + 2w, + w; — 6n,,

(10) 2p—2=wy+mn,—2m, 3(2p—2)=2wy+w,+n —3n,,

| 6(2p —2)=3w,+ 2w, + w, — 6n,.

8. Mehrfache Kurven.

Es mogen einer Stelle. der Kurve der Punkte (§) x4 im allgemeinen
verschiedene Stellen des Korpers 8 entsprechen. Wir bezeichnen die Kurve
mit P,. Es ist dann P ein Kérper vom Relativgrade g iiber dem Korper
By, der durch die Kurve definiert wird. Jeder Primteiler von B, zerfillt
in P in u Primteiler, so daB die Ordnung eines Divisors von P, u-mal
so grol wird, wenn wir ihn als Divisor von P auffassen.

Es sei 3 der Verzweigungsdivisor von B in bezug auf PB,. Die in
den Nrn. 1 und 2 definierten Divisoren und Zahlen sollen sich wieder auf
die Kurve der Punkte (&), also auf B, beziehen. Dann ist jetzt im Korper B

(11) Naf =3, 50apy Na=34188 0 N=33bks"™

Der hier betrachtete Wall tritt z. B. ein, wenn die Kurve P, eine
p-fache Kurve einer algebraischen Fliche F ist. Die Verzweigungsstellen
von P in bezug auf B, sind dann die Stellen, wo zwei oder mehrere der
p durch 9B, gehenden Blitter von F analytisch zusammenhingen. Ist
u =2, so sind es die Kniffpunkte der Doppelkurve. Der Korper B kann
iibrigens zerfallen.

Dual entsprechende Uberlegungen gelten fiir diejenigen einer Flache F -
umschriebenen abwickelbaren Flichen, deren Ebenen F mehrfach beriihren.
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4. Ebene Kurven und Kegel:

Es sei dhnlich wie in Nr. 1
[} a,

(12) =3 &L=0, &=2,
wo die a, ganze, teilerfremde, dquivalente Divisoren eines algebraischen
Korpers P sein sollen. Wir nehmen an, daB der Korper der rationalen
homogenen Funktionen der &, mit B identisch ist. Wir deuten die & als
homogene Punktkoordinaten eines Raumes, indem wir noch eine vierte
Koordinate 54 hinzufiigen. Nehmen wir & =0 an, so deﬁmeren die
Punkte (&) eine in der Ebene 4 des Koordinatentetraeders hegende ebene
Kurve. Lassen wir £, unbestimmt, so bilden die Punkte (£) einen Kegel,
dessen Spitze die Ecke 4 des Koordinatentetraeders ist. Wir bezeichnen
die Kurve mit 8, den Kegel mit .

Sind 3,, 3, die Divisoren der stationiren Punkte und Tangenten von
P oder der stationjren Kanten und Ebenen von ', so ist

(18) Na = Qpd @y — Os'dﬁﬂ =% 0z,

(14) n=|a,, da,, d?aéiz‘_(’)f&z'

Wir setzen, unter i, A , 2.; irgendwelche Kdnstanten verstehend,
r r .y ’ ﬂ,;

(15) g =4, a] + i a) + A, a;, §“=c§'

Die £, sind die Linienkoordinaten der Geraden von' oder die Ebenen-
koordinaten der Ebenen von ’. Dual zu (13), (14) bestehen die Gleichungen
(16) ’7;=aéda;"a}"daé=_ﬁeaa’

(17) ’7,21 a{,vdn;', deas,l"_‘%l&g‘

Sowohl zwischen den & wie zwischen den & besteht eine irreduzible
algebraische Gleichung. Diese seien (&, &, &)=0und f '(5:, E;, 5;) =0
Dann ist fir die Umgebung jeder Stelle identisch
(18) ,f(avawus)zos f'(af, ag, ag) = 0.

Bezeichnen wir die ersten Ableitungen durch Hinzufiigen der Indizes 1,2,8,
so bestehen die Gleichungen

(19)  file)=mya=me30i, fe(a')=m'ga0, =mg3]0,.

Die hierdurch definierten Divisoren m, m,, m’, m, sind ganz. Es ist m
der Divisor der mehrfachen Stellen von % .oder der mehrfachen Kanten
von B’ und m’ ist der Divisor der mehrfachen Geraden von B oder der
mehrfachen Ebenen von P’
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Die Ordnungen von 3, 3,, t, My, M', Mg, G4, Ac Seien w;, wy, M, My,
m’, my, ny, 0. Es ist m, die Ordnung und n, die Klasse von P oder .
Durch’ Gleichsetzen der Ordnungen der Divisoren auf beiden Seiten der
Gleichungen (13) bis (17), (19) folgt
20) 2p =w, + n, — 2n,, 3(2p—2)=2w1+w2—3n1,
( —,2=w.3+n1——2n2, 3(2p — 2)=2w, + w, — 3n,,
{n,(n,,—1)=—;2m+w,+n2=2m0+3w1+n,,
Ny (g — 1) =2m'+w, + n, = 2my + 3w, + n,,
aus denen unter anderem folgt
(22) 2p—2=mn,(n,—3)—2m=n,(n, —3) — 2m’.

(21)

II. Kurven auf einer algebraischen Fliiéhe F und ihr umschriebene
abwickelbare Flichen.

Im folgenden benutze ich ofter meine Arbeit: Uber die Differential-
“invarianten algebraischer Flichen?®), die ich mit D zitiere.

1. Die Fliche F und ihre Kurvén.

Die Fliche F' sei definiert wie in D, 8. 183. Die Koordinaten X
eines. Punktes (x) und die Koordinaten z; einer Ebene (z') von F seien
also gegeben in der Form
(1) x,,:%‘,‘, x,;=§—:: (x=1,2,8,4),
wo die 9; und ebenso die 9 ganze teilerfremde dquivalente Divisoren
. ohne gemeinsame Nullstellen eines algebraischen Kérpers T' von zwei Ver-
anderlichen sein sollen. Jedem Primteiler, § (erster Stufe) erster Art lassen
wir auf F eine Kurve § entsprechen, so daB jede Kurve an jeder Stelle,
durch die sie geht, eine zugeordnete Funktion P (z,v) hat, die lings der
‘Kurve 8 verschwindet. Folgende vier Arten von Kurven :iud zu unter-
scheiden:

a,) Langs der Kurve B sind weder die Verhaltnisse der %; noch die
der 9; konstant.

'b) Langs P sind die Verhsltnisse der 9; konstant, nicht aber die der %;.

¢) Lings B sind die Verhaltnisse der 9; konstant, nicht aber die der 9I;.

d) Liings B sind sowohl die Verhaltnisse der 9; wie die der 9[; konstant.

Im Falle b) ist B in einen Punkt H kondensiert, aber die Berithrungs-
ebenen von F in den Stellen von P sind verinderlich. Sie bilden einen

%) Diese Zeitschr. 8, 5. 182—221.
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Kegel, den Beriihrungskegel von F in dem singuliren Punkte H. Wir
nennen P eine Punktkurve.

Im Falle ¢), der dual zu b) ist, fallen die Beriihrungsebenen, die F
in den Stellen von ‘ hat, zusammen. Die F lings P8 umschriebene ab-
wickelbare Fliche ist in eine Ebene kondensiert, die F' lings B beriihrt.
Wir nennen B eine Ebenenkurve.

Im Falle d) ist ‘B gleichzeitig Punkt- und KEbenenkurve.

Sind P und £ zwei Kurven von F, so verstehen wir unter
(B, Q) = (0, BP) die Zahl ihrer Schnittpunkte. Ist P eine Primkurve, so
koénnen wir (B, ) auch in folgender Weise definieren. Jede Kurve £,
die B nicht enthalt, geht fiir P = 0 in einen ganz bestimmten Divisor g
des Korpers P iiber. Da dquivalente Kurven in &quivalente Divisoren
iibergehen, so geht jede Klasse () in eine Klasse (q) des Korpers
iiber fiir P=0. Und es ist (P, D) die Ordnung der Klasse (q). Es
hat nach dieser Definition (B, £1) auch einen Sinn, wenn B in & ent-
halten ist. Ist P kein Primteiler, sondern etwa P —= RP:+PBre... B
wo die P; Primteiler sind, so setzt man

(B, 0)=p, (P, Q)+ -+ p.($,,0).
Es gelten die Satze
ﬂ},ﬁ):(ﬁ,%),

’Q{: :Q’a
o B, gy, B0

Man vgl. hierzu meine Arbeit: Zur Theorie der Kurvenscharen auf
einer algebraischen Fliche. Journ, f. Math. 138, S. 77—95.

2. Kurven auf F.

Es sei P eine Primkurve auf der Fliche F. Wir bezeichnen mit &,
die Koordinaten eines Punktes (&) von B, mit y. die irgendeines Raum-
punktes (y) und, wie schon angegeben, mit 2, die eines Punktes (x) von F.

Ferner sei G(y) =0 die Gleichung irgendeiner von F verschiedenen
irredaziblen Fliche ¢, die durch P geht, so daB fiir die Umgebung irgend-
einer Stelle S, durch die P geht,

(2) G (%) =’G(%I1,912,QI3,914)=§f§"(u,v)@i(u,v),
wo @ > 0 und wo ®(u,v) eine durch % (u,) nicht teilbare gewshnliche
Potenzreihe von u, v ist. Es ist @ die zugeordnete Funktion der Kurve,
in der die Tliche G die Fliche F aufler in P noch schneidet. Die Ord-
nung von G sei g.

Zur Abkiirzung sei gesetzt

oG (%
(3) = 6,(M) =6,
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Aus (2) folgt

(4) 26U, =gG=gP°G,
(5) 26 26 _ pemiglE | pel®
(6) ZGkaaﬂvk BG $a—1®a$+$ua®

Zu diesen Gleichungen nehmen wir noch folgende hinzu, in der wir unter
Hys tgs My, 4, Unbestimmte Konstanten verstehen,

(7) Z’ Gk"uk =p
wo u durch diese Gleichung definiert sein soll. Aus (4) bis (7) ic.,-
durch Auflésen nach @, unter Beachtung von D, 8. 184, (5) urd (6)

G R W= u p My p |+ (a),
0 %A % %A

apeiglf T 0 08

u ou Ou
ig2® 2% 2% ox,
aSB @ va dv v |

wo unter (a) Summanden zu verstehen sind, die mindestens durch P°
teilbar sind. Diese Gleichung ist identisch in den u,. Vergleichen wir
links und rechts den Faktor von u,, so erhalten wir
m{%;aa - %;Gd =aP* G0 A A | (a).

0% 0w, 2w,

du bu Ou

0% 0%, 0%,

dv dv dv
Diese Gleichung multiplizieren wir mit du. Und zwar multiplizieren wir
die Determinante der rechten Seite, indem wir ‘die zweite Zeile mit du
multiplizieren. AuBerdem addieren wir die mit dv multiplizierte dritte
Zeile der Determinante zur zweiten. Wir erhalten

R{AG, — UG du=aP* G| 0 A A |+(a).
dp d¥, d¥,
2P 0%, 0%,

v v v ov
Beachten wir, daB dB = 0 fiir = 0, so folgt

(8) R{UG,— A0} du=aB* &2 (%, %, — %, d%} + (a).

Wir nehmen an, daB P (u,v) von v wirklich abhiingt, was keine . Be-
schrinkung ist, da wir ja % mit v vertauschen konnten.
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Fiir B = 0 gehen die z, in die &, iiber. Benutzen wir die Bezeich-
nungen von I, Nr.1, so haben wir die Divisoren des Korpers ¥, in die
die ¥, fiir P= 0 iibergehen, mit g, zu bezeichnen, Diese Divisoren sind,
wie es sein muB, teilerfremd, da die ¥, keine gemeinsame Nullstelle haben
(D, Einleitung). Daher folgt aus (8) und (2) wegen I, (2)

R ’
(I) Nag &{a*g(u) m[m G — 91,,0,]},
By

wo afSyd eine grade Permutation von 12 3 4 ist.
Es ist unter der Annahme B =0, also %, = a, nach I, (8),

= | Uy, AU, dﬁﬂ«i! = ’723“?914 + ’734‘12?{2 +"742d29[3'

Setzen wir voriibergehend zur Abkiirzung

(9) G 7F P
so folgt wegen (I)

m=lim [p {2 3 ara" o — 0, Y oia" o}
oder wegen D, S. 188, (5) und (6)

(M) 7=l {afﬁz"a) S [ 3 60 % — o Qu(du, dv)]}
Ty

Es ist nach I, (4) unter der Annahme § =0
0=, d%, d" A, d* U, | =5, d* U, + 5,9, + 0,d° %, -, °Y,.
Unter Benutzung von (II) und (9) folgt hieraus
(10) y=lim [o{ X Wwa’ w3 6,d°%, —Q, (du,dv) 3 @,d*u,}].
Es ist aber nach D, S. 196, (5), (6) und D, 8. 188, (5), (6)
) { Qs(dg,dv)=2’at;d“%t,,+ 8/ d%d" %,
dQ,(du,dv) = D W d* Uy + D AWy d Wy
Daher folgt aus (10) wegen (9)

(11m) q_hm{a‘ﬁ?%) 25 B0 (au, av) — 50, (au, ao)} > 6,d*%,
Fr)

- a0 D).
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3. Abwickelbare einhiillende Flichen von F.

Es sei wieder B eine Primkurve auf F, und ' sei die abwickelbare
Fliche, deren Ebenen F' in den Stellen von P beriihren. Es ist B im
aligemeinen nicht die Gratlinie von P’. Es mogen y/ die Koordinaten
irgendeiner Ebene sein, a:, die Koordinaten einer Ebene von F und
&l die einer Ebene von ‘.]3 Es sel wie in D, 8. 185 (2)

,_
(12) Ty = o
Ferner sei G'(7')=0 die Gleichung einer von F verschiedenen irredu-
ziblen algebraischen Fliche, der auch B’ umschrieben ist. Es. ist dann

(13) ¢ (W) =p¢,
wo @ eine ganze durch § nicht teilbare Kurve ist und wo g > 0.
Setzen wir zur Abkiirzung

26’ (%)

(14) 9L

L
== Gk,

so erhalten wir dual zur vorigen Nummer folgende Gleichungen:

’ ’ : ER d
() na,g=hm{ C‘f(%)a;[ﬂa %[G]}
(Ir') 77.1=1im{ é"‘&) a;_B (%, 3614 — 6, @, (du, dv)]}

(IIT') »'= in{ (’f’:‘ﬁ) ;f; ({3402 (du,dv) -+ 30, (dw, a9} M gia e

v
— Q,(du,dv) )/ G;dsm,:]}-

III. Anwendungen,
1. Uber die Kurven ® und %'

Es sei B eine in R (D, 8. 184 (6)) in der Potenz o > 0 enthaltene
Primkurve, die nicht Punktkurve ist. Essind dann in (I) die 7,5 Wegen
I, (2) und (8) nicht. identisch Null. Wenn die Flache @ nicht besonders
gewdhlt ist, so beriihrt sie F nicht lings P, so daf die G, fir L =0
nicht proportional zu den 9 werden. Daher folgt aus (I), daB G M)=P*G
genau durch die (¢ +1)-te Potenz von P teilbar sein muB. Das gilt
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auch noch fiir ¢ =0, wenn also P in R nicht enthalten ist. Wenn
dagegen die Fliche G die Fliche F lings P beriihrt, so folgt a > g - 1.
Es verhilt sich also  wie ein Riickkehrpunkt von der Riickkehrordnung o
einer Kurve C; denn jede durch einen solchen Punkt gehende Kurve hat
mit C in dem Riickkehrpunkt mindestens ¢ 4+ 1 zusammenfallende Schnitt-
punkte. Hier haben wir, wenn wir das aus (I') folgende duale Ergebnis
gleich hinzufiigen.

Ist P eine nicht in einen Punkt Icondenswrte Pﬂmkurre, die in R
tn der ¢-ten Potenz enthalten ist, so hat etne durch B gehende Fldiche G
die Kurve B mindestens (¢ +1)-mal mit F gemeinsam. Geht G ein-
fach durch B und berikrt G die Fldiche F nicht lings B, so hat G die
Kurve B genau (¢ +1)-mal mit F gemeinsam.

Es sei P’ eine -nicht in eine Ebene kondensierte F umschriebene
abwickelbare Fliche und es sei P die Kurve, lings der B’ die Fliche F
berihrt. Ist B in R’ in der o’-ten Potenz enthalien, so hat jede Fldche G,
aufgefaft als Gesamtheit ihrer Ebenen, die Fliche B’ mindestens (o'-+1)-
mal gemeinsam mit F. Beriikren die Ebenen von P’ die Fliche G nur
einmal und geht Q' micht durch B, so hat Q' die Fliche P’ genau
(@’'+1)-mal mit F gemeinsam.

R heiBt. die Rickkehrkurve und R’ die parabolische oder Wende-
kurve von F. Ist die Primkurve P in R in der gp-ten und in R’ in
der o’-ten Potenz enthalten; so heiit ‘B eine Riickkehrkurve der Riick-
kehrordnung ¢ und eine Wendekurve der Wendeordnung o'

2. Uber das identische Verschwinden von LN — M,

Eine algebraische Fliche F hat im allgemeinen zweifach unendlich
viele Punkte und Ebenen. Es kann aber sowohl der Fall eintreten, daB
gie co? Punkte, aber nur oco®* Ebenen hat, wie atuch, daf sie oc?
Ebenen, aber nur oo! Punkte hat. Im ersten Fall ist ¥ als Ord-
nungsfliche (d:. h. als Gesamtheit ihrer Punkte) eine eigentliche Fliche,
als Klassenfliche (d. h. als Gesamtheit ihrer Ebenen) keine eigentliche
Fliche. Im zweiten Falle ist F' als Ordnungsfliche keine elgentllche
Flache, wohl aber als Klassenfliche. Im ersten Fall degeneriert F in
eine abwickelbare Fliche, im zweiten Fall in eine Kurve. Diese beiden
Fille sind zueinander dual.

Es fragt sich, wodurch diese beiden Fille charakterisiert sind. KEs
sei F eine abwickelbare Flache. Dann hiingen die Verhiltnisse der Koor-
dinaten' z, ihrer Ebenen, also auch die Verhiltnisse der %, nur von einem
Parameter ab. Und umgekehrt, wenn dies der Falliist, ist F eine ab-
wickelbare Fliche. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
ist aber, daB die Determinanten 8; (vgl. D, 8. 185 (5)) identisch ver-
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schwinden. Das wiederum tritt dann und nur dann ein (D, 8.185 (6)),
wenn R’ identisch Null ist. Nehmen wir den dualen Satz hinzu und
“beachten die Gleichung D, 8. 190 (18), so haben wir:

Sind L, M, N die Gaupschen Fundamentalgrofen zweiter Ordnung
einer Fliche F, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dafl F in eine abwickelbare Fldche oder eine Kurve degeneriert,

LN — M*=RR identisch Null,

und zwar tritt der ersie oder zweite Fall ein, je nachdem R’ oder R
identisch Null ist.

3. Ein Satz iiber Inflexionskurver_l.
Es gilt der Satz

Eine ebene Inflexionskurve, die nicht Ebenenkurve ist, ist eine
Gerade oder eine Punkikurve. .

Die Inflexionskurven sind dadurch definiert, daB léngs ihrer die
GauBsche Fundamentalform zweiter Ordnung @, (du, dv) verschwindet:
Es sei P eine ebene Kurve auf F, die Inflexionskurve ist, aber nicht
Ebenenkurve. Die Ebene von P soll also F nicht lings B beriihren.
Es liege P in der Ebene y,= 0. Wir wihlen in (II) G(y)=y,. Da
“die Ebene y, = 0 F nicht lings P beriihrt, so ist nach IIT, Nr.1

G(A) = PG,

wenn P in R in der p-ten Potenz enthalten ist. Ferner ist

G,=G,=G=0, G=1.

Da lings P identisch %, =0, also auch d°%,=0 und da lings P die
Form @, verschwindet, so folgt aus (II) 7, =0, also nach I (3), da die
a. nicht simtlich Null sein konnen, 3, 3, =0, so daB nach I (8) P Punkt-
kurve oder Gerade ist.

Dual ergibt sich:

-EBine Inflexionskurve, die gletchzeitty Beriihrungskurve eines Kegels
aber nicht Punktkurve ist, ist eine Gdrade oder eine Ebenenkurve.

In shnlicher Weise schlieft man aus (II) und (I1'):

Jede Ebenenkurve, Punktkurve und Gerade von F ist Inflexions-
kurve.

4. Uber das identische Verschwinden von &.

Infolge der Deéfinition der Salmonschen Kurve & einer Fliche F
hat in jedem ihrer Punkte F eine Inflexionstangente, die von hoherer als
aweiter Ordnung beriihrt (vgl. D VI, 8. 195, 196) und umgekehrt liegt
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jeder solche Punkt von F auf ©. Daher ist jede auf F liegende Gerade
in @ enthalten; denn in jedem ihrer Punkte hat I eine Inflexionstangente
der angegebenen Art, nimlich die Gerade selbst. Ist daher F' eine ge-
radlinige Fliche, so mul © identisch Null sein. Es sei umgekehrt &
identisch Null. Es sei § eine regulire Stelle von F. Da & identisch
Null ist, so haben die Formen @, (dw, dv) und @;(du, dv) einen gemein-
samen Faktor und es geht durch § eine Kurve %, lings der ¢, und @,
Null wird. Da § eine regulire Stelle ist, so kénnen wir annehmen, daB
B weder eine Punkt- noch eine Ebenenkurve ist. Wir wissen freilich
zunichst nicht, ob  eine algebraische Kurve ist und konnen daher die
Formel (IIT) nicht auf den ganzen Verlauf von ‘§ anwenden, aber wohl
in 'der Umgebung von S. Es ergibt sich, da lings P # identisch Null.
Daraus folgt nach (4), daB 3, 3,3, identisch Null ist. Es kann aber 3,
nicht identisch verschwinden, da § keine Punktkurve ist. Also. ist 3,3,
identisch Null, so daB nach (8)  eine Gerade oder eine ebene Kurve
ist. Da aber @, lings B. verschwindet, so ist § ebene Inflexionskurve, -
also nach der vorigen Nummer immer eine Gerade. Wenn also © =0,
so geht durch jede regulire Stelle von F eine Gerade, d. h. F ist gerad-
linig. Wir haben daher:

Es st © dann und nur dann identisch gleich Null, wenn F eine
geradlinige Fliche 1ist. '

5. Uber die Héchstzahl der auf einer algebraischen -Fliche
liegenden Geraden,

Auf einer algebraischen Fliche F konnen drei Arten von Geraden
liegen. Es sei & eine auf F liegende Gerade.

1. Es konnen alle Punkte von ®& auf F liegen und alle Ebenen
durch & Ebenen von F sein. Die Berithrungsebene von F in einem
Punkte P von @& ist mit P beweglich und umgekehrt ist der Beriihrungs-
punkt einer durch ® gehenden Ebene E mit E beweglich. In diesem
Falle hat ein ebener Schnitt % von F und auch eine Beriihrungskurve 9’
eines Beriihrungskegels von F einen Schnittpunkt mit &, d. h. es ist

(1 (L, G)=1, (¥, ®)=1
2. Alle Punkte von & liegen'auf F, aber nur eine Ebene E von F
geht durch &. Diese Ebene E beriihrt dann F lings ®. Es ist @ eine

Ebenenkurve. Die Beriihrungskurve eines Kegels, dessen Spitze nicht in B
liegt, schneidet & nicht. Es ist daher in diesem Falle

(2) (%A G)=1, (%, &) =0.
Die Gerade ist in diesemn Falle nur Gerade von F, wenn wir F als Ord-
nungsfliche auffassen.
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3. Alle Ebenen durch & sind Ebenen von F, berithren aber F alle
in demselben Punkt. Es ist in diesem Falle & nur Gerade von F, wenn
wir F als Klassenfliche auffassen. Es ist & Punktkurve und es wird
(3) (A, B)=0, (A, @) =1.

Die Fille 2. und 8. sind dual zuéinander.

~ Wie wir schon in der vorigen Nummer -sahen, ist jede Gerade @ in &
enthalten, und zwar, wie einfache Beispiele zeigen, in den einfachsten
Fillen in der ersten Potenz. Nach (1), (2), (3) ist daher die Hochstzahl
der auf éiner Ordmungsfliche liegenden Geraden (U, &) und der auf einer
Klassenfliche liegenden (', ©). Wir benutzen die Aquivalenzen D, 8. 221
(IV), (IV’), nimlich ' ' ‘
(4) m.’b’@ll @ ~ 2[11”—24, ER'&*@IH @ ~ Qllnn’—}l-

Hierin ist ® durch %°, abgesehen von Punktkurven und ®’ durch ®'°
abgesehen von Ebenenkurven teilbar, wie ich an anderer Stelle beweisen
werde. Wir setzen D =R’D,, D= R"*D,, so dabB

(5) S~ %In"_“ SDD—QER—-W ~ Q[rnn'—u Q(;—-u ml-—W.
Wir setzen
(6) (U Dp) =28y (WR)=c; (A, Dg)=2b, (A,R)=0c"
Wegen (5) und (6) haben wir also '
Die Hochstzahl der auf einer Ordnungsfliche liegenden Geraden ist

(N (11m — 24)n — 225, — 27¢
und der auf einer Klassenfliche liegenden
(8) (11’ —24)n’ — 225, — 27 ¢".

Dabei st n die Ordnung der Fliche und b, und ¢ sind die Ordnungen
shrer mehrfachen und Riickkehrkurve. Die Zahlen ', b(;, ¢’ sind dual
2u m, by, c. ' '

Halle a. d. Saale, Mai 1921.

(Eingegangen am 8, Juli 1921.)
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