
Kurven auf algebraisehen Flaehen. 
Von 

Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. Saale. 

Einleitung. 

Die Formeln, die dazu dienen, die station~iren Elemente yon Kurven 
und abwickelbaren Fl~chen zu bestimmen, sollen in dieser Arbeit in eine 
Form gebracht werden, die ihre bequeme Anwendung aui Kurven gestatten, 
die au~ einer Fliiche liegen, und auf abwickelbare F]~chen, die einer Fl~iche 
umschrieben sind. Zum Schlufl folgen einige Anwendungen. Weitere An- 
wendungen gedenke ich in besonderen Arbeiten zu geben. 

I. Kurven und abwiekelbare Fliiehen. 

Zun~hst  seien die Formeln zusammengestellt, die in eine fiir unsere 
Zwecke passende Form gebracht werden sollenl). 

1. R a u m k u r v e n .  

E s  seien al,  a~, as, a, vier ~iquivalente teileffremde ganze Divisoren 
eines algebraischen KSrpers ~ einer Ver~nderlichen. Wir se~zen, ~nter 
2~, 2~, 28, 24 Konstanten verstehend, 

(1) ,~. =a~ 
- - o  
~0 

Fassen wit die ~. als homogene Punktkoordinaten eines Punktes (~) aul, 
so bildet die Gesamtheit dieser Punk-re (~) eine algebraische Kurve. Wir  
nehmen an, dab jeder Stelle dieser Kurve auch eine Stelle des-K6rpers 
entspricht und bezeichnen die Kurve auch mit  $ .  Ist ~ eine Stello yon 

1) Wegen der Beweise Sei ~rerwiesen auf: Hensel-Landsberg,  Theorie der 
�9 lgebraischen FunktiOnen einer Variablen. Teubner 1902, 27. Vorlesung, S. 460ff.; 
Hensel, lJber die Invarianten algebraischer K~rper, Jou~n. f. Math. 149 (1919), 
S. 125--146. 
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und �9 eine GrSl3e, die dor~ yon der ersten Ordnung Null wird, so sind 
in der Umgelmng von ~0 die ~a in der Form darstellbar 

wo ~ eine ganze nicht negative Zahl und wo die a~ (3) gewShnliehe Potenz- 
reihen von z sind, die nicht alle fiir z --~ 0 verschwinden. Wit setzen dann 
noch ao----z" und nennen die a~(z) die zugeordneten Funktionen der 
Divisoren a~ f i i r  die Stelle O. Diese sollen nieht vollst~ndig bestimmt 
sein, sondern es soll gestattet sein, sie mit einem gemeinsamen Faktor zu 
multiplizieren, der eine Einheit fiir die Stelle ~ ist, d.h. eine gewShnliche 
Potenzreihe yon z, die fiir z ~ 0 nieht verschwindet. Es sind also die aa 
und ebenso die sp~iter vorkommenden ganzen Divisoren nieht nut Symbole, 
sondern an jeder Stelle gewShnliche Potenzreihen einer an dieser Stelle 
yon erster Ordnung verschwindenden GrSfle. 

Die im folgenden auftretenden Differentialausdriicke haben infolge- 
dessen an jeder Stelle O eine Bedeutung und sind dutch eine ganz be- 
stimmte Potenz des zur Stelle ~0 gehiirenden Primteilers ~0 teilbar. Dabei 
gilt das Differential d~ als Einheit fiir die Stelle p ,  wenn �9 yon der ersten 
Ordnung in ~ verschwindet. Es werden also durch die Diflerentialausdriieke 
ganz bestimmte Divisoren definiert und diese sind deshalb von besonderer 
Bedeutung, weil die Diflerentialausdriicke Differentialinvarianten sind. 

Es seien $1, ~ ,  Ss die Divisoren der stationi~ren Punkte, Geraden und 
Ebenen von $ .  Es beatehen dann folgende Gleichungen 

(2)  ~h, fi ~- a~dafl.-- apd aa = $~ a,~, 

(4) , = i a~, dag, d 'as ,  daa,] = $~$~$a, 

wo die tt~p mad ehenso die fl" ganze Divisoren ohne gemeinsamen Teller 
sind. Die a,p sind die Linienkoordinaten der Geraden yon $ und die a" 
die Ebenenkoordinaten der Ebenen yon ~ .  Die Ordnungen yon o~, a~p, o~, 
$1, ~ '  ~s seien nl, n~, ha; wl, w o, w 3. Es sind hi,  n2, n s gleieh Ordnung; 
Ra.ng, Klasse yon $ .  

2. Abwieke lba re  Fl~chen.  

Die Ebenen der Kurve $ hiillen eine abwickelbare Fliiche $ '  ein, 
deren Gratlinie $ ist. Die Punkte, Geraden und" Ebenen yon $ heilSen 
auch Punkte, Geraden und Ebenen von $ ' ,  wobei das Wort Punkt in 
pr~ignantem Sinne gebraucht ist. Statt yon den Punl@en auszugehen, 
kann man auch von den Ebenen ausgehen. Wi~ erhalten dann dual zu 
Nr. 1 folgende Gleichunger~: 
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( 5 )  ' ' 

(6) v3=laL, d ap, dna[] =~2ha~, 

Es ist dann und nur dann identisch 

~1 = 0, wenn ~ in ~inen Punkt kondensiert, also $ '  ein Kegel ist, 

(8) ~ ~ 0, wenn ~ eine Gerade, also ~ '  ein Ebenenbiischel, 
~s--~0, wenn ~ sine ebene Kurve, also ~ '  in eine Ebene kon- 

densiert ist. 

Aus (2) bis (7) ergeben sich dutch Vergleichen der Ordnungen" der 
Divisoren links und rechts folgende seehs Plfickerschen Gleichungen, yon 
denen drei unabhiingig sind, 

(9) { 2 P - 2 ~ w l ~ n g � 9  2n1' 3(2p--2):2wl~w~nn--3n~' 
6 (2p -- 2) = 3wl -~ 2w~ -4- w3 -- 6nl,  

(10) { 2p-2~w3-j-nJ-2nS' 3(2p--2):2wsJ(-w~+nl--ans' 
6 ( 2 p - -  2) ~-- 3w s + 2w~+  w~-- 6n  s. 

3. Mehrfache Kurven.  

Es mSgen einer Stelle der Kurve der Punkte (~) /~ im allgemeinen 
verschiedene Stellen des KSrpers ~ entsprechen. Wir bezeichnen die Kurve 
mit ~o. Es ist dana ~ ein K6rper vom Relativgrade l+ fiber dem Kiirper 
~o, der duroh dis Kurve definiert wird. Jeder Primteiler yon ~o zerfgllt 
in ~ in F Primteiler, so L dab die Ordnung eines Divisors yon $o/~" real 
so grol~ wird, wenn wit ihn als Divisor yon  $ auffassen. 

Es sei ~ der Verzweigungsdivisor yon $ in bezug aui ~o- Die in 
den Nrn. 1 und 2 definierten Divisoren und Zahlen sollen sich wieder auf 
die Kurve der Punk~e ~) ,  also auf ~o beziehen. Dann ist jetzt im K6rper 

(H)  wp h a.p, +. 

Der hier betrachtete Vall tritt z.B. ei.n, wenn die Kurve $o eine 
/~-fache Kurve einer algebraischen Fl~che F ist. Die Verzweigungsstellen 
yon ~ in bezug au/ ~o sind dann die Stellen, wo zwei oder mehrere der 
/~ dutch ~o gehenden Bl~itter yon F analytisch zusammenhi~ngen. Ist 
/~ ~ 2, so sind es die Kniffpunkte tier Doppelkurve. Der KSrper $ kann 
fibrigens ~edallen. 

Dual entsprechende Uberlegungen gelten Iiir diejenigen einer FiChe 
nm~chriebenen abwickelbaren Flgchen, deren Ebenen F mehffach beriihren. 
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4. E b e n e  K u r v e n  und Kegel ,  

Es sol iihnlich wie in Nr. 1 

{I0 ~ t t0~ - -  f t ~ '  

wo die a t garme i teilerfremde, iiquivalente Divisoren eines algebraisohen 
K~Jrpers ~ sein sollen. Wir nehmen an, dab der KSrper der rationalen 
homogenen Funktionen der ~ mit ~ identisch ist. Wir deuten die ~ als 
homogene Punktkoordinaten eines Raumes,  indem wir nooh eine vierte 
Koordinate ~t  hinzufiigen. Nehmen wit ~ t = 0  an, so definieren die 
P u l d ~  (~) eine in der Ebene 4 des Koordina~entetraeders liegende ebene 
Kurve. Lassen wir ~ tmbestimmt, go bilden die Punkte (~) einen Kegel, 
dessert Spitze die Ecke 4 des Koordinatentetraeders ist. Wit bezeichnen 
die Kurve mit :~,  den Kegel mit ~ ' .  

Sind ~1, ~ die Divisoren der stationiiren Punkte und Tangenten von 
oder der station~ren Kanten and Ebenen yon ~3', so ist 

(13) ~1~ = apd a r - -  e r d  a# = 8~ ct'~, 

(1~) ~ =  la , ,  da.., ~ a 3 1 = ~ .  
r ~ !  P 

Wir setzen, unter i l ,  ~o., 2s irgendwelche Konstanten verstehend, 

r ' =  ' ' + ~ ' + ~ a '  ~: = ~:' (15) ~o ~a~ a~ ~, -~. 

Die ~' sind die Linienkoordinaten der Geraden v o n ~  oder die Ebenen- 
koordinaten der Ebenen von ~ ' .  Dual zu (13), (14) bestehen die Gleichungen 

! t t t I 
= ~ ard  a~ a~, (16) ,1~ a~dav ~ 

(~7)  ~' 1 a~, ~ ,  = 

Sowohl zwischen den &. wie zwischen den ~ besteht eine irreduzible 
t 0 ! t 

algebraische Gleichang. Diese seien f(~. ~,, ~ ) =  0 und f ( ~ ,  ~ ,  ~)----0. 
Dann ist flit die Umgebung jeder Stelle identisch 

(18) f (a~,  ao, a~) = 0, f ' ( a ; ,  a~, a~) = O. 

Bezeiehnen wit die ersten Ableitungen dutch Hinzufiigen ~[er Indizes 1, 2, 3, 
so bestehen die Gleichungen 

(19 )  ~ ( a ) = m ~ , ~ =  ~ ' = 

Die hierdurch definierten Divisoren m, too, m', m o sind ganz. Es ist m 
der Divisor der mehrfachen St~llen yon ~ .  oder der mehrfachon Kangen 
yon ~ '  und m'  ist der Divisor der mehff~chen Oeraden yon ~ oder dot 
mehrfachen Ebenen yon ~ ' .  
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Die Ordnungen yon ~ ,  ~g, m, mo,m', m~, a~, tt~' seien w~, w2, m, too,. 
m', mE, n~, n~. Es ist n x die Ordmmg und n 9 die Klasse von ~ oder ~'.  
Dutch' Gleichsetzen der Ordnungen der Divisoren auf beiden Seiten der 
Gleiehungen (13) his (17), (19) folgt 

( 2 p  2=-wi+ng--2n  ~, 3(2V--2)=2w~--I-wo.--3n~, 
(20) 

2p " 2=w~+n' - -2n~,  3(2p--2)---2w~-4-W!--Sn~, 

! (nl - 1) m + + n. = 2 ,no + 3 + 
(21) /n~(n~-- 1) 2m'+w~+n~-2m;+3w~+n~,  

aus denen unter anderem folgt 

(22) 2p- -2=n , (n~ ,3 ) - -2m=n~(~ t~ - -3 ) - -2m ' .  

H. Kurven auf einer algebraischen Fiiiehe ~ und ihr nmschriebene 
abwickelbare Fliiehen. 

Im folgenden benutze ieh ~fter meine Arbeit: Uber die Differential- 
invarianten algebraischer F1/iehen~), die ieh mit D zitiere. 

1. Die F1/iehe F und ihre Kurven.  

Die Fl~che F sei definiert wie in D, 8.183. Die Koordinaten x~ 
eines Punktes (x) und die Koordinaten x~' einer Ebene (x') roy F seien 
also gegeben in der Form 

~" ' ~" (a 1, 2 ,3 ,4) ,  (1) x, =- ~i--~, x, =----; = 
@10 

wo die ~ und ebenso die ~;  ganze teilerfremde ~uivalente Divisoren 
ohne gemeinsame Nullstelien eines algebraisehen K6rpers T yon zwei Ver- 
~inderliehen sein sollen. Jedem Primteiler, ~ (erster Stufe) erster Art lassen 
wit auf F eine Kurve ~ entsprechen, so (lab jede Kurve an jeder Stelle, 
durch die sie geht, eine zugeordnete l~unk~ion ~ (u, v) ha(;, die l~gs der 
Kurve ~B verschwindet. Folgende vier Arten yon Kurven ci:M zu unter- 
scheiden: 

a) L/~ngs der Kurve ~B sind weder die Verh~iltnisse der ~- noch die 
der ~" konstant. 

b) Liings ~ sind die Verh~ltnisse tier ~. konstant, nicht aber die der ~ .  
c) L~ngs $ sind die Verh~ltnisse der 2~ konstant, nicht aber die der ~I~. 
d) L~ngs ~ sind sowohl die Verhiiltnisse der 9/~ wie die tier ~I~' konst~nt. 
Im Falle b) ist ~B in einen Punkt H kondensiert, abet die Beriihrungs- 

ebenen yon F in den Stellen yon ~B sind veriinderlich. Sie bilden einen 

~) Diese Zeitschr. 8, S. 182--221. 
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Kegel, den Beriihrungskegel yon F in dem singul~iren Punkte H. Wit 
nennen ~ eine Punktl~urve. 

Im Falle c), der dual zu b) ist, fallen die Beriihrungsebenen, die F 
in den Stellen v o n ~  hat, zusammen. Die F IRngs ~ umschriebene ab- 
wiekelbare Fl~iche ist in eine Ebeue kondensiert, die F l~ings ~ beriihrt. 
Wit nennen ~ eine Ebenen~rve. 

Im Falle d) ist ~ gleichzeitig Punkt- und ~benenkurve. 
Sind ~ und ~ zwei Kurven yon F,  so verstehen wlr unter 

(~,  C~)--~ (C~, ~) die Zahl ihrer Schnittpunkte. Ist ~ eine Primkurve, so 
kSnnen wir (~ ,  ~ )  aueh in folgender Weise definieren. Jede Kurve ~ ,  
die ~ nieht enth~lt, geht fiir ~ - ~  0 in einen ganz bestimmten Divisor q 
des KSrpers ~ iiber. Da ~iquivalente Kurven in ~iquivalente Divisoren 
iibergehen, so geht jede Klasse (~)  in eine Klasse (q) des KSrpers 
fiber flit ~ = 0. Und es ist ($ ,  ~ )  die Ordnung der Klasse (q). Es 
hat nach dieser Definition (~, ~ )  auch einen Sinn, wenn ~ in ~ ent- 
halten ist. Ist ~ kein Primteiler, sondern etwa ~ ~ ~ 1 ~ . . .  $~- 
we die ?~ Primteiler sind, so setzt man 

($,  = + - - .  + p ,  (%, 

Es gelten die S~itze 

($ ,  = ($' ,  
wenn ~ ~ ~' ,  ~ ~ ~ ' .  

Man vgl. hierzu meine Arbeit: Zu~ Theorie der Kurvenscharen auf 
einer algebraischen Fl~he. Journ. f. Math. 138, S. 77--95. 

2. K u r v e n  auf F. 

Es sei $ e i n e  Primlmrve auf der Fl~he F. Wit bezeichnen mit ~ 
die Koordinaten eines Punktes (~) yon ~ ,  mit y~ die irgendeines Raum- 
punktes (y) und, wie schon angegeben, mit ~, die eines Punktes (x) yon F. 

Ferner sei G(y)-~ 0 die Gleichung irgendeiner von F versehiedenen 
irredaziblen Fliiehe G, die dutch ~ geht, so daft flit die Umgebung irgend- 
einer Stelle 8,  dutch die ~ geht, 

we a ~ 0 und we ~(u,v) eine dutch $(u,v) nicht teilbaxe gewShnliehe 
Potenzreihe von u, v ist. Es ist ~ die zugeordnete Funktion der Kurve, 
in der die Fliiche G die Fliiche F aufler in ~ noeh schneider. Die  Ord- 
nung yon G sei g. 

Zur Abkiirzung sei gesetzt 

(3) a ~  
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~us (2)  folgt 

(4) ~ a , ~ = a a = a ~ ' r  

(5) 2~ '0~-~-  = ~--6- 

( 6 )  ~ ' t ~  ~ = ~w = 

~aO.~3 
U d  ' 

~ a O ~  
-g-~ . 

Zu diesen Oleichungen nehmen wir noch folgende 
p,, p~, ps, p~ unbestimmte Konstanten verstehen, 

(7) ~ ' e ~ = ~ , ,  

wo p durch diese Oleichung defmiert sein solL 
durch Aufl6sen nach G~ unter Beachtung von D, 

o % 

Or Or 

hindu, in der wir unter 

Aus (4) bis (7~ ~.v. 
s. 184, (5) und (6) 

t', + (~). 

a ~8 0 ~4 

a ~o ~ ~4 
ar  

wo unter (a) Summanden zu verstehen sind, die mindestens dutch ~ 
teilbar sind. Diese Gleichung ist identisch in den p~. Vergleichen wir 
]inks und rechts den Faktor von p~, so erhalten wit 

" ' ~ $ ' - ' ~  o ] 

Diese Oleichung multiplizieren wit mit du. Lind zwar multiplizieren wir 
die Determinante der rechten Seite, indem wit :clie zweite Zeile mit du 
multiplizieren. AuBerdem addieren wir die mit dr multiplizierte dritte 
Zeile de~ Determinante zur zweiten. Wit erhalten 

~R{~6tg--~61~}du~a~"-~q~lOd~a$~ d~fs~so__~2fa ~ '  [ -}- (a)'d~f.~,av �9 

Beacl~ten wir, daft d ~  = 0 fiir ~ = 0, so folgt 

(8) ~{~:a,- ~o,}a,,=a~"-'e~{v~a~t, -~t,a%} +(a). 
Wir nehmen an, dab ~ ( u , v ) y o n  v wirklich abh~ingr was keine.Be- 
schriinkung ist, da wir ja u mit v vertauschen kSnnten. 
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Fiir ~----0 gehen die x~ in die ~ iiber. Benutzen wit die Bezeich, 
nungen yon I, Nr. I, so haben wit die Divisoren des KSrpers ~, in die 
die 9~, flit $ ~ 0 iibergehen, mit a~ zu bezeichnen. Diese Divisoren sind, 
wie es sein muI~, teilerkemd, da die 9/~ keine gemeinsame Nullstelle haben 
(D, Einleitung). Daher folgt aus (8) und (2) wegen I, (2) 

(I) ~ap= lira { Sm ~u [2:0~_ ~i~ Oy]} 
~o ~ a~ 

~v 

wo u~ ~, 6 eine grade Permutation yon 1 2 3 4 ist. 

Es ist unter der Annahme ~ ~-0, also 9~ ~ a, nach I, (3), 

Setzen wir voriibergehend zur Abkiirzung 

SiR du (9) aG(~) ~ =~o, 
8v 

so folgt wegen (I) 
t d2 - -  P 2 ,,=lira 

~=0 

oder wegen D, S. 188, (5) und (6) 

~--0 _ _  

Ov 

Es ist naeh I, (4) unter der Annahme ~ = 0 

-- 1 ~ .  d %, d' ~ . .  d ~ ~ ,  ] = ~ d~ ~x + ~ d~ ~ + n~ d~ ~ + ~, d~ ~,- 

Unter Benutzung yon ( I I )und  (9) folgt hieraus 

(10) , = l i m  [cf{ Xg.l;dag~.Z (TkdS2lk--Q.(du, dv) Z G~d"9.I~}J. 
~ - - 0  

Es ist abet naeh D, S. 196, (5), (6) und D, S. 188, (5), (6) 

(11) Qs (du'dv) ~-'~ 2;dag"I' "{- 3~' d2'd 2,, 
dQs(du,dv)=~, 21dag.l, + ~, d21ds2,. 

Daher folgt aus (10) wegen (9) 

----- lira ~. SiR d u  1 " (III), $=a {a7-~2) [{ 3 dQ'(du' dr) (du, " " 

~v 

-- Q,(du,dv) ;~ G,d'.2~. 
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3. Abwlckelbare  e inhi i l lende FHichen yon F. 

Es sei wieder ~ eine Primkurve auf F, und $ '  sei die abwickelbare 
FHiche, deren Ebenen F in den SteUen yon ~ beriihren. Es ist S i r e  
allgemeinen nicht die Gratlinie yon ~ .  Es mSgen y~die Koo~linaten 
irgendeiner Ebene sein, x~ die Koordinaten einer Ebene yon F u n d  
~ die einer Ebene von ~t. Es sei wie in D, S. 185 (2) 

~(12) z~' : --7 
~o 

Ferner sei G'(~f)~ 0 die Gieichung einer yon F verschiedenen irredu: 
ziblen algebraischen Fl~che, der aueh .~ '  umschrieben ist. Es, ist dsnn 

(13) 0 ' ( 2 ' )  = ~ ~  

wo ~ '  eine ganze dutch ~ nicht teilbare Kurve ist und wo a ~ O. 
Setzen wir zur Abkiirzung 

(14) aG'(2') G' 

so erhalten wir dual zur vorigen Nummer folgende Gleichungen: 

(I') ~ . ' ~  lira { $!~' du ; , }  
~=o ~a,(~')" ~ [ ~ G -  ~ G ]  , 

~v 

{ } .~--o aG'(g') o_~ 
ov 

(III ' )  ~ ' = l i m  { $ "  duf{~dQ~(du, d v ) + l  ' ' " '  , = o  a ~-Gn (-~"-~ -~ Qa ( d u,, dv)J Z a. d 2.  
~v 

)zo  'i} - g .  ( ~ u ,  d v  d s ~ �9 

HI.  A n w e n d u n g e n ,  

1. Uber die Kurven ~ und ~' .  

Es sei ~ eine in ~ (D, S. 184 (6)) in der Potenz 0 > 0 enthaltene 
Primlmrve, die nicht Pun~lmrve ist. Es sind dann in (I) die ~ wegen 
I, (2) und (8) nicht identisch Null. Wenn die Ft~che • nicht besonders 
gew~ihlt ist~ so ber'tihrt sie F nicht Hings ~ ,  so daft die G~ flit ~----0 
nicht proportional zu den 9~ werden. Daher folgt aus (I), daft G(9~)~--$a~ 
genau dutch die (0 +3) - te  Potenz yon ~ teilbar seiu muK Das gilt 
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auch noch flit e--~0, wenn also ~ in ~ nicht enthalten ist. Wenn 
dagegen die Fliiche G die Fliiche F l~ings $ beriihrt, so folgt a ~ e �9 1. 
Es verhiilt sich also ~ wie einRiickkehrpunkt yon der Riickkehrordnung e 
einer Kurve C; denn jede dutch einen solchen Punkt gehende Kurve hat 
mit C in dem Riickkehrpunkt mindestens ~ -F- 1 zusammenfallende Schnitt- 
punkte. Hier haben wit, wenn wir das aus (I ')  folgende duale Ergebnis 
gleich hinzufiigen. 

Ist ?~ eine nicht in einen Punkt kondensier~e Primkurve~ die in 9~ 
in der e-ten Potenz enthalten i st, ao hat eine dutch ?~ gehende Fldche O 
die Kurve ?~ mindestens (e �9 1)-real mit F gemeinaam. Oeht O ein- 
/etch dutch ~ und beriihrt G die Fldche F nich$ ldnga ~ ,  8o hat G die 
Kurve ?~ genau (e-~-l)-mal mi$ F gemeinsam. 

Es sei ~ '  eine "nieh$ in eine Ebene kondensierte F umschriebene 
abwicketbare Fldehe und ez sei ~ die Kurve, ldngs der ~ '  die Fldche F 
beriihrt. 1st ?~ in ~ '  in der e'-$en Potenz enthalSen, so hat ]ede Fldche G', 
au/ge/aflt als Gesamthei$ ihrer Ebenen, die Fldche ~ '  mindestens ( o'--~ 1)- 
real gemeinsam mit F. Beri~hren die Ebenen yon ~ '  die Fldehe G' nut 
einmal und gehr O' nieht dutch 7~, so hat G' die Flgiche ~ '  genau 
( e ' - ~ l ) - m a /  mit F gemeinsam. 

~R heil~t, die Riiekt:ehrk, urve mad ~ '  die 1oarabolische oder Wende- 
iourve yon F. Ist die Primkurve ~3 in ~ in der e-ten und in 9~' in 
der e ' - ten Potenz enthalten; so heil~t ~ eine Riickkehrkurve der R~tek- 
kehrordnung ~ und e~ne Wendelcurve der Wendeordnung 9'. 

2. U b e r  das i den t i s ehe  Ver sehwinden  yon Llf--M'- ' .  

Eine algebraisehe Flii~he F hat im allgemeinen zweifaeh unendlich 
viele Punkte und Ebenen. Es kann abet sowohl der Fall eintreten, da~ 
sie ov ~ Punkte, abez nut ov z Ebenen hat, wie aach, da~ sie cc ~ 
Ebenen, abet nut c~ ~ Punkte hat. Im ersten Fall ist F als Ord- 
nungsfliiche (d, h. als Gesamtheit ihrer Punkte) eine eigentlieh e Fliiehe, 
als Klassenfl~iehe (d.h. als Gesamtheit ihrer Ebenen) keine eigentliche 
Fliiehe. Im zweiten Falle i s t  F als Ordnangsfliiehe keine eigentliehe 
Fl~ehe, wohl abet als Klassenfliiche. Im ersten Fall degeneriert F in 
eine abwickelbare Fl~che, im zweiten Fall in eine Kurve. Diese beiden 
F/iUe sind zueinander dual. 

Es fragt sich, wodureh diese beiden F/ille charakterisiert sind. Es 
sei F eine abwiekelbare Fliiehe. Dann hiingen die Verhiiltnisse der Koor- 
dinaten' x~ ihrer Ebenen, also aueh die Verhiiltnisse der ~,~ nur yon einem 
Parameter ab. Und umgekehrt~ wenn dies der Fall~.ist, ist iv eine ab- 
wiekelbare Fl~che. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir 
ist abet, .dal~ die Determinanten ~ (vgl. D, S. 185 (5)) identisch ver- 
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schwinden. Das wiederum trit t  dann und nur dann ein (D, S. 185 (6)), 
wenn ~ '  identisch Null ist. Nehmen wir den dualen S~tz hinzu und 
beachten die Gleichung D, S. 190 (18), so haben wit: 

Sind L, M~ N die Gauflschen Fundamentalgr6[3en zweiter Ordnung 
einer Fldehe F, so is$ die noSwendige und hinreichende Bedingung da]i2r, 
daft F in eine abwickelbare Fldche oder eine Kurve degeneriert,: 

L N  -- M ~ =  ~ identisch Null ,  

and zwar trit$ der erste oder zweite Fall ein, je nachdem ~ '  oder ~. 
identiseh Null is$. 

3. E in  Satz  i iber I n f l e x i o n s k u r v e n .  

Es gilt der Satz 

Eine ebene InflexionsIcurVe, die nicht Ebenenburve ist, ist eine 
Gerade odev eine Punktburve. 

Die Inflexionskurven sind dadureh definiert, daft l~ings ihrer die 
Gaufsehe Fundamentalform zweiter Ordnung Q~(du, dr) verschwindet: 
Es sei ~ eine ebene Kurve aaf F,  die Inflexionskurve ist, abet nicht 
Ebenenkurve. Die Ebene yon ~ soll also F nicht l~ngs ~ beriihren. 
Es liege ~ in der Ebene y,~-O. Wir w~ihlen in (II)  G ( y ) ~ y 4 :  Da 
die Ebene y~ ~ 0 F nicht l~ngs ~ beriihrt, so ist nach III, Nr. 1 

wenn ~ in ~ in der ~o-ten Potenz enthalten ist. Ferner ist 

g 1 - - G ~ = G  s= :0 ,  G 4 = 1 .  

Da l~ings ~ identiseh 92~= 0, also auch d~9/~= 0 and da l~ags ~ die 
Form Q~ verschwindet, so folgt aus (II)  ~ - 0 ,  also nach I (3), da die 
a~' nieht siimtlieh Null sein kSnnen, hb~----0, so da~ nach I ( 8 ) ~  Punkt- 
kurve oder Gerade ist. 

l~ual ergibt sich: 

.Eine In/lexionekurve, die gl~ichz~itig Beri2hrungsburve eine~ Kegels 
aber nich$ Punktburve ist, i~$ eine G~rade oder eine Ebenenkurve. 

In ~ihnlieher Weise schlieftt man aus ( I I )  and ( I I ' ) :  

Jede Ebenenburve, PuubSkurve and Gerade yon F ist I.~flexions- 
k'urve. 

4. Ube r  d a s  i d e n t i s c h e  V e r s e h w i n d e n  yon ~.  

Infolge der D~finition der Salmonsehen Kurve ~ einer Fl~che F 
hat in jedem ihrer Pankte F eine Inflexionstangente, die von hSherer als 
zweiter Ordnung beriihrt (vgl. D VI, S. 195, 196) und umgekehrt  liegt 
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jeder solche Punkt von F auf ~ .  Daher ist jede auf F liegende Gerade 
in ~ enthalten; denn in jedem ihrer Pun~e  hat F eine Inflexionstangente 
der angegebenen Art, niimlich die Gerade selbst. Ist daher F eine ge- 
radlinige Fl~iche, so muff ~ identisch Null sein. Es sei umgekehrt 
identisch Null. Es sei 8 eine regul~ire Stel|e yon F. D a  ~ identisch 
Null ist, so haben die Formen Q~ (du, dr) und Qs(d~,  dr) einen gemein- 
samen Faktor und es geht" dutch S e i n e  Kurve ~ ,  I~ings der Q~ und Q3 
Null wird. Da S eine regul~re Stelle ist, so kSnnen wir annehmen, dab 

weder eine Punkt- noch eine Ebenenkurve ist. Wir wissen freilich 
zun~chst nicht, ob ~ eine algebraische Kurve ist und kSnnen daher die 
Formel (III)  nicht auf den ganzen Verlauf yon ~ anwenden, aber wohl 
in tier Umgebung yon S. Es ergibt sich, dab l~ngs ~ ~ identisch Null. 
Daraus folgt nach (4), dab h h  ~a identisch Null ist. Es kann abet h 
nicht identisch verschwinden, da ~ keine Punktlmrve ist. Also ist 59 53 
identisch Null, so da~ nach (8) ~ eine Gerade oder eine ebene Kurve 
ist. Da aber Q~ l~ings ~ verschwindet, so ist ~ ebene Iniiexionskurve, 
also nach der vorige'n Nummer immer eine Gerade. Wenn also ~ = 0, 
so geht durch jede regulate Stelle yon F eine Gerade: d. h. F ist gerad- 
linig. Wit haben daher: 

YEs ist ~ danu und nur dann identisch gleich NuU, wenn F eine 
geradlinige Fldche ist. 

5. Ube r  die  H S c h s t z a h l  de r  auf  e iner  a lgebra i schen-F l~ iche  
l i e g e n d e n  ~ e r a d e n .  

Auf einer algebraischen Fl~iche F kSnnen drei Arten von Geraden 
liegen. Es sei $ e i n e  auf F liegende Gerade. 

1. Es kSnnen alle Punkte yon $ auf F liegen und alle Ebenen 
durch (~ Ebenen yon F sein. Die Beriihrungsebene yon F in einem 
Punkte P von q~ ist mit  P fleweglich und Umgekehrt ist der Beriihrungs- 
punkt einer dutch $ gehenden Ebene E m i t  E beweglich. In diesem 
Falle hat ein ebener Schnitt ~ von F und auch eine Beriihrungslmrve 9f 
eines Beriihrungskegels yon F einen Schnittpunkt mit  (~ d.h.  es ist 

(1) (~I, (~) = 1, (~I', (~) = 1. 

2. Alle Punkte von (~ liegen" auf F, aber nur eine Ebene E von F 
geht durch q~. Diese Ebene E beriihrt dann F l~ings (~. Es ist (~ eine 
Ebenenkurve. Die Beriihrungskurve eines Kegels, dessen Spitze nicht in E 
liegt, schneidet ~ nicht .  Es ist daher i n  diesem Falte 

(2) (~, ~ )  = 1, (~' ,  ~ ) = 0 .  

Die Gerade ist in diesem Falle nur Gerade von F, wenn wir F als Ord- 
nungsfl~iche auffassen. 
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3. Alle Ebenen dutch ~ sind Ebenen yon F, ber'dhren abet P alle 
in demselben Punkt. Es ist in diesem Falle (~ nut Gerade yon P, wenn 
wit F als KlassenflRche auffassen. Es ist (~ Punlrflmrve und es wird 

(3) (~,  ~ )  = O, (~',  ~ )  = 1. 

Die F~lle 2. und 3. sind dual zu~inander. 
Wie wit schon in der vorigen Nummer-sahen, ist jede Gerade (~ in 6 

enthalten, und zwar, wie einfache Beispiele zeigen, in den einfachsten 
F~illen in der ersten Potenz. Nach (1), (2), (3)  ist daher die HSchstzahl 
der auf diner Ordnungsfl~che liegenden Geraden (~, 6 )  und der auf einer 
Klassenfl~he liegenden (~I', 6 ) .  Wir benutzen die Xquivalenzen D, S. 221 
(IV), (iV'), nil.milch 

Hierin ist ~ dutch !~ ~, abgesehen yon Panktkurven und ~)' dutch ~ "  
abgesehen yon Ebenenkurven teilbar, wie ich an anderer Stelle beweisen 
werde. Wit setzen ~) ~-- ~ ) o ,  ~)'~--- ~ ' ~ ) o ,  so dal~ 

(5) ~ 

Wir setze~ 

CO) 

Wegen (5)und  (6) haben wit als0 

Die H~eh~fzahI der auf einer Ordnungs/~ehe liegende~t Geraden ist 

(7) ( l l n  -- 24)n -- 22b o .  27c 

undder au f  einer Klas~enfldche lle~enden 

(8) ( l l n ' - -  24) n ' - -  22b o -  27 c'. 

Dabei ist n die Ordnung der Fldvhe und b o undr  sind die Ordnungen 
ihrer mehr/achen und RitCkkehrkurve. Die Zahlen ~t', bo, e' slnd dual 
zu n, bo, c .  

Halle a. d. Sable, Mai 1921. 

(Eingegangen am 8. Juti 1921.) 
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