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l~ber die Grundlagen der Mengenlehre und das Kont inuumproblem.  

yon 

JrrLrUS KS~G in Budapest. 

Nach schweren Beclenken entschlieBe ich reich, das Folgende der 
()ffentlichkeit zu fibergeben. Welche Aufnahme immer die darin enthal- 
tene Auffassung finden miige, so glaube ich doch, dab die angeregten 
Fragen in der Weiteren Entwicklung der Mengenlehre nieht tibergangen 
werden kSnnen. 

DaB das Wort ,,Menge a promiscue ffir ganz verschiedene Be~iffe 
verwende~ wird, und hieraus die scheinbaren Paradoxien dieses jungen 
Wissenschaf~szweiges entstehen; dab ferner aueh die Mengenlehre, wie 
jede exakte Wissenschaft, der axiomatischen Annahmen nicht entbehren 
kann, und dab ffir diese, wenn sie aueh bier viel tiefer liegen, ebenso wie 
in anderen Disziplinen eine gewisse Willktirliehkeit vorhanden i s t : -  das 
alles will ich nieht als neu hinsteUen. Doch glaube ich, in bezug auf 
diese Fragen auch in dieser fragmentarischen, vorliiufigen Mitteilung neue 
Gesichtspunkte zu bieten. Insbesondere kann wohl .die spez/e//e Theorie 
der wohlgeordneten Mengen nieht aIs voUst~4ndig begriindet angesehen 
werden, solange die unter 4. behandelten Fragen nicht gekl~irt sind. 

1. Ist al, a 2 , . . . , a k , . . ,  eine abz~hlbar unendliche Reihe positiver 
ganzer Zahlen (yore Typus co), so sollen die Dinge 

(a~, a~, a s , . . . ,  ak , . . .  ) 
die als ,,Kontinuum" bezeichnete Menge definieren- Ist man yon einer 
a~aderen De~nition des Kontinuums ausgegangen, so sind die (al, a~, ..., a~,...) 
Symbole, die die Elemente des KontSnuums einerseits eindeut:ig bestimmen, 
andererseits voneinander genau un~erscheiden. 

Ein Element des Kontinuums sou ,endlich de~n~ert" heiBen, we~  
wir mit ttilfe einer zur Fi~ierung unseres wissenschagJichen Denkens 
geeigneten Sprache in endlicher Zeit ein Verfahren ((~esetz) angeben 
k~n-en, das jenes Element des Kontinuums yon jedem anderen begriffhch 
sondea4, oder anders ausgedrfickt ffir ein behebig gew~hltes k die 
:ExisCenz einer und nur einer zugeh6rigen Zalff a~ ergibt. 

mu~ abet ausdrfcklich beh)nt werden, dab die hierin geforderte 
,endliehe" begri~liche Sonderuug nicht mit der Forderung eines wolff- 
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deflnierten oder gar endlichen Verfahrens zur Bestimmung der a k ver- 
wechselt werden daft. 

Man zeigt sehr leieht, dab die endlich definierten Elemente des Kon- 
tinuums eine Teilmenge des Kontinuurns yon der M?ichtigkeit t% bestimmen, 
die wir weiterhin mit ~ bezeichnen woUen. 

Eine solche endliche Definition muB n~mlich durch eine endliche Zahl 
yon Buchstaben und ]nterpunktionszeiehen, die selbst nur in bestimmter, 
endlicher Zahl vorhanden sind, volls~ndig gegeben sein. Man kann weiter 
jene verschiedenen endlichen Definitionen wieder so anordnen, dal~ jeder 
beliebigen Definition eine mad nur eine bestimmte positive ganze Zahl 
als (endliche) Ordnungszahl entsprich~. 

Jedes encUich defmierte Element des Kontinuums bestimmt, da ja 
fiir ein solches Element versehiedene ,,endliche" Definitionen existieren 
kSnnen mad auch wirldieh v9rhanden sind, eine Reihe yon positiven 
ganzen Zahlen, unter denen demnaeh die kleinste eindeutig bestimmt ist, 
und die w i e d e r -  durch die zugehSrige Zeichenkombination - -  das be- 
treffende endlich definierte Element des Kontinuums eindeutig bestimmt. 

E ist daher einer Teilmenge der aus den positiven ganzen Zahlen 
bestehenden Menge iiquivalent. Da aber 

(a, a,---, a,--.), 
we a eine beliebige positive gauze Zahl sein kann, ein endlich definiertes 
Element des Kontinuums ist~ folgt hieraus wei~er: 

e~---~o~ 
wenn wir die M~ichtigkeit yon E m i t  e bezeichnen. 

Da abet das Kontinuum seiner Definition nach nicht a ~ h l b a r  ist~ muB 
es Elemente des Kon~inuums geben, die nicht endlich definiert sein kSnnen. 

2. Wenn ieh im Augenblick auch noch darauf verziehten mnB, eine 
genaue and systematisehe Darstellung zu geben, ist es doch unbedin~ 
notwendig, die in dem bisherigen Gedankengange enthaltenen axiomatisehen 
Annahmen zu pr~zisieren. 

a) Es wird vet aUem die ,,Tntsache" angenommen, dab es in nn~rem 
BewuBtsein sich abspielende Prozesse gibt~ die den formalen Gesetzen der 
Logik genfigen mad _sis ,,wissensehaftliehes Denken" bezeichnet werden, 
und ~ es under, diesen such solche gibe, die mit anderen ebensolchen 
Prozessen, der Erzeugung jener ~ besehriebenen Zeiehenfolgen, in 
gegenseitig eindeutiger Beziehnng stehen. 

Die Frage, ,,wie" diese Beziehung zustande kommt;, oder gnu" ,,wie 
weir" diese Beziehmagen ers~reekt werden kSnnen, wird dabei gar nicht 
berahr  (M  hes Ax m.) 

b) Jede .beliebige" aus positiven ganzen Zahlen gebildete Folge yore 
Typus e~ mad der ~l~begriff aller dieser Folgen", den wit .Kantinunm_" 
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nennen, shad ,mSgkiche Begriffe", d. h. solehe, die an sieh zu keinem 
logischen Widerspruehe ffihren. (Kontinuum-Axiom.) 

Eine weitere grtind!iche Analyse dieser Behauptung ist ~ wie ich 
gla~be -- in jenen Entwicklungen enthalten, die Herr Hilbert dem III. In- 
ternationalen Mathematiker-Kon~oTesse in Heidelberg vorgetragen hat. 
(Kongr.-Verh. pag. 174.) 

Insbesondere enth~lt diese Dofinltion des Kontinuums die Behauptung, 
d'~ dessen M~chtigkeit" ~o  ist. 

Dal~ weiter d~n~ t%% :> t~ o ist, kann z. B. naeh der in meiner Note 
reZum Kontinuumproblem'~ Math. Ann. Bd. 60, p. 177, gegebenen Methode 
bewiesen werden. 

Ieh stelIe mieh damit in bewut~ten Gegensa~ zu der Anna.lame, d ~  
es n/cht gestattet ist, fiber ,endliche Gesetze" hinauszugehen. Mit dieser 
AnnaJame wird meiner Ansicht nach die Existenz des Kontinuums und des 
Kontinuumproblems geleugnet. Die bier beniitzta Annahme ist im Gegen- 
teil die, dab es Elemente des Kontdnuums gibt, die wit nieht ,,zu Ende 
denken" kSnnen, und die ,,trotzd m widerspruchsfrei, also, wenn der Aus- 
druck in allerdings ganz neuem Sinne gest~t~et ist, ,ideale" Elemente sind. 

e) Wenn wit nun much den bisherigen Annahmen yon einem ,,be- 
liebigen" Elemente des Kontinunms sprechen dftrfen, beniitzen wh" endlich 
die logische A.n~hese: ,,Ein beliebiges Element des Kontinuums ist ent. 
weder endlich definiert oder dies ist nicht der FalL" Nach a) und b) 
kann wohl diese Antithese nicht zuriickgewiesen werden, um so weniger, 
da diese, ohne unsere Schliisse zu ~i.udern, auch subjektiv gefaflt werden 
k~nn: ,rFfir em beliebiges Element des KontSnuums ist eine endliche De- 
finition sicher vorhanden, oder dies ist nicht der Fall." 

3. Die bisher entwickelten Annahmen fiihren in merkwiirdig einfacher 
Weise zu dem Sehlusse, dab das Kontinuum nivht wohlgeordnet werden 
"kant. 

Denken wir die Elemente des Kontinuums als woh~eordnete Menge, 
so bflden jene Elemente, die nieht endheh definiert werden kSnnen, eine 
Teilmenge jener wohlgeordneten Menge, die gewiB Elemente des Konti: 
nuums enthKlt. Diese Tei!menge [st aber d~nn aueh woh]geordnet~, und 
eattd~t ein land nut ein ersfes Element. Man beachte ferner, d~l~ naeh 
den jetzt giiltigen A~n~hmen da~ Kontinunm, wie jede wohlgeordnete 
Meng% eine lfickenlose Folge bestlmmter Ordnungszahlen definier~;, und 
zwaa/ in der Weise, da~- jedem Elemente des Kontinm~ms eine und nur 
~j,o. solehe 0rdnung~thl entsprieht, wie aueh umgekehrt. Es ist denmaeh 
,die elnem endlieh detlnierten Elemente des Kqntinuums entspreeheJad~ 
0 r e h a ~ . " ,  sowie audl ~,d~ einer: endlich definlerten solehen Ordnungs- 

Keal~uum~ endlieh definierk Es m~ eat mehe e Element des " " 
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demnach in jener Folge eine erste nicht endlich definierbare Ordnungszahl 
vorhanden sein. Dies ist aber unm6glich. 

Es gibt niimlich eine bestimmte (wohlgeordnete)Menge endlich de- 
finier~er Ordnungszahlen, die yon der ersten ab l(ickenlos aufeinander 
folgen. ,,Die der GrSBe nach auf aUe diese zun~chst folgende Ordnungs- 
zahP' w~ire abet durch das Gesagte eben endlich definiert, w~ihrend sie 
doch m der Annahme nach nicht endlich definiert werden kann. 

Die Annahme, dab das Kontinunm wohlgeordnet werden kann, hat 
demnach zu einem Widerspruch geffihrt. 

4. Gegen die l~ichtigkeit der bisherigen Ausfiihmngen erhebt sich 
boinahe unmittelbar der Einwand, dab dieselben ja Wort fdr Wol~ auf 
jede wohlgeordnete und nicht abz~hlbare Menge angewendet werden kSnnen, 
daft also solche Mengen iiberhaupt nicht existieren k6nnten. Da aber 
Cantors zweite Zahlenklasse Z(~r m ,,die Gesamtheit aller Ordnungs- 
typen wohlgeordneter Mengen yon der Kardinalzahl ~r widerspruchs- 
los eine solche ,,Mengd' definiert, mul~ in den bisherigen Schlfissen ein 
Denkfehler untergelaufen sein. DaB ein solcher Denkfehler aus diescm 
parado x scheinenden Resultate nicht folgen muj6, solI noch ausf(ihrlicher 
auseinander gesetzt werden. 

Das Wart ,,Menge" wird in den beiden Fiillen fiir zwei total ver- 
sehied2ne Begriff e gebraueht. 

Bei der Biidung des Kontinuumbegriffes ist die ,,beliebige" Folge 
(al, a~,--- ,a~,- .-)  das Prim~re, Urspriingliehe. Aus dieser wird dureh 
die Forderung, a~, a~ , . . ,  dutch bestimmte positive ganze Zatflen zu er- 
setzen, eine ,bestimmte" F~)lge, ein Element des Kontinuums, das wir 
also, wen- fiberhaup~, auch yon je~lem anderen Eleme~nte begr~fflich ge- 
sondert denken. Die wei~ere Forderung, den lnbegriff dieser ,,wohlunter- 
schiedenen" Objekte zu denken, f'tihrt dann zum Kontinuum. 

Ganz anders st~ht die Sache bei der Zahlenklasse Z(~r Ihre 
,,Elemen~e" werden durch die ,Eigenschaft", Ordnungstypen wohlgeordo 
neter Mengen yon der M~chtigkeit ~r zu sein, bestimmt. Allerdings 
kennen wir solche Elemente: e~, ~ + 1 , . - . ;  aber jene Eigenschaf~ ist nur 
eine Abstrak~on, im besten FaUe ein Mittel zur Unterscheidung zwischen 
in die Klasse gehSrigen und anderen Dingen; gewifl aber keine Anweisung, 
nach der jedes Element yon Z(~r gebildet werden kann. Hier ist  das 
Primate, Ursprfingliche der Kollektivbegriff, den ich im AnscMuB an 

Cantors Namengebung - -  eben deshalb gar nicht a!~ ,Menge ~, sondern 
als .K]asse" bezeichnen m6chte; und erst a~s diesem heraus wexden da~n 
der Klasse angehGrende F~mente konstmi'erk 

Dais die zweite Zahlev]dasse Z(~,) als ,,fertige" .]Kenge wohlunter- 
sc~iedener, & i. begri~ieh darehweg gesonderter Etemeate-defmie~ar is~" 
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kann auch nach dem bisherigen Stande unserer mengentheoretischen Kennt- 
nisse nicht als w~hrscheinlich bezeichnet werden. Insofern die fr~iher 
entwickelten Schlfisse richtig sind, w~ire in dieser Darstellung sogar der 
Beweis enthalten, dab die zweite Zahlenklasse nicht als fertige Menge, 
d. i. als Inbegriff wohlunterschiedener, durchweg begrifflich gesonderter 
Elemente gedacht werden kann*). 

Indem ich diese fragmentarischen Auseinandersetzungen schliel~e, ge- 
reicht es mir zur Genugtuung, konstatieren zu kSnnen, dab diese trotz 
ihres teilweiw oppositionellen Charakters, soweit sie richtig sein mSgen, 
nur den hohen Wert der genialen Cantorschen SchSpfung in neues Licht 
setzen. Die Opposition richter sich nur gegen gewisse Vermutungen 
Cantors; der Inhalt der yon ibm bewiesenen S~tze bleibt vollst~indig 
intakt. Ich bemerke noch endlich, dab die hier gegebene Unterscheidung 
zwischen ,,Menge" und ,,Klasse" die genannten Paradoxien (,,Menge aller 
Mengen" usw.) vollst~ndig kl~irt. 

Das Wesen des Vorstehenden babe ich in der ungarischen Akademie 
der Wissenschaften am 20. Juni 1905 vorgetragen. 

~) In dieser Tatsache liegt, wie ich glaube, der Ursprung jener Paradoxien 
in der Theorie der 0rdnungszahlen, auf die zucrst Herr B u r a l i - F o r t i  aufmerksam 
gemacht hat. 

Ich mSchte hier noch einige kurze Bemerkungen hinzufiigen, die das Verst~nd- 
nis der Ausffihrungen unter 4. vielleicht erleichtern. 

Aueh der Inbegriff der positiven ganzen Zahlen ist ursprfinglich nur als ,,Klasse" 
gegeben. So definier~ auch Herr Hilbert a. a. O. das ,,kleinste Unendlich". Doch 
scheint es, dab die Forderung, diese Klasse als fertige Menge zu denken, mSglich, 
d. h. an sich widerspmchslos ist. 

Hingegen w~re <las Kontinuum nur als ,,fer~ige Menge", die zweite Zahlenklasse 
nur als Klasse oder (vielleicht ist der Ausdruck gestattet) ,,werdende M:enge" denkbar. 

Ich will noch auf einen sehr elementaren Koltektivbegriff hinweisen, der die 
AuffassuBg als ,,fertige Menge" gewiB nivht gestatte~. 

Wir gehen yon der G~amtheit  aller endlichen Dezimalbriiche aus, die wir abet 
als unendliehe Dezimalbrfiche schreiben, indem wir an die unbesetzten Stellen fiberall 
die Ziffer 0 setzen. 

Jede Stelle ist in diesen Gebilden frei besetzbar, d. h. wit kSnnen start irgend 
einer Ziffer irgend eine andere Ziffer setzen, ohne aus der Gesamtheit tier definierten 
Gebilde herauszutreten. 

Trotzdem w~re es vSllig unstatthaft,  yon einem Inbegriff aller St~Uen als frei 
besetzbarer Stellen zu sprechen, offenbar w~re damit das in der Definition der frei 
besetzbaren Stellen enthaltene ,,Hemmungsprinzip" eliminiert. Dieses Hemmungsprinzip 
k~un folgendermaBen gefaBt werden: ,,Die k ~ S~e]le kann frei besetzt werden, es mu~ 
aber eine positive ganze Zahl l > k  geben, so dab yon der /t~ S~.1tr ab nut die 
Ziffer Null zur Verwendung gelangt." 

Die Frage: ,,wieviel zugleieh frei besetzbare $tellen gibt es.9" kann durah keine 
Ksrtlin~l~-~hl (ira Sinne Cantors) beantwort~t werden und fordert die SchSpfung 
eines neuen ,,Z~,hlbegriffs". 


