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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen.
(Fortsetzung, siehe Bd. 74 und 76 dieses Jonrnals)

(Von Herrn L w. Thomé)

TR

:.w Untersuchungen des Verfassers im 74. und 75 Bande dleses
Journals ber die homogene, lineare Dnﬂ'erenhalglexchung

) . xm_l%r APy =0,

deren Coefﬁcxenten in der Umgebung eines Pantes g:a exnwerlhxge und
ahgesehen von diesem Punkte stetige Functionen des complexen Argumentes
x sind, werden hier fortgesetzt, wobei die Benennungen, die in der Abh.
Bd. 75 angewandt worden sind, in demselben Sinne gebraucht werden.

In den beiden ersten Nummern werden allgemeine Satze iber das
Verhalten der Differentialgleichung (1.), deren Coefficienten als beliebige ste-
tige Functionen von x vorausgesetzt sind, zu der Dl(ferenhalglelchung

drM  dm—t
(2.) T~ g da:m-‘ +...+(...1)m wM =0

T B i

des integrirenden Mulliplicators der ersteren entwickelt. Es~wird in der No. 1
gezeigt, dass die Integrale der einen Differentialgleichung solche Ausdricke
annehmen, aus welchen die der anderen sich unmittelbar herleiten lassen,
wobei in der Herleitungsweise der Integrale ‘der einen ‘tus denen der anderen
Reciprocitit zwischen beiden Differentialgleichungen besteht. In der No. 2
wird dargestellt, in welcher Weise eine Diﬂeren'lialgleichung, deren Integrale
sammlhch in der Differentialgleichung (2.) enthalten sind,, ‘

3) S5 LO i (~1)gS =0
zur Reduction der Ordnung bei den Differentialgleichungen (1.) und (3.) dient,
und gezeigt, dass diese Reduclion unabhangig von der Wahl der Integrale
der Differentialgleichung (3.) und nur abhbangig von den Coefficienten g, von
S ist. Auf diesem Satze beruhen die weiteren Silze in den No.3, 4 u. 5
far die Dxﬂerentlalglelchungen (1.) und (2.), deren Coefficienten analytische
Functionen” der oben” angegebeneu Beschaffenheit sind, welche Sélze dann zur-
weiteren Untersuchung der regulsren Integrale (Abh Bd. 75 No. 1) der lef@a
rentialgleichung (1.) dienen. ,
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N 1.
Es sei
dm—-ly
(1.) ‘I’Pl dz™—1 +"'+Pmy=Fm(y)=0

eine homogene lineare Dlﬂ'erentla]gleichung, deren Coefficienten beliebige
stetige Functionen von x sind, und die m linearunabhingigen Integrale der-
selben g, bis y,, seien auf die Form

() yi=101, y2=vl/c;2da:, Yn = ﬂxvg..:/c‘;mdm

gebracht. Bildet man mittels dieser Ausdriicke der m—1 ersten Integrale die
homogene lineare Differentialgleichung (m—1)ter Ordnung, der dieselben
geniigen

(3) dwm—l +p§l) dmm—'l + +p7(ﬂl-)-‘1y Fm_l (y) = O’
und alsdann die Differentialgleichung

‘ 4) F,_(y) = c,0,.0,...0,,
wo ¢, eine willkiirliche Constante ist, so enthilt letztere dieselben Integrale,
wie (1.) (vgl. Abh. Bd. 75, No. 2).
Die Gleichung

(6) 2o l@e o) Fa@)] = (@ir.0,) 7 Fu()

ist demnach eine identische und also -

6.) (o,00...0,)7"

integrirender Factor zu F,(y).
Ist F,(y) =0 die homogene lineare Differentialgleichung ater Ordnung,

den Coefficienten Eins hat, so ist ebenso

der‘ 9, bis y, geniigen und worin 3a:“

(9,0;...0,)"" integrirender Factor zu F,(y).
Setzt man also

7)) u=v, “2::#‘1”2’ e My = MRy 0y,
so dass die Integrale (2.) die Form annehmen
8 =, yz=ujuf tade, ...y, = /dwur‘m--/h;i.umdw,

so ist u;" integrirender Factor zu F,(y).
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Bezeichnet man nun P

- du dm-—? .
(9‘) dx™—1 + ll dxm—g + v + lm—-l ?/

durch f,_,(y), so dient die identische Gleichung
. d
(10)  ——{Mf ()} = MF,(y)

allgemein zur Definition des integrirenden Multiplicators von F,(y). Man er-
halt aus derselben durch Gleichstellung der Coefficienten der gleichen Ab-
leitungen: ‘ "

d d
(11.) %(Mla)‘i'Mlc&l =‘Mpa+lﬂ (a = 09 e m_2)3 d—w-.(Ml —l) = Mpm:

wo [, =1 ist, von denen die m—1 ersten die Grossen / eindeutig bestimmen.
Aus (11.) erhdlt man durch Elimination von M{,:
ey SRR (1) = 0,

eine homogene lineare Differentialgleichung, der der integrirende Multiplicator
geniigt. Und umgekehrt, ist dieselbe erfillt, und bestimmt man aus den
m—1 ersten Gleichungen (11.) die Grossen I, so ist auch die letzte Glei-
chung (11.) erfillt und nach Gleichung (10.) wird M integrirender Multipli-
cator zu F,(y). (Vgl. Abh. Bd. 75 No. 2.) ‘

Es sei jetzt M, irgend ein Integral der Differentialgleichung (12.).
Setzt man alsdann in derselben M = M, Zdr und bestimmt aus den Glei-
chungen (11.) die Grossen /,"so erhilt man mittels dieser -Gleichungen

de/Zdac _ dm—1 zddl_gl‘/Zdw-i_MlZ:’

do dxm—1!
d:u——l—-ﬂpa_i_lM‘]/Z dﬂ dm—1—a dM l ’ ; /
b — dwm—l_a 1 yz dz + M1 lu+1 Z d$}

dn=1—s dMl dr—i=s tha
= M (7 gy S e (7 ot 1,2,
a=20, ... m——2
pull, fZde = Pt [745,

Hierdurch geht die Differentialgleichung (12.) .dber in

d'MZ  d— M Z
d. wm-—l dwm -2

(13.)

food (=110, M, Z = 0.
35 *
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Wird hier M,Z = M® gesetat, so erhalt man

dn—1 O dm—2]. O

(14.) . T~ g Foor (=), MO = 0,

Dieses ist aber die Diﬁerehiialgleichuug des integrirenden Factors zu f,_,(y)=0;
dieselbe wird also aus (12.) erhalten durch die Substitution M =,M/ M M®Odz.

Nun genigt der Differentialgleichung (12.) u;'. Nimmt man dieses
fair M,, so wird f,_,(y)=F,_,(y), und dann genigt der Gleichuig (14.)

uit,, also der Gleichung (12.) u /pmpm_,dw Reducirt man dann (14.)

durch die Substitution M® =y, fu,  MPdx, so ergiebt sich in gleicher
Weise, dass der neuen Gleichung u;!, geniigt, und daher der Gleichung (12.)
Y / dxp, it [ M ptit o de.. Auf diese Weise findet man, dass die Integrale
der Differentialgleichung (12.) sind:

15.) Mi=u;' "M, =u ﬁtmym_,da:, . M, = ,u,;“/le,umy;L.. ./ﬁ,,u,*'da:

Statt dass man hier von den Integralen der Differentialgleichung (1.)
unter der Form (8.) ausgegangen ist und mit Hilfe des Zusammenhanges der
Differentialgleichungen (12.) und (14.) die Integrale (15.) der Gleichung (13.)
hergeleitet hat, halle man auch umgekehrt von letzteren Integralen ausgehen
und mit Hilfe des genannten Zusammenhanges die Integrale (8.) herleiten
konnen. Denn aus (10.) ergiebt sich, dass F,(y) =0 durch f, ,(y) = ¢,
ersetzt wird, wo ¢, eine Constante ist; dann genigt u,;', der Gleichung (14.),
und setzt man

Uil fua(y) = %(/‘Z—l-l fra2(9)),

so wird die vorige Differentialgleichung durch

foa2(y) = Corbinst Collry [ Yo thr d

erselz!l, elc. bis man schliesslich

Yy = ¢ uy+ czlf}/‘:"rlﬂzdx'i'”"}‘cm!“l/vdwﬂl_lﬂz--ﬁ‘;il/«‘mdm l

erhalt, wo die Grossen ¢ willkirliche Constanten sind.

Die Differentialgleichung (1.) ist umgekehrt die Differentialgleichung
des integrirenden Factors zur Differentialgleichung (12.), wie schon Lagrange
(Miscellanea Taurinensia T.III p. 181) bewiesen (vg\l. Abh. Bd. 75 No. 3);
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dieses lasst sich unmittelbar aus der Form der Coefficienten der beiden Diffe-
rentialgleichungen zeigen. Da nun, wie hier bewiesen, die Integrale der
einen sich aus den Ausdricken der anderen herleiten lassen, so muss in der
Herleitungsweise eine Reciprocitit bestehen; was unmiltelbar aus den Formen
(8.) und (15.) hervortritt.

Man hat also das Resultat:

Die beiden Differentialgleichungen

dm dm—l
d:pz _+P1 da;m—!{ Tt pay = 0

und

OH_ LR e (—ypl = 0,
von depen die eine die Differentialgleichung des integrirenden Multiplicators
der anderen ist, haben die Eigenschaft, dass die Integrale der einen sich aus
den Ausdriicken derer der anderen ummittelbar herleiten lassen; und zwar
nehmen die Integrale die Form an

h=t, H= wfutde, ... y,= m/ dwur‘uz--/ﬂzimmdw,

M=p;', My=u, / Bnlniidz, ... M,= u;] dw,..u;ix--f po i d,

aus welcher Form die Reciprocitit in der Herleitungsweise der einen Integrale
aus den anderen hervortritt. Dies beruht darauf, dass, wenn durch den inte~
grirenden Factor M, die erste Di/ferentc'algleichuug auf

"y g I e
dwm—-l + I dmm—l + + G—ly = C

reducirt wird, wo c, eine Constante ist, alsdann die Substitution

M=M /M 'UDdz
die zweite auf

dm—1 ] gm—2] MO
o g T DT MY = 0

reducirt, wo die Grossen | mit den Grossen p durch die Gleichungen (11.)
zusammenhdngen.

1

2.
Die beiden Differenlialgleichun‘gen

1) dzm +P1 dmm—x +etpay =0
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und
"M dm—p M
+(2) W*—ﬁﬁ«%—'{’"'"‘”("“ puM = 0
werden nach No. 1, wenn M, ein Integral der letzteren ist, und man die
Gleichungen o

d ‘ Cd
3) _‘(Ml I+ M, la+1 = Mlpa+1 (a=0,... m-—2), T(Mllm—l) = Mlpm)
wo [, =1 ist, aufstellt, so reducu‘t dass (1.) ubergeht in
dm
(4‘) dwm-"{ +ll dmm—z "}'—"'+lm—1y = cn¢Mrlﬁ

wo c,, eine Constante, und (2.) durch die Substitution M:M‘l/ M M®Ody iibergehtin

dm—1 Q) dn—21 MO 1 —
(5.) dwm~1 - da;ml——Z + ot + (—1 ) ! lm-—l M(l) = O'

Es werde nun diese Reduction successive kmal an dern beiden Di/fe‘rentiaF
gleichungen vorgenommen mittels der k Integrale der Differentialgleichung (2.):

(6.) M=, M, 2.“5\1/#”.“;1#“’; e jnkz.‘v%‘l/dw Mo M1 - - / Boiey2 W41 G-
Die homogene lineare Differentialgleichung Ater Ordnung, die diese & Integrale
enthdlt und die man von der Differentialgleichung erster Ordnung, der w;';.,
geniigt, ausgehend unter successiver Anwendung desselben Zusammenhanges,

der zwnschen (2.) und (3.) besteht, bildet, sei

&S @
@) =Tt (=18 = 0.

Die abhdngigen Variablen, in den Differentialgleichungen, die man durch die

genannte Reduction aus (2.) herleitet, werden durch M, M@, ... M® und
die Coefficienten dieser Variablen bezugllch durch p,, p{", ... p® bezeichnet,
so dass man nach k-maliger Reduction aus (2.) die Gleichung erhalt:
m—t Y k) m—k—1 g (k) J*)
@) Lo T et (L MO = 0,
Ebenso werden bei Gleichung (7.) die entsprechenden Grossen durch S,
S®, ... S® und g,, g, ... g¥ bezeichnet. Die Formeln, welche die

Coefﬁcxenten der Varmblen bestimmen, ergeben sich aus (3.):

dps dlogu;’
Pa ) p(l—)l g!‘ ,

Pa "‘p‘(t‘)‘{‘ a= 1,...M,pf,‘)=1,]h(,f)=0

dp;2 dlo e ,
(1) "pg)-}- pa 1—-{— (2) g”’ I, a:i,...m 1,])‘(?): pﬁl—l=

l
|
9) ?

— dp® dlogun sy
0 =pP+= P i+ ‘(.’21——557—&3, a=1,..m—k+1.pP=1,pP,,,=0.
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Die Differentialgleichung (1.) wird gleichzeitig durch successive An~
wendung der integrirenden Factoren, die aus den Ausdricken (6.) hervor-
gehen, reducirt anf

dm ky
) dmm—-k

® dm—k—ly + ®
+ dxm—k—1 + p m~k

N { _
(10.) = Cpit1Mm—pi1F Co—ry2 y’m—k+3/;’l’mlk+11u'm-k+2 dr+----

’ -1 ' —1
. + €yt dz Mo—r+1 .um—k+2 .. :/l’l‘m—l Mo dw:

wo die ¢ willkirliche Constanten. Die rechte Seite der 'Gleichung (10.) ist
nach No. 1 das vollstandige Integral der Differentialgleichung

dk—1g

1) g Tt g = 0.

Bei einer anderen Wahl der Integrale der Gleichung (7.) bleibt die Grosse
auf der rechten Seite von Gleichung (10.) dem Werthe nach die namliche,
und man kann ibr die namliche Form geben, wenn man fir die vorigen will-
kirlichen Constanten & neue einsetzt. Daher miissen auch die Coefficienten
p® auf der linken Seite in der neuen Differentialgleichung dieselben bleiben.
Denn sonst erhielte man, wenn man letztere von Gleichung (10.) abzieht,
alsdann £ mal differentiirt, nachdem vorher jedesmal durch die Grosse u, die
nicht unter' dem Integralzeichen steht, dividirt worden ist, eine homogene
lineare Differentialgleichung von niedrigerer, als der mtn Ordnung, der die
m linearunabhangigen Integrale von Gleichung (1.) genigen miissen.

Die Grossen p® sind also von der Wahl der Integrale der Gleichung (7.)
unabhdngig.

Um andererseits aus (9.) die Formel zu finden, die p, durch p® aus-
drickt, wenden wir die Induction an. Es ist zuerst nach der letzten der
Gleichungen (9.):

PO = pOL I Ly o 1, k1, p = 1, p,,, = 0.

Setzt man diesen Ausdruck von p® in die vorletzte Gleichung (9.) ein, so
erhalt man:

‘ %, @'pd d}
(x—2) ® P P"~2 ) (k1) 08 Hn—i+2
P = 22 LB e g e DBk

dg{—v _ndlogunl
+p(k) {_%?v___{_gg. nalogu k+2=

a2 dx
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Odel'
d'pa(—)z (3] + k (k—-? k k~2
,l_ p p(a) ) ‘ p( ) ( )’

pge-i) — (k) +2 a—l +
a=1, ... m—k+2, wo

Pl()k) =1, P(—k)1 =pgf)—k anlkm =

Man findet nun auf diese Weise durch Induction folgenden Ausdruck
fair p, durch p®, den wir durch den Schluss von k—1 auf % beweisen
werden. Man bezeichne symbolisch den Ausdruck

(12)  ztr—;

dz,—1 r(r 1 dza,z dza_,

dx 1.2 ot

dz
142
doz ( )(r)

wo —%T“zz, zu nehmen ist. Fir denselben gilt die Relation

dz, dz, dzg -
(13) (1+ )() <1+ )(r 1)+ dx ( + dz l)(f“‘l).
Dann wird die Formel fir p, folgende-

= (1+ ng)>(k)+( T Pﬁ'ﬂx - 1)9‘+< + p£’22>(k —n7

durch

(14.)
"'+ng)—k9k = %5(14‘ ‘J;Pgli)b)(k‘b)yu
a=1, ... m, wo
go=pP =1, p¥==pY =pRi==p=0
zu setzen ist. Um diese Formel durch den Schluss von k—1 auf k zu be-
weisen, nehmen wir an, dass sie bereits bewiesen sei fir den Ausdruck der
Grossen p" durch p®. Man wirde dann die Formel haben

(15.) p® = ’%;(1—%{;1795’_» ety 98
a=1, ... m—1, wo
g =pf =1, pl=-=plu=pi==pi=
ist. Setzt man diesen Ausdruck von p{" in die erste der Gleichungen (9.) ein,
so erhalt man, wenn noch p%,, =pP =0 gesetzt werden, fir a=1, ... m

P = St’ KH' do pf,’flb)(k_x'b) re ( +a pgﬂ‘"‘)(k l_b)}ym

k—1 dgg) ) dlogﬂm }

(16.)
+‘25<1+ p“"'"’)(k 1-» U de T dz
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- oder unter Bericksichtigung von (13.), wenn g%} = g =0 gesetat wird:

dgv, dlogu!
(A7) po = Zu(14 o0 p®s), o0+t g g, T8 )

und dies giebt, wenn g,=1 genommen wird,

(18) = S+ p®
*J P = > b dx Pazy (k__B)gbv

was mit Formel (14.) genau ibereinstimmt.

In Formel (14.) treten als Coefficienten die Grissen g, aus Differential-
gleichung (1.) ein, und durch die m—k ersten Gleichungen (14.Y werden die
Grossen pP successive eindeutiq und zwar als ganze rationale Functionen der
Grissen p, und g, und deren Differentialquotienten bestimmt. Es ergiebt sich
also wiederum, dass die Grissen p® unabhingig von der Wahl der Integrale
der Gleichung (7.) und ausser von p, nur von den Coefficienten g, abhingig sind.

Die Grossen g, gehen aus den /& ersten Gleichungen (14.) eindeutig hervor.

Aus dem Vorstehenden folgt, dass in den Integralen der Differential-
gleichung (2.), die durch Formel (15.) in No. 1 gegeben sind, die £ ersten
Grossen u durch solche ersetzt werden konnen, welche aus beliebigen £ In-
tegralen der Gleichung (7.) successive hervorgehen, wihrend dle folgenden
Grossen w wunverdndert bleiben.

Wenn man die Grossen p® und g, willkirlich giebt, alsdann die Ord-
nung der Gleichung (8.) successive -um k& erhoht, indem man die Integrale
von (7.) einfihrt, vermittelst der Formeln (9.) von der letzten angefangen,
so ‘erhdlt man eine Differentialgleichung von der Form (2.), worin p, durch
(14.) gegeben werden. Und wenn man entsprechend mittels der Grossen
p® und der Integrale von Gleichung (7.) die Gleichung (10.) bildet und die-
selbe kmal differentiirt, nachdem vorher jedesmal durch die Grosse u, die
nicht unter dem Infegralzeichen steht, dividirt worden ist, so erhilt man eine
Gleichung der Form (1.), welche dasselbe vollstindige Integral wie (10.)
enthélt, und deren Coefficienten p, durch (14.) bestimmt werden.

Wird in der Folge von einer homogenen linearen Differentialgleichung
(7.), deren Integrale sdimmitlich in einer anderen (2.) enthalten sind, gesagl,
dass vermittelst der Iniegrale jemer diese’ Differentialgleichung (2.) oder die-
jenige (1.), zu welcher die letztere (2.) die Differentialgleichung des integrirenden
Factors ist, reducirt werde, so wird darunter bei der ersteren (2.) dieser beiden

das Verfahren verstanden, welches auf Gleichung (8.) fiihrt, bei der zweilen
Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIL Heft 4. ' 36
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(1.) dasjenige, welches die Gleichung (10.) ergiebt, wo in dieser, wenn von
homogenen Differentialgleichungen die Redef ist, die Constanten der rechten
Seite gleich Null zu setzen sind. '

o 3.
In den Differentialgleichungen

dm dm-—l
(1) T Hpgmrt o tpay = 0
und

Y arM _ dm— p, _4\m _
(2) dxm dwm—-l + +( 1\ pmM - O

werden nun die Grossen p, als in der Umgebung von x=a einwerthige und

abgesehen von diesem Punkte stetige Functionen des complexen Argumentes

« vorausgesetzt, ferner seien sie fir # = a in endlicher Ordnung unendlich.

Dasselbe finde fiir die Coefficienten g, von S in der Differentialgleichung
38) SB_L 88 L (1rgS =0

statt, deren Integrale der Differentialgleichung (2.) geniigen sollen.

Einem beliebigen System linearunabhingiger Integrale einer solchen
Differentialgleichung (Vgl. Abh. Bd. 74, No. 1) kann man sofort die Form der
Integrale (8.) in No. 1 geben, wo alsdann die Grossen u Functionen des
complexen Argumentes x sind, die in der Umgebung von & = a, in Punkten
unstetig, sich um x=a herum verzweigen (Vgl. ausserdem Abh. Bd. 75, No. 8).
Man reducire nun mittels der Differentialgleichung (3.) die Gleichungen (1.) und
(2.) nach der vorigen Nummer, dann sind die neuen Coefficienten p® durch
die m—k ersten Gleichungen (14.) der No. 2 eindeutig als ganze rationale
Functionen von p, und g, und deren Differentialquotienten bestimint und haben
daher in der Umgebung von x=a dasselbe Verhalten, welches von letzteren
Grossen vorausgesetzt ist.

Es sei nun der charakteristische Index (Abh. Bd. 75, No. 1 u. 4) in
der Differentialgleichung (3) k' und in den reducirten

’ dm=
(4') dwm ik +p(k) dgm—F—1 + +p£lf-)—ky = 0
und v g
dm—k & dm—k—1 (Ik) )/ (G ' _
(5) do™—F - da:"‘llk‘l —-I-..._I_ (._1)7" kpg_)_kM(k) = 0

gleich h—F', so ist derselbe in den Gleichungen (1.) und (2.) glec’cﬁ h.
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Dieses ergiebt sich aus Formel (14.) der vorigen Nﬁmer. Man hat .
also die zu den Coefficienten p, der Differentialgleichung (1.) gehorigen Zahlen
(Abh. Bd. 75, No. 1) n,+m—a (a =0,...m) zu untersuchen, und zuzusehen,
bei welchem Index a zuerst die grosste dieser Zahlen auftritt. Die zu den
Coefficienten g, der Differentialgleichung

o d* dk-t

(6) Gttt =0
gehorigen Zahlen seien y,+k—a (a=0,... k) und die zu den Coefficienten
p® der Gleichung (4.) gehorigen n®P+m—k—a (a=0,...m—k).

Bildet man nun aus Formel (14.) in No. 2 den Ausdruck

—(m—a x d 3 —(— C- —(k—
() pole—ay 0 = Z(1+ - p®y), , (@—a) I H g (z—a) ¢

fir a=0, ... m, worin noch p,=1, p®=0 zu setzen ist, und untersucht den-
selben in Bezug auf den hochsten positiven Exponenten von (x—a)™, be-
zeichnet die grosste der zu den Coefficienten pf? bis p® gehorigen Zahlen
durch P, und setzt P.,=-..=P_, =0, P,_,=+-=P, .;..=P,, so ergiebt
sich, dass jener hochste Exponent auf der rechten Seite hichstens gleich sein
kann der grossten der Zahlen

Pa+7|)+’f, P+ }’1"]’/1‘—1, C. Pa—k"{'?/k-
Der hochste Exponent von (x—a)~', der fir a=0, ... m in der That auf der
rechten Seile vorkommt, kann demnach hochstens gleich der Summe der
grossten der zu den Coefficienten p{® und g, gehorigen Zahlen sein. Diese
Summe wird aber erreicht und zuerst fir a =h in P,_,+y,.+k—h' aus den
Summanden p®,., ¢g,. Die Summe der grossten der zu den Coefficienten
p® und g, gehorigen Zahlen ist demnach die grosste der zu den Coefficienten
p. gehorigen Zahlen und der charakteristische Index derselben 4, und da also

m+m—h = (A, +m—k—h—h"))+(y,+k—h'),
so wird n,=7a{, 4y, und es ist

[P0 (2= @)™, [ (2= @)y = [pa(e— )]s
Es folgt hieraus: Wenn der Differentialgleichung (2.) mit dem cha~
rakteristischen Index h die sdammtlichen Integrale einer Differentialgleichung
kter Ordnung (3.) mit dem charakteristischen Index h' gemiigen, so genigen der
Differentialgleichung (1.) die simmtlichen Integrale einer Differentialgleichung
(m—k)ter Ordnidng mit dem charakteristischen Index h—h' und umgekehrt, da
36 *
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die Differentialgleichung (1.) Differentialgleichung des integrirenden Factors
von (2.) ist.

Wenn in Differentialgleichung (3.) der charakteristische Index gleich
der Ordnung k ist und man mittels derselben die Differentialgleichung (1.) re-
ducirt, so dass man die Differentialgleichung (10.) der No. 2 erhilt, so konnen
die reguliiren Integrale (Abh. Bd. 75, No. 1) der Differentialgleichung (1.) der
vorliegenden Nummer nur in Differentialgleichung (4.) dieser Nummer enthalten
sein. Denn die rechte Seite der Gleichung (10.) der No. 2 kann fiir Werthe
der Constanten, die von Null verschieden sind, keinem Ausdruck von der
Form der reguldren Integrale gleich sein, weil sie Integral der Gleichung (6.)
der vorliegenden Nummer ist, die, weil der charakteristische Index mit der
Ordnung ibereinstimmt, keine reguliren Integrale hat (Abh. Bd. 75, No. 1). —

Die algebraische Gleichung, welche die Exponenten der etwa vorhan-
denen reguliren Integrale von Differentialgleichung (1.) bestimmt, ist, wenn
der charakteristische Index A ist, (Abh. Bd. 74, No. 6)

r(r—1)...(r—(m—h)+1)[ p(x—a)*],,

8.
( ) +T(T—1 ).__(r_(m-—-h)—i—Z)[ph_'_l(a:—_a)"h‘*'l]x:a_}_...._}_[pm(w—_a)”k+”"""]w:a‘= 0'

Die Wurzeln dieser Gleichung seien
(9.) 1y Py oo Tuse
Die dieser. algebraischen Gleichung entsprechende, welche zur Differential-
gleichung (2.) gehort, geht, wie man du;ch’ eine einfache Rechnung findet,
aus (8.) hervor, wenn man r durch —p—1+7,+m—h ersetzt, wo n,+m—h=G
die grosste der zu den Coelficienten p, gehorigen Zahlen ist, so dass die
Waurzeln von letzterer Gleichung werden
(10.) oy=—r—1+G, ... Qu,=—r,,—1+G.

Stellt man nun bei den Differentialgleichungen (4.) und (6.) die ent-
sprechenden, die Exponenten der reguliren Integrale bestimmenden alge-
braischen Gleichungen auf, so findet man, wenn man in Gleichung (8.) fiir
Py die Ausdricke (14.) in No. 2 einsetzt, nach einigen einfachen Um-
formungen, dass die Wurzeln (9.) der Gleichung (8.) folgende sind: Die
Waurzeln der zu der reducirten Differentialgleichung (4.) gehorenden alge-
braischen Gleichung unverandert, und die Wurzeln der zu der Differential-
gleichung (6.) gehorenden Gleichung, letztere Wurzeln vermehrt um die
grosste der zu den Coefficienten p® gehorenden Zahlen. Iie Wurzeln der
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zu den Differentialgleichungen (2.), (3.) und (5.) gehorenden algebraisthen Glei-
chungen sind vermittelst der Ausdriicke (10.) und der entsprechenden zu den
Differentialgleichungen (3.) und (5.) gehérigen Ausdricke bestimmt durch die
Wurzeln der zu den Differentialgleichungen (1.), (4.) und (6.) gehorenden
Gleichungen, und es ist nach dem Vorstehenden 7, = n{),.+4,. Daraus er-
giebt sich alsdann entsprechend, dass die Wurzeln (10.) folgende sind: die
Wurzeln der zur reducirenden Differentialgleichung (3.) gehorigen algebraischen
Gleichung unverindert und die Wurzeln der zur reducirten Differentialglei-
chung (5.) gehorenden Gleichung, letztere Wurzeln vermehrt um die grosste
der zu den Coefficienten g, gehorigen Zahlen.

Die Differentialgleichung

dm y dm-—

(1) d$"‘ +p1 dxm—1 + +pﬂl = 09

iber deren Coefficienten dieselben Voraussetzungen wie in der vorigen
Nummer gemacht werden und die den charakteristischen Index % hat, besitze
nun m—h linearunabhéngige regulire Integrale, so viele, als sie deren iber-
haupt haben kann (Abh. Bd. 75, No. 1). Diese geniigen einer homogenen
linearen Differentialgleichung (m—#A)tr Ordnung mit dem charakteristischen
Index gleich Null (Abh. Bd. 75, No. 5). Alsdann miissen nach der vorigen
Nummer in der Di[ferentialgleichung

D de d m .
(z) dwm - -'D’”"l +“'+( 1) p’“ = 0

die sammtlichen Integrale einer Differentialgleichung kter Ordnung mit dem
charakteristischen Index A
h h—1
3) 5 TT08 ()8 =0
enthalten sein. Und umgekehrt ist diéses der Fall, so enthalt die Differential-
gleichung (1.) die Integrale einer Differentialgleichung (m—h)ter Ordnung mit
dem charakteristischen Index Null und besitzt m—h linearunabhangige regulire
Integrale. Man hat also den Satz:
Wenn die Differentialgleichung (1.) mit dem charakteristischen Index h
m—h linearunabhdingige regulire Integrale hat, so enthdlt (2.) die Integrale
einer Differentialgleichung h'r Ordnung mit dem charakteristischen Index h und
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umgekehrt: Far den Fall h=1 war dieser Satz in No. 5 der Abh. Bd. 75
dieses Journals enthalten. Es kann nur eire Differentialgleichung (m — h)ter
Ordnung mit dem charakteristischen Index gleich Null geben, deren Integrale
in (1.) enthalten sind; da diese die m—hA reguliren von (1.) sind. Und daher
kann es auch nur eine Differentialgleichung Ater Ordnung mit dem charakte-
ristischen Index gleich % geben, deren Integrale in (2.) enthalten sind. Denn
reducirt man mit dieser die Gleichung (1.) und setzt in Formel (14.) No. 2
fir k=nh in p{" die Coefficienten der Differentialgleichung der reguldren In-
tegrale, so werden die Grossen g, durch die b ersten Gleichungen successive
eindeutig als Functionen von p, und p{® bestimmt.
‘ Wenn die Gleichung (3.) existirt, so missen die Integrale jeder Glei-
chung, deren Ordnung gleich dem charakteristischen Index ist, die in Gleichung
(2.) enthalten sind, auch in (3.) enthalten sein, Denn reducirt man mit den
Integralen der neuen Gleichung die Gleichung (2.), alsdann die durch diese
Reduction erhaltene Gleichung mittels der reguliren Integrale von Gleichung
(1.), was nach No. 3 angeht, und stellt auf dlese Weise die Integrale von (2.)
schliesslich unter der Form (15) in No. 1 auf, so erglebt sich, dass die
untersuchten Integrale in Gleichung (3.) enthalien sein missen. —

Wenn die Differentialgleichung (1.) m—4 linearunabhingige regulire
Integrale enthalten soll und die Gleichung, der dieselben geniigen,

4) St Py =0 -

d. (Dm—'h dxm—r—1

ist, so muss nach Abh. Bd. 75 No. 5
[PP@ =] = [22@—a)]

sein. Bestimmt man mit diesen Anfangswerthen der Grossen p{® aus den A
ersten Gleichungen in Formel (14.) No. 2 fir A =k, die Werthe der & Grossen
ga» 50 weit dieselben sich ermitteln lassen, so sind die folgenden Gleichungen
in (14.) immer, so weit die Werthe der Summanden bekannt sind, auch er-
falll. Denn da der charakteristische Index bei den Coefficienten g, gleich A
ist, so ist (No. 3) n, =y, und [p,(x—a)"*],_, = [gi(®—a)"],_,. Auf der
rechten Seite in der k41 Gleichung in Formel (14.) in No. 2 und den fol-
genden Gleichungen ist aus dem letzten Summanden p{, g, (a—h = 0= 1,...m—h)
nur der Coéflicient von (x—a) "»*9 der hochsten Polenz von (z—a)™',
die in der Gleichung vorkommen kann, bekannt, namlich

[l’gh)(m - a)c]mza -"[gh (iB - a)”i: ]z::a = [ph+c ((B - a)n,, * ‘] z==q,*
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Auf der linken Seite steht p,,., worin die hochste Potenz von (zr—a) ', die
vorkommen kann, dieselbe ist, mit demselben Coefficienten. —

Man kann nun, wenn eine beliebige Differentialgleichung (m—#h)ter Ord-
nung mit dem charakteristischen Index gleich 0, deren Integrale in Gleichung (1.)
enthalten sein 3ollen und eine Differentialgleichung Ater Ordnung mit dem
charakteristischen Index gleich h, deren Integrale in Gleichung (2.) enthalten sein
sollen, gegeben sind, nach den Sitzen am Schlusse von No. 2 die Differen—
tialgleichungen (1.) und (2.) mit dem charakteristischen Index gleich & so be-
stimmen, dass sie diese Eigenschaften haben. Will man demnach, um zu
erkennen, ob Gleichung (1.) soviele reguldren Integrale hat, als sie hochstens
haben kann, untersuchen, ob der Gleichung (2.) die Integrale einer Gleichung
hter Ordnung mit dem charakteristischen Index gleich & Geniige leisten, so ist zu
bemerken, dass letztere jede beliebige dieser Art sein kann. Es wiirde daher,
wenn h>>1 ist (der Fall h=1 ist in Abh. Bd. 75 No. 5 behandelt) allge-
mein genommen die umgekehrte Untersuchung leichter sein, da (vgl. Abh.
Bd. 74 No. 8) fir die regularen Integrale formelle Eniwickelungen existiren,
auf deren Convergenz es ankommt. ¢

Nun kanrn man aber mit den in No. 2 entwickelten Grundsitzen
allgemeinere Integrale, als die reguldren, solche, die letztere umfassen, unter-
suchen, wodurch zugleich Mittel gewonnen werden, in vielen Fillen zu er-
kennen, ob die Differentialgleichung (2.) die Integrale einer Differentialglei-
-chung hter Ordnung mit dem charakteristischen Index A enthélt. Hierzu dienen
die Sitze der folgenden Nummer.

3.
In der Diﬂ'erentialgleichung
"M dn— "
(1) ‘ dx™ - dwm—l + +(_1) pmfn = O

seien die Coefficienten von M in der Umgebung von z =a ecinwerthig und
p: bis p, . fir £ =a in endlicher Ordnung unendlich. Die Differentialglei-
chung besitze nun £ Integrale

(2 ) Ml au’m ? M? "'lu’m MMMM*l d:L', te Mk =y;,;1 dr M'm.u'gl—‘ " t/‘um_k-i-?:“’r;lk-lﬂl da}’
in der Um-

, dlogu;t
in denen die Grossen p,’, so beschaffen seien, dass ———-——gg L

gebung von x = a einwerthig und fir = a in endlicher Ordnung unendlich sei.
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Wenn dies der Fall ist, so folgt zunichst aus den Formeln (9.) in

No. 2, dass die Grissen p, .., bis p, fir © =a ebenfalls in endlicher Ord-

nung unendlich werden. Ferner ergiebt sich aus No. 3, dass bei der Re-

' ° dlogy,}l_a
dx

in nicht hoherer, als der ersten Ordnung unendlich ist, der charakteristische

Index der vorhergehenden Differentialgleichung in der neuen unverindert

dlogpnt, .
bleibt, wenn dagegen —0%%—~—-m hoherer, als der ersten Ordnung unend-

lich ist, derselbe um eine Einheit erniedrigt wird. Wenn demnach von
letzteren Grossen w, h' vorkommen, so muss der charakteristische Index in
Gleichung (1) =k und < m—k+h' sein.

Die Integrale (2.) geniigen einer Differentialgleichung Ater Ordnung:

¢S d¥'g, S
@) GE— g TS = 0,

duction der Gleichung (1.) durch die Integrale M, bis M, so oft

in welcher die Grossen g, fir £ =a in endlicher Ordnung unendlich werden.
Es soll nun die Differentiglgleichung, die man aus (1.) nach der Re-
duction durch die Integrale (2.) erhdilt; '

dr—k J® dm—k—1 p(lk) M® . '
(4) d—* - daxm—F—1 +t (—1 ) kpf":)_k M(") — O’

kein Integrgl mehr von der Beschaffenheit von M, besitzen.

I. Wenn man dann irgend ein Integral der Gleichung (1.) M hat, so

dass dl(;ime in der Umgebung von ¢ = a einwerthig und fir =a in end-

licher Ordnung unendlich ist, so kann man immer k Integrale der Gleichung (3.)
unter der Form (2.) aufstellen, worin die Grissen w die bei (2.) angegebene
Beschaffenheit haben, und wo M, =M ist.

Um dies zu zeigen, ist zu bemerken, dass M, welches von der Form
e‘”(:v—a)rf?ca(m——a)“, w = 0 oder %‘cﬁa(w-a)’“
ist, in dem Ausdrucke '
(5) 9‘)2 = -u;‘\l/vdw.u‘mtu;;l—l“:/é;um——r+2u;:—r+1dx;

r=4k, wo c eine bestimmte, von Null verschiedene Constante ist, enthalten
sein muss; wie sich aus der Form von 9% und der Voraussetzung ergiebt,
dass Gleichung (4.) kein Integral dieser Form wmehr enthalten soll. Durch
Reduction der Gleichung (3.) mitlels der Integrale M, bis M, entsteht eine



Thomé, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 289

Gleichung, in welcher die Coefficienten nach No. 2 unabhingig von der Wahl
der Integrale M, bis M, sind und ausser von g, nur abhingig von den
Coefficienten der Differentialgleichung rter Ordnung, der M, bis M, geniigen.
Man kann also zur Reduction von Gleichung (3.) die Integrale M, bis M,
durch andere dieser Differentialgleichung rter Ordnung ersetzen; wobei in den
Integralen (2.) u;!, und die folgenden Grossen u unverindert bleiben. Bildet
man nun aus Gleichung (5.) die Grosse

Wolsia / Cllpyiatlntprdr = M=,
. . dlog -2 . .
so ist diese so beschaffen, dass gdx in der Umgebung von x = a ein-

werthig und fir # =a in endlicher Ordnung unendlich ist. Man kaunn daher
. (r—1)

', durch MO [ (MENT'IMC—Ddz ausdriicken, wo gllg%—— ebenso

beschaffen ist: also den ganzen Ausdruck '

| 7
.um—r+:.’/k u’m—r+ 2 m—-r-l— 1 dw
durch

D [ (D) MO

ersetzen, wo k und &' willkirliche Constanten sind. Dann hat man stait der
Integrale M, bis M, zur Reduction die Integrale aus dem Ausdrucke

6)  wfdwuzty. .. fdmin, T fH(ROD) M da

zu nehmen, wobei

@) M = w3 fdwp it [ty R do,

Man kann nun in gleicher Weise die r—1 ersten Integrale in (6.) durch
andere der Differentialgleichung (r—1)tr Ordnung ersetzen, welchen dieselben
geniigen, und indem dasselbe Verfahren fortgesetzt wird, tritt R zuletzt an
die Spitze der Integrale der Gleichung (3.)

Il. Aus dem genannten Satze folgt, dass, wenn man ein Integral der
Gleichung (1.) von der Form

(8') Au'll jdm(al'tll)-lf'l’; /(I’L1 1) y’f

hat, worin die Grossen (' dieselbe Beschaffenheit, wie bei den Integralen (2.)

haben, es k Integrale der Differentialgleichung (3.) von der Form wund Be-
Journal fiir Mathematik Bd. LXXVI. Heft 4. 37

-
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scha/fenheil der Integrale (2.) giebt, worin k=i ist und die i ersten Grissen
w der Reihe nach mit den Grissen u' in (8.) iibereinstimmen.

Nach dem vorigen Satze hat man nimlich %k Integrale von der Form
und Beschaffenheit der Integrale (2.) von der Gleichung (3.), worin M, = u,.
Reducirt man mit diesen die Gleichung (1.), so erhilt man, da die Coeffi-
cienten der reducirten ausser von p, nur von g, abhiéingen, Gleichung (4.), die
kein Integral von der Beschaffenheit von M, enthdlt. Reducirt man nun die beiden
Differentialgleichungen (1.) und (3.) mittels des Integrales w;, so enthalt die
aus Gleichung (1.) hervorgehende k—1 Integrale von der Form und der Be-
schaffenheit der Integrale (2.), diese geniigen der aus Gleichung (3.) ent-
stehenden. Alsdann werden diese k—1 Integrale durch andere derselben Art
ersetzt, an deren Spitze u, steht, und indem man in gleicher Weise fortfihrt,
erhdlt man den zu beweisenden Satz.

II: Die Satze 1. und 11. gelten unverdndert und werden auf die-
selbe Weise bewiesen, wenn man voraussetst, dass bei den sammtlichen Grossen

win (2.) —d——l:i)%f— in endlicher, aber hioherer, als der ersten Ordnung unend-

lich werde, die Gleichung (4.) kein Integral mehr von dieser Beschafferheil
von M, besitze, und wenn man iber die Grosse M in Satz 1. und die Grossen
' in Sats 1. diesclben Vorausselzungen wie iber w macht.

Bei dem Beweise ist zu beriicksichtigen, dass die Grossen u, M, w
die Form

!

e'”(a:-a)"zr'ca(m—a)“, w = %‘c_a(w——a)‘“

haben, und dass die Grossen w bei den Umformungen der Integrale unver-
andert bleiben.
IV. Ebenso gelten die Sdtze 1. und Il. unverdndert, wenn man vor-
dlogp
dx

aussetzt, dass bei sammitlichen u in (2.) in nicht hoherer, als der ersten

Ordnung unendlich wird, die Gleichung (4.) kein solches Integral von der Be-
schaffenheit von M, enthalte, und die Grissen M und u' sich wie u verhalten.
Dieses sind die reguliren Integrale.

V. Wenrn man mehrere Functionen hat von den Ausdriicker

[ &% w ) w w1 W),
’3 iy €77 ny 010, €Y, e l'7[’3/(‘3 w) ey d,

! ! . ! i
lew”/}’l’e w’wy(ew’%)_lew‘w;dm, ... ete.

-

9.)
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n
worin die Grossen w und w' die Form O oder qu,a(:c—a)‘“, die Grossen ¢
an
und y die Form (w~a)’.5¥ ¢, (x—a)" haben, und worin die Grossen w,, w,, ... w,,

w,, ... alle von einander verschieden sind, so kann man aus diesen ebenso viele
Integrale der Form (2.) zusammensetzen, worin die Grossen w alle die dort
angegebene Beschaffenheit haben. Die Exporenten w und w' kommen in u
unverdndert vor.

Denn die Ausdricke der Form e"¢,, ... e“¢,, worin die w von
einander verschieden, sind in einem Integrale der Form

(10.) e~ (p/da: (eg) ey, .. /k (e"s—1y, )" ey, dx
enthalten, wo k eine willkiirliche Constante ist und die Grossen y Ausdriicke

2
von der Form (w—a)f%'c‘,(w-—a)“ besitzen. Will man nun Functionen der

Form ew‘,w” e w/few" w,) ™ & y,dx etc. mit dem Integrale (10.) verbinden,

so erhalt man zunachst

(11.) "i’ = v (p/da'(e (p)"‘ewx / ;a_. ew’xxdw,

wo ¢ eine von Null verschiedene Constante ist. Wendet man nun das Ver-
fahren, welches zum Beweise von Satz I. dieser Nummer gedient hat, an,
so wird das Integral der rechten Seite, wenn c¢ eine willkirliche Constante
ist, ersetzt durch eines der Form

(12.) & ’l//J;lw(ew,' )it .‘./Is:'(ew“*"l t_.) et d,
worin k' eine willkiirliche Constante ist, die Grossen ¢ wie ¢ und y be-

schaffen sind, ¢y, an die Spitze trilt, die Grossen w unverandert bleiben.
Dann hat man ferner

(13.) %y, = t/dm(ew't,\"‘ e t,. ./(':'(ew“’ta)"ew'ts“dw,
wo ¢ eine von Null verschiedene Constante ist. Und nachdem man auf die-
selbe Weise wie vorhin dieses Integral, wenn c¢' eine willkiirliche Constante
ist, durch ein anderes ersetzt hat, worin e* ¢, an die Spiitze tritt, wird letzteres
! > ’
Integral als Grosse » in ew'w/ (€®1y,) " udx eingesetzt, und so erhilt man

schliesslich simmtliche Ausdriicke (9.) unter der Form der Integrale (2.).
Dieses werde nun auf die Untersuchungen der vorigen Nummer an-
37#



292 Thomé, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen.

gewandt. Wenn der Differentialgleichung (1.), in welcher der charakteristische
Index k=0 ist, % Integrale der Form (2.) geniigen, worin die Grossen u

so beschaffen sind, dass —‘—“—;gfi fir £ = a in endlicher aber hoherer, als der

ersten Ordnung unendlich wird, so geniigen diese Integrale einer Differential-
gleichung hter Ordnung mit dem charakteristischen Index A. Alsdann enthalt

die Gleichung

d dm—l
(14) L4t totpy = 0

m—h regulare Integrale, und man erhalt diese Differentialgleichung durch
Formel (10.) in No. 2 so weit aufgelost, dass die linke Seite dieser Formel
gleich Null gesetzt, die reguldren Integrale enthalt, und nach No. 1 erhalt man
entsprechend die Differentialgleichung (1.} der vorliegenden Nummer aufgeldst.
Kennt man weniger als kb solcher Integrale, so reducirt man die Gleichung (14.)
mit denselben und erhilt eine homogene Differentialgleichung, die nach No. 3
die regularen Integrale noch enthalt. Nach Satz V. sind nun Integrale der Glei-

chung (1.) von der Form (9.) zu suchen, worin w, w' etc. die Form Z:Ic_,(a:—a)‘“

besitzen; und wenn die Gleichung (1.) weniger als A solcher Integrale liefert,
so ist dieselbe mit den vorhandenen zu reduciren, und die reducirte Gleichung
in derselben Weise zu untersuchen.

6.
Es ist nun bei der Differentialgleichung
M dvip M

(1) da™ dm;?n—j +"'+(_1)mpmM = 0,
deren charakteristischer Index A > 0 ist, zu untersuchen, ob sie Integrale der

Form e”(x —a)"f)‘] c,(z—a), w= ‘2 c_a(w¥ a)™* besitzt.

Es werde
dr evt dr—l evt ®
2 dx” = dﬂ‘—l] =cr=e tr9
(2.)
_ dw dt _ dw dtl _ dw dtr—l
h=tta b=ghtg - b=gplat o

w= éc_a (z—a)™* und zur Abkiirzung %g- =z gesetat.
1

Ist hier

a1ty & _
ber = g THD _2+ -k,
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so wird
’ drt a1 . dt
— (r—1) PR | —— e pU—D [ O
tr - dx” _I'kl d r—1 k da" 2 + +kr—l dx + L.
+5 dkC—D dk=Y dkTP
T | TTa
+ k% ‘ + k505 + k3 l

Hieraus ergiebtsich fiir den Coefficienten A ""+5 der Werthrz, fiir £{"~9+(r-1 )(;—; +52>

der Werth r(r 1) ( —I—zf), und auf diese Weise findet man fir ¢, folgende
Formel, die durch den Schluss von r—1 auf r sich ohne Weiteres verifi-
ciren lasst:

i & ( —)  d-e
)tr—' 'Ja?;—i’r ldmy-_.]d}— 2dw’—2+ +at

da'r—l

da
a, = 3, ag=za.+-a;‘, R =204,_,+

Der Ausdruck von e, fangt mit z* an und hierauf folgen Glieder, bei denen
die Ordnung, in welchen sie fir « = ¢ unendlich Werden, wenigstens um »

. . - . 1 .
niedriger ist; das erste derselben ist E(:—z——l o= da: , auf welches weitere

Glieder folgen, die fiir £=a in niedrigerer Ordnung unendlich werden. Bringt
man jetzt die Differentialgleichung (1.) auf die Form

| d M dm-—-l M
K4') d.’lfm + ry dw”“‘ + ‘!‘TWM - O

rr=—pP1s

(5:) g _ (m—=1).(m—a+1) d*~'p,  (m—2)..(m—a+1) d*~?p, e
Te=""H2.(a=1)  da! 2.2 do2 —HEUP

(a=2,...m) ist, und setzt M =e”N, so geht (4.) iber in

s B i LR L B L ATIPR O
4 +(m—1)ar, +m—)auar|  + anar
+ 7"3 -+ (m——2) @)y —37y + apor,
+ oer + vee
+ 11 +a, 71
+ 7w

Es ist nun suzusehen, ob die Grosse z sich so bestimmen lasst, dass Glei-
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chung (6.) ein Integral von der Form (m—a)"? ¢, (z—a)* haben kaun. Hierzu
muss der charakteristische Index dieser Differentialgleichung kleiner als die
Ordnung sein. (Abh. Bd. 75 dieses Journals No. 1.)

Nun ist in a, der hochste Exponent von (x—a)™* gleich a(n+1).
Daher wird in einer Horizontalreihe in (6.) ry(1,(m—b)a,,...a,_y) in welcher
entweder r,=1 oder r, fir « =a von Null verschieden ist, das folgende
Glied in einer Ordnung fir @ = a unendlich, die um »-41 hoher ist, als bei
dem vorhergehenden. Wenn man daher die Coefficienten zweier aufeinander
folgehden Differentialquotienten von N betrachtet und bei jedem von beiden
Coefficienten von allen Potenzen von (a:—‘a)", die in den Gliedern vor-
kommen, die hochsle herausnimmt, so ist dieselbe bei dem Coefficienten des
niedrigeren Differentialquotienten wenigstens um n -1 hoher. Damit also der
charakteristische Index kleiner als m werde, ist folgende Bedingung noth-
wendig :

Nimmt man bei dem Ausdrucke

(7.) am+a,,¢-ﬂ‘l+-"—i‘—n, N
von allen Polenzen vonr (:1:—-a)“, die in den Summander desselben vorkommen,
die hochste heraus, so muss diese mil den n—1 niedrigeren aus dem Gesammt-
ausdruck (1.) ausfallen.

Da in a, die Glieder, die aul 3° folgen, in einer Ordnung fir = =a
unendlich werden, ' die wenigstens um » niedriger ist, -als in z°, so ergiebt
dw
dx
die in den Summanden des Ausdruckes (7.) vorkommen, die hochste und die
n—1 niedrigeren herausnimmt, diese in den einzelnen Summanden des Aus-
druckes (7.) dieselben sind, die aus den Summanden des Ausdruckes

8.  #+r s et
hervorgehen, und diese stimmen wieder, wie sich aus den Formeln (5.) er-
giebt, mit denjenigen iiherein, die die Summanden des Ausdruckes
9  #—p" e (=1)"p,
liefern. Wenn ferner der charakteristische Index in Gleichung (1.) A ist, so
kommt die hochste Potenz von (x—a)™" von allen, die sich in den Summanden

von (9.) finden, nebst den »—1 niedrigeren nur in den Summanden des
Ausdruckes

sich, dass wenn man bei beliebigem z = von allen Potenzen von (z—a)™,

(10)  #"—p" 4 (= 1) p,
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vor, und damit dieselben aus diesem Ausdrucke, wenn k0 ist, ausfallen,
ist nothwendig und hinreichend, dass dieselbe Bedingung erfillt sei bei dem
Ausdrucke '

A1)  F—p, "4+ (1) p,.

Aus dem Ausdrucke (11.) miissen also, wenn man z = —3%, w= z"c_a (z—a)™"
1

einsetst, von allen Potenzen von (x—a)™', die in den Summanden vorkommen,
die hochste und die n—1 niedrigeren verschwinden. Diese Bedingung bestimmt
sundchst den Exponenten n-+1 der hichsten Potens von (x—a)™' in z und
den Coefficienten dieser Potens. ‘

Die Ordnungszahl, in der p, fir © = a unendlich ist, wird wie friher
(No. 3) durch 71, bezeichnet, wo n,=0 ist, wenn p, fir =@ nicht unend-
lich. Die Exponenten der hochsten Potenzen von (z—a)™, die in den ein-
zelnen Summanden von (11.) vorkommen, sind dann in der Reihe:

(12) h(n+1), a,+GR—-1)(@®+1), m+GR—-2)@R+1), ... =,
enthalten, wenn 7, > 0 ist; und wenn 71, = 0 ist, so ist in dem betreffenden
Summanden der hochste Exponent von (z—a)™' kleiner als die erste der
Zahlen der Reihe (12.). Demnach geht der hochste Exponent von allen Po-
tenzen von (z—a)~', die in den Summanden des Ausdrucks (11.) vorkommen,
immer aus der Reihe (12.) hervor. Er muss nun, damit die entsprechende
Potenz von (z—a)™" aus (11.) ausfillt, wenigstens zweimal in der Reihe (12.)
vorkommen. Bringt man diese Reihe auf die Form:

13)  h@+1) mtG-D@+D), B4G-D@+), ... b2,
so sind hier die positiven Zahlen
14) m, e 2

h+41
h

dieser Zahlen durch g, so kann n4-1 nicht grosser als g sein, weil sonst
h(n+1) grosser, als alle anderen Zahlen in der Reibhe (13.) wiirde. Es muss
daher, damit ein brauchbarer Werth von n-+1 moglich ist, g = 2 sein, worin
enthalten ist, dass 7, jedenfalls =h+2. Es sei nun g—=2 und trete zuletzt

zu untersuchen, von denen die letzte —>

ist. Bezeichnet man die grosste

bei %—” auf. Ist dasselbe ganzzahlig, so bestimmt es einen Werth von

n+1 und der Coefficient von (x—a)™* in z wird bestimmt durch die
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Gleichung: S

(15.) o'—[pi(@=a)].=, 0"+ [p2(@—0)"],-p 0" oo+ (—1) [p. (®—0)"],—, = O.

Setzt man hierauf, wenn g =2 ist, kleinere Zahlen als ¢ fir n+1 in die

Reihe (13.) ein, so ist immer c—ii+(k~c)(n.+1) grosser, als‘ die vorher-

gehe;lden Zahlen, daher kann ein weiterer Werth von n+1 nur aus der Reihe
(16) a+4+k—c)(e+1), 7 ,+th—c—-1)(n+1), ... =,

fir »+1 <g hervorgehen. Hier hat man nun in derselben Weise wie vorher
die Reihe

1?7y  (h—e)y(m+1), a,,—n+h—c—1)(n+1), .. T, —71,
zu untersuehen. Von den Zahlen

ﬂr'+? — T, T — T,

(18.) 7, —n 5 Nyt

cy
wovon die letzte jedenfalls positiv, sei die grosste positive g'. n-+1 kann
nicht grosser, als ¢’ sein, weil sonst die erste Zahl in (16.) grosser als die

T, r
<-C—”, c<c,

folgenden. Nun ist .q’ kleiner, als g = —72—(;, denn 9' = ”Z':ZC

7.

weil %‘;<%— Es sei ¢’ — 2 und trete zuletzt bei f{“—,}

auf.  Dasselbe
bestimmt, wenn es ganzzahlig ist, einen Werth von n»-+1 und der Coefficient

von (x—a) " in z ist Wurzel der Gleichung

(19.) (7”"”—-[P—;fl(w—-a‘)”']mao(""*]—l—-~-+(-1)°"‘"[—§:—' (@—a)“r] _ = 0.

Ist ¢' > 2, so hat man in gl‘eicher Weise die Reihe

nc«_,_z — T Tp— T
2 . « .. h—c.

(20') 'n(_'+1_... ﬁ("?

zu untersuchen, in der die grosste positive ganze Zahl ¢" <Tg' ist, da

" e — Tl ' e — N
9 - 0"-——'0' < g = c—e
ist, ¢/ <c", weil
T — 7, e — A,
o <

Auf diese Weise erhdlt man also eindeutig die miglichen Werthe von
n+1 aus den Zahlen g, g etc. und die zugehirigen Coefficienten von (x—a)~+"
in 5 besiglich als Waurseln der Gleichungen (1 5.), (19.) ete.

Es werde nun zuniichst dieselbe Untersuchung an derjenigen Diffe-
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rentialgleichu ng angestellt, die man aus (1.) durch die Substitution

M = iu‘r—n_\l/xl’tm M(l)dw

erhilt:
dm——lM(l) dm—2 (I)M(]
1) e dzf”:"z doet(— 1‘)m—lp(,\) o = o0,
dlogu," . . . . .
wenn —>—— in der Umgebung von « = a einwerthig und fir £ =@ in end-

licher Ordnung unendlich wird. Die Coefficienten von M®™ in dieser Gleichung
sind (No. 2) ’

dp{ dlogp.,.'
(22) po=pP+Etypd, S g, m, pO =1, pP=0.

dx

Der dem Ausdrucke (11.) entsprechende Ausdruck bei der Gleichung (21.)

. dlogu,' . s 1.
wird, wenn ———2:”‘— fir £ = @ in hoherer, als der ersten Ordnung unend-

lich, so dass der®charakteristische Index & der Gleichung (1.) um 1 ver-
- mindert worden ist,

(23.‘) uh—]__pgl) uh—-—?_l_“.__*_(__i)h—lplgl_).l,

fir =@ in nicht hoherer, als der ersten Ordnung un-

und wenn dlo g:,,,

endlich, -
(24)  d'—pPu (1)

Setzt man aber fir p, den Werth (22.) in die Formel (11.) ein, so sieht
man, dass die hochste Potenz von (z—a)™' von allen, die in den Summanden

von (11.) vorkommen und die »—1 niedrigeren in dem ersteren Falle, wo
dlogpu

iz
miissen in den Summanden ddd Ausdruckes

( (. 208 dlog#m ) -1y <p(u+ P 088 dlog.“m ) B

) -1
@) (oo (1Y (it pi2y LB Yoy (—yppg, LloBHn

f —1
— (z___‘ﬂ‘l%?_)zzh—l_pgl)zhd_*_",_}_(_1)»—1 ggl}
in dem zweiten Falle dieselben in den Summanden des Ausdruckes:
(26.)  F—p" &4 pO g~ (1) pf".

Sucht man nun durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben ist, die hochste
Journal fiir Mathematik Bd. LXXVI. Heft 4. 38
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Potenz von (z—a)™' in  und z aus den beiden Ausdricken (23.) und (25.)
zu bestimmen, so sieht man aus dem Vergleiche dieser beiden Ausdricke,
dass jeder Exponent der hichsten Potenz von (x—a)™' und der zugehorige
Coefficient in den Grossen u bei der Differentialgleichung (21.), auch in den
Grossen .5 bei Gleichung (1.) vorkommen und ausserdem bei letzterer Glei-
chung die entsprechenden Werthe aus u;'. Und vergleicht man (24.) mit
(26.), so ergiebt sich, dass jene Exponenten und Coefficienten bei beiden
Differeptialgleichungen dieselben sind. Daraus folgt:

Wenn man die Integrale (2.) in No. 5 aufstellt und diejenigen Grissen
dlogu—!

dx

W untersucht, bei welchen in endlicher, aber hiherer, als der ersten

Ordnung fir € =a unendlich wird, so ergieblt sich, dass der Exponent und

—1
Coefficient der hochsten Potenz von (z—a)™" in d—logi— unter den entspre—-

chenden Werthen enthaltern sind, die bei der Grisse z von Gleichung (1.) auf-
treten und aus Formel (11.) nach dem Vorhergehenden bestimmt sind. Die
Anzahl der genannten Grossen w kann nicht grisser sein, als die Summe der
Wurzeln der Gleichungen (15.), (19.) etc., die bei Bestimmung von 5 aufireten.

Es ist nun die Grosse z bei Gleichung (1.) aus der Bedingung, die
bei (11.) angegeben, weiter zu bestimmen. Aus den Zahlen g, ¢’ etc. sei
also ein brauchbarer Exponent »+41 von (xx—a)~' gefunden und man nehme
als Coefficienten dieser Potenz eine einfache Wurzel der zugehorigen Glei-
chungen (15.), (19.) etc. Es werde der Ausdruck (11.) durch f(z) bezeichnet.

Unter der gemachten Voraussetzung verschwindet in ag(:) der Coefficient K
der hochsten Potenz von (z—a)~' von allen Potenzen, die in den Summanden
. 3 . . d n .
vorkommen, nicht. Die n Coefficienten in 3 %ﬁ—agi, w=c_,(x—a)™* sind
1

dann durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben, eindeutig bestimmt. Denn
stellt man die diese Bedingung, ausdriickenden = Gleichungen auf, so fihrt
jede neue einen folgenden Coefficienten von » im ersten Grade ein, multi-
~plicirt mit der von Null verschiedenen Grosse K. Es ist nun ebenfalls von
Null verschieden der Coefficient der hochsten Potenz von (x—a)™' aus allen
Summanden von

azm—-b_f—(f)— = 5m—-h—l ((m —'—'h)\f(z) +3 _afT(xz—)—) '

0%

Letztere Potenz mit ihrem Coefficienten ist aber im Factor von % in Gleichung (6.)
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gleich der hochsten Potenz von (z—a)™" von allen, die in den Summanden enthalten
sind. Und da von den n-+1 hoheren Potenzen von (z—a)~', den hochsten,
die in den Summanden des Factors von N enthalten sind, die hochste und
die »—1 niedrigeren aus diesem Factor ausfallen, so wird der charakteristische
Index in Gleichung (6.) gleich m—1. Zugleich ergiebt sich aus Formel (25.)
und (26.), dass die Ausdricke von z, die einfachen Wurzeln der Gleichungen
- (15.), (19.) etc. entsprechen und nicht bei der Reduction verwandt werden,
in der neuen Differentialgleichung unverindert erhalten bleiben. Wenn eine
Waurzel der Gleichungen (15.), (19.) etc. mehrfach r mal vorkommt, so ver-
f(=)

schwindet in e die hochste Potenz von (z—a)™* von allen, die in den
einzelnen Summanden vorkommen, nicht. Der Coefficient der hochsten Potenz

von (r—a)~' aus allen Summanden in dem Factor von % verschwindet

g—,‘_l ‘N. Die Be-

stimmung der Coefficienten in z wird im Allgemeinen mehrdeutig; es treten

ausser den durch die Bedingung bei Formel (11.) gegebenen n Gleichungen

noch so viele hinzu, dass®der charakteristische Index in Gleichung (6.) kleiner

als die Ordnung wird. — '
Wenn man voraussetzt, dass die Gleichung (1.) in No. A

nicht, wéahrend dies der Fall ist hei den Facloren von

dm m—l
dwz +p dxm-—yx+ “tpny = 0

m—h regulire Integrale habe, so missen die Integrale der Gleichung'(l.)
der vorliegenden Nummer von der Form

e"’(:c—a)'%‘ c(z—a), w= é?c_,(w——a)"“

auch der Gleichung (3.) in No. 4

d*S  dlg, ]
\W'— da:"gl + +( 1)1% = O

217)

geniigen. Dann hingen durch Formel (14.) in No. 2 die Gréssen g, mit p,
und p® zusammen, und es ist

[P @] = [2@—ar]_,

Es werde nun dieser Zusammenhang der Grossen g, mit p, und p{ durch

Formel (14.) in No. 2 als bestehend vorausgesetzt, wobei die Grossen p!” den

charakteristischen Index Null und g, den charakteristischen Index h haben.
38 *
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Alsdann ist der Ausdruck

; 28) o —g o' et (—1)g,,
d':: s ' —Zk_a(w a)~%, der bei Gleichung (27.) dem Ausdrucke (11.)

bei Gleichung (1.) entspricht, zu untersuchen und zuzusehen, inwiefern sich aus
(11.) und (28.) durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben ist, ibereinstimmende
Werthe von z und » ergeben. Setzt man aber in (11.) fir p, seinen Aus-
druck durch Formel (14.) in No. 2, so ergiebt sich, dass bei einem beliebigen
5 die hochste Potenz von (¢ —a)~' aus allen Summanden und die »—1 nie-
drigeren, die in den einzelnen Summanden von (11.) vorkommen, dieselben
sein miissen, die fir z=o aus den Summanden von (28.) hervorgehen.
Daraus folgt, dass die hochste Potenz von (x—a)™" aus allen Summanden
von (28.), die aus dem Gesammtausdrucke (28.) ausfillt, dieselben Exponenten
hat und zur Bestimmung der Coefficienten dieser Potenz dieselben Gleichungen
bestehen wie bei (11.). Einer einfachen Wurzel einer solchen Gleichung
entspricht dann derselbe vollstandig bestimmtie Ausdruck von z und o, und der

charakteristische Index wird bei Gleichung (27.) nach Substitution von S=e"T,

%%*v um Eins weniger als die Ordnung, wié® bei Gleichung (6.). Man

0=

erhilt alsdann aus beiden Differentialgleichungen Entwnckelungen der Form
(mma)’.gca(w—a)“, wo ¢, von Null verschieden ist, wo man von der Grosse

r noch nachweisen kann, dass sie fir beide Gleichungen dieselbe ist. Denn
—r ‘wird (vgl. Abh. Bd. 74, No. 6) bei Gleichung (6.) gleich einem Quotienten,
dessen Nenner der von Null verschiedene Coefficient der hochsten Potenz

. o dN
von (¢—a)~" von allen ist, die in den Summanden des Factors von 45 vor-

kommen, und dessen Zihler der Coefficieni der um Eins hoheren Potenz
" von (z—a)~' im Factor von N ist. Nun wird dieser Quotient bei Gleichung
(6.), wenn der Ausdruck (11.) gleich‘f(z) gesetzt wird, gleich der Grosse:

. d Ozm-t 62 -k d 3 M=l _
. [( . f(z) + 2™ zfcﬁ) 2 Z'dz.‘f(z') % +( 1) +1 Pir1® l) z’;z—af’;—ng)]
29.) ‘ Oz Jo=

und diese wird gleich:

d 9 O*f(x) d .
|G e e e s )|
. az r=qa

Der entsprechende 'Quolient bei Gleichung (27.) wird, wenn der Ausdruck (28.)

(30.)
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t

gleich ¢ (v) gesetzt wird:

d. Brp(v) , O (0) dv —a
[(('D (o)—}- de  Ov —3% ov* a(p(v)] '
60 r=a
Da nun z=¢ ist und in f(z) und ¢@(v) die hochste Polenz von (z—a)™" aus
allen Summanden in den entsprechenden Summanden vorkommt mit iberein-
stimmenden Coefficienlen, so hat man

d Jf(s) | Of(z) do\z—a @ de(®) | I¢(v) dm
[ de Oz ok > df(z)] ﬁ[ dz ~ Ov —3 on® >6¢(v)]

(31))

=0

Und setzt man in l%ﬂ] fir p, in f(z) den Ausdruck durch Formel

(14.) in No. 2, so erhilt man

(5 (@—a) g e (AP gy g
[ I ] ”[ Hi0) P )(“"‘“)]
d%

r=a r=a

und Qieses wird [%;a)] — (=) [%—i—)—@—] , wodurch die
oo -

r=a az r=a

Uebereinstimmung der Werthe von r erwiesen ist. —

Ist nun 5 so beslimmt, dass der charakieristische Index in Gleichung
(6.) kleiner als m wird, so kommt es auf die Convergenz der formellen
Entwickelungen der reguliren Integrale von (6.) an, welche Eutwickelungen
man nach Abhandlung Bd. 74 No. 8 bildet. Nach dem Vorhergehenden wird zu
einem Werthe von 5 der charakteristische Index der Gleichung (6.) im Allgemeinen
m—1; zu diesem Werthe von z hat man dann eine einzige Entwickelung der Form

(x— a)’.Zc (x—a)*

in Bezug auf die Convergenz zu untersuchen. Findet man mehrere Integrale
von der Form (9.) in No. 5, worin w, w' von Null verschieden, so kann
man yach No. 5 Salz V. mit diesen die Gleichung (1.) ebenso oft reduciren,
und ﬁ\pt, wenn die Anzahl jener Integrale kleiner als A war, die reducirle
Gleichwng in derselben Weise zu untersuchen. Ergeben sich aus den Aus-
driicken (14.), (18.) etc. solche Werthe des Exponenten n+1 der hichsten
Potens ‘von (x—a)™" in 3, dass die Wurzeln der die Coefficienten dieser
Pot\ynz bestimmenden Gleichungen (15.), (19.) elc. in der Anzahl h aufireten
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und jede einfach in der belreffenden Gleichung vorkommt, so erhilt man h
vollstindig bestimmte Entwickelungen der Form e"’(a:——a)’é‘ ¢, (z—a)’, worin

die Grossen w von einander verschieden sind, welche Entwickelungen, wenn
sie convergiren, ebenso viele Integrale der Gleichung (1.) darstellen. Mittels
derselben wird nach No. 5 die Differentialgleichung (14.) in No. 5, die alsdann
m— h regulire Integrale enthilt, durch die Formel (10.) in No. 2 aufgelost,
in welcher Formel die rechte Seite mittels der vorhin genannten % Integrale
dargestellt wird und die linke Seite, gleich Null gesetzi, die reguléren Integrale
enthalt. Nach No. 1 ist dadurch auch die Differentialgleichung (1.) der vor-
liegenden Nummer aufgelost.

Berlin, den 7. Mai 1873.




