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Die Minkowskische Geometrie und die knn~herung an s~etige 
Funk~onen.  

Dem Andenken an Hermann Minkowski gewidmet. 

Von 

ALFR~-D H ~ R  in Kolozsv~r (Klausenburg). 

1. Minkowski hat in seiner ,Geometrie der Zahlen" die Grundlagen 
einer neuen nicht-Euklidischen Geometrie entwoffen. ,Wie die Bolyai- 
Lobatschefskysche Geometrie" - -  schreibt Hilbert in seiner Ged~htnis- 
rede auf M~nkowski m ,in verschiedenen mathematischen Disziplinen~ be- 
sonders in der Theorie der analytisehen Funkfionen mit linearen Trans- 
formationen in sich die fruchtbarste Anwendung findet~ so zeigt sich die 
Minkowskische Geometrie besonders i~r die Zahlentheorie yon hervor- 
ragender Bedeutung!' 

Dutch die zahlentheorefischen Anwendungen ist abet die Fruchtbar- 
keit der Minkowskischen Geometrie nicht ersch6pft. Sie finder eine wich- 
tige Anwendung - -  wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt w i r d -  in 
der Theorie der reellen Funktionen, bei Problemen in denen es sich um 
die AnnRherung einer stetigen Funktion dutch ein System gegebener 
Funktionen handelt; zu diesen Fragen gehSrt insbesondere das vielbehandelte 
Tsehebyscheg~che Problem. Deutet man Aufgaben dieser Art geometriseh 
in einem mehrdimensionalen Raum, und wendet dabei Minkowskis Geo- 
metrie an~ so erhalten Siitze dieses Gedankenkreises ein anschauliehes 
geometrisches Bild. 

W'ir werden uns in dieser Note gr~iBtenteils mit AnnRherungen be- 
sch~ftigen, bei denen als MaB der Ann~erung das yon Tschebyscheff ein- 
gef~hrte ist*). Dabei werden sich dureh rein geometrische Betrachtungen 
die urspr~mglichen Tschebyschefl~schen Resultate ergeben m die in unserer 

*) I)as T~h~sche Ma~ der A n n ~ L u g  wird bekanntlich folgenderma~n 
definiert: Ist ~ eine beliebige b e ~ h r ~ k ~  abgeschlosseue Pauktmenge, f(P) und F(P)  
daselbst defmierte stetige Fuuktionen, so wird dam Maxim-m you If(P)-~-F(P)I 
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Zeit yon den Herren Kirchberger*) und Borel**) neu begriindet wurden - -  
sowie such die darau anschlie~enden sehSnen Untersuehungen der Herren 
Tonelli***) uud J. W. Youngt); man erl~lt auf diese Weiss aul~dem 
Theoreme yon welt grSBerer AUgemeinheit, die ein einheifliehes Bild dieser 
Probleme erm~iglichem Aufler den yon Minkowski geschaflenen Begriffen 
kommt dabei'insbesondere ein Sstz yon Herrn Carath6odory fiber kleinste 
konvexe Bereiebe zur Anwendung, mit desssn Untersuehungen ~ber posi- 
tive harmonische Funktionen die vorliegende Arbeit manehe Berithraugs- 
punkte aufweist. TT) 

I. Der ~,,iehkfirper der Tsehebyscheffsehen Anntherung. 
F, xistenz tier L~sungen. 

2. Wit legen unseren Untersuchungen irgend eine b e s c h ~ t e  ab- 
geschlosssne Punktmenge ~IR eines Raumes yon beliebiger Dimensionzahl 
zugrunde, und bezeichnen mit P irgend cinch Punkt dieser Menge. Wit 
betrachten ferner •-{- 1 in dieser Punktmenge defmierte Funktionen: 

f(P), fl(P), f,(P  ...,.f.(P) 
und setzen voraus, dab diese Funktionen in ~ stetig und linear unab- 
t~ngig sind, d. h. dab suffer dem trivialen Wertsystem 

(wobei P irgend einen Punkt yon ~R bedeuten k ~ n )  sis Mal$ der Approximation der 
Funktion f(P) durch dis Funktion - -  ~'(P) bezeichuet. Sind insbesondere 

fl (P), f~ (P), --., f,,(P) 
in der Punktmenge ~0~ definierte stetige Fauktionen, und gibt es ein Wert~ystem 

cq, as, . . . ,  as dersrt, daft dss Maximum yon 

I f ( P )  -.l-- ~ f~ ( P ) - ] -  - - . +x~f~(P)I 
--  wobei x~, . . . ,  z s beliebige reelle Kons~nten b e d e n t e n -  stets grSkr  oder gleieh 
dem Maximum yon 

If(p) ~ ~ f1(P) + " .  -I- a,,f,,(P)' 
ist, so ~ die Funktion - -  (a~f~ ( I  x) -i- " "" -i- a,,f,,(P)) eine Tscl~by~7,1~ A ~  
,ung in ~ der Funktion f(P) auroh r Funktioner~ystem x.f~(P)-l-""-l-zJ.(P) 
genffiant. 

*) ~Voer Tschebyschetfsche AnntLherungsmethoden". Math. A ~ .  57 (1905). 
**) ~Le~ons sur les foncfions de variables r6elles", S. 82. VgL such M. PrSchet: 

,Sur Fspproximation des fonctions c o n t i n u e s . . . " .  Annales de l'~cole Normale 
Sup~rieure. HI. Bd. 25 (1908). 

"*) ~I polinomi d'spprossimazioue di Tchebyr Ammli di Mstematica. HL 
Bd. XV (1908). 

t') ~Geneml theory of approximation by funcfion~ involving a given number 
of arbitrary parameters." Trans. of the Am~ Math. Society. Bd. 8 (190T). 

t~) ~ b e r  den Vm'i~b'flit~bereich der Koeflizien~u yon Potenzreihen~ die ge- 
gebene Werte nieht ~nehmen." Math. Anm 64 (1907), uud ~0b~ den V a d a b ~  
bereieh tier Fouriemchen Konstanten yon positiven ~ Funki~nen. ~ Rend. 
del Circ. Mat. di Palermo. Bd. $~ (1911). 



x = x , = x ~  . . . . .  x~=O 

]rein anderes Wertsyst~m x, xl, x~ , . . . ,  x~ exis~ert, ffir das die Ftmk~ion 

x/(P) + ~A(P) + ~&(P) + - . .  + x~s 

fiir jeden Punkt tier Meage ~ gleich Null ausf~llt. 
Unter diesen Voraussei;zungen fassen wir diejenigen Wertsysteme 

a~ a 1~ a ~  . .~ t~  

ins Auge, ffir die das Maximum d.er in ~q ste~igen Funktion 

�9 a f (P)  + a f t ( P )  + a~/~ (P) + . . .  + a,f~(P)[ 

kleiner oder gleich 1 ausf~t .  Betrachten wir die zagehSrigen Punld~e 

x ~--- a ,  xl..~, a l ,  x~ ~ a2, . . . , x n . . . ~ a ~  

eines (n+l)-dimensionalea Raumes, in dem x, x l , . . . ,  x~ die gewGlmlichen 
Pank~koordin.aten bedeuten, so biZdet die Gesamtheit der so erlwdtene~ 
PunMe einen ganz im Endlidten gdegene~ konvexe~ K i ~ e r  $s *) 

In der Tat, aus der vorausgesetszten Stekigkeit der Funktionen f, fl, .- 
�9 .,];, folg~ unmii~elbar, da$ die be~rachteten Wertsysteme a, ax , . . . ,  a~ 
eine abgeschlossene Punktmenge bilden. Sind ferner 

I I �9 g#  I #  o q I t  
G/,~ ~ I ~  . .  o~ a ~  u ] a d  O, ~ (i,1~ �9 . ,  ,~ 

irgend zwei Punkte, die ~ angeh~ren, f~r die also die Maxima der Funktionen 

] d f ( P ) + a ~ f , ( P ) + . . . + a : f , ( P ) [  and ld ' f (P)+a'; f~(P)+. . .+a~f~(P)  

nicht grSger als 1 ausfallen, so geh6rt - -  sobald 0 eine die Ungleichung 

o < ~ _ ~  
erfallende Zahl bedeutet - -  der Punk~ mit den Koordinaten 

a~- 8a" + ' (1--8)a ' ,  a ~ a l  + (1--~)a~', ..., a~-----Sa'~ + (1--8)a~ 

ebenfalls dem KSrper ~ an, denn es besteh~ die Ungleichung 

laf(2p) + a~f,(P)+ ... + a,f,,(P)l~ ~I a'f(}') + a~/~ (/~) +-.-+ aJ,,(1') I 
+(i-~)~ d" f(-~)+a;" f, (-P) +...+ a"&(}')l <= i. 

�9 ) F_~e abgesohlot~aue l:91nklzaeage 11n~,ze~ (~-I-l)-dimemdonalea B,w, mes ist 
ain konvexez KSrpar, we.on ~e die folgeade Eigentchaf(5 besitzt: Sia(I 

�9 z / ;  m; th', . . . ,  ~, mad z", . . . ,  s~ 
irgend zwei Punkte dieser Punktanenge, so gehSrt der Punk~ m i t  den Koora!n~ten 

a : = o ~ ' + O - - o ) ~ " ,  z~ :,. +(I - -0) :~ ,  , .  z , , - - - - o ~ + ( , - - o ) z ' i  

- -  sowie 0 irgend eine die Ungleichung 0 ~ 0 _~ I erffillende Zahl bedeutet - -  eben- 
falls dieser Punk~enge an. 

Ein konvexer KSrper ist .ganz im End.lichen gelegen", wean die Koordinaten seiuer 
Punkte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen Grenze bleibe~ 
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Es el~brig~ noeh zu zeigen, dab s'~mtliche Koordinaten jedes P u n k ~  
yon ~ un~erhalb einer lessen oberen Grenze liegem*) 

Im entgegengeset/z~n Falle wiirden unendlieh viele Wertsysteme 

a(r),  a~'), . . ., a~, ) ( v =  1,2,. . .)  

e x i s t i e r a n ,  die alle die Bedingtmg 

la(')f(P) + a.?)f,(P) + . . .  + a~)f~(P)] =~ 1 

fiir jeden Punkr P yon 2)~ erffullen, yon dex Besehaffenheit~ da6 die absolut 
grfl~te Zahl des v ~ Wert~ys~ems mit wachsendem v fiber alle Grenzen 
w~ichst. Es sei a(') gleich der grfBten der positiven Zahlen 

a ( ' ) , ,  l a ? ) t ,  . . . ,  a~')~; 0 ' =  ~,~,.--) 
bilden wir fiir jedes v die Quotien~en 

~,)___ ~,,,~ 4 ,  ) ~ ~,,,, . . .  ~,) =_a-"~ (~(s,), . (%(r ) ,  , O . ( r ) ,  

so ist eine dieser Grft~en sieherlich gleich • 1, wiihrend alle anderen dem 
Beta, age nach nicht grfl~er als 1 ausfallen; es gilt femer ffir jeden Punkt 
/)  yon 9J~ die Ungleichung: 

Ir d I_ ~l~)fl(.p) 2 r . . .  dr. ~r)fn(./~)l < 1 a(J) 

and es ist lira ao') = oc. 

Von den unendlieh vielen Wertsystemen 

a'~, 4 ' ) , . . . ,  ~:~ ~ ( , ,=  1,~,.. .) 

kfanen wit in mann i~ehe r  Weise eine konvergen~ Tedlreihe heraus- 
greifen; da fenmr ffir jedes v mindestens" eine der Grflhm d ' ) , . . . ,  e~(') 
gleieh -+-1 ist, so kfnnen wit diese Auswahl derart vollziehen, dab der 
Limes der betraeht~t~n Teflreihe 

c, ca , . . . ,  c~,_____I 

mindestens eine Zahl ~nth-~lt, die ebenfalis gleieh =t= 1 ist~ also yon Null 
verschieden ausF~llt. Es wtil~le dann dement~preehend fill- jeden Punk~ yon 

c/ '(~) + e, t~(~') + - - - +  c,t;,(P) = 0 

sein, ira Gegensatz zu n-~erer Voraussetzung. 

Damit ist also gezeigt~ dal~ ~ in der Tat ein ganz im Endliehen ge- 
legeaer konvexer Kfrper ist. 

*) Eine i~mliche ~etrach~ung wird bei Henm F. I~iesz in seiner Arbeit: zSur 
cert~__us syst~mes singuliers d'6quations intdgrales ~, Annales de l']~ole Norm. Sup. HI. 
Bd. 28 (1911), &uf ein analoges Problem angewandt. 
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Die ~egren~ung*) dieses konvexen K5rpers wird durch diejenigen 
Wertsysteme a, al, . . . ,  a~ gebildet, fiir die das Maximum yon 

(1) Idf(P) + a,f~ (P) + . . .  + a,f~(P)] 
genau gleich 1 is~. 

Ist n~imlich jenes Ma~ximum kleiner als 1, so bleibt - -  wegen der 
vorausgesetzten Stetigkei~ der Funktionen f, f;, . . . ,  [~ - -  diese Be- 
dingung erhalten, falls man das zugehSrige Wertsystem a, a l , . . . ,  a,,  
zwischen hinreichend engen Grenzen vaxiiert, d. tL der entsprechende Punk~ 
ist ein innerer Punkt yon 2. Wean aber jenes Maximum gleich 1 ist, so 
~ b t  es eine Stelle /~o in ~ ,  so dab 

,af(~o) + aA(Po)  + " "  + ~.f.(~o) = 

wird; mindestens eine der Funktionen [; f l , . - . ,  f~ muB daher an der SteIle 
Po yon Null verschieden sein; ist etwa f(l='o)~0, so wird das Maximum yon 

t(a+ + a, fi(_P) + . . .  + a.t (P) 
wenn man das Vorzeichen yon d passend w~ihlt, jedenfalls grSBer als I 
ausfallen. Mit andern Worten, der Punkt mit den Koordinaten 

a + ~ ,  a s , . . . , a  S 

liegt auBerhalb des KBrpers ~,  falls das Vorzeichen yon $ passend ge- 
w~ihlt is~ und es ist also der Punkt a, a l , . . . ,  a~ --  als H~ufungspunkt 
yon ~iut~eren Punkten - -  ein Grenzpunkt yon 2. 

Der KSrper ~ ist schlieBlich symmetrisch um den Nullpunkt; d. h. 
mit dem Punkt a, al, . . . ,  a,, gehSrt ibm auch der Punkt mit den Koordi- 
naten --  a~ -- a i, . . . ,  --  a~ an. 

Zusammenfassend kSnnen wir also sagen, dab diejenigen Punkle un- 
seres (n+l)di~nensionalen l~umes,  deren Koordinate,~ a, a , . . . ,  a. so be- 
schaffen sind, da~ das Maximum yon (1) nicht 9r6j6er als 1 ausftill$, einen 
ganz im yEndliehen gdegenen konvexen K6~Ter um den Nulll~unkt als Sym- 
metriepunkt aus/~llen, dessen :Begrenzung aus denjenigen t~unkten besteht, fiir 
die jenes Maximum genau gldeh 1 ist. 

3. Wir  betrachten nun diejenige Minkowskische Geometrie in der der 
soeben gewonnene konvexe KSrper ~ die RolIe des Eichk6rpers spielt. 
Diese Geometrie ist also durch die folgenden Eigenschaffe- charakterisiert: 
Die Entfernung jedes Punktes des Eichk~rpers yore Nullpunkt ist gleich 1; 
um die Enffernung eines beliebigen Punktes yore Nullpunk~ zu erhalten, 
konstruiere man diejenigen konvexen KSrper 2u,  die aus ~ vermSge 

*) Die ,,Be.grenzu~g" oder .Oberfl~che" eines konvexen K0rpers wird durch die- 
jenigen Punk~ des K~rpers gvbildet, die H~ufungsstellen yon Punkten, die nicht 
dem KSrper angeh~en,  sin& 
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einer ,Dilatation" um den Nullpunkt entstehen. Die Koordinaten der 
Pun 10re yon ~ ergeben sich also sus den Koordinaten der Punkte yon 
~, indem man diese mit der positiven GrSfle ~1/multil~li~iert ~ d. h. wenn 
a, a , , . . . ,  a~ irgend ein Punkt yon ~ ist, so ist . ~ a ,  .Mal ,  . . . ,  .~[a,, ein 
Punkt yon ~ .  Offenbar ist ~x fiir jeden positiven Wert yon M eben- 
falls ein endlieher konvexer K~rper urn den Nullpunkt, desseu Begrenzung 
dutch diejenigen Wel~systeme a, a i , . . . ,  a= gebildet ist, "fiir die das 
Maximum der Funktion (1) genau gleich M ausf~llt, w~tlrend ftir das 
Innere yon ~z~ jenes Maxbnum kleiner als M isk Man erkennt aueh, dab 
jeder Punk~ x, x l , . . . ,  x. des Raumes auf der Begrenzung desjenigen 
K~rpers dieser einparametrigen K6rperschar ~Jr liegt, dessen Parameter- 
wer~ M das Maximum yon I x f ( P ) +  x , f~(~)+- - -+  x=f~(/~)l liefert. Dieser 
Parameterwer~ mSge der ~rEntfernung" des betreffenden Punktes yore Null- 
punkte gleich sein; es besteht also die Begrenzung des konvexen K~r- 
pets ~z  aus denjenigen Punkten, deren ,,Entfe~ung" yore Nullpunkte 
gleich M ist. 

Das Tscl~tbysr _Problem verlangt nun diejenigen Wertsysteme 
x~, x~ , . . . ,  x~ zu bestimmen, ffir die das Maximum yon 

I f ( P )  + x ,  f t ( .P) + x~f~(P) + . . .  + x, , f , , (P)l  

m6gliehst klein wh-d; da dieses Maximum in unserer Oeometrie die ,Ent- 
fernung" des Punktes x =- 1, x , ,  x~, . . . ,  x,, 

yore ~ullpunkte bedeutet~ so kommt dies darauf hi~aus, diejenigen Punkte 
der ~ dimensionalen Ebene x = l  

zu bestimmen, deren .,Enffenmng" yore Nullpunkte miigliehst klein ist. 
Diese Punl~e erhalten wir dutch die folgende Konstmktion: 

Wir konstruieren diejenige Stfitzebene*) unseres EichkSrpers ~, deren 
Gleiehung die Form x - = d  

besitzi ( d>  0); dann ist offenbar die Ebene 

X ~ - i  

*) Bctrachten wit irgend eine b e s c h ~ t e  abgeschlossene Punktmengc; sind u, u,, .. 
..,u~ irgend welche Grilflen, die nicht alle gleich Null mad, so hat der Auadruck 

u z +  u~xl+-- -  +%x~,  

wobei x, ah~ . . . ,  x~ die Koordinaf~n irgend eiaes Punktes der betrachteien Menge sein 
kiinnen, ein bestimmtes Maximum; iar dies -~ d, so wird 

ux + u~ x, + . . . + u~ x,, = d 

eine ~t~zeSc~e der zugrande gelegten abgeschlouenen Punktmenge gen~n~. Zu jedem 
W e r ~ e m  u, uz, ..., % (au$er dean trivialen u~-u~ ~ - . . . = %  ~-0) gch6rt daher 
eine und nut eine S~itzebene. (Minkow~ki: zVolumen mad Ober~che% Math. Ann. 57.) 
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eine Stii~zebene desjenigen Kiirpers der oben konstruierten Schar ~ ,  ffir den 

1 

ist. Diejenigen Punk~ dieses konvexen Kiirpel~ ~ t~ die auf der Sttitzebene 

x =-1 liegen, bilden ebenfalls einen endlichen konvexen Bereieh yon der 
Beschaffenheft, dug die Minkowskische Enffernung jedes dieser Punkte 

ist. Da jeder andere Punkt der Ebene x-~ 1 auBer- yore Nullpunkg ~- d 

halb dieses konvexen KSrpers liegt, so ist seine Minkowskische E~t- 
1 

fernung yore NuUpunk~ jedenfalls grSger als -d" Die Punkte des betrach- 

teten Bereiehes sind daher diejenigen Puakte der Ebene x ~ 1~ deren Ent- 
fernung yore Nullpunkt mSgliehs~ klein ist; daher sind die zugehSrigen 

~Vertsys~me 1~ al, a~, �9 �9 a,, 

- -  und nur diese - -  die LSsungen des Tsehebyseheffsehen Problems. 

Wir erkennen also, da$ das Tschebyseheffsehe Problem'unter den ge- 
maehten-Voraussetzungen ( f ,  f l , . . ' ,  f,~ stefig und linear unabhiingig in 9J~) 
mindestens eine Liisung zuliil3t. Man kann aueh leieht zeigen, da$ die 
zweite Annahme unwesenflieh ist. In der Tat, wenn eine lineare Ab- 

hiingigkeit c f (P )  + elf,(P) + " "  + c,,f,,(P) = 0 

bestehen wfirde, wo c ~ 0 w~re, so wfiMe es ein Wertsystem a l , . . . ~  a,, 
geben, ftir das das Maximum yon 

f ( P )  -4- a,f~ (1)) + " "  + a,~f,,(.P) 

gleich Null w~re und dieses Wertsys~m is~ gewiB eine Liisung des Pro- 
lems. Wenn abet in der obigen Relation c ~ 0 ist, so k ~ n e n  wit yon 
den Funktionen/'1, f~, . .  , f ,  diejenigen forflassen~ die als lineare Kombi- 
natdon (mi~ konstanten Koeffizienten) aus den iibrigbleibenden darsh~llbar 
sin.d. Auf diese Weise gelangen wir zu Funktionen, die linear unabhiingig 
sind; wenden wir daher das Ergebnis unserer Untersuehungen auf die 
l~unktion f(P)  und auf die nun erhaltenen Funktionen an, so er~bt sieh 

in Anbetracht dessen, dab alle Funkfionen yon der Form 

~,f~(P) + " "  + ~. f . (~)  

aueh al~.lineares Aggregat (mit konstanten Koeffizienten) unserer neuen 
Funktionen darstellbar sind und umgekehrt ~ die L~sbarkeit des Tsche- 
byscheffschen Problems fiir die Ann~erung der Funktion f (P)  durch (lie 
Ftmktionen f1 (P), ft (/)), �9 �9 ", f-(/~)" 

Wit  erhalten also alas folgende Theorem: 
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f(P), ft(P), . . . ,  f~(P)in eim; abgeschlosso~n Pu,~. menge it~ 
definierte stetige Fun],'tionen, so existiert ein Wertsyste~ at, a~, . . . ,  a, der- 
err, daft das Maximum der Fu~ktion 

i f(P) + a~f~(P) + . . .  + a,,f~(P:', 

nieht gr6fler ist als das Maximum yon 

If(P) + xtf~(P) + " "  + x.f,(P) t, 

wie auch die reellen Konstanten x ~ , . . . ,  x~ gewgJdt sin, d; das Wertsyslem 
a t , . . . ,  a,~ liefert also das Minimum jener Maxima.*) 

Wix werden sparer (III und IV) die notwendigen und hinreiekenden 
Bedingungen dafiir aufstelien, dab nut ei~ derartiges Wertays~em existiere. 

Bei den vorangehenden - - w i e  aueh bei den folgenden - -Unter -  
suchungen bedeutet ~Y~ irgendeine abgesctflossene Punkhnenge des ein- oder 
mehrdimenslonalen tLaumes. Wir erw~hnen nut den interessauten Spezial- 
fa|]~ in dem ~'~ aus einer endlichen Anzahl yon Punkten Pt, Pa , - . - ,  "P~ 
besteht; die Funktionen f~ ['1, f ~ , . . . ,  f~ repr~entieren sodann m Wert- 

syst~me f(P,), ft(P,), ...,/;(P,,) (v - l ,  2,...,m) 
und die soeben geliiste Aufgabe liefert einen leicht formulierbaren Satz 
iiber die approximative Liisung eines linearen Gleichungssystems. 

II. Die reziproke Polare des Eiehk~irpers. Andere Annitherungen. 

4. Indem wir nun wieder die lineare Unabh~axgigkeit der Fnnk~ionen 
f(P), ~(P),  . . . ,  f~(P) voraussetzen,'k6nnen wir den konvexen KSrper 
noeh in einer anderen Weise geometrisch interpretieren; zu dieser neuen 
geometrischen Deutung, der bei der Weiterfahrung unserer Untersuchungen 
eine entsoheidende Rolle zukomm~, gelangen wir (lurch die fo]gende ~ber- 
legung: 

Es sei a, a t , . . . ,  a~ irgendeiu Punkt der Begrenzung yon ~; fiir 
dieses Wertsystem is~ also: 1) fiir jeden Punk~ P yon 

-- I <= af (P)  + af1(P ) + - . - +  aJ . (P)  _ 1; 

*) Dieser Satz warde fiir den speziellen Fall, dais die Funktionen f (P) ,  f~ (P ) , . .  
.., f , ,(P) in einem IntervaU definierte Funktionen einer Verltnderlichen 8imi y o n  

J. W. Young a. a. O. unter der weiteren Einschr~nkung bewiesen, dais jede der unend- 
lieh vielen Funktionen 

=1 f~ (Z') + . . .  + =. f.(P) 

( ~ , - . . ,  za beliebige reelle G~,en ,  yon de~ea minde~ms eine voa l~ull vex~hiedea" 
ist) in dem zugmude gelegten Inte~-~ll h S e ~ s  n - -  1 Nul l~ t lea  bes i t~  wobei e / ~  
~V~C~e an ~ kei. Z e i d ~ e . ~  ~ t t f i ~ e t ,  ~ zu r ~ e m  ist. 

Aaaaten, I~XXvIII. 21 
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wiihrend 2) ein Punkt Po in ~ existiert, fiir den 

(~f(Po) + alfl(Po) + " "  + a,f,,(Po) 

gleieh + 1 o d e r -  1 ausfifllt. 
Fassen wit" nun die Gesamthei~ derjenigen Punkte unseras (n + 1)-dimen- 

sionalen Raumes ins Auge, deren Koordina~en x, x l , . . . ,  x= dureh die 

Gleiehungen x = f ( P ) ,  x l  = f l ( P ) ,  . - . ,  x,----- f , ( P ) ,  

bzw. 
x --- - -  f ( P ) ,  x~ ~-  - -  f~ ( P ) ,  . . . ,  x,,  = - -  f , ( P )  

erkl~rt siud, wobei P die Menge ~ durch]i~uft. Die auf diese Weise deft- 
nierte Punktmenge ~ ist offenbar abgeschlossen~ sie is~ ferner symmetriscb. 
um den NuUpunkt. Die Ebene 

(2) ax + alx x + . . .  + a,x,, = 1 

besitzt die folgenden EigenschafCen: 
1) ist x(lt), ~ ) , . . . ,  ~,~) ein der Punktmenge ~- ang-ehSrender Punkt;, 

so ist 

2) as existiert ein Punkt der Punktmenge ~, ffir den 

ax('~) + a , ~ )  + . . .  + a , ~ )  = 1 

ist. Mit anderen Worten, die betraehtete Ebene is~ eine Stiitzebenc der 

Punktanenge ~. Es sei nun ~ der kleinste konvexe KSrper, der die Punkt- 
men,me ~ onth~lt*); di~er Kiirper ist offenbar symmeh'iseh um den Null- 
punkt, da bereih~ ~ diese Eigensehaft besafl. Unsere Ebene (2) ist sieher- 

lieh aueh eine Stiitzebene yon ~. Nun is~ aber diese Ebene die Polarebene 
des P u n k ,  s a, a t , . . . ,  a,, in bezug auf die Einheifi3kugel um den An- 
fangspun]~: 
(3) x~ + ~i + "'" + x,, = 

und e~ ergibt sieh also, dai~ die "Pola,'d~e~en (in bezug auf diase Kugel) 

d~.r Pwxjrenzu~4]sjaunl~te des l;o~zvexen K6~er  ~ Stiitr vim ~ sind. 
Man erkann~ unmittelbar, dab man auf diese Weise siimtliehe S~ii~ebenen 

yon ~ erhglt. Sind nFanlieh u, at, . . . ,  u~ irgendwelehe GriiBen, die niche; 
alle gloich Null sind, so basitzt ~ ~ da der hnfang~punk~ ein innerer 

*) Der kleinste konvexe Kiirper, dot eine abgeschlossene Punktmenge enth-~tt~ 
besteht aus denjenigen Punkten, die allen, die gegebene Punktmenge enthaltenden 
konvexen KSrpeam angeh6~n. Die Stfitzebenen einer abgeschlossenen Punktmenge 
und des kleinsten konvexen K/irpera, dex aie enthMt, sind dieselben. Diese Defini- 
tionen z~hren yon Minkowski her. (,Volumen und Oberfl';iche". Math. Ann. 57 (1905)-- 
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Punkt dieses K6rpers ist ~ sicherlich einen 
derart, dab 

~t ~ x  Y a 

a a 1 a a 

Randpuukt a, at, . . . ,  a, 

sei; ist ~ der gemeinschaftliche Wert dieser Briiche, so ist - -  auf Grand 
des soeben Bewiesenen - -  

ax  + aax~ + .  �9 �9 + a.x,, = 1, 
oder 

die zugeh6rige Stiitzebene yon ~ ,  die andererseits die Polaxebene des 
Punktes a,  al, . . . ,  a ,  is~. 

Wir zeigen, da{~ auch umgekehrt d/e Pdareber~ jedas Pun/des tier Be- 
grenzung v(m ~r (in bezug auf die Kugel (3)) e/he Stiit=ebcn4, ro~ ~ ist. 

In der Tat, ist a, a l , . . . ,  5j irgendein Punkr der Begrenzung yon 4 ,  so 
liegt dieser sieherlich auf einer Stiitzebene dieses konvexeu KSrpers, also 
.~uf der Polarebene eines Rsndpunktes yon 4. Es enth~lt daher - -  auf 
Grund der einfachsten S~tze fiber polare Reziprozit~t --- die Polarebene 
dieses Punktes ~, ~ ,  . . . ,  ~ 

(4) ax + ~ + . . .  + ~,,x, --- 1 

jedenfalls denjenigen Punkt yon 4, dessen Polarebene durch d~n Punkt 
~, a~,..., ~ hindurchgeht. Wenn daher diese letzte Ebene keine Stfitz- 
ebene yon ~ wiire, so h~tte dieser konvexe KSrper eine Stfitzebene, deren 

Gleichung ~x + ~x~ § . .  �9 + ~x,,  ~ d 

w~re, wobei d > 1 sein m/iBm. Ist nun a, a~, . . . ,  a .  ein soleher Punk~ 
der Begrenzung yon ~ ,  der dieser Stfitzebene angehiirt, ffir den also 

a~ + 

ist, so miiBte - -  nach dora 

ax + 

ein Stfitzebene yon ~ sein~ 

aa~ + . . .  + a .a ,  = d 

vorher Bewiesenen 

alx I + . . . +  a , x . =  1 

d. h. fllr jeden Punkt yon ~ m/iflte d~e Un- 

gleiehung ax + a lx  x + . .  �9 + a . z .  ~ 1 

statffmden. Da dies fiir den Punkt #, a-~, . . . ,  ~. nicht der Fall isL so 
sind w/r zu einem Widersprueh ge lsn~ und (4) ist in der Tat die Glei- 
ehung einer Stfitzebene yon ~;  man erkennt auch ~ wSxadieh wie oben 
dal~ man auf diese Weise s~mtliche Stfitzebenen yon ~ erhrdt~ 

Di~ bei, d, en gav~ im E~,~i~en gd~enen ~ K ' ~  gt u ~  ~ s/~,  
l~lar res~ro~ Figuren in bezug auf die Kugd 

z 2 + ~ + . . . + ~ - . 1 ;  
21" 
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d. h. die BegrenzumjspuJ2kte des einen K6rpers aind die Pole, der 8tii~zd~ne,~ 
de.~ a~tere~ KSrpers und umgekehrt.*) 

5. Die vorangehenden l~berlegungen gesta~ten eine analoge Behand- 
lung vieler ghnlicher Probleme, yon denen wir einige bier andeuten wollen. 

Betrachten wir etwa einerseits diejenigen Wertsysteme a, al, ...~ a., 
fiir die die Ungleichung 

af(P) + a~f~(P) + . . .  + a J , (P )  ~ 1, 

audrerseits diejenigen Wertsysteme~ ftir die die Ungleichung 

af(~) + ~f,  (~) + . - .  + ~,f,(P) => -- 
fttr jeden Punkt P der Menge ~ stattha~, so erkenn~ man durch eine 
iihnliche ~])erlagung, wie wir in 2. angestellt haben, dab die Oesamtheiten 
dieser Wer~ysh~me im (n ~ 1)-dimensionalen Raum je einen im Endlichen 
gelegenen konvexen Kiirper erfilllen, wenn die in ~/ stetigen Ftmktionen 
f(P),-fl(P),  . . . ,  f~(P) so beschaffen sind, dais fiir jedes Wertaystem 
x, xl , . . . ,  x~ (suffer dem trivialen x ~ x l ~ffi . . . .  x~ ~-0) der Ausdruck 

(5) x/(P) § x~/~(P) §  § xff.(P) 
eine solche Funktion darsteUt, die nich~ iiberaU in ~ griiSer oder gleich Null 
ausf~llt.**) Die vorangehenden Betrach~ungen zeigen auch, dais die polare 
Reziproke in bezug auf die Kugel (3) des ersten der so erhaltenen kon- 
vexen KSrper derjenige kleinste konvexe KSrper ist~ der die Punktmenge 

x-~.  f ( P ) ,  x~ .~. f ~ ( P ) ,  . . . ,  x ,  == f . ( P )  

enth~;  die polare Reziproke des zweiten konvexen KSrpers ergibt sich 
auf dieselbe Weise aus der Punktmenge: 

z = -  - f ( P ) ,  x~  ~ -  - -  f ~ ( P ) ,  . . . ,  ~ .  = - f . ( P ) .  

In ~hnlicher Weise ergib~ sich auch, dab die Gesamtheit derjenigen 
Wertsysteme, f'fix die die 8chwankus:g***) in !!~ der FI!nktion (5) kleiner 
oder gleich i ist, wiederum einen im Endllchen gelegenen konvexen KSrpar 
erflilIen, falls dieser Ausdruck (5) fiir kein Wertsystem x, xl, ...~ x,, (auSer 
dem trivialen x == x 1 •- ..  ~ x~ =- 0) eine solche Funktion darstellt, die 
in ~ konstant ist. Unter derselben Bedingung erfifllen auch ttiejenigen 

*) $olche konvexr KSrper betmehtet sehon Minkowski in seiner posthumen Ab- 
handlung: ,Theorie der konvexen KSrper insbe~ondere Begrfmdung ihres O b e ~ e n -  
begriff~" ~ ~ a l t e  Abhaadl~g~a (l~aehl~), Bd. II, S. ~aO; ar fahrt dasdbst far 
solche KSrp~ den Namen ,po/arr ~76rper" eia (vgl. S. 1~6, I. c.). 

**) Die Funktionen ~ /~s ,  ~ /~ s  (k== L~ , . . . ~ )  
.rfaUr im Ia~ervall 0~ s ~ 2= ot~.~tr diaae Bedingung; da~raus resulfiart eia Satz 
yon Carathb~tlory (I. c.). 

*~  Unter der ~chwa~u~s einer stetigen Funkfion ve'rsteht mau den absoluten 
Betrag der Difl'erenz ~ gr~ten und kteintten WerteL 
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Wertsysteme einen im Endlichen gelegenen konvexen KSrper, ftir die die 
Totalvariatio~ yon (5) nicht grSBer als 1 ist. Diesen konvexen KSrpern 
kommt die Rolle des EichkSrpers zu, falls man start des Tschebyschetfsche~ 
Ma~s der Ann~herung die Schwankung oder die Tot~lvariation als MaB 
der Approximation w~hlk 

Bei diesen Untersuchungen wtirden dann die polaren Reziproken 
dieser K6rper in bezug au( die Kugel (3)wieder eine Rolle spielen. Man 
erkennt z. B. olme Schwierig]ceit~ daft die polare Reziproke des ersten 
der jetz~ aufgestellten konvexen K6rper derjenige kleinste konvexe Kiirper 
ist, der die Punktmenge 

x=- f (P)  - f(Q), x~-= f ~ ( P ) -  f~(Q), . . . ,  x,,~- f , , ( e ) -  f,,(Q) 
enth~lt, wobei P and Q unabh~ngig voneinander die Punktmenge 
durchlaufen. 

III. Die eindeutige I~sbarkeit des Tscheby~heffschen ]Problems. 
Die aufgestellte Bedingung ist hinreichend. 

6. Ankniipfend an die vorangehenden geometrisehen Entwicklungen 
werden wir nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafflr 
aufstellen, dab die Tschebyscheffsche Anuiiherung jeder in ~'~ stetigen Fauk- 
tion f(P),  die nicht in der Form 

xlflCP) 4- . . - -k  x,f,(P) 
darstellbar ist, durch die Funktionen eindeutig sei; d. tL dab flit jede 
solche Funktion f(P) ein und nut ein Wertsystem existiere, fiir das das 
Maximum yon 

If(P) + z,f~(P) +.. .  + x.f,(P)l 

seinen kleiusten Wer~ annimmt. 
Wir werden zuniichst eine hinreichende Bedingung hieffEr aufstellen 

und in IV. zeigen, dab diese Bedingung auch notwendig ist~ 
Zu diesem Ende kehren wir zu unserem Eichkiirper R zurtick~ der 

aus denjenigen Punkten a, a~, . . . ,  a. besteht, fiir die das Maximum der 
stetigen Funktion 

l a f ( P )  + ~ f , ( P )  + . . . + a , f , ( P ) l  

nicht griper als 1 ausf~llt. Wit haben gesehen, daft man die T~heby- 
scheffsche hnn~.herung der Funktion f(P) dutch die Funktionen x~f I(P) -t--- 
-" "!- z j . ( P )  erlgdt, wenn man diejenigen Punkte des konvexen KSrpem 
bestimmt, die auT derjenigen Stfltzebene liegen, deren Gleichung 

x = d  
ist (d > 0). Damit die Tschebysehei~hs Azn~emng eindsutig ~ ist also 
notwendig und ldn~chend, dais diese Stfitzebene nur einen Punkt des 
Kiirpers $~ enthalt~ 



Wit betrachten nun die polare Reziproke ~ dieses Kiirpers St in be- 
zug auf die Kugel (3). Der Pol der Ebene x-----d ist der Punkt _~ mit 
den Koordinaten 

1 
x ~ - g ,  x~ ~ x~ ---- . . . ~ x,, ~ O, 

der auf der Begrenzung yon St ]iegt. Die Polarebenen derjenigen Punkte 
yon ~, die auf der oben be~achtet~ S~iitzebene liegen, enthalten offenbar 
are den Punk~ A; umgekehrt ist der Pol jeder dutch A gehenden Stfitz- 
ebene yon ~ ein gemeinsamer Pun~ yon St und seiner Stiitzebene x ffifd. 

Daraus ergib~ sich also~ (lab die Stiitzebene x ~ffi d dann und nur &ann 
nur einen Punk~ mit~ dem KSrper ~ gemein hat~ wenn durch den Punkt .4 
nur eine Stfitzebene des konvexen K~rpers ~ hindurchgeht~. 

Wir werden sehen~ dab dies stets der Fall ist~ wen~ es au~"  dem 
trivialen Wertsystem xl . . . .  ~ x .  ~ 0 kein anderes Wertsystem x l ,  . . . ,  x,, 

gibt, fiir das die in ~1~ stetige F u n ~ i o n  

x,f~(~) + - . .  + x,s 

an  ~whr als n -  1 $tellen dieser PunIdmenge verschwindet, d. h. wen~ jede 

dieser unendlichvielea Funl-th)ncn h6chstens n -  1 verschiedene N ~  

in ~ 5esitz~. 

Bei dem Beweise diese~ Behauptung werden wit yon einem wichtigen 
Satze yon Caa'a~hgodory Gebrauch machen, demzufolge die Punkt~ des 
kleinsten konvexen K6rpers, der eine abgeschlossene Punktmenge en th~  
als Schwerpunkte yon Massenbelegungen auf dieser Menge gedeutet~ werden 
k~nnen, wobei aUe Massen positiv sind und die Gesamtmasse 1 besitzen: 
seine Beweisf~hrung ergib~ auch, daft - - w e n n  dieser kleinste konvcxc 
KSrper ein n-dimensionaler KSrper ist ~ jeder inhere Punkt des K~rper.- 
als Schwerpunkt yon hSchstens ~ -t- 1 positiven Massen, jeder Punkt der 
Be~enzung aber schon als Schwerpunkt yon ~, positiven Massen ange- 
sehen werden k~zn, die a~mtlich in Pnnl~n der in Frage stehenden ab- 
gesehlossenen Punktmenge angebracht sin&*) 

W~ ~ o n  nun duro~ den P ~  ~ (~--, 0 , . . . ,  0) des ko~vexoo K~r- 

pets St dzz St~tzebene an diesen KSrper. Die gemeinsamen Punkte dieser 

Ebene mit St bilden einen konvexen KSrper Sty, dessen Dimensionszahl 
- -  in unserem Falle ~ hSchstens gte[clx n ist; dieser K.Srper ist ~ wle 
Carath~lory a. a~ O. zeigt ~ der kleinste konvexe KSrper, der diejenige 
abgeschlossene Punktmenge enth'~lt, die aus den gemeinsamen Punkten 
der Punktmenge ~ and der betrachteten Stiltzebene besteht. Der betraeh- 

*) Carath~odory a. a. O. 
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te~e Punkt A ist jedenfal}s ein Punk~ diesas konvaxen KSrpers ~ und 
wir wollen zeigen~ dab - -  zufolge unserer Annahme iiber die Funktionen 

fl(P),  . . . ,  f~(P) - -  A ein innerer Punkt yon ~ ist, also nicht auf der 
Begrenzung dieses n-dimension~alen konvaxen KSrpers liagt. Im antgagen- 
gesetzten Falle n~nlich k~nnte dieser Punkt .4, nach dam oben genannten 
Carath~<~loryschen Satze, als Schwerpunkt yon v ( ~ n )  Positiven Massen 
gedeutet warden, die in Punkten der Punkhnange ~ angabracht sind. 
Da die Punktmange ~ aus den Punkten besteht, deren Koordinaten 

x = f(.P), x~ ~- f~ (P) ,  . . . ,  x,, = ] : (P) ,  
~)ZW. 

= - f ( ~ ) ,  x ,  = - 5 ( 1 ~ ) ,  . . . ,  ~, ,  = - f ~ ( e )  

sind ('P baliebigar Ptmkt in ~ ) ,  so wfirda as demzufolga n Pankta*) P~, 
P.o~. . . ,  P~ dar Punktmange ~IR und n nicht negative Konstanten ~tl, 
2 s , . . . ,  ~.~ van dar Summa 1 get)an, darart, da~ 

1 

o = ~.,,f.(P.) + ~,,,fi(i,,) +... + ~.,.fi(P) 

wird; in diesen Gleichungan sind die GrSBen ~l, e~ , . . . ,  ~ gleich -}-1 
odar - - 1 ,  je nachdem der antspracheada Puakt, an dem die positive 
Masse Q bzw. ~l~,...., ~t,, angabracht wird, dam arsten oder zwaiten Teile 
<lar Punktmenge ~ angeh0rt. Aus den letzten n Gleichungen dieses (]lei- 
ehungssystems wiirde man aber auf das Verschwinden der Determinante 

i f i ( P , )  f l ( P , )  . . .  f i ( P . )  ' 
f 

! 

t . . . . . . .  ! 
t 

aehlieBen, und damus, dab ain nicht trivialas Wartsystom xl, x~,. . .~ x~ 
exist;iert, ff ir  das  die ~'~lnkt~on 

x,f~ (P)  "Jr x,f~ (P)  " J r ' "  "k x,,f,,(P') 

an den n Stellan ~Pl, Ps, �9 . . ,  P~ dar Menga ~ verschwindat - -  im Wider- 
Slaruch mit unserer Annahme. 

Ist n u n  

(6) ux "k 'ul xl J r " "  Jr" u,,x,, = 1 

�9 In dam ~ d l e ,  da~ ~ ~ n iat, w ~ e  man die fohlandea n - - s ,  Punkta van 
boliebig mad beluga d io~  mit der MaaBe N u l l  
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irgendeine yon der betrachteten Stfitzebene verschiedene Ebene, die den 
Punkt A e n t l ~ ,  so k 6 n n e n -  da A ein innerer Punkt yon ~-. ist 
nicht s~mtliche Punkte yon $~ auf derselben Seite dieser Ebene liegen. 

Da abe r -~  ein Tell yon ~ let, so folgt daraus, daft die Ebene (6) auah 

keine Stfitzebene yon ~ sein kann, und wit erhalten daher das Resultat, 
dab unter den gemachten Voraussetzungen dutch den Punkt ~ nur eine 

Stfitzebene des K6rpers ~ hindurehgeht. 
Damit ist also die Eindeutigkeit der Tschebyschetfschen Ann~erung 

dutch das Funktionensystem f l ( P ) , . . . ,  "f~(P) ffir jede in ~ stetige 
Funktion f (P)  bewiesen, die nicht in der Form 

xl f~(P)  + . . .  + x . f . ( P )  

darstellbar ist; ist aber 1"(t)) in dieser Form darstellbar, so ist dies 
wiederum wegen unserer zugrunde gelegten Annalnne*) fiber die Funk- 
tionen f~(P), . . . ,  f . ( P ) -  nut auf eine einzige Art mSglich und alas 
eatsprechende Wertsystem xl, . . . ,  x~ liefert die einzige Tsch.ebyscheffsche 
Ann~herung in diesem FaUe. 

mit  dusnahme des Wertsyslems x~ = ~ = . . .  = x ,  = O, jede der u~wndlich 
viden in ~ ste~igen Funktionen 

+ . . .  + 

i~ tier Menge 9X h6chxtens n -  1 verschiedeae N~dls~len besitzt (aus dieser 
Bedlngung folg~ bereits die lineare Unabhiingigkeit der betrachteten F , ~ -  
tionen), so gr es f~r jede in ~ s te t igeFun~ion  f(P) ein und nur  e i~. 
Wertsystem, fiir das das Maximum tier Funktia~ 

If(P) + + - - .  + x . f . (P)  : 

seinen kleinsten Wef t  annimmt.***) 

*) Da ffir jedes nicht t~iviale Wertsystem x~, ..., x~ die Funktion 

in ~)I hSchstens n -  1 NuUstellen besitzt, so folgt" aus dieser Annahme die linear~ 
]ndependenz dieser Funktionen in ~)~ und daher kann f(~) nicht auf zwei vexschiedene 
Arten als lineares Agg~egat de~ Funktionen f~ ~P), ...,  fn(P) da~stellbar sein. 

*~ Unter den in der Anmerkung *) S. 301 gemachten VorausBetzungen ist ein 
entsprechender Satz yon J. W. YSung L a. O. bewiesen wordem 

***) Die Potenzen 1, s, s2,..., s n- 1 erfiiUen in jedem Intervall --, die Funktionen 
1, COS kS, aim kS (k =~ 1, ~,..., ~) 

er~ullen in dem Intervsll 0 ~ s ~ 2 z  die Bedingungen ~ e s  Theozems; daraus ergibt 
nieh der urspraugliche 8atz yon Tscheby~heff und der Satz yon Fr~chet (L r 
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IV.  D i e  a u f g e s t e l l t e  B e d i n g u n g  i s t  n o t w e n d i g  f i ir  d ie  e i n d e u t i g e  
L 6 s b a r k e i t  des  Tsehebysche f f sehen  P r o b l e m s .  

7. Wit zeigen endlich, dab die zuletzt gewonnene hinreichende Be- 
dingung auch notwendig ist, d.h.  wenn e/~ Wc~tsystem eq, a ~ . . . ,  a~ 
existiert, dessen G r S ~  ~icht alle gl~ich Null sind, yon der t~eschaffe~heit, 
daft die in ~ stetige _Fun~ion 

~o(~)) _-_ ~,f~(P) + ~..~f~(~)) + . . .  + , J . ( ~ )  

in dieser Punktmenge (mindestens) n verschiedene Nullst~llen 

besitzt, so existiert eine in ~ stetige Eunktion f(l~), deren Tsctwhyscbeffsche 
AnnYilw~ng durch die betraehteten :Fun~io~wn nicht eindeutig @t. 

Diese Funktion f(P) konstruieren wir, wie folgt: 
Auf Grund unserer Voraussetzungen besitzt das lineare homogene 

G teichungssystem 

x~f~(Pq)+ x~f2(Pq) + . . .  + x,f,,(Pq)=-O (q=--1,2. . . ,n)  

die nich~ triviale LSsung 

xl = al,  x2 ---- ~2, - -', x .  =- t~; 

daher besit~t auch das transponierte Gleichungssystem-eine LSsung, d. h. 
es existiert eta Wertsystem cl, c~, . . . ,  c, ((lessen GrSBen nieht alle gleich 
Null sind), das fiir jedes q die Gleichungen 

e~f~(E) + c,f~(P2) + . . .  + ~ ( t '~ )  -= 0 (q= 1, 2,...,n) 
befriedigt. Lassen wit aus diesen Gieiehungen diejenigen Glieder, ffir die 
tier entsprechende Koeffizient e gleich Null ist, fort, so erhalten wit --- 
indem wir n~tigenf~lls die l~ihenfolge tier Punkte PI, P I - - . ,  P .  um- 
orduen ~ ein Wertsystem ca, e~, . . . ,  e,, dessen Or~Ben sKmtlich yon Null 
verschieden sind und ffir das die Gleiehungen 

~f~(t',) + ~,5(P~) + - . -  + c,f~(P,) = 0 (~ < '0  

bestehen. Da diese homogene Relation ffir jede der Funktionen fx, fJ,-.-, f. 
richtig ist, so gilt sie auch fQr jede lineare Kombination dieser Funk- 
tionen mit konstanten KoeffLzienten, d. h. es ist 

(7) e aF(P~) + e~F(P,) + . . .  + e , F ( P , ) =  O, 

wobei, F(,P) = xtf~(P ) + x~f~(P) + - - -  + x.t~,(P) 
gesetzt ist. 

Es sei nua f(P) eine willkRrliche, in ~tR definierte stetige Funktion, 
die zun~,chst nut der Bedingung unterwoffen wird, an den Stellen 
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PI, Ps,'" ", P,  gleich + 1 odor -- 1 zu sein, jo nachdem die entsprochende 
GrSBe ci, bzw. el, . . . ,  c, positiv odor negativ ist; es ist also fiir jedes q 

c/(P~) = levi> 0 (q = 1, 2 . . .  ~). 
Man kann nun loicht zeigea, dab in diosom Fallo das Maximum der 

Funktion 
(8) i f (P) + xff~(P) + . . .  -1- ~,,f,(P)I, 
wio auch die Konstanten xl, xl, . . . ,  x. gowKhlt sind, gr~$er odor gloioh 
1 ausfallon muB. Denn im ontgogengesetzten Falle miil~te die Fnnktion 

~au jeder der Stellen ~1, ~P~,-.., P~ das entgegengesetzte Vorzeichen als 
f (P)  besitzon, d. h. es miiflte jedes dot Produkte 

c,F(.P,), c,F(e~)..., c,F(e,) 
negativ sein, was mit; der Relation (7) im Widerspmch steht. 

Unterwoffen wir daher die Funktion f (e)  der Einschr~nlrung in'dot 
Punktmengo ~R dora absoluten Betrago nach nirgends gr~iBer als 1 zu 
soin, so orreicht das Maximum yon (8) seinen kleinstm6glichsten Weft 
�9 (ffi 1) jedenfalls i~r das Wertsystem 

x l f x 2 =  . . . .  z.----O; 

~lieses Wertsystom liofert also eine Tschebyscheffsche Anniiherung der 
Funk~o~ f(P) d~rch die F~ktion~n x~f~(e )+- - .  + xJ , (e) .  

Wir miissen die Funktion f(P) noch einer weiteron Ungleichung 
unterworfozb damit wit eine zwoito Tschobyscheffscho Ann'~horung orhalten. 
Wit betrachten zu diesem Ende die Funktion 

Fo(P) = a~f~(P) + ~f~(e) + . . .  + a~f~(e), 

<tie an den Stellen PI, P~,--- ,  P ,  der Mengo ~r~ gloich Null ist, und 
wit k~nnen annehmen, dais die Konstanten a~, ~z, - . -  a,~, yon denen m in- 
destens eine nicht Null ~ so gew~,hlt sind, dab fiir jeden Pankt P in ~]~ 

I.Fo(P)i ~_ 1 
~sei, was man ja niitigenfaUs dutch Multiplikation stets erreichen ~nn- 

Die in ~ stetige Funktion f(P), deren Werte an den Stellen 
P1, P J , - . - ,  P ,  vorgeschriebe~ wurden, und die iiberall in ~ die Uno 

gleichung - -  1 ~ f(P)~ 1 

~ t ~  wird in derselben Punktmenge ~ noch der Ungleie~hung 

- -  1 - -  F o ( P )  s  ~ 1 - -  E o ( e  ) 

tmterwoffen; diese Ungleichung ist mit den obigon beidon Bedingungen 
in Einklang. Da nun fftr jedon Punkt P yon 

if(P) + Fo(P) ! _~ 1 
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ist (an den Stellen P1, P~, ...-, P ,  gilt das Gleiehheitszeichen), so f o l g t -  
wie oben - -  dab 

~in zweites - -  yon dem obigen verschiedenes-  Wertsystem ist~ fiir das 
das Maximum yon (8) seinen kleinsten Wert (~  1) annimmt. Mit anderen 
Worten, die Tschebyscheffsche Ann~herung der soeben konstruierten Funk- 
tion f (P)  dureh die Funktionen fl(P),  . . . ,  f=(P) ist nicht eindeufig. 

Wir erhalten also das folgende Theorem: 
.Die notwemtige und hinreic.~nde t~di~jung dafiir, daft zu rider i~ 

.~ igos  F u l l ,  ion f(P) ein umt nur ein Wertsystem xl, x~, . . . ,  x .  ~'istiere, 
fiir dos das Minimum der Funktion 

i f(P) + x, t i (P)  + x,f ,(P) + - . -  + x ,A (P) I  

seine,, kleinstam Weft annimmt, ist die, daft mit Ausnahme des triviale~, 
Wertsystems x 1 = x 2 . . . .  x,, =-0 fiir kein anderes. Werlsyg, am die in ~)~ 

ste2ige Funktim, x~fx(P) -]- x,f~(P) -t- "-- -k x~f~ (P) ia dieser Punbtmonge. 
mehr als n -  1 NuRstdlen besit~e. 

Ist ~ ein zweidimensionales Gebiet, so shad die Bedingangen unseree 
Satzes ffir n ~ 2 hie efffffit. In der "Ta~, man kann in diesem Falle die 
Gr61~en x~,..., x= derart bestimmen, da~ die Funktion x~f~ (P) -i-" - �9 -t- x j . ( P )  
an einer inneren Stelle dieses Gebietes positiv, an einer anderen inneren 
SteRe aber negativ ausfaUe; es mfll~ daher diese stetige Funktion an 
unendlich vielen Stellen den Weft Null annehmen. 

Fiir ~wei- (und mehr-) dimensionale Gebiete also existiert kein Funk- 

t / o n e n s y s ~  f,(P), f,(P), . . . ,  f .(P) (n ~ 2y 

yon tier Beschaffenheit, daft die Tsd~l~jsaheffsche A n n i i h ~ n g  jex]er s~igen 
F a n , i o n  in d i e s ~  Gebiet &trch diese Funktionen eindeutig sei.*) 

*) Daft die Polynome yon zwei Ver'~nderlichen keine eindeutige Tschebyscheffsche 
~m~herung liefern, h~t bereit~ Toneili a. s. 0. bewiesen. 


