294 A. Haas.

Die Minkowskische Geometrie und die Anndherung an stetige
Funktionen.

Dem Andenken an Hermann Minkowski gewidmet.
Von

Arrrep Haar in Kolozsvar (Klausenburg).

1. Minkowski hat in seiner ,Geometrie der Zahlen“ die Grundlagen
einer neven nicht-Euklidischen Geometrie entworfen. ,,Wie die Bolyai-
Lobatschefskysche Geometrie“ — schreibt Hilbert in seiner Gedichtnis-
rede auf Minkowski — ,in verschiedenen mathematischen Disziplinen, be-
sonders in der Theorie der analytischen Funktionen mit linearen Trans-
formationen in sich die fruchtbarste Anwendung findet, so zeigt sich die
Minkowskische Geometrie besonders fiir die Zahlentheorie von hervor-
ragender Bedeutung.“

Durch die zahlentheoretischen Anwendungen ist aber die Fruchtbar-
keit der Minkowskischen Geometrie nicht erschopft. Sie findet eine wich-
tige Anwendung — wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wird — in
der Theorie der reellen Funktionen, bei Problemen in denen es sich um
die Anndherung einer stetigen Funktion durch ein System gegebener
Funktionen handelt; zu diesen Fragen gehort insbesondere das vielbehandelte
Tschebyscheffsche Problem. Deutet man Aufgaben dieser Art geometrisch
in einem mehrdimensionalen Raum, und wendet dabei Minkowskis Geo-
metrie an, so erhalten Sitze dieses Gedankenkreises ein anschauliches
geometrisches Bild.

Wir werden uns in dieser Note groBtenteils mit Anniherungen be-
schiftigen, bei denen als MaB der Anniherung das von Tschebyscheff ein-
gefiihrte ist*). Dabei werden sich durch rein geometrische Betrachtungen
die urspriinglichen Tschebyscheffschen Resultate ergeben — die in unserer

*) Das Tschebyscheffsche Map der Anniherung wird bekanntlich folgendermaBen
definiert: Ist M eine beliebige beschriinkte abgeschlossene Punktmenge, f(P) und F(P)
daselbst definierte stetige Fuuktionen, so wird das Maximum von |f(P) -4 F(P)|
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Zeit von den Herren Kirchberger®) und Borel**) neu begriindet wurden —
sowie auch die daran anschlieBenden schonen Untersuchungen der Herren
Tonelli¥*¥) und J. W. Youngt); man erhilt auf diese Weise auBerdem
Theoreme von weit groBerer Allgemeinheit, die ein einheitliches Bild dieser
Probleme ermdglichen. AuBer den von Minkowski geschaffenen Begriffen
kommt dabei-insbesondere ein Satz von Herrn Carathéodory iiber kleinste
konvexe Bereiche zur Anwendung, mit dessen Untersuchungen @iber posi-
tive harmonische Funktionen die vorliegende Arbeit manche Berithrungs-
punkte aufweist. )

L. Der Eichkérper der Tschebyscheffschen Anndherung.
Existenz der Losungen.

2. Wir legen unseren Untersuchungen irgend eine beschrinkte ab-
geschlossene Punktmenge M eines Raumes von beliebiger Dimensionzahl
zogrunde, und bezeichnen mit P irgend einen Punkt dieser Menge. Wir
betrachten ferner » + 1 in dieser Punktmenge definierte Funktionen:

F(P) (P, (P, - - . f(P)
und setzen voraus, daB diese Funktionen in IR stetig und linear unab-
hingig sind, d. h. daB auBer dem trivialen Wertsystem

(wobei P irgend einen Punkt von IR bedeuten kann) als MaB der Approximation der
Fanktion f(P) durch die Funktion — F'(P) bezeichnet. Sind insbesondere

L (P)s (P, -y Fu(P)
n in der Punktmenge I definierte stetige Funktionen, und gibt es ein Wertsystem
a,, 4, . .., o, derart, daf das Maximum von

[fP)+ 2 (P)+ -+ 2, ()]
— wobei x, ..., 2, beliebige reelle Konstanten bedenten — stets groBer oder gleich

dem Maximum von
[F(P)+a, [ (P)+-- -+ a, [ (P) .
ist, so wird die Funktion — (a, f, (P + - -+ + 6, f,,(P)) eine Tschebyscheffsche Annihe-
rung in M der Funktion f(P) durch das Funktionensystem z, f, (P)+ - - + 2,7 (P)
genannt.
* ,Uber Techebyscheffache Anniherungsmethoden, Math., Amm. 57 (1908).
**) sLegons sur les fonctions de variables réelles¥, S. 82. Vgl auch M. Fréchet:
~Sur 'approximation des fonctions continues .. .%. Annales de I'Ecole Normale
Supérienre. I1II. Bd. 25 (1908).
*%) ,I polinomi d’approssimazione di Tchebychev.* Annali di Matematica. IIL
Bd. XV (1908).
1) »General theory of approximation by functions involving a given number
of arbitrary parameters. Trans. of the Am. Math. Society. Bd. 8 (1907).
+1) ,Uber den Variabilitatsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen, die ge-
gebene Werte nicht annehmen.¢ Math. Ann. 64 (1907), und ,Uber den Variabilitits-
bereich der Fourierschen Konstanten von positiven harmonischen Funktionen. Rend.
del Cire. Mat. di Palermo. Bd. 32 (1911).
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x=x1=xg="’=x =O
kein anderes Wertsystem z, 2y, z,, . . ., z, existiert, fiir das die thktlon

zf(P) + 2,f,(P) + xsf«.» P+ -+ + 2, [ (P)

fiir jeden Punkt der Menge IR gleich Null ausfillt.
Unter diesen Voraussetzungen fassen wir diejemigen Wertsysteme

a, al? a27 b a’n
ing Auge, fiir die das Maximum der in IN stetigen Funktion
of(P) + o, ,(P) + .f:(P) + - - - + a,f,(P)]
kleiner oder gleich 1 ausfallt. Betrachten wir die zugehdrigen Punkte
Z=0, &= 0, Tg=0p, -~ , T,= 4,

eines (#+1)-dimensionalen Raumes, in dem 2, 2,,. . ., z, die gewohnlichen
Punktkoordinaten bedeuten, so bildet die Gesamtheit der so erhaltenen
Punkte einen ganz im Endlichen gelegenen Lonvexen Korper R.%)

In der Tat, aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen f,f,..
-+ fo, folgt unmittelbar, daB die betrachteten Wertsysteme a, a,, .. ., @,
eine abgeschlossene Punktmenge bilden. Sind ferner

a,a1,...,a, und a”, a3, ..., a,
irgend zwei Punkte, die & angehdren, fiir die also dieMaxima der Funktionen
& f(P)+0ifi(P) 4 +aifu(P)|  wnd |@"A(P)+aifi(P)+ +aifa(P)
nicht gréBer als 1 ausfallen, so gehort — sobald 6 eine die Ungleichung
0<6L1
erfilllende Zahl bedeutet — der Punkt mit den Koordinaten
a=0d +(1—0)a", a,=0a;+ (1—0)ai, ..., a.=0a,+ (1——0)(::,{

ebenfalls dem Korper & an, denn es besteht die Ungleichung

[8f(P) + aifi(P)+ o + aufu(P) L 0| f(P) + a1fi (P) + -+ + aafo(P)|
+(1—0)' a"f(P)+ai i(P) +- -+ af (P)|L1.

*) Eine abgeschlossene Punktmenge unseres (n-}1)-dimensionalen Raumes ist
ein konvexer Korper, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt: Sind
2,2, ..,2z, ud 2", 2"..., 2
irgend zwei Punkte dieser Punktmenge, so gehdrt der Punkt mit den Koordinaten

r=04(1—0)z", z,=0z,+Q1—0z2", ..., z,=0z,+ (1—0)z]
— gowie @ irgend eine die Ungleichung 0 <0< 1 erfillende Zahl bedentet — eben-
falls dieser Punktmenge an.
Ein konvexer Korper ist ,ganz im Endlichen gelegen“, wenn die Koordinaten seiner
Punkte dem absoluten Befrage nach unterhalb einer festen Grenze bleiben.
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Es eriibrigt noch zu zeigen, daB simtliche Koordinaten jedes Punktes
von & unterhalb einer festen oberen Grenze liegen.¥)
Im entgegengesetzten Falle wiirden unendlich viele Wertsysteme

a®, a, ... aP r=12..)
existieren, die alle die Bedingung
|ef(P) + aPfy(B) + - - - +aDf(P)| S 1

fiir jeden Punkt P von 3 erfiillen, von der Beschaffenheit, daB die absolut
groBte Zahl des »** Wertsystems mit wachsendem v iiber alle Grenzen
wichst. Es sei o) gleich der grofiten der positiven Zahlen

a®, |a?|, ..., a? ; »=1,2,..))
bilden wir fiir jedes » die Quotienten

a® a® a®
W=, =, A=
so ist eine dieser GroBen sicherlich gleich + 1, wiihrend alle anderen dem

Betrage nach nicht groBer als 1 ausfallen; es gilt ferner fiir jeden Punkt
P von M die Ungleichung:

|ef(P) + df,(P) + - - + Df(P) < 1,

lim ¢ = oc.

¥=6

und es 1ist

Von den unendlich vielen Wertsystemen
c("), “g'), ceny 6 = (7’= 1, 27)
konnen wir in mannigfacher Weise eine konvergente Teilreihe heraus-

greifen; da ferner fiir jedes » mindestens eine der GroBemn ¢, ..., "

gleich 4 1 ist, so kénnen wir diese Auswahl derart vollzichen, daB der
Limes der betrachteten Teilreihe

€y ClyevnyCpy -

mindestens eine Zahl enthiilt, die ebenfalls gleich - 1 ist, also von Null
verschieden ausfillt. Es wiirde dann dementsprechend fiir jeden Punkt von IR

ef(P)+ e 1(P)+--- + ¢, fo(P)=0
sein, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung.

Damit ist also gezeigt, da R in der Tat ein ganz im Endlichen ge-
legener konvexer Korper ist.

*) Eine &hnliche DBetrachtung wird bei Herrn F. Riesz in seiner Arbeit: ,Sur
certains systdmes singuliers d’équations intégrales¢, Annales de I'Ecole Norm. Sup. III.
Bd. 28 (1911), auf ein analoges Problem angewandt.
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Die Begrenzung*®) dieses konvexen Korpers wird durch diejenigen
Wertsysteme @, a,, .. ., a, gebildet, fiir die das Maximum von

M |f(P) + o,y (P) + - - + @[ (P)]
genau gleich 1 ist.

Ist néimlich jenes Maximum kleiner als 1, so bleibt — wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen f, f, ..., f, — diese Be-
dingung erhalten, falls man das zugehdrige Wertsystem «a, a,, ..., a,,
zwischen hinreichend engen Grenzen variiert, d. h. der entsprechende Punkt
ist ein innerer Punkt von & Wenn aber jenes Maximum gleich 1 ist, so
gibt es eine Stelle P, in M, so daB

af(Py) + afy(Po) + - + a,f,(Py) =1
wird; mindestens eine der Funktionen f, f;, ..., f, muB daher an der Stelle
P, von Null verschieden sein; ist etwa f(P,) 20, so wird das Maximum von

[(a+0)f(P) + & f1(P) + - - - + a,f.(P),

wenn man das Vorzeichen von d passend wihlt, jedenfalls groBer als 1
ausfallen. Mit andern Worten, der Punkt mit den Koordinaten

a0, a,...,0,

liegt auBerhalb des Korpers &, falls das Vorzeichen von ¢ passend ge-
wihlt ist und es ist also der Punkt g, a,, - .., a, — als Haufungspunkt
von #uBeren Punkten — ein Grenzpunkt von K.

Der Korper & ist schlieBlich symmefrisch um den Nullpunkt; d. h.
mit dem Punkt a, a,, . .., a, gehort ihm auch der Punkt mit den Koordi-
naten —a, —a,, ..., —a, an.

Zusammenfassend kOnnen wir also sagen, dall diejenigen Punkie un-
seres (n+-1) dimensionalen Raumes, deren Koordinaten a, a,, . . ., a, so be-
schaffen sind, daf das Maximum von (1) nicht grifer als 1 ausfdllt, einen
ganz im Endlichen gelegenen konvexen Kirper um den Nullpunki als Sym-
metriepunkt ausfillen, dessen Begrenzung aus dewjenigen Punkten besteht, fiir
die jenes Maximum genau gleich 1 ist.

3. Wir betrachten nun diejenige Minkowskische Geometrie in der der
soeben gewonnene konvexe Korper & die Rolle des Eichkiorpers spielt.
Diese Geometrie ist also durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert:
Die Entfernung jedes Punktes des Eichkdrpers vom Nullpunkt ist gleich 1;
um die Entfernung eines beliebigen Punktes vom Nullpunkt zu erhalten,
konstruiere man diejenigen konvexen Korper &y, die aus ® vermdge

*) Die ,Begrenzung oder ,Oberfliche* eines konvexen Korpers wird durch die-
jenigen Punkte des Korpers gebildet, die Haufungsstellen von Punkten, die nicht
dem Korper angehbren, sind.
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einer ,Dilatation um den Nullpunkt entstehen. Die Koordinaten der
Punkte von Ry ergeben sich also aus den Koordinaten der Punkte von
R, indem man diese mit der positiven GroBe M multipliziert, d. h. wenn
@, ay,...,a, irgend ein Punkt von & ist, so ist Ma, Ma,, ..., Ma, ein
Punkt von ;. Offenbar ist & fiir jeden positiven Wert von M eben-
falls ein endlicher konvexer Kérper um den Nullpunkt, dessen Begrenzung
durch diejenigen Wertsysteme a, a,, ..., a, gebildet ist, fir die das
Maximum der Funktion (1) genau gleich M ausfillt, wihrend fiir das
Innere von K jenes Maximum kleiner als M ist. Man erkennt auch, da8
jeder Punkt z, 2, ..., #, des Raumes auf der Begrenzung desjenigen
Korpers dieser einparametrigen Korperschar £ liegt, dessen Parameter-
wert M das Maximum von |2f(P) 4 2,f;(P) +-- - + z,f,(P)] liefert. Dieser
Parameterwert moge der ,Entfernung“ des betreffenden Punktes vom Null-
punkte gleich sein; es besteht also die Begrenzung des konvexen Kor-
pers R aus denjenigen Punkten, deren ,Entfernung“ vom Nullpunkte
gleich M ist.

Das Tschebyschefische Problem verlangt nun diejenigen Wertsysteme
Ty, Xg, . . ., Z, 20 bestimmen, fiir die das Maximum von

\f(P) + . ,(P) + #:f3(P) + - - - + 2,f,(P).

méglichst klein wird; da dieses Maximum in unserer Geometrie die ,Ent-

(44
fernung® des Punktes z=1,2,%,... 1,

vom Nullpunkte bedeutet, so kommt dies darauf hinaus, diejenigen Punkte

der » dimensionalen Ebene z2=1

zu bestimmen, deren .Entfernung® vom Nullpunkte moglichst klein ist.
Diese Punkte erhalten wir durch die folgende Konstruktion:

Wir konstruieren diejenige Stiitzebene*) unseres Eichkdrpers &, deren
Gleichung die Form

z=d
besitzt (d > 0); dann ist offenbar die Ebene
z=1

*) Betrachten wir irgend eine beschrinkte abgeschlossene Punktmenge; sind %, u,, ..
.., u, irgend welche GriBen, die nicht alle gleich Null sind, so hat der Ausdruck

R
wobei z, z,, ..., z; die Koordinaten irgend eines Punktes der betrachteten Menge sein
kopnen, ein bestimmtes Maximum; ist dies = d, 80 wird
U Uy + U Xy =d
eine Stiitzebene der zugrunde gelegten abgeschlossenen Punkimenge genannt. Zu jedem
Wertsystem u, u,, ..., 4, (auBer dem trivialen 4 =u, =-..==wu,=10) gehirt daher
eine und nur eine Stiitzebene. (Minkowski: ,Volumen und Oberfliche“, Math. Ann. 57.)
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eine Stiitzebene desjenigen Korpers der oben konstruierten Schar R, fiir den
1
M=
ist. Diejenigen Punkte dieses konvexen Korpers &, die auf der Stiitzebene
d

# =1 liegen, bilden ehenfalls einen endlichen konvexen Bereich von der
Beschaffenheit, daB die Minkowskische Entfernung jedes dieser Punkte

vom Nullpunkt = (11 ist. Da jeder andere Punkt der Ebene 2=1 auBer-
halb dieses konvexen Korpers liegt, so ist seine Minkowskische Ent-
fernung vom Nullpunkt jedenfalls grofer als ¢11 - Die Punkte des betrach-

teten Bereiches sind daher diejenigen Punkte der Ebene =1, deren Ent-
fernung vom Nullpunkt moglichst klein ist; daher sind die zugehérigen

Wertsvsteme
A 1, ay, g, -5 @,

— und nur diese — die Losungen des Tschebyscheffschen Problems.
Wir erkennen also, daB das Tschebyscheffsche Problem unter den ge-
machten-Voraussetzungen (7, f;, - - [ Stetig und linear unabhiingig in IN)

mindestens eine Losung zuliBt. Man kann auch leicht zeigen, daB die
zweite Annahme unwesentlich ist. In der Tat wenn eine lineare Ab-

hiingigkeit ef(P) + afi(P)+ -+ + ¢, f,(P)=0

bestehen wiirde, wo ¢ 2> 0 wire, S0 wiirde es cin Wertsystem a,, ..., a,
geben, fiir das das Maximum von

f(P) + afy(P) + - + a,[(P)

gleich Null wire und dieses Werlsystem ist gewiBl eine Losung des Pro-
lems. Wenn aber in der obigen Relation ¢ =0 ist, so konnen wir von
den Funktionen f,, f,, .. , f, diejenigen fortlassen, die als lineare Kombi-
nation (mit konstanten Koeffizienten) aus den iibrigbleibenden darstellbar
sind. Auf diese Weise gelangen wir zn Funktionen, die linear unabhiingig
sind; wenden wir daher das Ergebms unserer Untersuchungen auf die
Funktion f(P) und auf die nun erhaltenen Funkfionen an, so ergibt sich
— in Anbetracht dessen, daB alle Funktionen von der Form

o f(P)+ -+ 5L (P)
anch ale.lineares Aggregat (mit konstanten Koeffizienten) unserer neuen
Funktionen darstellbar sind und umgekehrt — die Losbarkeit des Tsche-
byscheffschen Problems fiir die Anniherung der Funktion f(P) durch die

Funktionen f£,(P), f,(P), . - -, fa(P):
Wir erhalten also das folgende Theorem:
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Sind f(P), L(P), - .., [,(P) in einer abgeschlossenen Punkimenge I
definierte stetige Funktionen, so existiert ein Werisystem a,, as, . .., a, der~
art, daf das Maximum der Funltion

I(P) + &,f1(P) + - - - + a,f (P
wicht grofer ist als das Maximum von

i(P) + 1, i(P) + - - - + 2,1 (P)],

wie auch die reellen Konstanien x, ..., x, gewdhlt sind; das Wertsystem
ty, o .., a, liefert also das Minimum jener Mazxima.¥)

Wir werden spiter (III und IV) die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir aufstellen, daB nur ein derartiges Wertsystem existiere.

Bei den vorangehenden — wie auch bei den folgenden — Unter-
suchungen bedeutet M irgendeine abgeschlossene Punktmenge des ein- oder
mehrdimensionalen Raumes. Wir erwibnen nur den interessanten Spezial-
fall, in dem IR aus einer endlichen Anzahl von Punkten P, P,, ..., P,

besteht; die Funktionen f, fi, fs, - - -, f, reprisentieren sodann m Wert-
ysteme AR, filPD, - fu(P) (#=1,2,...,m)

und die soeben geloste Aufgabe liefert einen leicht formulierbaren Satz
iiber die approximative Losung eines linearen Gleichungssystems.

I1. Die reziproke Polare des Eichkdrpers. Andere Ann#herungen.

4. Indem wir nun wieder die lineare Unabhingigkeit der Funktionen
(P, (P, ..., f.(P) voraussetzen, kénnen wir den konvexen Kdorper &
noch in einer anderen Weise geometrisch interpretieren; zu dieser neuen
geometrischen Deutung, der bei der Weiterfihrung unserer Untersuchungen
eine entscheidende Rolle zukommt, gelangen wir durch die folgende Uber-
legung:

Es sei a,a,, ..., a, irgendein Punkt der Begrenzung von &; fiir
dieses Wertsystem ist also: 1) fir jeden Punkt P von MM

—1Zaf(B) + ay(P) +- - + o f(P) S}

*) Dieser Satz wurde fiir den speziellen Fall, da8 die Funktionen £(P), f; (P),..
.o [o(P) in einem Intervall definierte Funktionen einer Veriinderlichen sind von
J. W.Young a.a. Q. unter der weiteren Einschriinkung bewiesen, daB jede der unend-

lich vielen Funktionen
2 [P+ - F 2, fo(B)

(%4 . ., , beliebige reelle GroBen, von denen mindestens eine von Null verschieden
ist) in dem zugrunde gelegten Intervall hochstens » — 1 Nullstellen besitzt, wobei eine
Nullstelle an der kein Zeichenwechsel stattfindet, doppell zu zdhlem ist.

Mathematisoche Annalen. LXXVIIL 21
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wihrend 2) ein Punkt P, in MM existiert, fiir den
af(Py) + 0y fi(Po) + - - + a,f (Fo)

gleich + 1 oder — 1 ausfillt.
Fassen wir nun die Gesamtheit derjenigen Punkte unseres (% + 1)-dimen-
sionalen Raumes ins Auge, deren Koordinaten z, z,, ..., z, durch die

Gleichungen 4 — f(P), & = fi(B), .-, %, =F.(P),
bzw.

x=—FfP), zy=—F(P), ..., x,=—[(P)
erklirt siud, wobei P die Menge M durchliuft. Die auf diese Weise defi-

nierte Punktmenge § ist offenbar abgeschlossen; sie ist ferner symmetriseh.
am den Nullpunkt. Die Ebene

(2) ax+az, +---+az,=1

hesitzt die folgenden Eigenschaften:
1) ist 2, 2®, . .., 2® ein der Punkitmenge J angehdrender Punkt,

s0 1st azr’d + alajig) 4o 4 a“‘rﬁi’y) g 1 ;
2) es existiert ein Punkt der Punktmenge §, fiir den
az® + alx(l%) 44 a”zgr}) =1

ist. Mit anderen Worten, die betrachtete Ebene ist eine Stitzebenc der

Punktmenge §. Es sei nun & der kleinste konvexe Korper, der die Punkt-
menge § enthdlt¥*); dieser Korper ist offenbar symmetrisch um den Null-
punkt, da bereits §§ diese Eigenschaft besa. Unsere Ebene (2) ist sicher-
lich auch eine Stittzebene von & Nun ist aber diese Ebene die Polarebene
des Punktes @, a,, ..., a, in bezug auf die Einheitskugel um den An-

fangspunkd:
(3) 243+ +2=1

und es ergibt sich also, daB dic Polarebenen (in b'ezug auf diese Kugel}

der  Begrenzungspunkie des Lowvexen Korper 8 Stiitzebenen von 8 sind.
Man erkennt unmittelbar, daB man auf diese Weise similiche Stiitzebenen

von & erbalt. Sind nimlich %, «,, ..., u, irgendwelche GroBen, die nicht
alle gleich Null sind, so besitzt 8 — da der Anfangspunkt ein innerer

*y Der kleinste konvexe Korper, der eine abgeschlossene Punktmenge enthilt,
besteht ams denjenigen Punkten, die allen, die gegebene Punktmenge enthaltenden
konvexen Korpern angehbren. Die Stiitzebenen einer abgeschlossenen Punktmenge
und des kleinsten konvexem Korpers, der sie enthiilt, sind dieselben. Diese Defini-
tionen rithren von Minkowski her. (.Volumen und Oberfiiche*. Math. Ann. 57 (1993). -
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Punkt dieses Korpers ist — sicherlich einen Randpuunkt a, a,, ..., a,
derart, dafl w_w
@ a e,

sei; ist 4 der gemeinschaftliche Wert dieser Briiche, so ist — auf Grund
des soeben Bewiesenen —

ar + a2, 4+ -+ a2z, =1,
oder

UZ + T + -+ Uz, = 4

die zugehdrige Stiitzebene von &, die andererseits die Polarebene des
Punktes a, a,, . - ., a, ist.

Wir zeigen, daB auch umgekehrt die Polarebene jedes Punkics der Be-
grengung von & (in bezug auf die Kugel (3)) eine Stiitzebene ron & ist.

In der Tat, ist @, @,, . . ., @, irgendein Punkt der Begrenzung von &, so
liegt dieser sicherlich auf einer Stiitzebene dieses konvexen Korpers, also
auf der Polarebene eines Randpunktes von & Es enthilt diher — auf
Grund der einfachsten Sitze iiber polare Reziprozitit — die Polarebene

dieses Punktes @, @, ..., @,
(4) ar+4az, +---+a,x,=1
jedenfalls denjenigen Punkt von &, dessen Polarebene durch den Punkt

a, @, ..., a, hindurchgeht. Wenn daher diese letzte Ebene keine Stiitz-
ebene von & wire, so hitte dieser konvexe Korper eine Stiitzebene, deren

Gleichung ar+ 8,z + -+ a,x, =d
wire, wobei d > 1 sein miiBte. Ist nun @, a,, ..., a, ein solcher Punkt
der Begrenzung von &, der dieser Stiitzebene angehort, fiir den also

ad +a @ +---+aa,=d
ist, 80 miifte — nach dem vorher Bewiesenen —

ar+ o -+ a,x, =1
ein Stiitzebene von ® sein, d. h. fir jeden Punkt von & miiBte die Un-
gleichung ar+ a2, + -+ ax, <1
stattfinden. Da dies fir den Punkt @, &,, ..., @, nicht der Fall ist, so
sind wir zu einem Widerspruch gelangt und (4) ist in der Tat die Glei-
chung einer Stiitzebene von ®; man erkennt auch — wortlich wie oben —,
daB man auf diese Weise simtliche Stiitzebenen von § erhilt. N

Die beiden ganz vm Endlichen gelegenen konvexen Korper & und & sind:

daher polar resiproke Figuren in bezug auf die Kugel

ot tai=1;
21*
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d. h. die Begrenzungspunkte des einen Korpers sind die Pole der Stitzebenen
des anderen Korpers und wmgekehrt.®)
5. Die vorangehenden Uberlegungen gestatten eine analoge Behand-
lung vieler hnlicher Probleme, von denen wir einige hier andeuten wollen.
Betrachten wir etwa einerseits diejenigen Wertsysteme a, a,, ..., @
fiir die die Ungleichung

af(P)—*’alfl(P)_*" '+a'nfn(P)§ 17
andrerseits diejenigen Wertsysteme, fiir die die Ungleichung

af(P)+ afy(P) ++ - +a,f(P)2~—1
fir jeden Punkt P der Menge IM statthat, so erkennt man durch eine
ahnliche Uberlegung, wie wir in 2. angestellt haben, daB die Gesamtheiten
dieser Wertsysteme im (7 - 1)-dimensionalen Raum je einen im Endlichen
gelegenen konvexen Korper erfilllen, wenn die in I stetigen Funktionen
f(P), fi(P), ..., f,(P) so beschaffen sind, daB fiir jedes Wertsystem
z, %y, ..., %, (auber dem frivialen z = 2, = ... =2, = 0) der Ausdruck

(5) 2f(P) + 2,/ (P) + - - - + 2,f(P)

eine solche Funktion darstellt, die nicht iiberall in M groBer oder gleich Null
ausfdllt.¥¥) Die vorangehenden Betrachtungen zeigen auch, da die polare
Reziproke in bezug auf die Kugel (3) des ersten der so erhaltenen kon-
voxen Korper derjenige kleinste konvexe Korper ist, der die Punktmenge

xzf(P)’ 2 =hH(P), ... z, = f,(P)
enthilt; die polare Reziproke des zweiten konvexen Korpers ergibt sich
auf dieselbe Weise aus der Punktmenge:

2=—f(P), 2, =—f(P), ..., 2,=—[(P)

In dhnlicher Weise ergibt sich auch, daB die Gesamtheit derjenigen
Wertsysteme, fir die die Schwankung®**) in IR der Funktion (5) kleiner
oder gleich 1 ist, wiederum einen im Endlichen gelegenen konvexen Korper
erfiillen, falls dieser Ausdruck (5) fiir kein Wertsystem z, #,, . . ., z, (auBer
dem trivialen £ =z, = - - - = z, = 0) eine solche Funktion darstellt, die
in M konstant ist. Unter derselben Bedingung erfillen auch diejenigen

w?

*) Solche konvexe Kirper betrachtet schon Minkowski in seiner posthumen Ab-
handlang: ,Theorie der konvexen Kdrper insbesondere Begréindung ihres Oberfiichen-
begriffs. Gesammelte Abhandlungen (Nachlaf), Bd. II, S. 130; exr fiihrt daselbst fiir
solche Kdrper den Namen ,polare Korper¢ ein (vgl. 8. 146, L c.).

**) Die Funktionen cosks, sinks k=1,2,..,n)
erfillen im Intervall 0 <s<2x offenbar diese Bedingung; daraus resultiert ein Satz
von Carathéadory (1. c.).

. **) Unter der Schiwankung einer stetigen Funktion versteht man den absoluten
Betrag der Differenz ihres grdfSiten und kleinsten Wertes.
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Wertsysteme einen im Endlichen gelegenen konvexen Korper, fiir die die
Totalvariation von (5) nicht groBer als 1 ist. Diesen konvexen Kérpern
kommt die Rolle des Eichkorpers zu, falls man statt des Tschebyscheffschen
MaBes der Anndherung die Schwankung oder die Totalvariation als Ma8
der Approximation wahlt.

Bei diesen Untersuchungen wiirden dann die polaren Reziproken
dieser Korper in bezug auf die Kugel (3) wieder eine Rolle spielen. Man
erkennt z. B. ohne Schwierigkeit, daB die polare Reziproke des ersten
der jetzt aufgestellten konvexen Korper derjenige kleinste konvexe Korper
ist, der die Punktmenge

z2=Ff(P)— (@), z,=(P)— (@) ..., 2, =F(P)—[(@)
enthilt, wobei P und ¢ unabhingig voneinander die Punktmenge R
durchlanfen.

III. Die eindeutige Losbarkeit des Tschebyscheffschen Problems.
Die aufgestellte Bedingung ist hinreichend.

6. Ankniipfend an die vorangehenden geometrischen Entwicklungen
werden wir nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir
aufstellen, daB die Tschebyscheffsche Annidherung jeder in I stetigen Funk-
tion f(P), die nicht in der Form

2,fi(P) + - - - + 2,1 (P)
darstellbar ist, durch die Funktionen eindeutig sei; d. h. daB fiir jede
solche Funktion f(P) ein und nur ein Wertsystem existiere, fiir das das

Maximom von If(P) + 2, f,(P) + - - - + 2,1, (P)|

seinen kleinsten Wert annimmt.
Wir werden zuniichst eine hinreichende Bedingung hierfiir aufstelien
und in IV. zeigen, daB diese Bedingung auch notwendig ist. :
Zu diesem Ende kehren wir zn unserem Eichkérper 8 zuriick, der
aus denjenigen Punkten a, ay, ..., a, besteht, fiir die das Maximum der

stetigen Funktion |af(P) + a,f,(P) + - - - + a.fo(P)|

nicht grofer als 1 ausfillt. Wir haben gesechen, daB man die Tacheby-
scheffsche Anniherung der Funktion f(P) durch die Funktionen z,f; (P) +--
-+ + z,f.(P) erhilt, wenn man diejenigen Punkte des konvexen Korpers &
bestimmt, die auf derjenigen Stiitzebene liegen, deren Gleichung

z=d
ist (4> 0). Damit die Tschebyscheffache Anniherung eindeutig sei, ist also
notwendig und hinreichend, daB diese Stiitzebene nur einen Punki des
Korpers ® enthalte.
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Wir betrachten nun die polare Reziproke & dieses Korpers & in be-
zug auf die Kugel (3). Der Pol der Ebene z = d ist der Punkt 4 mit

den Koordinaten 1

xS‘&“’ xla':x2=~--==xn=0,

der auf der Begrenzung von R liegt. Die Polarebenen derjenigen Punkte
von &, die auf der oben betrachteten Stiitzebene liegen, enthalten offenbar
alle den Punkt A; umgekehrt ist der Pol jeder durch A gehenden Stiitz-

ebene von & ein gemeinsamer Pun%t von & und seiner Stiitzebene z=d.
Daraus ergibt sich also, daB die Stiitzebene z = d dann und nur dann
nur einen Punkt mit dem Ko6rper & gemein hat, wenn durch den Punkt 4

nur eine Stiitzebene des konvexen Korpers & hindurchgeht.

Wir werden sehen, daB dies stets der Fall ist, wenn es aufer dem
trivialen Wertsystem 2, = - - - = x, = 0 kein anderes Wertsystem «,, - - -, x,
gibt, fiir das die in M stetige Funktion

z,[i(P) + - - + z,f (P)

an mehr als n — 1 Stellen dicser Punkimenge verschwindet, d. h. wenn jede
dieser unendlichvielen Funktionen hichstens n — 1 verschiedene Nullstellen

Bei dem Beweise dieser Behauptung werden wir von einem wichtigen
Satze von Carathéodory Gebrauch machen, demzufolge die Punkte des
kleinsten konvexen Kérpers, der eine abgeschlossene Punktmenge enthilt
als Schwerpunkte von Massenbelegungen auf dieser Menge gedentet werden
kénnen, wobei alle Massen positiv sind und die Gesamtmasse 1 besitzen:
seine Beweisfiihrung ergibt auch, daB — wenn dieser kleinste konvexe
Korper ein n-dimensionaler Korper ist — jeder innere Punkt des Korper~
als Schwerpunkt von hochstens # + 1 positiven Massen, jeder Punkt der
Begrenzung aber schon als Schwerpunkt von 7 positiven Massen ange-
sehen werden kenn, die simtlich in Punkten der in Frage stehenden ah-
geschlossenen Punktmenge angebracht sind.¥)

Wir legen nun durch den Punkt E(%-, o, O) des konvexen Kor-

pers & eine Stiitzebene an diesen Korper. Die gemeinsamen Punkte dieser

Ebene mit & bilden einen konvexen Korper &, dessen Dimensionszahl
— in unserem Falle — hochstens gleich n ist; dieser Korper ist — wie
Carathéodory a. a. O. zeigt — der kleinste konvexe Korper, der diejenige
abgeschlossene Punktmenge enthilt, die aus den gemeinsamen Punkten
der Punktmenge §§ und der betrachteten Stdtzebene besteht. Der betrach-

e e

#) Carathéodory a. a. O.
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tete Punkt A ist jedenfalls ein Punkt dieses konvexen Korpers &, und
wir wollen zeigen, daB — zufolge unserer Annahme iiber die Funktionen
f(P), ..., f.(P) — A ein innerer Punkt von &, ist, also nicht auf der
Begrenzung dieses %-dimensionalen konvexen Korpers liegt. Im entgegen-
gesetzten Falle nimlich konnte dieser Punkt A, nach dem oben genannten
Carathéodoryschen Satze, als Schwerpunkt von v(v<n) positiven Massen
gedeutet werden, die in Punkten der Punktmenge {§ angebracht sind.
Da die Punktmenge @ aus den Punkten besteht, deren Koordinaten

z=f(P), 7y =1(P), ..., 2, =1,(P),

bzw.

$='——f(P), x1=—f1(‘P)2 Y xnz—fn(P)

sind (P beliebiger Punkt in 3R), so wiirde es demzufolge n Punkte®) P,,
P,, ..., P, der Punktmenge I und % nicht negative Konstanten 1,,
43y ..y &, von der Summe 1 geben, derart, dab

21f =h&f(P) + h&f(Py) +- -+ L&f(P,)
0 = 7”1£xf1(1)1) + lsesfx(Ps) p ol ln‘-fl(Pu)

0 =18 f(P)+ Lefu(Py) + -+ + 4,6f(P,)

wird; in diesen Gleichungen sind die GriBen &, &, ..., s, gleich + 1
oder — 1, je nachdem der entsprechende Punkt, an dem die positive
Masse 4, bzw. 1,,-..., 4, angebracht wird, dem ersten oder zweiten Teile
der Punktmenge & angehort. Aus den letzten n Gleichungen dieses Glei-
chungssystems wiirde man aber auf das Verschwinden der Determinante

(B (B --- [(P) '
FACAFAC AN fs(P.)§

!
! . ’ . - - !
: fa(‘P1> fn(‘Pﬂ) ¢ fn(Pa) l
schlieBen, und daraus, daB ein nicht triviales Wertsystem z,, ,, . .. 5 2,
existiert, fiir das die Funktion
2 (P) + 2f3(P) + - - - + [, ()
an den n Stellen 2, P,, ..., P, der Menge M verschwindet — im Wider-

sprach mit unserer Anpahme.
Ist nun
(6) ur 4wz, 4 +uz, =1
. * In dem Falle, daB » < = ist, wihle man die feblenden #» — » Punkie von §
beliebig und belege diese mit der Masse Null.
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irgendeine von der betrachteten Stiitzebene verschiedene Ebene, die den
Punkt A enthiilf, so konnen — da A ein innerer Punkt von &, ist —
nicht simtliche Punkte von &, auf derselben Seite dieser Ebene liegen.

Da aber &, ein Teil von & ist, so folgt daraus, daB die Ebene (6) auch
keine Stiitzebene von ® sein kann, und wir erhalten daher das Resultat,
daB unter den gemachten Voraussetzungen durch den Punkt A nur eine

Stiitzebene des Korpers & hindurchgeht.
Damit ist also die Eindeutigkeit der Tschebyscheffschen Anniherung
durch das Funktionensystem f,(P),..., f,(P) fir jede in M stetige
Funktion f(P) bewiesen, die nicht in der Form

4 (P)+ - - +2,f,(P)

darstellbar ist; ist aber f(P) in dieser Form darstellbar, so ist dies —
wiederum wegen unserer zugrunde gelegten Annahme*) iiber die Funk-
tionen f,(P), ..., f,(P) — nur auf eine einzige Art méglich und das
entsprechende Wertsystem «,, .. ., 2, liefert die einzige Tschebyscheffsche
Anngherung in diesem Falle. '

Erfiillen®¥) daher die Funktionen f,(P), ..., f,(P) die Bedingung, daf
mit Ausnahme des Werlsystems ¢, =z, = ... =z,= 0, jede der unendlich
vielen in M stetigen Funktionen )

ah(P)+ -+ 2,1,(P)

in der Menge MM hichstens n — 1 verschiedene Nullstellen besitzt (aus dieser
Bedingung folgt bereits die lineare Unabhiingigkeit der betrachteten Funk-
tionen), so gibt es fiir jede in MM stetige- Funktion f(P) ein und nur ein
Wertsystem, fiir das das Maximum der Funktion

‘f(P) +x1f1('P) T +xnfu(P) ;
scinen kleinsten Wert annimmi. *¥¥)

*) Da fir jedes nicht triviale Wertsystem z,, ..., , die Funktion

5 H(P)+- -+ 2, [ (P)

in 9% hochstens » — 1 Nullstellen besitzt, so folgt aus dieser Annahme die lineare
independenz dieser Funktionen in IR und daher kann f(P) nicht auf zwei verschiedene
Arten als lineares Aggregat der Funktionen f,(P), ..., f,(P) darstellbar sein.

**) Dnter den in der Anmerkung *) 8. 301 gemachten Voraussetzungen ist ein
entsprechender Satz von J. W. Young a. a. 0. bewiesen worden.

***) Die Potenzen 1, s, 8% ..., 57~ ! erfillen in jedem Intervall —, die Funktionen

1, cosks, sinks k=12,...,m

erfillen in dem Intervall 0 <s< 2x die Bedingungen unseres Theorems; daraus ergibt
sich der urspriingliche Satz von Tschebyscheff und der Satz von Fréchet (L c.).
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1V. Die aufgestelite Bedingung ist notwendig fir die eindeutige
Losbarkeit des Tschebhyscheffschen Problems.

7. Wir zeigen endlich, daB die zuletzt gewonnene hinreichende Be-
dingung auch notwendig ist, d. h. wenn ein Werisystem o, «,, ..., o,
existiert, dessen Grofen wicht alle gleich Null sind, von der Beschaffenhert,
daf die in M stetige Funktion

Fo(P) = &, fi(P) + eof3(P) + - - - + «.[o(P)
in dicser Punkimenge (mindestens) n verschiedene Nullstellen
P,P,.. P

besitat, so existiert eine in M stetige Funktion f(P), deren T'schebyscheffsche
Annidherung durch die betrachieten Funktionen nichi eindeutig ist.

Diese Funktion f(P) konstruieren wir, wie folgt:

Auf Grund unserer Voraussetzungen besitzt das lineare homogene
Gleichungssystem

nfi(P)+ mh(P) + -+ +4,/(P) =0 (g=1,2..,n)
die nicht triviale Losung
Xy =y, Xy =gy .., Tp==8;

daher besitzt auch das transponierte Gleichungssystem-eine Losung, d. h.

es existiert ein Wertsystem ¢, ¢, ..., ¢, (dessen GroBen nicht alle gleich
Null sind), das fiir jedes q die Gleichungen

le;(.PJ + czfq(-P3) + e + cafq(-Pvz) =0 (q-.—z I! 2)"‘)”’}
befriedigt. Lassen wir aus diesen Gleichungen diejenigen Glieder, fiir die
der entsprechende Koeffizient ¢ gleich Null ist, fort, so erhalten wir —
indem wir notigenfalls die Reihenfolge der Punkte Py, P, ... P, um-
ordnen — ein Wertsystem ¢,, ¢,, .. ., ¢,, dessen GroBen simtlich von Null
verschieden sind und fir das die Gleichungen

afy(P) + esfy(Pe) + - - - + 6,f(P,) =0 @v<»

bestehen. Da diese homogene Relation fiir jede der Funktionen fi, fy,..., f,
richtig ist, so gilt sie anch fir jede lineare Kombination dieser Funk-
tionen mit konstanten Koeffizienten, d. h. es ist

(0 o F(P) + 6 F(P) + - -+, F(P)=0,
WOb\ei . F(P) = 2,/,(P) + %[3(P) + - - - + xufulP)
gesetzt ist.

Es sei nun f(P) eine willkiirliche, in R definierte stetige Funktion,
die zundichst nur der Bedingung unterworfen wird, an den Stellen
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P, P, .., P, gleich +1 oder — 1 zu sein, je nachdem die entsprechende
GroBe ¢, bzw. ¢, ..., ¢, positiv oder negativ ist; es ist also fiir jedes ¢
¢ f(P)=|¢|>0 @g=12...9).
Man kann nun leicht zeigen, daB in diesem Falle das Maximum der
Funktion
) |F(P) + /i(P) + -+ + 2.[(P)],
wie auch die Konstanten z,, z,, ... 2, gewidhlt sind, groBer oder gleich
1 ausfallen muB. Denn im entgegengesetzten Falle miifte die Funktion

F(P)=,f(P)+ -+ + 2,f(P)
an jeder der Stellen P,, P,, ..., P, das entgegengesetzte Vorzeichen als
F(P) besitzen, d. h. es miBte jedes der Produkte
ch(Pl)7 cﬂF(‘P%) 7 ch('Pv)
negativ sein, was mit der Relation (7) im Widerspruch steht.
Unterwerfen wir daher die Funktion f(P) der Einschrinkung in der

Punktmenge IR dem absoluten Betrage nach nirgends griBer als 1 zu
sein, so erreicht das Maximum von (8) seinen kleinstmdglichsten Wert
{=1) jedenfalls fiir das Wertsystem
G=ty= =2,=0;

dieses Wertsystem liefert also eine Tschebyscheffsche Annéherung der
Funktion f(P) durch die Funktionen z,f,(P) + --- + z,f,(P).

Wir miissen die Funktion f(P) noch einer weiteren Ungleichung
unterwerfen, damit wir eine zweite Tschebyscheffsche Anniherung erhalten.
Wir betrachten zu diesem Ende die Funktion

Fo(P) = s i(P) + /o (P) + - - - + &, (P),
die an den Stellen Py, P,, ..., P, der Menge M gleich Null ist, und
wir konnen annehmen, daB die Konstanten «,, a5, ... «,, von denen min-
destens eine nicht Null ist, so gewihlt sind, daB fiir jeden Punkt P in IR
| Fo(P)| <1

sei, was man ja notigenfalls durch Multiplikation stets erreichen kann.

Die in R stetige Funktion f(P), deren Werte an den Stellen
P, P,,... P, vorgeschricbegn wurden, und die iiberall in IX die Un-
gleichung —1 é f( P) —S.— 1
erfillt, wird in derselben Punktmenge IR noch der Ungleichung

—1-F(P)Sf(P) <1 — F(P)
unterworfen; diese Ungleichung ist mit den obigen beiden Bedingungen
in Einklang. Da nun fir jeden Punkt P von I}
If(P) + Fy(B)| <1
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ist (an den Stellen P,, P,, ..., P, gilt das Gleichheitszeichen), so folgt —

wie oben — daf8 _ _ -
Iy = Uy, Xy=03, ¥, =,

ein zweites — von dem obigen verschiedenes — Wertsystem ist, fiir das
das Maximum von (8) seinen kleinsten Wert (= 1) annimmt. Mit anderen
Worten, die Tschebyscheffsche Anniherung der soeben konstruierten Funk-
tion f(P) durch die Funktionen f,(P), ... f,(P) ist nicht eindeufig.

Wir erhalten also das folgende Theorem:

Die notwendige und hinreichende Bedingunyg dafir, daff zu jeder in IR
stetigen Funltion f(P) ein und nur ein Wertsystem x,, z,, . . ., z, existiere,
fiir das das Minimum der Funktion

[F(P) + 2, f,(P) + 2,/5(P) + - - - + 2,f,(P)]
seinen kleinsten Wert annimmt, ist die, daff mit Ausnahme des trivialen,
Wertsystems x, = x5 - - - = z,, =0 fiir Lein anderes Wertsystem die in M
stetige Funktion z,f,(P) + x31;(P) + - - + z,f,(P) in dieser Punkimenge:
mehr als n — 1 Nullstellen besitze.

Ist M ein zweidimensionales Gebiet, so sind die Bedingungen unseres
Satzes fiir » > 2 nie erfiillt. In der Tat, man kann in diesem Falle die
GroBen z, ,. .., z, derart bestimmen, daB die Funktion z,f, (P) + -+ + 2,1, (P)
an einer inneren Stelle dieses Gebietes positiv, an einer anderen inneren
Stelle aber negativ ausfalle; es mfiB daher diese stetige Funktion an
unendlich vielen Stellen den Wert Null annehmen.

Fiir zwei- (und mehr-) dimensionale Gebicle also existiert kein Funk-

Homensystoms AP, G(E), -y fu(P) @22y
von der Beschaffenheit, dap die Tschebyscheffsche Anndherung jeder stetigen
Funktion in diesem Gebiet durch diese Funktionen eindeutig sei.*)

*) Da8 die Polynome von zwei Verinderlichen keine eindeutige Tschebyscheffsche
Anndherung liefern, hat bereits Tonelli a. a. 0. bewiesen.



