
Die Mechanik nach den Prineipien der Ausdehnungslehre .  

Von H. OI~ASS~A~N in Stettin. 

Es giebt wohl kanm ein (]ebiet, auf welchem sich die Unent- 
behrlichkeif der in meiner Ausdehnungslehre (yon 1844 und 1862) dar- 
gestellten Kalkfils so schlageml erwiese wie in der Mechanik. Man 
kann sagen, jeder einfache mechanische Begriff sei zugleich ein ein- 
father Verkniipfungsbegriff jenes Kulkiils. Und in der That hat sich 
mir diese ganze Rechnungsmethode, nachdem nut einmal die erste 
Idee derselben erfasst war~ an der Hand der Mechanik am schnellsten 
und frueh/~reichsten weiter en~wickel~. Die Methoden, welehe ich in 
diesem Aufsatze verwende~ und die Gleichungen, zu denen ich durch 
sie gelange, habe ich (abgesehen yon der bier und da geiinderten Be- 
zdchnung) ohne Ausnahme schon in einer Arbeit tiber die Theorie der 
Ebbe und Fluth, welehe ich zu Pfingsten 1840 als Priifungsarbeit bei 
der wissenschaftlichen Priifungscommission in Berlin eingereic'ht lmbe, 
dargelegt. Nur weniges davon ist in meine Ausdehnungslehre yon 1844 
iibergegangen. Die neueren Lehrbtieher und Aufsi~tze tiber Mechanik, 
namentlich auch @. K i r c h h o f f ' s  Vorlesungen (1875, 1876) zeigen 
mi B dass die Darstellung dieser Methoden noch heufe ebenso fSrderlich 
sein werd% als sie es'vor 37 Jahren gewesen wiir% wenn ieh damals 
zu ihrer VerSffentlichung Zeit und Gelegenhei~ gefunden hgtte. In 
einem spi~teren Aufsatze denke ich dann die haulatsiiehlichsten der hier 
noch nieht beriihrten Probleme der Mechanik durch neue, gleichfalls 
der h.usdehnungslehre entnommene Methoden zu 15sen. 

w  

Begriffe und Gesetze der Ausdehnungslehre, die hier benutzt werden 
sollen. 

Der Deutlichkeit wegen gebe ich bier eine Uehersicht~ iiber den 
Kalk~il, so wei~ er in diesem Aufsatze zur Anwendung kommen soll, 
verweise aber in Bezug auf die n'~here Begr[indung auf meine Aus- 
dchmmgslehren yon 1844 und 1862, welche ieh im Folgenden mit ~tj 
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und ~/12 bezeiehne. Ich lege den Begriff der Strecke zu Grunde. Ich 
~erstehe darunter eine begrenzte gerade Linie yon bestimmter Lih~ge 
und I~iehtung, d. h. ich setze zwei Strecken als solche dann und nut 
dann gleich, wenn sie gleich lang und gleichgerichtet sind. Strecken 
werden adc~irt, indem man sie stetig aneinaaderleg~, dann ist die Strecke 
veto Anfangspunkt der ersten zum Endpunkt der letzten ihre Summe 
(9~ t w 15--13~ ~ 220). Die S~tbtraction fiihrt auf die Addition zurfick~ 
da man start eine yon dem Punkte A nach B gehende Strecke zu 
subtrahiren, die yon ~B nach A gehende addiren kann. Der Begriff 
der Yerviel['ach,~g oder Theil,eng durch eine Zahl ergiebt sich aus dem 
allgemeinen Begriffe dieser Verkniipfungen unmittelbar. Dass ftir Mle 
diese Verkn[ipftmgen die gewShnlichen Reehnungsgesetze derselbei~ 
vollstgndig gelten, ist in der Ausdehnungslehre bewiesen. 

Das iiussere 2roduc~ der S~recken a and b, geschrieben Is b], 
wird formell dadurch definirt~ dass erstens wie bei jedem Product die 
Beziehung zur Addition gil~, d. h. [a (b + c)] ~ [a b] + [a el und 
[(a + b)c] ~ ~c~c] d- ~b c~ ist, and zweitens das "~ussere Product gleieher 
Strecken null ist, [aa]-~-O, begrifflich abet dadurch, dass wenn a die 
Strecke yon dem Punkt A n~ch B, b die Strecke yea /3 nach Coder  
yon A nach / )  ist, damon [ab] der Eliichenraum des Parallelogramms 
A B C D  ist, und zwar in dem Sinne, dass zwei FlSchenrikume als 
solche d~nn und nut dann gleich sind, wenn sie in par~llelen Ebenen 
liegen, gleichelI Inhalt haben und der Umfang in beiden nach der- 
selben Seite (rechts oder links) bin umlituft (~-(t w 28--30~ 37, 9~2 
'239 fl:). Die Addition der Flgchenr~um% auch wenn sie nicht in 
parallelen Ebenen liegen, ist durch die Formel [ab] + [ae] = [a(6 + c)] 
vollkommea bestimmt. Aus der Formel [(a + b) (a -4- b)] ~--- 0 ergiebt 
sieh sogleich alas zweite wichtige Gesetz der gusseren Multiplication, 
n.:~mlich [ab~ = - -  [b~]. 

Das i~ussere Product dreier Strecl~en a~ b, e oder eines Flhchen. 
r~ums [ab] und einer Strecke c, wird fbrmell dadarch definite, dass 
lab b 3 = 0 und also auch [ab c] -~- - -  [a c b] ist~ begrifflich, bei gehSriger 
Zeichenbestimmung als Inhal~ eines Spates (Parallelepipedons), was 
a~ b, c zu aneinander stossenden SeiLen hut. Es wird null, wenn die 
drei Strecken in Einer Ebene liegen. Fern er ist lab c] ~ [b e c~] = [c <~ b] 
= - - [ a c b ] ~ - - [ c b a ] = - - [ b a c ] .  (~lt w 37, 91~ 240 ft.). 

Unter dem inneren Producte [alb] zweier Sgrecken a und b, 
deren L'~ngen a und t~ sind, und die den Winkel /_ ab einsehliessen, 
"~erstehe ich das Product [alb] =aS  cos/_ ab, and fiir [ala ~ schreibe 
ich der Ktirze wegen a ~ und nenne dies das innere Quadrat der S6recke 
a (9/~ XI, ~2 179). Ieh will den Verein dreier Strecken e~, e2, es, die 
zu einander senkrecht sind, und deren Lgngen und deren iiusseres Pro- 
duct [ete~e~] gleieh Eins sind, einen Normalverein nennen. Die Ge- 
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seize der inneren Multipticatiotl ergeben sich dann nnmittelbar aus 
dem Begriff; namenflich [ a l b ] = [ b l a ] ;  [ a l  b ] ~ O ,  wenn a anf b 
senkrecht; a x ~ a  2, wenn ~ die L~nge yon a, [a I b ] ~ a , b  l-~-%b~ 
--F %~,  wenn a ~ - - -  ale, -~- %e2 + %e;~, b ~ ~hcl-4-52e2 + ~3e3 ist und 
e~ e2, e 3 einen Normalverein bilden. Will man eine Einhei~ eines 
Normalvereins als u roll den Einheiten eines andern 
ausdrficken, so ergeben sich die Coefficienten unmi~telbar als innere 
Producte dieser letz~eren drei Einheiten in die erstgenann~e z. B. 

el ~ xzl "t- ye~ -4- ze3, so erh~lt man dutch ilmere Multiplication mit 
e t unmittelbar [e, l eli = x, da [e~ l e,], [~3 [ej] ---~0 und e~ ~ -~- 1 ist, and 
ebenso [e~ [~]-~-y, [el ! ~z] -~-z  also e, = [e, t ~1] ~, + [c I I ~2] e2-~ [el I~a] ~3. 

Es hat uicht die geringsten Schwierigkeiten~ die dutch diesen 
Kalkiil erhaltenca Gleichungen in algebraische Gleichungen zu ver- 
wandeln. Man hat dann nut eia beliebiges Coordinatensystem zu 
Grunde zu legen, auf den drei Coordinatenachsen drei Strecken e t ,  e : ,  e 3 

a n z u n e h m e n  and jede in einer Gleichung vorkommende Strecke als 
Vielfachensumme yon e~ e,, e3, also in der Form ate,-4-%e~-~ %e~, 
nnd jeden darin vorkommenden Fl~chenraum in tier Form a, [e~e~] 
-~-a~[eae~]-~-%[e~e~] darzustelten, wobei die Zahlen a~, %, % die 
Coordinuten dort der S~recke, hier des Fl"~chenraums heissen mSgcn, 
so erhM~ man schliessIich Gleichungen, in welchen entweder gar keine 
geometrischen GrSssen mehr vorkomraen, oder welche in den Formen 

erscheinen, wo die ~ nut Functionen der Coordinaten sind. Aus jeder 
solchen Gleichung entspringen dana die drei Gleichungen ~ ~ 0~ 
~., ~ 0 ,  ~ 3  ~ -  0.  

~ir  das Differentiiren and Integriren reichen die gewbhnlichen 
Definitionen aus. In der ~echanik kommen als unabh~ngige Ver~nder* 
liche ausser der Zeit t nut l:LaumgrSssen vor. Es is~ ~usserst bequem 
hiernach die Differentiale verschieden zu bezeichnen. Ich bezeichne 
den bifferentialquotientcn rrach der Zeit~ wobei nur diejenigen Gr'6ssea 
als constant betrachtet werden, welche ausdr~icklich als in der Zeit 
sich nicht ~dernd festge~etzt sind, mit 6, so class, wona z. B. die  

Strecke x in einer echten Reihe ( ~  454), x -~- a o + a , t  -{- a~t~ ~ - �9 �9 

darges~ellt is~, in welcher % ,  a~, a ~  �9 �9 Strecken sind, die sich in der 
Zeit nicht ~inttern, ~ x  ~ a t  -~- 2ct~t  -}- �9 �9 �9 ist. 

Dagegen bezcichne ich die Differentiale yon Functionen rKumlicher 
GriSssen, bei welchen die Zeif als constant gesetzt wird, im Allgemeinen 
m i f d .  Auch der Begriff der partiellen Differentialquotienten dcr 
Functionen r~umlicher Gri~ssen l~sst sich (wie es in ~2 436 ft. gcschehen 
ist) genau ebenso feststellen, wie fiir die Functionen algebraischer 
GrSssen. Doch w~hle ich den zwar e~was umst~ndlicheren, abet, wie 
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ich glaube, den Lesern ]eichter zug~ngqiehen Weg der Reduction auf 
partie))e Differentialquotienten yon Functionen algebraischer GrSssen. 
Ich lege einen Normalverein ei, e~, e 3 zu Grunde und drticke die Sh'ecken 
x,  y , ' - " ~  yon denen eine algebraische Function f abhs so]l~ in 
Coordina.ten dutch die Strecken jenes Vereins aus, n~mlich x ~ -x j  ej 
-}- x.~c.z -{- x~e3, y--~y~ej "d-y~e~ ~ y z e z ,  u. s. w., so wird f eine 

af  ~f  Function dieser Coordinates xl, x.~, u. s .w. Sind nun ~x--~' ~x-~ u. s. w. 

die zu dem Verein s~immtlicher Coordiuaten gehbrigen par~iellen Differen- 
tL~lquo~ientea (!~( 2 436), so verstehe ich ~nter dem p,~rtiellen Differen- 

tialquotienten von f nach der Strecke x,  geschriebcn ~ f ,  die S~.recke 

~f Of Of 

Es folgt hieraus sogleich, dass 

sei. Es bleibt aber nun zu zeigen, dass :-~ f, dessert Begriff hier a l l  

den Normalverein e~, c~ e~ geknfipft war, gunz unveriindert bleibt, 
wennn man start des letzteren einen beliebigen andern Normalvercin 
~l~ ~ ~a zu Grunde legt. Es sei x ----- ~l ~l -1~ ~ ~: Jr- ~a ~a, also 

Mul~iplicirt man diese Gleichung innerlich mi~ q ,  so erhSlt man 

da e'~,-----1, [ c t [ e~]~ - [e t ! ea ~=O ist; and hieraus erhitlt man die 
Werthe ffir x~ und xa, indem man statt el beziehlich ez and e a setzk 

Somit wird ~x, x, ~- [e 1 ] ell, iiberhaup~ --~ - -  [~, i c~J. Nun ist 

a~s q_ af ~x~ 

Of [*1 [ (~2] -{- ai{ 

indem man ~ und e a s~a~5 e 1 setzi; 

M~themati~che Ann~len. XI~, 

0[' ~f ~f ~- - -~  e, -[- ~ e.z -[- b-~3 ea 

15 
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nach dem fiir die Umwandlung der 1Normalvercine erwiesenen Satze, 

d. h. der Werth des partiel]en Differentialquotienten ~ f ist unab- 

hiingig yon dem zu Grunde gelegten Normalvereine. 

w 
Grundgesetz der lgochanik. 

Wenn x die Strecke bezeiehnet~ die yon einem lessen t)unkte nach 
dem sich bewegenden Punkte gezogen ist, so ist unmittelbar klar, 
dass ~x die Gesehwindigkeit dieses Punktes ihrer GrSsse und Richtung 
nach~ und 62x in gleicher Weise die Beschleunigung oder Bewegungs- 
iinderung dcsselben darstellt*). Nach dem Beharrungsgesetz muss jede 
Aenderuug in der Bewegung eines materiellen Punktes einer auf ihn 
einwirkenden U~rsache zugeschrieben werden. Es sei die Einwirkung 
dieser Ursache gleich der Strecke p, so haben wir die Gleichung 

Ist z. B. diese Einwirkung constant gleich der Strecke g, so erhalten 
wir dutch Integration der Gleichung d2x ~ g unmittelbar 6x  --~ c-~- gt~ 
we c eine willkiirliehe constante Strecke (die Anfangsgesehwindigkeit) 
ist, and dutch abermalige Integration x ~- b ~ ct -[- -~gt ~, we b abet- 
reals eine cortstante Sirecke (tier Anfangswerth yon x) ist. Diese 
Gleiehungen enthalten die gewShnlichen Wurfgesetze in allgemeinster 
Form. 

Das sogenannte Gesetz veto Parallelogramm der Krllfte 15sst sieh 
so ausdriieken: Wenn die Einwirkungen mehrerer Ursachen auf den 
Punkt x einzeln genommen gleich den Strecken 2~, P2~ '" " sind, so 
is~ die glcichzei~ige Einwirkung p aller jener Ursachen gleich der 
Summe dieser Strecke, 19 ~/91 -~-2~ -~- "' �9 Es gilt also die Gleichung 
(1) auch noch~ wenn p die Summe aller Einwirkungen ist, welche ver- 
schiedene Ursaehen gleiehzeitig auf den bewegten Punkt fiben. 

~infache Kraf t  nenne ieh eine Ursache~ welche in einem materiellen 
Punkte in der Art ihren Sitz hat, dass die Einwirkung dieser Ursache 
auf cinen andern materiellen Punkt nut yon der gegenseitigen Lage 
dieser Punkte abh:~ingt, hingegen yon dem umgebenden t~aume ganz 
unabhiingig is& Wenn also ein materielter Punk~ A auf einen andern 
B die Einwirkung ]3C tibt, und man die Fight A B C  beliebig im 
Raume nach A~ B 1C 1 verlegt, so aber~ dass A B  C congruent mit A t B 1C 1 
bleibt~ so muss B~ C~ die Einwirkung yon A~ auf Bl bleiben. Hieraus 
folgt, dass /~C in der unendlichen geraden Linie A/~ liegen muss. 

*) Noch einfacher w~re es, x unmittelbar als den ~ich bewegenden Punkt zu 
setzen. Doeh verspare ich dies aug einen spi~teren Aufsatz, in welchem die Rech- 
hung mi~ Punkten darge~tellt werden Roll. 
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Denn wiire dies nicht der Fall, sondern bildeten A, ]3, C ein Dreieck, 
und man drehte dies um die Axe A/~ um beliebigen Winkel in die 
Lage A12C1, so mtisste A auf /~  die Einwirkung BC 1 iiben, was mit 
der Einwirkung ~ C  in Widersprueh ist, also kann die Kraft nur an- 
ziehend oder abstossend wirken. Aber noch mehr, wenn die Punkte 
A und J~ yon ganz gleicher Besehaffenheit sind, so muss man auch 
A mit 1] vertauschen kSnnen, ohne die Wirkung zu s Uebt 
nun A auf ~ die (anziehende oder abstossende) Wirkung ~ C ,  und 
man dreht A B C  um den Mittelpunkt yon AB in die Lage Al~ l ,  so 
dass A 1 auf ~ und B 1 auf A fs und sei ('1 der Punkt, auf den 
dann C fSllt, so muss 231C j d. h. AC~ niGht bloss a]s Einwirkung des 
Punktes A~ auf B 1 sondern auch des Punktes B auf A aufgefasst 
werden kSnnen, d. h. die Einwirkung muss gegenseitig und die beiden 
Einwirkungen mfissen einander entgegengesetzt gleich sein. Auch kann 
die GrSsse dieser Einwirkungen, wenn die materiellen Punkte dieselbe 
Beschaffenheit beibehalten, nur eine Function der gegenseitigen Ent- 
fernung sein*). ~Venn nun A und ~ zwar nieht ganz gleiche Be- 
schaffenheit haben, abet doeh A auf B die entgegengesetzt g]eiche 
Wirkuag iibt wie B auf A, so nennen wir A und/~ an Masse gleich. 
Welche Masse wit als Einheit der Massen zu Grunde legen, ist an sieh 
gleichgiiltig. Nachdem aber diese Einhei~ festgesetzt ist, so setzen 
wir die Kraft der Beschleunigung gleich, welche sie der Masse 1 mit- 
flleilt. Daher kSnnen wit in der Gleiehung (1) den Endpunkt yon .~' 
als einen Punkt yon der Masse 1 setzen und p als die Kraft oder als 
die Summe der Kr~ifte, die auf ihn wirken. In diesem Sinne ]~Snnen 
wit die Gleichnng (1) als die Grundgleichung der Meehanik setzen. 

w  

Bewegung eines freibeweglichen Vereins materieller Punkte. 

Ich unterscheide innere und iiussere Kriifte in Bezug auf den 
Verein. Innere Kriifte sind solche, mit denen ein Punkt des Vereins 
auf einen andern Punkt dessetben Vereins wirkt, ~iussere die iibrigen. 
Ich nehme zuerst alle Punkte des Vereins als yon gleieher Masse und 
zwar yon der Masse 1 an. :Nun seien x i , . . ,  xm die "yon dem festen 
Punkte naeh den beweglichen Punkten des Vereins gezogenen Strecken, 
Pl die Summe aller Kr~ifte, die auf den ersten Punk~ wirken, u. s. w. 
so hat, man nach (1) die m Gleichungen d~x 1 -----t)l, �9 . .  c~X,, ~1~,,,~ 
diese addirt geben 

Die inneren Kri~fte, da sie paarweise entgegengesetzt gleich sind, heben 

�9 ) Es liegt hierin schon, dass ich die Kr~fte, mit welcher die in elektrischen 
StrSmen bewegten Elektricit~iten wirken, nich~ fiir einfache Kr~fte halten kann. 

15" 
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sich bei der Addition weg, folglich kSnnen wir bier 192, ---/o,,~ als 
~iussere I(ri~fte betrachten. Nun sei s die S~recke, die yon dem festen 
Punkte nach dem Schwerpunkte des Vereins gezogen is~, uad Yl , "  �9 �9 Y,~ 

die Strecken~ die yon dem Sehwerpunkt nach den Punkten des Vereins ge- 
zogen siud~ so ist nach tier Definition des Schwerpunktes Yl + " "  + Y,,~ 0 
Nun ist aber x l ~ s + Y l , ' ' ' x ~ s + Y ~ ,  also x l + . . . x . , ~ m s ,  
worin zugleich die Construction des Sehwerpunktes liegt, also 

~ 2 x l  + �9 �9 �9 '~2xm ~ -  ~ ( x l  4 -  " �9 �9 x ,n)  ~ m ~ 2 s ,  

und so erh'~lt man aus obiger Gleichung 
1 (2) ~ s  ~ ~ p ,  

wo p die Summe aller iiusseren Kr~fte und m die Masse des Vereins 
ist. Dies ist die Gleichung der Bewegung des Schwerpunktes. Sie 
kann uns zagleich als Gleiehung ftir die Bewegung eines Punktes yon 
der Masse m gelten und wir kSnnten yon nun an auch Punkte you 
ungleicher Masse annehmen, doch behalten wir der Einfachheit wegen, 
ohne aa Allgemeinheit etwas eiuzubiissen, auel~ je~zt Punk~e yon der 
Masse 1 bei. FiihrCn wir in die Gleichnng fiir die Bewegung des ersfeu 
Punktes start x 1 seinen Werth s ~- Yl~ start ~2x I also ~'2s ~- 62yl und 
start ~2s den aus (2) gefundenen Werth ein, so erhalten wir 

I 1 
(3) ~2y 1 -~-p: --  ~ ,  u . s . w .  (~y~ ~ p , ~  - -  ~lo 

als Gleichungen ftir die relativen Bewegungen eines beliebigen Vereins 
in Bezug auf den Schwerpunkt des Vereins. 

Multiplicirl man die Gleichung ~ x  I ~-Pl  ausserlieh mit x l ,  so 
erh~ilt man links [ x l d ~ x j ] ,  dies ist aber das Zeitdifferential yon [x~ dxl]  , 

da bei der Differentiation das andere Glied [ 6 x l 6 x ~ ]  nach den Gesetzeu 
der iiusseren Multiplication null ist. Also erhiilt man (~ [x~ 6x~] ~ [xtp~]. 

Bilde~ man dieselben Gleichungeu fiir die andern Punkte und addirt, 
so erh~lt man mit Anwendung der Summenbezeichnung 

(4) ~ ~[x,~x] = ~ [ x ~ .  
Aueh hier heben sich die inneren Kr~fte weg; denn es sei z. B. 

)L(x~- x~) die .Kraft, n~it der der erste Punkt uuf den zweiten wirkt, 
so ist die Wirkung, die dieser auf jenen iib~ die entgegengesetzte, 
also ]~(x~ - -  x~) ,  also in der Samme auf der rechten Seite Ix1 it (x~ - -  x~ )] 
-~- [x~Z(x 1 -- x~)] = ),[x~x~] -{- ~[x~x~]  ~ O, da [x~x~] ~ - -  [x~x~] ist. 
Also heben sieh alle inneren Kri~fte weg. Ebenso aueh die nach dem 
Anfangspunkt der x gerichteten KrKfte. Denn ist Xx~ eine solche auf 
den ersteu Puukt wirkende Kraft, so wird [xt 2x~] ---~ 0. Wirken daher 
keiue andera ~usseren Kr~f~e ein, als solche, die nach dem Anfangs- 
pankt der x gerichtet sind, so sagt die Gleiehung (4) die Unver~nder- 
lichkeit der gesammten Fliichenbewegung 2 ~ x ~ x  aus. 
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Multiplicirt man in gMchcr Weisc die Glclchm,~,eu (3) 'iusserlich 

mi~ y~ u. s. w. und addirt, so erhlil~ man, da y ~  =;~; 

vermSge der Eigenschaft des Schwerpunktes null ist, 

d. h. die Fliichengleiehung (4) gilt auch, wenn man s~att des festen 
s der x den bewegliehen Schwerpunk~ setz~. 

Endlich mul~ipliciren wir die Gle~ehtu% ~xl--~pt iaaertich m~t d'x~, 
so erhalten wir, d~ 8"[d'x~] ~ =~ 2})~x~idx~t isg, ~8[Ox~']" -~ [p~lgxj], 
oder auf alle Punkte des Vereins angewandt 

(6) -= z i p  
d. h. die Zunahme der lebendigea Kraft E-b (~x) ~ wi~hrend einer Zeit 
is~ gIeich der Arbeit 25 [t~Ir$'.v] alier Krafte wghreud derselben Zeit. 

gs ist, flit die weitere iEngwiekehmg der Gleiclmng (6) sehr fSrder- 
lich, die gesammte Kraft lb  mit welcher mehrere Punkte auf den 
Punkg x~ wirkea~ als parfiellen Differentialquotienten naeh x~ yon 
einer aigebraischea Function aller dieser Punk~e ~ufzufassen, so 

9 dass also, wenn U diese Function ist, 1) = ~~x~ U sei. Man kann dann 

sagen, dass die Kraf~ p~ dem Sgreben*) eutspring% die Function U zu 
vergrSssern. Die Yergro~se~un~, n~mlich, wetche U durch eine un- 

~,ndlieh kleine Verschiebung dx~ erNhrt, isg ~9~ U ldx~ ; diese Ver- 

grSsserm~g ist, wenn dx~ dieselbe L:,h~ge beibeh':~lt, am grassten, wenn 
dx~ die Rich~ung des ersten Factors hat~ wit unmittelbar aus tier 
F~mel [a !b] = a5 cos /___ e b folgg, d. h. die- dareh die Kraf~ t0~ be- 
wirkge Bewegung nimmt diejenige Riehtung '~n~ in weleher die Function 
U am meisten vergrSssert d. h. alas Streben am vollkommensten erfallt 
wird. Ebenso wenn der Punkg x t seine Late verinder~, dx~ abet s~ets 

dieselbe L~tnge behiilt, utid die Rich~ung die des ersgen Factors -~ U dx~ 
bl.eibt, so verh'~lt sich die Kraft wit die Vergr~Ssserung yon U d. b. 
wit die Erreiehung des Zieles, welches sic erstrebt. Man kann daher 
in der That "die Kraft p~ als Aeusserung des Streben% die Function U 
zu vergrgssera auffassen. Bekanntlich wird U das Potential genam~t. 
U zu f~nden, hat keine Schwierigkei~. Bef.rachten wir zt~ers~ die Kraft 

/0.,~, mit der tin Punkt x~ auf eiaen andern xt wirkt. Diese Kraft 
li~ss~ "sich n a c h w  2. als Function ihrer Nnffernung auffassen, a~so al~ 
f(r). Abet um die Richtung mit darzu~.telten, schreiben wir sic 

*) Diese [dee des S~rebens (der Tendenz) ha, be ich in der vorher genannten 
Ar~eit yore 3ahrc lf~0 zu Grunde geleg~. 
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Hier. is{ r die Lgnge yon x t - -  x2~ d .  h .  ~2 ~ ( x  1 _ _  x~)'-, also differea- 
flirt: 

1 (xj - x2) I ( d x l -  dx2), r d r  -~- [(x I ~ x2)  I ( d x t  ~ d x 2 ) ]  oder d r  ~ -  -7 

also 

f ( r )  d r  ~ ' ' u f i r )  [(xt - -  x~) ( d x  1 - -  d x 2 ) ]  

= ~ L (dx~ - dx2)]. 
Nun sei 

f f r  �9 d r - - =  U,2 so ist d U l :  ~ [p.~, (dx I -- dx.))] also ~ Uv2 ~---P2L und 

so aueh ~ U n ~212. Hat man nun auf gleiche Weisc zwischen je 

2 Punkten einer Schaar die GrSssen U~,~ aufgestetl~, so wird ihre 
Summe U eine Functim~ dieser Pua]~te, und die Kraft, weIehe auf 
einen Punkt x I dieser Schaar die tibrigen Punkte iiben, ist dann 

F[ir die Einfiihrung dieses Potentiales in Gleichung (6) ist gleieh- 
falls die Unterscheidung in iiussere und inhere Kr~fle wichtig. Es sei 
V das vollst~indige innere Potential d. h. die Summe der Potentiale 
zwisehen je 2 Pankten des Vereins~ und U alas gesammte "~hlssere Po- 
tential, d. h. die Summe der Poten~iale zwisehen je eiaem 5usseren 
und inneren Punkte, so lassen die ersteren in der Gleiehung (6) eine 
vollst'~dige Integration zu, die letzteren nut,  insofern die '~iusseren 
Punk~e in der Zeit unver~nderlich siad. In der That betraehtet man 
in der Summe 2; [I) I 8xj der Gle~ehunr (6) die Kr~te p,~ u n d 2 ~ ,  mit 
denen die ersten beiden Punkte aufeinander wirken and das zugehSrige 
Potential Un, so is~ [~v n ] Sx~] + [p~t I 6x, ~ der zugehbrige Theil 

dies auf alle inneren Kr~ifte ausgedehnt, wird der daraus ents~ringe~de 
Theil jener Summe -~= ~ Y and die Gleichung (6) nimmt die Ges~ul~ an: 

w  

Bewogung einos beschr~nkt beweglichon Voreins. 

Die Beschrilnkung in der Bewegung eines Vereins wird am ein~ 
&chsten durch Bedingungs-Gleichungen dargestellt~ welchen die be- 
weg~ea Punkte un~crwoffen sind. Allein durch diese G leiehungen ist 
die Bewegung noch night bestimmL Vielmehr muss man Kr~iffe an- 
nehmen, welche auf die Punkte des Vereins wirken, sobald sich diese 
auch nut unendlieh wenig aus der Lage, die den G.leichungen ent- 
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sprieht, herausbewegen, mid die sic unwiderstehlieh in elne Luge zu- 
r[icktreib~, welche diesen Gleichungen gen~ig~. Auf die nghere Be- 
s~immung dieser Kr'~fte kommt as an. Es sei L ~ 0  eine solehe 
Bedingungsgleichung, so wollen wit die daraus entspringenden Kr~ifte 
dem Streben zu~ehreiben, jene Gleichung L-~-0  zu erhalten~ d. h. 
einem Potential, welches gieich L oder einer beliebigen Function yon 
L etwa gleieh /'(L) isg. Dies vorausgesetzt ist die Kraft, welche jencs 

Streben L---~ 0 zu erhalten~ auf den P. x~ hervorruf~ ~ f ( L )  

L ~,~/, L~ wenn [" L die abgeleitete Function yon f L  ist, oder be- /" 

zeiehnen wir mi~ it diese abgelei~ete Function, so ist die Kraft, die der 

L,  die Kraft, die der P~mk~ xi vermhge jenes S~rebens erleidet, it ~ 
0 P.x~ dadurch erleidet i t ~  L u. s. w. Sind nun ausser jener Be- 

dingungsgleiehung L = 0 noch andere M ~ 0 u. s. w., so entspringen 
?, 

daraus die i~i"~ft;e ~ ~ 3~ /~ ~z~ ~ U, S. W., und die Gleiehungela der 

Bewegung werden n.~eh dem Grundgesetz (1) 
0 

~'~x~ ~ p~ ~ it ~ L -~ ~ ~x, M -~ - �9 �9 

we 
Z- O, = 0 ,  �9 �9 �9 

hinreichen um die Unbekannten it, /~ zu bes~immen. 
Nun seien dx l ,  d x 2 ~ . . -  beliebige Verschiebungen tier Punk~e 

xi, x 2 , . . - ,  welche abet den Gleiehungen d L  ~ O~ d M =  O, u. s. w. 
gentigen. Man mul~iplicire obige Gleichungen innerlich mi~ dxl ,  dx~, 
u. s. w. uud addire, so fallen~ da 

ist, die (~lieder mit /t, ~ , . . .  weg und man erh~lt 

~ [ (6~-x  - - 2 ) l g x ]  -~-O, (0) 

welche ffir alle Verschiebungen gilt, die den Gleiehungen d L  ~---O, 
elm ~ O~ �9 �9 �9 gentigen. 

w  

61oichgowicht und mittlere Bowegung. 

Wcnn die Krhflbe, welche auf einen Verein wirken~ nur von dec 
Lage dcr Punkte des Vereins und nich~ zugleich anderweJtig yon der 
Zeit abh•ngen, so ist Gleichgewicht mhglich, und die Formeln fiir das 
Gleichgewieht sind dann in den obigen Gleichungen enthalten, wenn 
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man nur die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten aller Punkte 
des Vereins null setz~, wodurch dann Gleichungen zwischen den Kr'if~en 
bedingt sind. Sind diese Gleiehungen erfiillt, so kann denuoch die 
Anfangslage der Punkte des Vereins oder ihre Anfangsgeschwindigkeit 
yon tier Art sein, dass kein Gleiehgewicht entsteht, und dass insbe- 
sondere bei sehr geringen Abweichungen des Anfangszustandes yon dem 
Zustande eines sicheren Gteichgewichts Schwingungen um diesen Zustand 
stattfinden. Diesen Eigenschaften des Gleichgewichtes und seiner StSrung 
dutch unendlich kleine Schwingungen entsprieht nur flit den Fall, dass 
die Krifte yon der Zeit als solcher abhlingen, ein Zustand der mittleren 
_Bewegung, um welchen wieder, wenn dieser Zustand der mittleren Be- 
wegung ein sicherer ist, kleine Sehwingungen stattfinden ki~nnen, die 
aueh im Laufe der Zei~ ein gewisses Maximum nicht ;iberschrei~en. 

Mittler, e Bewegung eines Vereins, der yon gegebenen (in der Zeit 
verSnderlichen) Kr'iffen getrieben wird, nenne ieh diejenige Bewegung, 
bei we]chef under allen yon den verschiedenen Anfangszustilnden ab- 
hilngigen Bewegungen die kleinste Beweglichkeit stattilndet, oder ge- 
nauer ausgedrtickt, bei welcher die Summe der w~hrend einer hin- 
reichend grossen Zeit thiitigen lebendigen KSifte ein Minimum ist. Ist 
T ~ � 8 9  2~(6 x) 2 (immer die Punkte des Vereins an Masse gleich ge- 
dacht) die lebendige Kraft, also T~t  die wiihrend des Zeitelementes 
~t th~itige lebendige Kraft, so ist f T d t  zwischen den Grenzen t ~ 0 
und t ~ - t  die w~hrend dieser Zeit thiitige gesammte lebendige Kraft. 
Ftir die mittlere Bewegung soll nlso jenes Integral, bei hinreichend 
grossem t, kleiner sein als ffir jede andre Bewegung des Systems, und 
auch kleiner bleiben als solche, wenn t yon d a a b  beliebig wiiehst. 
Fiir line~re Gleichungen der Bewegung kniipfe ich den Begriff der 
mittleren Bewegung an den der mittleren Integration line~rer Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung, w~hle jedoch als Beispiel lineiire 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Es seien n ZahlgrSssen 
u ~ . . . ,  u~. abhi~ngig gedacht yon einer unabhilngigen ZahlgrSsse t, 
und seien die Differentiale jener GrSssen nach t m i t  (~ bezeichnet, und 
sei jene Abh~ngigkeit partied bestimmt durch die n Gleiehungen 

{ d2ui --[- al, ldui .3c- ". �9 + a i , . 6u .  --~ bi, i ui "J7 " "" "~ b l , . u , ~  fl t 
(10)* 

~12u~ + a,,,l~ui -[- -}- a~,,~u. -[- b~,~ul Jr- b . ,~u~=/~ t  
wo die a und b eonstante ZahlgrSssen sind. 

Die allgemeine Integration dieser Gleichungen ist bekannt. Doch 
wird es ftir die klare Aussonderung der mittleren Integration noth- 
wendig sein, die allgemeine Integration iibersichtlich darzustellen. Zu- 
niehst ist klar, dass man die f t  in beliebige Glieder zerlegen, die all- 
gemeinen Integrale in Bezug auf diese Glieder einzeln nehmen und die 
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so erhaltenen Integrale addiren kann. Ich zerlege die f t  in Exponent,ial- 
glieder, deren Exponealen der Zeit proportional sind, uad seize daher 
als die zu integrirenden Gleichungen zun~ichst 

d:u l  ~ al, lr~u: ~ . �9 �9 ~ a:, ~ --~ bl, :u l  ~ . �9 �9 -Jr- bl,~u~ = g : e  ~t 

(:o) 

wo 91 . ' "  " 9- constant stud. Man denke sieh aueh die u in solehen 
Gliedern dargestellt. Dann treten sogleieh 2 Arten dieser Glieder her- 
vor, n~hnlleh solehe mit der ExponentialgrSsse 2 "e und solehe m i t e  ~r 
wo ~ yon x versehieden, aber noeh zu suehen ist. Die erstgenanntea 
Glieder bilden das miitlere Integral und lassen sieh unmittelbar findea, 
die letztgenannien h~ngen v o n d e r  LSsung eiaer Gleichung des 2n t~" 
Grades ab. Die mittlere Integration giebl ul = yLe ~ ,  . . . .  ~ u , - - - ~ y , e  "~, 
wo die y~ �9 . �9 y,, dureh die ~ Gleiehungea 

(II) 
(u~Y,  "d- ua~ , :y :  "Jr- �9 "d- ~a~,~y,  "t- bn,:yl "-~ "-~ b , , ~ y , , = g ,  

geaau bestimmt sind, falls aieht~ was uaten zu besprechen ist, die 
De~erminante der Coefficienien der Y l ~ ' ' "  Y~ null sein sollte. Set zt 
man hingegea u~ ~ z:e~t, . . .  u~----z~ e~t~ wo it nicht gleich u ist~ so 
ergiebt sieh ein e~tspreebendes Gleiehungssystem wie das obige (11), 
mi~ dem Unterschiede~ dass it~ z start x~ y eintri~t und die rechten 
Seiten null sind. Daraus folgt~ dass die De~erminante der Coefficienten 
yon z ~ , - - ,  z~ null sein muss. Das giebt fiir it die oben angedeutete 
Gleichung des 2~ re" Grades. Fiir jeden der 2n Werthe i t : ~ . . . ,  ~l~,,, 
welehe dieser Gleichung des 2~ ten Grades genfigen, sind dana die zu- 
gehSrigen Verhiiltnisse der z bestimmt~ und dadureh ist daan die all- 
gemeine Integration votlende~. Nut  wean z einem der 2n Werthe 
it:, . . .  its~ gleieh wird, t r i~ der oben erwiihnte Fall ein~ dass die 
yt �9 �9 �9 yu tier mittleren Integration unendlich oder unbestimmt werden; 
in diesem Falle kann man ~ zuniichst unendlich wenig yon jenem 
Werthe it verschieden setzen and in Bezug auf dieses ~ die mittlere 
Integration bestimmen. Immer bleibl die miffiere Integration yon der 
LSsung jener Gleiehung des 2n t~ Grades unabhi~ngig. Um aber zu 
den Gleichungea der Bewegung fibergehen zu kSnnen, mfissen wit den 
Gleichungen (10) noeh eine andere Form geben. Denn da die Glieder 
ge  ~ ,  welche die Kr'gfte darstellea sollea~ bei reetlem :r mi~ t unendlich 
werdea, so entspreehen sie unter dieser Voraussetzung nieht dem Fall 
der Nalur. Man seize daher start g e s'~ die zwei Glieder c cos u td-  c' sin u t 
d. h. c - - c ' i  d ~  c + c ' i  ~ -I- - - g - -  ~ . Diese beidea Glieder unterscheiden sieh 
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nur  dutch das Vorzeichen yon i ~-~//--~i .  Se~zt man nun in (10) zu-  

n~ehst start gl e ~ ein e~_~-- 41_j ei~ u. s. w.~ so ha~ m~n in (11) s t a~  UL 2 
zu setzen el -- c'~ i ---~-----u. s. w,  ferner i n  stat~ g und - - z  ~" stat~ z2, und cs  

werden dana die dutch (11)bes t immten y imagia•r, sie seien v - ~ - ~ v i ,  
so wird ~h----" (vl ~ wl i )  d~'t, "" ' u ,  ~ (v~ q- w,~i) d xt. Setzt m,.l~ 

d~nn zwei~ens in (10) -c-~c-~'/c-~-~ si~att g, so gehen d~raus W e r t h e  

hervor, die sich yon den obigen fiir  ~f,,, . .  ~ nut  dutch d~s V o r -  
zeichen yon i unterscheiden, sie seien mit u~', . . . .  u~' bezeichnet, a l so  
~fi' ~ (v t - -  wli)  e - ~ ,  �9 . �9 ~ ' - ~ -  (v~ - -  ~u,~ i) e- i '~;  also wird u, -~- z~'l 

2v I cos at ~ 2w I sin ~t ~-- ct~ cos x t  + b, sin zt~ wenn 2v I ~ ctj 
und ~ 2r I -~- b I gesetzt wird. 

Es is~ nun nachz~weisen, dass bei der Bewegung, die durch lfi~e:s 
Gleiehungen der Form (10) bestimm~ is~, die mlt~lere Integra~iou zu -  
gleich die mittlere Bewegung ]iefert, wie sic oben definirt isL " Bei d e r  
Bewegung eines Vereins yon m gleich schweren Par t ,  ten im R a u m c  
wird das n der Gleichungen (10) und ( l l )  gleich 3m,  die Gleichm~g i n  

also vom 6m ten Grade. Wi t  nchmen senkrechte Coordinatem~xen 
an. Dann wird die gesammte lebendige Kr,~f~ T ~ .~ X ~ u  ~', a l s o  
f T d t - ~ -  ~ Z j '8~(~dt ,  wo sich die Summe auf ~t~ �9 �9 �9 u~,, bezieht .  
Nun besteht u~ bei der allgemeinen Integrat io~ ~heils aus den Gl iedern  
der mittleren In~egratlon, welehe yon  tier Form a~ cos ut  -J- b~ si~ ~ 
sind, und aus 6m Gliedern der Form zeZ~t; also ~u~ enth'~ilt dann Gl~e- 
der der Form ~b t cos z t ~  gc h sin ~ t  und der Form X~zeX~ t, uad d,tr~ ~- 
enthSlt dann die Quadrate dieser Glieder und die doppelten P r o d u c t e  
je zweier. Y[an sieh~ sogleich, class die Gtieder der Form 2~ze x,t b e i  
reellem Z~ mit unendlichem t se]bs~ unendlich werden, also/ /T--~ g ew i s s  
kleiner ist, wenn diese Glieder fehlen,  als wenn sic vorhanden s i n d .  
Wit  kSnnen also fiir den Nachweis der mi~fleren Bewegung d i e s e  
Gieder wegl~ssen~ dasselbe gil t ,  wenn  Z~ ~--c~-~-fli ist, und a n ich t ;  
null ist. Es sind also nut  die Glieder zu ber[icksich~igen, wo 2~ ~ / $  i 
is~; dana ist ein anderer Wer~h yon Z "etwa Z e ~ ~ f l i  und d i e  
hieraus en~springenden reellen Glieder in u~ werden yon der F o r ~  
i~ cos/~t -[- q sin flt~ also in ~,fi yon der ~'orm fl (~ cos fit - - 1  o sin f i t ) ,  
also yon entsl~rechender Form, wie die Glleder der mittleren In tegra t ion .  
Be~rachten wir zuerst die Quadrate z. B. (xb& cos u t -  za~ sin ~ t )  ~, 
also in f d t  das Glied �89 ~ ( b ~ c o s ~ t - -  a~s inu t )  ~dt ,  so gieb~ d i e s  
~: x ~ [b~2(1 ~ cos 2xt)  dr-J- a~ ~ (1 - -  cos 2 x t )  d t ~  2a~bt sin 2 u t d t ~ .  
Dies giebt in~egrir~ �88 u e (al~ -]- b~ ~) t -~ ~P, wo _P lauter endliche p e r i o -  
d[sche Glieder liefert. Ferner be~rr~ch~en wir das dol0pelte P r o d u c t  
zweier solcher Glieder z. B. z (b~ cos x t  - -  a~ sm zt) and/~ (~ cos fit ~ / 9  
sin fit), so gieb~ das in T d t  das Glied u f ld t  (b~q cos u t  cos {Jr --[- 
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COS (U "4" ~) t +  b,q --a,p cos (~ - -  fl) t - -  b'l' + a'q sin (z + 13) t --  b,p--~iff 
2 2 2 

(x --fl)t] also wenn u nicht gleich fl ist, so liefert sin dies lauter 

endliche periodische Glieder. Nun kSnnen wir t so gross annehmen, 
dass die periodischen Glieder gegen die Glieder der Form �88 u 2 (a.l z + bl 2) t 
u. s. w.verschwindeil; dana wird.fTd t ~ � 8 8  Z z  ~ (a 2 d- b~) t-}- �88 Zfl:  (p2 _~ if',.) t~ 
wo die erste Summe sich auf alle Glieder tier mittleren Int.egratioa be- 
zieht, die le~zte auf die iibrigen. Hier sind die a und b yon unvet-- 
~nderliehem Wer~h, hlngegen p and q kS~nen null sein~ also wird fiir 
tfinl~nglidh grosses t das Integral f T d t  am kleinsten, wenn die 2 ,  q 
si'~mmtlich null sind~ d. h. das Integral das mittlere ist. Es is~ dadurch 
nachgewiesen~ dass bet line~ren Differentialgleichungea der Dewegung 
die mittlere Integration zugleich die mittlere Bewegung liefer~. 

Ich nenne ein Glied yon tier Form a cos s t - { - b  sin ut, wo u 
positiv ist~ m5gen nun a und b Zahlen oder Streeken sein~ ein elli~tische~s 
Glied und x seinen Zeiger. In der That~ sind hier a und b Strecken 
yon ungleicher Richtung und wird a cos xt -{- b sin u t a l s  Sh'ecke r 
dargestellt~ die yon einem festen Punk~e ausgeht~ so beschreib~ der 

Endpunkt~ in der Zeit 2__~ eine-Ellipse, und zwar so~ dass die Strecke 

r selbst~ in gleichen Zeiten gleiehe Riiume besehreibt~ nSmlich in tier 
Zeit dt den Raum �89 [ab] udt'~ die Strecken a und b sind conjugirte 
}talbmesser der Ellipse. In der That~ setzt man cos zt  ---~ u, sin ~t---~ v 
so wird jener R.adius r ~-  ua  d- vb und u ~ -+- v 2 ----- 1~ was die Gleichung 
der Ellipse mit den eonjugirten Halbmessern st und b ist. Ferner be- 
schreibt der Endpunkt yon r im Zeitelemente dt die S~recke ~ r .  dt 
d. h. (b cos s t  ~ a sin s t  ) xdt und r selbst den Fl~Lchenraum �89 [ rdr]d t  
d. h. �89 cos x t d - b  sin xt) (b c o s u t ~ a s i n u t ) j  udt ;  das einge- 
schlossene iiussere Product giebt~ da [aa~ --~ [bb] -~ O, [ab] ----- - -  ~ba] 
und cos eat + sin ~xt gleich 1 ist, den Wer~h [ab]~ also ist der im Zeii- 
elemente d t  besehriebene F1.;icbenraum = �89 [ab] xdt.  

Wir kSnnen nun das Gesetz der mittlern Bewegung ftir unsern 
Fall so aussprechen: Wenn die Bewegung eines u yon Punkten 
durch line,re Differentialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen 
den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruek der Kraf~ vor- 
kommen, ellipti~c]~e Gtieder yon denselbeu Zeigern in alien Strecken, 
welche yon eiaem ~sten Punkte nach den beweglichen Punkten ge- 
iogen sind, and zwar s~nd die Coeffieiente~ dieser Glieder dutch die 
gegebeuen Gleichungea vollkommen bestimmt, und ausser diesen Glie- 
dern treten bet der mittleren Bewegung keine andern hervor. 

]ch bemerke noch~ dass sich die Sict~erhei~ oder Unsicherheit der 
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mittleren Bewegung aus den oben eniwickelten Principien atffs leichteste 
ableiten l~ssl. 

w  

Anwendang auf die Thsorie d0r Ebbe und t~luth. 

Wir betrachten auch bier das der Ebbe und Fluth unterworfene 
System zun~chst als einen Vereia yon m Punk~en, derek1 Massen 1 sind. 
Dann gilt ffir die relative Bewegung in Bezug auf dea Schwerpunkt 

1 
die Gleichung (3) in w 3., niimlich ~Yt-----2~-~-ffl-  ~ u. s. w, 

1 ~2y,,~ ~ p,~ _~_ q,,~ __ ~ p, indem ich n~mlich die inaeren Kr'iifte ql u. s. w. 

yon den :,iussseren Pz u. s. w. gesonde~ und J[~1 ~- "" P,~ ~ P gesetz~ 
babe. Nua set das System einer gleichF6rmigen Rotation um eine feste 
dutch den Schwerpunkt gehende Axe unterwoden und angenommen, 
wie es bet der Theorie der Ebbe und Fluth in der bier nur ber[:icl~- 
sichtigten ers~en Annliherung gestattet ist~ dass sieh die Punkte nut 
unendlich wenig yon der Lage, die sie bet jener gleichfSrmigen Ro~a- 
tion annehmen wtirden, entfernen. Ferner sei n die Winkelgeschwindig- 
keit bet jener Drehung, also nt, die Drehung w:,i, hrend der Zei~ t. Es 
set eine ia der Drehtmgsebene (also senkreeht gegen die Drehungsmxe) 
gelegene Streeke a angenommen, so verwandelt sie sich dutch die 
Drehung um den Winkel n t  in a cos n t - ~  a" si~l nt~ wo a' senkrech~ 
gegen a in der Drehungsebene nach der positiven Drehul~gsseite liegt 
und m i t a  gleich lang ist. Wir bezeichnen nach bekannter Analogie 

diese Strecke a" m~t a t ,  wo i die planimeh'ische Darstellung d e r / / - ~ ]  
ist. Dann verwandelt sich also a in a (cos n t  ~ i sin t ) ~  a d  ~ ,  und 
es wird dann $ae*~*--~ad~t  �9 i n .  Nun set in~---c~ gesetzt, wo a die Winkel- 
geschwindigkeit ihrer GrSsse und R, ichhmg nach darstellt. Dann ver- 
wandelt sieh also a dutch jene Drehung in a e  ~ ,  und 5 a e  ~ wird 
aea~a~ (~'2aea~ ~ a e  ~ a ~, wo tibrigens a 2 ~ - -  n ~ wird. Dieselbe Be- 
zeichnung wende ich auch an, wena a nicht in der Drehungsebene 
tiegt, n~imlich in der Art, dass, wenn a die Richtung tier Drehungs- 
axe hat~ ae  ~ - a und a a - - ~  0 ist. Dies vorausgesetzt drtickt dann, 
wenrt a beliebige Richtung hat~ a e  ~ die Strecke aus, in die a iiber- 
geht, wenn sich das ganze System um den Winkel a t  dreht und es 
bleibt dann ~a.e a~ - ~  a e t n a ,  6 ~a r  ~ aetna"-, wo man abet stuart a ~ 
nichf ohae Weiteres ~ ~ zu setzen hat. In diesem Sinne set nun 
y~ -~- (x~ -~ ul) e ~,  wo x(  in der Zeit uaver~ndeflich und u~t unendlich 
klein ist. Dann wird 5y~ ~ 5u~e a~ -4- (x~ ~ u~)e~ t~ ,  ~.ey~ ~ $ ~ e ~  

Aber wenn sich das ganze System um a t  dreht~ so drehen sich auch 
die inneren Krlif~ am denselben Winket~ und wir kSnnen also start 
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ql schreiben qi's ~t. Somit erhalten wir, wenn man noch mit e -~t mul- 
tiplicir~, die Gleiehung 

(F"ul + 2~u~,~ + (x, + u l ) a ~ - ~ q ' ,  + ( p 1 - - ~ p ) e  - '~ .  

Nun hiingt aber ql' yon der gegenseitigen Entfermmg der Punkt% also 
hier yon x i . -~u l - - (xr -~u~)  d. h. yon x~- -x~ .~- (u i - -ur  ) ab, wo u l - -  m 
gegen x I ~ x,. unendlich klein ist. Somit sondert sich ql' in zwei 
Glieder~ yon denen das eine die u nicht enthi~lt, das andere eine 
line5re Function der u ist. Jenes set mit q/ '  bezeichne~, dieses mit 
qgt, so kSnnen wir die obigen Gleichungen in je 2 Gleiehungen son- 
dern, niimlich 
(12) xla:  -~- q ( ' ,  . . . .  , x,~a ~ ~ q~" 
die den Gleichgewichtszustand bestimmen~ und 

* . 

03) 
/ 1 k o, t~2u,,< + 2 ~ , < , ~  + u . ~  ~ - -  ~ -~ ~ ~ V ~ j e -  , 

welche ganz die Form der im w 5. behandelteu Gleichungen hab-en, 
und ihre mittlere In~egrfltion liefer~ dann die Bewegung der Ebbe und 
Fluth. Es kommt nur noch darauf an, die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen (13) in elliptischen Gliedern zu entwickeln. Wit nehmen 
zaerst nut ein Gestira an~ und zwar set dasselbe nahe kugelfSrmig 
und die Entfernung seines Mittelpunk~es yon dem Sehwerpunkte des 
Systems unendlich gross gegen die Dimensionen des Systems. Die An- 
ziehung, welche eine Kugel dutch ihre Gravitation auf einen ~usseren 
Punkt fibt~ ist dieselbe, als ob alle ihre Masse in ihrem Mittelpankte 
vereinigt wiire. Es~sei L diese Anzlehung in der Entfernu~k 1, so ist 

sie in der Entfernung e gleich ~-. ,Nun se i r  die Strecke yore Schwer- 

punkt des Systems zum Mittelpunkt der Kugel zar Zeit t = 0 und set 
~) die Lgnge yon r,  so ist zu dieser Zeit i~ mit Uebergehung der Glie- 
der yon hSherem Grade der Kleinheit der GrSsse und Richtung nach 

Z(r--x~) ode r - -  Z(r--xi) Das gieb~ en~wickelt 

Dann erhiilg man, d~ die x yore Sehwerpunkt ides Systems aus 
i L Folglich wird genemmen sind und also Z x = = 0  i s t ~ p = q ~ r .  

L(3[  r x zur Zeit t = 0  die reehte Seite der Gleichung (13)gleich ~ \ - - ~  - - -  j] .  

Nun set wiihrend der Dauer eines Tages die Entfernung des Gesi/rnes 
und seine Declination als constant angenommen, wahrend sich seine 
Rectascension in de r  Zeit t um fit iinder% so ist zur Zei~ t erstens ~" 
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ia re~*, zweitens x~ in xle ~' ~bergegangen, and die rechte Seite der 
~,r 8t  

- - x l r  ~ )  e -~" Nun iindert Gleichung (13) wird -~- \ " ~ _ 
% 

sich nach dem Begriff des inneren Productes der ~rer{h desselbcn ~lictd, 
wenn die beiden Factoren sich mu gleiche Axe and um gleichen Winkel 
z. B. um den Winkel --f i t  drehen and man erhgl~, wenn a ~ / ~  ~---7 
gesetzt wird, die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 

7 ',, . . . . . .  ? - - - - -  re - y ' -  x , ) .  
Es sei die L~inge yon x i gleieh t*~, so wird It  i x  I e. r~] = 1 , 0  "~ cos % 

we ~ der Winkel zwisehen r and xle ra ist. Es sei ~/ der WinkeI~ 
den die Axe a mit r ,  und& der Winkel, dell sie mi~ x 1 bildet, and 
sei roi der Winke], den die ]~bene ar  mit der Ebene ax l ,  also %-}-Tt  
dot ~'Vinket, den die Ebene a.r mit tier Ebene axle  r~ bitde~, so ist 
cos qJ~---cos ,tl cos #-[-sin r/sin ~ cos (%JcT t )~  also erhalten wit obigen 

I ,  
ausdruek = e' ~ {3tt Ices ',7 cos ~ q- sin '1 sin ~ cos (% q- 7t)] r e - r ' - - x ,  } 

we man noeh stati r setzen kann r I --~ r.~, indem r in der Axe ~'e im 
Aequator liegt, also start re- rt seizen kann r 1 -I- r~c - f t .  Setz~ man 

dana auch noch start cos (% q- 7t) seinen Wer~h e~@~,+rt)-e-i(~o~+ro 
2 

so tibersieh~ man auf der Stelle, dass der ganze Ausdruek aus 3 elli- 
ptischen Gtiedern mi~ den Zme, ern 0, 7 und 2 7 besteht, we 7 (lie 

scheinbare Pr des Gestirns, also '2___u seine schein- 
Y 

bare Um|aufszei~ isL Trg~ nun noch, wie es bei der Ebbe and I~luth 
der Fail is~, ein zweites Gestirn hiflzu, welches atff die Bewegung 

Einfluss ha~, and dessert seheiubare Umlaufszei~ ~--,~-ist, so ~reten noeh 

zwei ellip~isehe Glieder rnit den Zeigern 7' ~ ~ nnd 2 7" hinzu. Bezeich- 
nen wit diese 5 elliptisehen Glieder ffir den ers~en Punkt mit t)1,~, 
Pi,r, P~,~, iol,r ', Pl,~r', so wird die erste der Gleichungen (13) 

(14) ~ul -P'2~'u'la -I- uia~--q)~ ~P,,o q-~i,r "~vl ,er  q-Pl.r"-l- l~,~'" 
Oaraus ergieb~ sieh, da bei der Ebbe and FluSh nur die mi~lere 

Bewegung ins Auge gefasst wird, f{ir % gleichfalls eine Summe yon 
ftinf elliptischen Gliedern mit denselben Zeigern, also 

(15) ~, = ul,0 + u,,~ q: u~,~ + ~',r' + u.,,~. 
wenn us,0, ul.r u. s. w. elliptisehe Glieder mi{ den Zeigern 0, 7, n. s. w. 
darstellen. Entsprechend sind die Gleiehungen fiir jeden andern Punkt. 
Das erste Glied ui, 0 gieb{ an, um welche Streeke die. durch die Ge- 
s{irne beding{e mit~lere Lage des ersten Punk~es yon seiner Gleieh- 
gewiehts]age abweich~. Die andern 4 Glieder geben die Bewegaz~g 
des Ptmktes nm seine mii~lere Lage an. Es ergieb~ sich daraus der 
Hauptsatz far die Theorie der Ebbe and FIuth: 
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,,Die Bewegung, welche jeder Punkt  des Meeres bet der Ebbe 
u n d  Fluth vollendet, ergiebt sich durch die Interferenz yon vier elli- 
ptischen Bewegungen, yea denen zwei dieselbe Umlaufszeit haben, 
wie die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes betriigt, und 
die zwei andern eine halb so grosse Umlaufszeit." 

Jecles ellip~ische Glied enth'Xlt vermSge seiner Form a cos 7 t  
+ b sin 7 t ,  we a und b Strecken sind, sechs algebraische Constanten, 
also die vier elliptischen Gtieder zusammen 24. Sind diese 24 Con- 
stanten flit einen Punkt des Meeres dureh Beobachtung gefnnden, so 
ist dann die Bewegung des Punktes genau bestimmt. Sell aber nur 
(lie HShe, also nur das Sinken und Steigen bestimmt werden, so hat 
man nur die Projectionen jener Strecken a ,  b u. s. w. auf die verti- 
eale Lhfie zu beachten, man erhiilt also dann 8 Constante in Ueber- 
einstimmung mit La  P l a c e  mdc. cdl. IV, 3. Je'ne 24 Constanten sind 
an sieh dutch die inneren Kriiffe (Gravitation and Elastieit[it) bedingt 
and also nut dann theoretisch zu bestimmen, wenn die Beschaffenheit 
des Systems vollst~indig gegeben ist. 

Nimmt man start der m Punktc eine im Raume stetig verbreitete 
Materie an, so hat man in den Gleiehungen (12) start x 1 , . . ,  x~,, eine 
variable Strecke x im Raume zu setzen, und die Gleichung wird 

(12") xv~ 2 -~- q " ,  

we q" eine Function yon x ist. Diese Gleicbung bestimmt das Gleieh- 
,~'ewicht des Systems. Daml wird in den Gleichungen (13) and (14) start 
a t ,  . . .  u,,~ die yon x abhiingige GrSsse u gesetzt werden m~issen und 
(lie Gleiclm!~g (14) wird 

(14") (~'~u + 2 ~ u  �9 c~ + ~ . a 2 - -  ~ ---~v o + py + P~r + Pr' " [ - ~ r ' ,  

we u ,  Po ,  19r " " " I~uncti~ yon x sind und ~ eine in Bezug auf u 
line,re Function yon x and u ist. Die Gleichung (15) wird dann 

05*") ~* ---- uo + ur + ~'~r + u~. + ~r ' ,  
we die elliptischen Glieder zugleich Functionen yon x sind, also z. B. 
u r ~--- a~ cos 2,t + b., sin 7 t is~ we a x ,  b ,  Functionen yon x stud. 

Will man die 0berfliiche des Meeres haben~ wie sie sieh durcb 
die Ebbe and FluSh zu jeder Zei~ gest~ltet., so hat man x auf die 
Punkte der Oberfl~che zu beschriinken. Dann wird die Gleiehung (12") 
die Gleichul~g der Oberfliiche beim Gleichgewicht (die 5usseren Kr:,ifte 
null gesetzt). Wi t  kSnnen diese Gleiehung in der Form dargestellt 
denken, dass x eine Function ihrer Riehtung ~ wird~ d. h. Function 
einer S%recke ~, die mit x gleiehe Richtung hat ,  aber deren LSnge l i s t .  

Dies ist die wesentliche Idee der Polarcoordinaten. Die Gleichung 
der Oberfl~che zur Zeit t ergiebt sigh dann leich%, da y ~---x + u war 
und u gefunden ist. Erhebt man diese Gleichung aufs (inhere) Quadrat, 
so erh~lt man y-~- ~--- x ~ + 2 Ix I ~t~, da wir das letzte Glied ~t -~ als yon 
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hSherer Ordnung der Kleinhei~ weglassen kBnnen. Ist nun z die Pro- 
jection yon u auf x (oder auf ~), so erh~l~ man 

(16) y2 = x 2 + 2 x z  

als Gleichung der Oberfl~che zur Zeit t. Hier besteht z aus 5 elli- 
ptisehen Gliedern mit den Zeigern O, 7, 27 ,  7', 27", aber diese elliptischen 
Glieder hubert bier die Form~ dass ihre Coefficienten nicht Strecken, 
sondern ZahlengrSssen sind, welche yon ~ abhiingen. 

Es ist in dem Obigen die Ebbe und Fluth nut in der ersten An- 
n~iherang bestimmt. Will man eine hShere Ann~herung erzielen, so 
muss man dennoch die bier entwiekelte Theorie zur Grundlage nehmen, 
und dana die zweite Ann~iherang in entsprechender Weise behandeln, 
wie dies in der Theorie der secul~ren StSrungen der Planeten ge- 
schieht. 

S t e t t i n ,  den 31. Miirz 1877. 


